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Ulamkowy
wymIar

Dr Jerzy RYLL

Odcinkiem jest tu dla nas zbiór liczb
spelniajacych nierównosc a .;; x < b.
kwadratem zbiór takich' punklów (x. y), ze
al :s:;;x < bl• 02 :S; Y < b2; analogicznie
z slescianem. Takie dobieranie punktów
brzegowych jest konieczne. aby podzial,
o którym mowa, byl mozliwy.

•
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Co to znaczy, ze wymiar odcinka jest l, wymiar kwadratu 2, a szescianu 3? Pisalismy w De/cie

5/1983 o wymiarze topologicznym. Okazuje sie, ze na wymiar wyzej wymienionych figur mozna
spojrzec inaczej i to inne podejscie do ich wymiaru ma uogólnienia znajdujace zastosowanie
miedzy innymi w fizyce. Otóz odcinek da sie podzielic na n = nI odcinków podobnych do

1 1
wyjsciowego w stosunku -, kwadrat mozna podzielic na nZ czesci podobnych w stosunku -

n n

do calego kwadratu. Dla szescianu otrzymamy n3 takich czes~i.

Moze wiec okreslic wymiar figury jako taka liczbe D, ze cala figure mozna podzielic na N = nD

1
czesci podobnych w stosunku r = - do calej figury. (Zauwazmy, ze jesli taki podzial jestn

mozliwy, to mozna tez podzielic figure na Nk czesci podobnych w stosunku rk). Mamy wtedy
1 .

D = InN/ln - . Zadamy tu oczywiscie, by liczba N byla naturalna, natomiast liczba n moze nie
r

byc calkowita. Okazuje sie, ze tak zdefiniowany wymiar (wymiar podobienstwa) ma dobre
wlasnosci, aczkolwiek jest okreslony dla waskiej klasy zbiorów, nazywanych figurami
samopodobnymi.
Zobaczmy, jaki wymiar (w powyzszym sensie) ma nieco mniej typowa figura, jaka jest zbiór
Cantora. Zbiór Cantora otrzymujemy z odcinka [0,1] wyrzucajac z niego srodkowy odcinek

o dlugosci + (tzn. (+, ~)), nastepnie' z kazdego z pozostalych odcinków wyrzucamy znów

srodkowe trzecie czesci (tzn. (~. ~), (~ ' :)) i kontynuujemy ten proces w nieskonczonosc
(rys. 2). To, co pozostalo po wyrzuceniu wszystkich tych odcinków, jest zbiorem Cantora.

Oczywiscie kazda "polówka" zbioru Cantora (tzn. jego czesci zawarte w odcinkach [O, ~]

i [+, l]) jest podobna do calego zbioru w stosunku +. Tak wiec' wymiar podobienstwa zbioru
In2

Cantora jest równy -- - nie jest zatem liczba calkowita!
In3

Wymiar podobienstwa pozwala wiec precyzyjniej rozrózniac figury, niz wymiar topologiczny.
Wymiar topologiczny zbioru Cantora jest równy O-jest taki sam jak wymiar punktu czy ciagu
punktów.
Oto dwie inne figury, dla których mozna obliczyc wymiar podobienstwa. Ich konstrukcja jest
przykladem bardziej ogólnej sytuacji. Otóz, bierzemy lamana o równych odcinkach i kazdy jej
odcinek zastepujemy lamana podobna do dancj w ustalonym stosunku. Krok taki powtarzamy
nieskonczenie wiele razy (stosunek podobienstwa lamanych wstawianych w kolejnych krokach jest
staly).

2. Zjawisko Dopplera

Zalózmy, ze w jednorodnym osrodku znajduje sie nieruchome
wzgledem niego zródlo fal (np. zródlo dzwieku w powietrzu)
o okresie To. Niech ponadto uklad odniesienia zwiazany
z osrodkiem bedzie inercjalny.
Przedstawmy zródlo i fale na dwuwymiarowym diagramie
czasoprzestrzennym. Linia swiata zródla spoczywajacego
w x = ° pokrywa sie z osia czasu (rys. 2a). Co jeden okres, tj.
w punktach 0, To, 2To ... opuszcza zródlo maksimum fali.
Maksima przesuwaja sie w obu kierunkach naszego
jednowymiarowego swiata z predkoscia u równa predkosci
rozchodzenia sie fal w osrodku. Linie swiata maksimów sa
równoleglymi pólprostymi o kierunku wyznaczonym przez predkosc
u (oraz przyjete jednostki czasu i odleglosci). Dlugosc fali Ao

jest rowna odleglosci miedzy maksimami fal, mierzonej wzdluz
linii t = const.

Niech teraz fale emitowane przez zródlo rejestruje obserwator

poruszajacy sie ruchem jednostajnym z predkoscia 'U wzgledem
osrodka (np. pasazer pociagu przejezdzajacego w poblizu zródla
dzwieku).
Jaki okres fali zarejestruje? Zalózmy, ze obserwator mija zródlo
w chwili t = O. Na rysunku 2b przedstawiona jest cala historia

t
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Pierwsza z wyjsciowych lamanych bedzie brzeg kwadratu (rys. 3a), którego odcinki beda
zas'tepowane przez lamane o 7 odcinkach podobne do lamanych z rys. 3b, a druga - lamanal
z rys. 4. Stosunek podobienstwa w obu przypadkach jest równy -=-. Pierwsze dwa kroki

/ y17
przedstawione sa na rys. S i 6. Kolorem zaznaczono lamana otrzymana z kwadratu. Wyraznie
widac, ze lamana kolorowa mniej wypelnia plaszczyzne niz ta druga. Oczywiscie dlugosc obu
lamanych jest nieskonczona.

Rys. 4

Rys. 5

Wymiar Hausdorffa jest pojeciem
metrycznym. Zbiory homeomorficzne moga
miec rózny wymiar Hausdorlfa. To samo
dotyczy wymiaru podobienstwa.

Wykazac, ?e dla dowolnej liczby D E [0.2]
istnieje fraktal o wymiarze D (dla D E [0.\]
mozna zmodyfikowac konstrukcje zbioru
Cantora).

Wymiar podobienstwa krzywej czarnej, bardziej wygietej, jest równy 2 - mozemy ja podzielic
1

na 17 czesci podobnych w stosunku -=-. Natomiast krzywa kolorowa ma wymiar podobienstwa
y17

log7/log V 17 ~ 1,37. Jak juz powiedzielismy, wymiar podobienstwa da sie okreslic tylko dla
figur samopodobnych. Mozna go nieco uogólnic, jesli dopuscic podzial figury na figury
samopodobne (z tym samym N i r) - tak trzeba zrobic z kolorowa krzywa z poprzedniego
przykladu. Okazuje sie, ze wymiar podobienstwa jest szczególnYm przypadkiem wymiaru
Hausdorffa, który daje sie okreslic dla dowolnego zbiorl,l w przestrzeni euklidesowej.

Rys. 6

Wymiar Hausdorffa zbioru nigdy nie jest mniejszy od wymiaru topologicznego tego zbioru.
Jesli nie jest mu równy, to zbiór nazywamy fraktalem (od lacinskiego fractus - zlamany).
Fizycy próbuja stosowac fraktale do opisu turbulencji.

Rys, 2c

Czytanie diagramu czasoprzestrzennego moze ulatwic kartonik z waskim
wycieciem. Przesuwajac wyciecie prostopadle do osi czasu ogladamy swego
rodzaju jednowymiarowy film animowany: maksima fal opuszczaja zródlo9
dochodza do obserwatora i mijaja go.

2

obserwatora i maksimów fal. Natychmiast mozna zauwazyc, ze
obserwator zblizajacy sie do zródla (t < O) zarejestruje fale
o okresie T krótszym od To, natomiast obserwator oddalajacy
sie (t > O) zarejestruje fale o okresie dluzszym od To.

Okres T jest równy wspólrzednej czasowej punktu B (rys. 2b).
Latwo zauwazyc, ze: AB = vT, BC = Ao = uTo i AC = uT,

l
a stad vT+uTo = uT, czyli T = To---.

l-~
u

Na diagramie 2c obserwator spoczywa wzgledem osrodka,
a zródlo porusza sie ze stala predkoscia w. Predkosc rozchodzenia
sie fal jest taka sama jak w poprzednim przypadku. Okres fali
zarejestrowanej przez obserwatora (dla t > O) jest teraz równy:

T = TO( 1+ :).

Czytelnikowi pozostawiamy do rozwazenia trudniejsze przypadki:
(l) zródlo i obserwator poruszaja sie wzgledem osrodka,
(2) obserwator porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym,

(3) predkosc obserwatora jest wieksza od predkosci fali,
obserwator i zródlo spoczywaja, a fala odbija sie od zwierciadla
poruszajacego sie z predkoscia równolegla do predkosci fali.

(cdn.)



Opadanie materii na gwiazdy Mgr Marek J. SARNA

W gwiazdach za transport energii odpowiedzialne sa:
- promieni~wanie przenoszace energie promienista miedzy warstwami,
- konwekcja bedaca procesem przenoszenia ciepla razem z materia.

Rys. l
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Gwiazdy to kule zbudowane z plazmy badz materii jadrowej,
wyzwalajace energie promienista z zasobów swej energii
wewnetrznej. Energia wewnetrzna moze byc wyzwalana na skutek:
reakcji termojadrowej, kurczenia grawitacyjnego, przemian
fazowych, eksplozji lub implozji. Taka definicja wlacza do klasy
gwiazd szereg obiektów o drastycznie róznych wlasnosciach
astrofizycznych. Charakterystyki czysto zewnetrzne mówia,
ze zakres temperatur powierzchniowych bedzie od okolo 2
do 100 tys. K, zas jasnosc od dziesieciotysiecznej do miliona

jasnosci Slonca (LO). Równie wielkie róznice wystepuja
w promieniach: od gwiazdy neutronowej, której jedna pólkule
mozna by skryc w Rowie Filipinskim (druga udawalaby Mt.
Everest wystajac z morza), poprzez biale karly o rozmiarach
naszej Ziemi, do najrozleglejszych czerwonych olbrzymów
z fotosfera konczaca sie w okolicy Saturna. Sa dwie przyczyny
takiego zróznicowania wsród gwiazd: masa (od O,OI-do 100 mas

Slonca (MO)) oraz stan zaawansowania ewolucyjnego.

Opadajaca materia to plazma, czyli zjonizowany gaz
o odpowiednio duzej koncentracji czas.tek naladowanych,
zawierajacy jednakowe ilosci ladunków dodatnich i ujemnych,
badz materia miedzygwiazdowa rozumiana jako mieszanina

plazmy i ziaren pylu. W przewazajacej jednak liczbie wypadków

to "cos", co osiada na gwiezdzie, pochodzi od towarzysza
wspólnej doli, bo gwiazdy tak jak ludzie czesto wystepuja
parami. W astrofizyce opadanie materii okresla sie terminem
akrecji. Powyzej wspomnialem o zaawansowaniu ewolucyjnym.
Uszeregujmy obiekty gwiazdowe w ten sposób. Na poczatku.
cyklu rozwojowego bedzie gwiazda ciagu glównego. Po wypaleniu
wodoru w jadrze gwiazda rozszerza sie rozbudowujac rozlegla

otoczke konwektywna (czerwony olbrzym), aby nastepnie
w zaleznosci od masy poczatkowej stac sie bialym karlem lub
gwiazda neutronowa.

Opadanie matem na g\Viazdy poiedvncze

Rys. 2

Kontrakcja to proces swobodnego grawitacyjnego zapadania sie materii
przebiegajacy np. w oblokach materii miedzygwiazdowej czy gwiazdach.
Mówimy, ze osrodek jest optycznie gruby, gdy niemozliwe jest bezposrednie
wypromieniowanie ciepla na zewnatrz obiektu astronomicznego. Proces
wypromieniowywania odbywa sie w tym przypadku przez szereg aktów
absorpcji i emisji.

3

Poszukajmy najpierw sIadów akrecji lub procesów podobnych
w najblizszej okolicy Ziemi. Pierwsza gwiazda, która napotykamy,
jest nasze Slonce - typowy malomasywny przedstawiciel gwiazd
ciagu glównego. Czy i jak zachodzi tu interesujace nas zjawisko?

Slonce przemieszcza sie w rzadkim obloku ~aterii
miedzygwiazdowej z predkoscia 20 km/s w kierunku
gwiazdozbioru Herkulesa. Poszczególne jony, elektrony, atomy
neutralne gazu miedzygwiazdowego powinny wiec w jakis sposób
oddzialywac wzajemnie ze Sloncem. Wiemy, ze na skutek swej
aktywnosci najblizsz\i nam gwiazda emituje wiatr o dosc znacznej
predkosci, która w okolicy Ziemi osiaga wartosc 400 km/s.
W rozwa'zanym przypadku "opadanie" gazu miedzygwiazdowego
(opadanie to jest wzgledne, bo faktycznie to Slonce przechodzi
przez gaz) polega na wzajemnym oddzialywaniu z wiatrem
slonecznym.

Drugim przykladem akrecji na gwiazdy pojedyncze moze byc
sytuacja istniejaca podczas kontrakcji protogwiazd w optycznie
grubym osrodku otulajacym. Jak wykazaly obliczenia modelowe,
centrum takiego obloku ewoluuje szybciej niz obszary
zewnetrzne, tworzac zageszczenie. Zgestek ten otoczony jest
sferycznie symetryczna fala uderzeniowa powstajaca na skutek
opadania materii obloku. Tam tez wydzielane sa znaczne ilosci
energii, która reemitowana jest nastepnie w podczerwonym
zakresie widma. Mozliwe jest jednak istnienie i takich obiektów,

których nie da sie zaobserwowac na tym etapie ewolucyjnym,
gdyz cala energia jest absorbowana wewnatrz.
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Rys. 3. ~Schematyczny przebieg potencjalu grawitacyjnego w otoczeniu dwóch
mas Mi i M2;
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Rys. 4

Powierzchnie, na której energia kinetyczna spadajacej materii jest równa
energii pola magnetycznego, nazywamy powierzchnia Alfvena. Dla tej

.. d" . k I V2 H2 d' I ..
powlerzchm praw ZlWY Jest ZWlaze : "'2 e = g;:;-' g ZIC ewa strona opisuJe

cisnienie opadajacej plazmy (e - gestosc, V - predkosc spadku), wielkosc

zas po prawej stronie nosi nazwe cisnienia magneycznego (H - natezeniepola magnetycznego).

4

Gwiazdy pod'vójne " akrecJa

W gwiazdach podwójnych mozliwosc realizacji akrecji jest o wiele
szersza i zalezy od wielu czynników. Wiemy, ze dwie zwiazane
ze soba masy oddzialuja grawitacyjnie jedna na druga. Linie

stalego potencjalu dla takiego ukladu tworza pewna strukture:
z powierzchnia Roche'a i punktami Lagrange'a LI i L2'
w których sily znosza sie (przez punkty te moze nastepowac
badz przeplyw (LI)' badz wyplyw (L2) materii).
Nas interesuje przeplyw przez LI i to, jak moze realizowac

sie opadanie materii na skladnik drugi. Pierwszy wypelniwszy
swoja powierzchnie Roche'a inicjuje przeplyw i akrecja moze
nastepowac jako:

- dyskowa, gdy materia obdarzona jest dostatecznie duzym
momentem pedu (1),
- sferycznie symetryczna, gdy J jest male,
- kolumnowa, gdy obiekt, na który zachodzi akrecja, ma silne
pole magnetyczne,
- wiatrowa, gdy wiatr gwiazdowy z pierwszego skladnika
oddzialuje na druga gwiazde.

Teraz szerzej omówie tylko ostatnie trzy zjawiska, pomijajac
akrecje dyskowa, której opis mozna znalezc w- szeregu opracowan
popularno-naukowych.

AkreCJa sferYCZnIe symetryczna

Podczas spadania materii w polu grawitacyjnym gwiazd pewne
wielkosci: predkosc, gestosc i temperatura zmieniaja sie w sposób
skokowy, inne zas, jak strumienie materii, energii i pedu
pozostaja ciagle. Skokowa zmiana powyzszych parametrów
nastepuje wzdluz pewnej powierzchni i prowadzi do powstania
fali uderzeniowej. Usytuowanie tego sferycznie symetrycznego
szoku (fali) zalezy od promienia gwiazdy (R) i tempa opadania
materii (NI = dM/dl). W szoku i w warstwach pod nim
polozonych nastepuje zamiana energii grawitacyjnej swobodnego
spadku na promienista. Opadanie moze zachodzic na kilka
r()dzajów obiektów bedacych skladnikami ukladów podwójnych:
gwiazdy ciagu glównego, biale karly (BK) i gwiazdy neutronowe
(GN).
Gwiazdy ciagu glównego absorbuja czesc energii wydzielanej
w szoku i reaguja bardzo gwaltownie na akrecje zwiekszajac
promien i jasnosc nawet kilkaset razy. Proces ten przebiega
do momentu, gdy albo gwiazda przyjmujaca materie wypelni
swoja powierzchnie Roche'a (uklad kontaktowy), albo pierwszy
skladnik odda tyle materii, ze aby utrzymac równowage, bedzie
musial skurczyc sie i przeplyw przez LI ulegnie przerwaniu.
BK i GN podobnie reaguja na akrecje. W nastepstwie chlodzenia
goracej plazmy w obszarze fali uderzeniowej emitowane jest
promieniowanie X i ultrafioletowe (UV). Produkcja kwantów
zachodzi w dwóch charakterystycznych procesach:
promieniowanie hamowania, czyli rozpraszanie elektronów na
jonach z jednoczesna emisja kwantów y i chlodzenie Comptona,
czyli rozpraszanie niskoenergetycznych fotonów na
wysokoenergetycznych elektronach. Modelujac odpowiednio
obszar emisyjny mozna w sposób teoretyczny odtworzyc widmo
obserwowane i rozstrzygnac czy mamy do czynienia z GN, czy
z BK. BK sa bardzo silnymi zródlami promieniowania UV,
co moze stanowic wygodne kryterium odrózniania ich od GN.

Akrecja kolumnowa

Ten rodzaj akrecji zachodzi na gwiazdy (BK, GN) z silnym

polem magnetycznym. W przypadku silnych pól magnetyczny~h
(np. dla BK zmierzona wartosc indukcji wynosi 106_108 gausów)
opadajaca materia zostaje powstrzymana wysoko nad
powierzchnia gwiazdy przez cisnienie magnetyczne. Gwiazda
znajduje sie wewnatrz kokonu (powierzchnia Alfvena)
podpieranego przez linie sil pola. Przenikanie materii na
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powierzchnie gwiazdy moze zachodzic w dwojaki sposób:
- prostopadle "przebijanie" linii pola na skutek niestabilnosci,
- splywanie wzdluz linii pola na bieguny magnetyczne -
akrecja kolumnowa.

Dla p~zypadku pola dipolowego powierzchnia Alfvena ma dwa
punkty osobliwe w okolicach biegunów, przez które materia
nie moze przenikac, a jedynie gromadzi sie w ich okolicy.
Odleglosc tych punktów od powierzchni gwiazdy zalezy
od cisnienia materii, czyli od tempa akrecji M. Im wieksze M,
tym punkty osobliwe bardziej zblizaja sie do powierzchni, az dla
pewnej granicznej wartosci ja osiagaja. Tworzy sie wtedy kolumna
akrecyjna. Podobnie, jak w przypadku sferycznie symetrycznym,
w kolumnie powstaje fala uderzeniowa i ksztaltuje sie obszar
emisyjny. Róznica polega na tym, ze czesc energii (~ 1/2)
wydzielonej w szoku ogrzewa podstawe kolumny tworzac goraca
plame. Inne sa takze mechanizmy promieniowania odpowiedzialne
za ksztalt widma obiektu.

Nowym procesem jest emisja cyklotronowa polegajaca na
wytwarzaniu kwantów energii przez elektrony poruszajace sie po
linii srubowej wzdluz linii pola magnetycznego. Promieniowanie
hamowania i goraca plama daja podobny wklad do widma jak
w przypadku sferycznie symetrycznym. Modele teoretyczne widm
i przewidywania dotyczace pulsacyjnego zachowania niektórych
obiektów w pelni zostaly potwierdzone przez obserwacje.
Jednoczesnie skala~zasowa pulsów (GN rotuje znacznie szybciej
niz BK), jak równiez numeryczne symulacje widma emisyjnego

kolumny pozwolily dla niektórych przypadków ustalic, czy
badanym skladnikiem ukladu podwójnego jest BK, czy GN.

SlIny \\ 'at, gWlazd0WY z tO\ arzvs_

W sytuacji ewolucyjnej, gdy jeden skladnik ukladu podwójnego
jest BK lub GN, a drugi, bardziej masywny, znajduje sie w fazie
czerwonego olbrzyma i prawie wypelnia swoja powierzchnie
Roche'a, nastepuje czesciowa utrata masy z olbrzyma.
Z teoretycznych modeli i obserwacji wiemy, ze w tym przypadku
utrata masy zachodzi w postaci wiatru gwiazdowego. W sytuacji,
gdy wiatr gwiazdowy jest dosc efektywny, by utrzymac czerwonegc.
olbrzyma wewnatrz jego powierzchni Roche'a, pole
magnetyczne BK czy GN oddzialujac na ten wiatr wywoluje
silna emisje rentgenowska (emisja cyklotronowa, promieniowanie
hamowania). Uklady podwójne, w których jedna gwiazda jest
olbrzymem, a druga BK lub GN i w których wymiana masy
zachodzi w postaci wiatru gwiazdowego, nazywane sa masywnymi
ukladami rentgenow·skimi.

(o mówIa obserwacle?
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Ostatnie dwudziestolecie przynioslo zmiane jakosciowa
w technikach obserwacyjnych. Zaczeto wykorzystywac
mozliwosci, jakie daja obserwacje satelitarne, nie obciazone

wszystkimi ziemskimi mankamentami. Z obserwacji
pozaatmosferycznych uzyskano potwierdzenie rentgenowskiego
i ultrafioletowego promieniowania ukladów z akrecyjnym BK
(niektóre polary, np. AM Her), jak równiez pulsacyjnego
charakteru niektórych zwartych zródel (Her X-I, Cen X-3).
Uklad AM Her obserwowano w dziedzinie rentgenowskiej,

a z obserwacji polarymetrycznych w widzialnej czesci widma
oszacowano indukcje pola magnetycznego na 108 gausów.

Wreszcie, gdy chodzi o akrecyjne gwiazdy ciagu glównego,
to w ukladach typu Algol (np: SV Cen, f3 Lyr) w szybkiej fazie
wymiany masy (M od 10-4 do lO-sMO/rok) mamy
prawdopodobnie do czynienia z przypadkiem akrecji sferycznie
symetrycznej. Podsumowujac - trzeba podkreslic,
ze przedstawione w artykule zjawiska akrecyjne sa tylko waskim
pasmem calej szerokiej klasy - bo materia ciagle plynie:
w ramionach spiralnych i na jadra galaktyk, na czarne dziury
i kwazary.



Jak co reku organizujemy Konkurs Uczniowskich
Prac z Matematyki. Zapraszamy do wziecia udzialu.
O~o regulamin;

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika
Delta, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów
szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie
do dnia l maja przesle pod adresem Redakcji Delty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela 
opiekuna pracy.

S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentów. Te sposród
prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu,
który odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

1. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana

przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac"
przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu
w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod
uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez
Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja
dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane
w miesieczniku Delta.

13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje
Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.

Protokól posiedzl.'nia Jury Konkursu Uczniowskich Prac
z MatematykI

3. Brazowy medal i nagrode w wysokosci zl 4.500,-
Joannie Karmowskiej z XX LO w Krakowie za prace "Potegowanie macierzy czwórników",

Cechami podzielnosci nazwijmy twierdzenia postaci:

Dana jest liczba naturalna L = (anan-1 ... a\ao), gdzie an, ... , ao to cyfry z danego ukladu
pozycyjnego. Liczba p dzieli liczbe L wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli liczbe

4. Dyplom uczestnictwa w finale Markowi Strzempowiczowi z IILO w Dabrowie Górniczej,

S. Nagrody w wysokosci zl 3.000,- kazda, opiekunom prac zakwalifikowanych do finalu:
dr Jerzemu Bednarczukowi, mgr Józefowi Siwemu, mgr Wojciechowi Karmowskiemu
i mgr Marii Mizgale.
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Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki na posiedzeniu dn. 25.08.1984 we Wroclawiu,
obradujac w skladzie: prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy, prof. dr Wojciech Zakowski
dr Alicja Derkowska, dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, dr Marek Kordos,

dr Waclaw Wierzbicki - przedstawiciel MOiW, biorac pod uwage dobór tematu, tresc pracy
i przebieg obrony postanowilo przyznac:

1. Zloty medal i nagrode w wysokosci zl 7.000,-

Michalowi Wojciechowskiemu z XIV LO w Warszawie za prace "O pewnym rozkladzie figur
sro9kowo symetrycznych",

2. Srebrny medal i nagrode w wysokosci zl 4.500,-

Bogdanowi PeIcowi z LO w Mikolowie za prace "Zastosowanie kongruencji do znajdywania
cech podzielnosci w dowolnym ukladzie liczbowym",

z = lo' ao+/, . al + ... +ln_1 . an-1 +In' an,

gdzie lo, ... , In sa ustalonymi liczbami calkowitymi.

Zatem znalezienie konkretnej cechy podzielnosci polega mi znalezieniu wspólczynników lo, ... , In.

Cecha jest tym lepsza, im mniejsze sa te wspólczynniki.

~.
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Skrót pracy nagrodzonej zlotym medalem
zamiescimy w numerze 3/1985.

Zwyciezca konkursu w karykaturze
przewodniczacego Jury.



Na przyklad w ukladzie dziesietnym cecha podzielnosci przez 3 (i przez 9) dana jest przez
lo = II = ... = ./.-1 = l. = 1, a powiedzmy przez 10 - przez lo = 1,11 = 12 = ... = l. = O.

Zdobywca srebrnego medalu, Bogdan Pelc z Mikolowa, podal w swojej pracy twierdzenie
wyznaczajace wszystkie cechy podzielnosci, w dowolnym ukladzie pozycyjnym i przez dowolna
liczbe. Oto jego wynik:

Oznaczmy przez LA = (o.o.-t ... 0100) liczbe zapisana w ukladzie pozycyjnym o podstawie A.
Niech ponadto

ki oznacza reszte z dzielenia Al przez p,
k. - reszte, która sie pierwsza powtórzy w ciagu (ki), lub pierwsza

reszte równa zero.

Zauwazmy, ze elementy ciagu (ki) sa liczbami mniejszymi od p, a wiec powtórzenie badz
pojawienie sie zera wystapi najpózniej dla kp•

Utwórzmy teraz liczbe ZLA. Niech

ZLA = 00+klo1 +k202+ ... +k,-10,-1 +

+kto,+k20,+t + ... +k,-102,-2+

+klo2'-1 + ... +kmo.

(liczba m powstanie z liczb r i n) w przypadku, gdy k, '# O lub

ZLA = 00+ktol+k202+· ... +k,_to'_1

w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie. L,iczba LA dzieli sie przez p wtedy i tylko wtedy, gdy ZLA dzieli sie przez p.

Przyklad (prosze pamietac, ze liczbe p, jak tez liczbe ZLA przedstawia sie zawsze w systemie
dziesietnym): szukamy cechy podzielnosci przez 3 liczb zapisanych w ukladzie piatkowym.
Liczymy

ki = reszta z dzielenia 51 przez 3 = 2,

k 2 = reszta z dzielenia 52 przez 3 = I,.

k3 = teszta z dzielenia 53 przez 3 = 2,

a wiec r = 3 i

ZL. = 00+2,.01 + 1· 02+2' 03+1' 04+2, os+l' 06+2' 07 itd.,

az wyczerpiemy wszystkie cyfry L •. Np. Ls = (12l212)s dzieli sie przez 3, bo

ZL. = 12 (Llo = 4557).

Na obronie pracy w finale Konkursu pan Pelc przedstawil rozwiazanie swoja metoda zadania
z naszej ligi:

Liczby calkowite z przedzialu <0,999) zapisano jako liczby trzycyfrowe (liczbom mniejszym
od stu dopisujac na poczatkazero lub zera; np. siedem = 007, dwanascie = 012, zero = 000).
Wszystkie te liczby napisano jedna za druga w dowolnej kolejnosci. Powstala liczba N majaca
3000 cyfr (byc moze zaczynajaca sie od zera). Udowodnic, ze N dzieli sie przez 37.

Szukamy cechy podzielnosci przez 37 w ukladzie dziesietnym. Mamy

k1 = 10, . k2 = 26, kJ. = 1, k4 = 10.

Zatem r = 4 i ZN10 = 00+ 1001+2602+03+ 1004+260s+06+ ... +02997+ 1002998+2602999,.
poniewaz rozpatrywana liczba ma 3000 cyfr (n = 2999) .

.Zmieniajac kolejnosc skladników otrzymujemy

999 999 999

ZN10 = L 031+.10 L 031+1+26 L 031+2,
;=0 ;=0 ;=0

ale wszystkie sumy sa równe, poniewaz w kazdej z tych sum wystepuja tyle samo razy cyfry _
od O do 9 (wynika to z konstrukcji liczby N). Tak wiec

999 999

ZN10 = (1+10+26) L 031 = 37 L 03";=0 ;=0

co na mocy twierdzenia konczy dowód.

Jeszcze jedna uwaga: twierdzenie pana Pelca mozna sformulowac inaczej:

Cecha podzielnosci przez dowolna liczbe w dowolnym systemie pozycyjnym dana jest przez

lo = 1, II = ki dla i = 1,2, .:',n.

Nie widac jednak wtedy, ze ki sie powtarzaja.
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Zalamanie

Niewidzialne punkty

Stwierdzono zaleznosc

Swiatlo przechodzac z jednego osrodka do drugiego
zalamuje sie. Wielkosc zalamania charakteryzuje liczba
n zwana wspólczynnikiem zalamania.

mala delta

Konstrukcja promienia zalamanego: rysujemy dowolny okrag
o srodku w punkcie P padania promienia, nastepnie kolejno
znajdujemy punkt 5, prosta k, punkty Q i R. prosta I i punkt T.

SinO:

sinp = n,

gdzie (X to kat padania promienia na granice osrodków,
a p - kat zalamania.

Kat padania i kat zalamania mierzymy od tzw. normalnej
- prostej prostopadlej do plaszczyzny stycznej do granicy
osrodków. Dalej zakladamy, ze granica ta jest plaska.

Gdy fi < 1, konstrukcja tez moze sie udac.

Moze sie jednak zdarzyc, ze punkty R i T pokrywaja sie.
Wówczas promien zalamany biegnie po granicy osrodków
i równoczesnie widac promien odbity, Takie polozenie promienia
padajacego nazywa sie graniczne.

Kolejne rysunki pokazuja, ze gdy n > l, zawsze mozna
znalezc promien zalamany, oraz ze gdy n < l, promien
zalamany nie zawsze istnieje. Te ostatnia sytuacje
nazywamy wewnetrznym odbiciem; granica osrodków
zachowuje, sie wtedy jak lustro i odbija promien zgodnie
z zasada: kat padania równa sie katowi odbicia.

Dla promieni bardziej nachylonych do granicy niz graniczny
promienia zalamanego nie ma. Jest tylko promien odbity.

Zaslaniajace szklo

Nie ma nic nadzwyczajnego w stwierdzeniu, ze lezaca
na stole latarka o chocby najwezszym strumieniu
swiatla mozna oswietlic ustawiony dowolnie na tym
stole przedmiot. Zaskakujace jest dopiero to, ze gdy
postawimy na stole pryzmat szklany, nie wszystkie
punkty bedzie mozna w ten sposób oswietlic.

e



Obszar zakreskowany jest niewidzialny. Przyjmujemy stale dla
zalamania z powietrza do szkla n = 1,5.
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Wystarczy (stosujac podana
na poczatku metode dwukrotnie)

~ykreslic droge jednego
z promieni. Pozostale uzyskamy
przesuwajac promienie równolegle.

Tak znajdujemy obszar niewidzialnosci dla punktu A przy
wierzcholku W. Dla tego punktu A wewnetrzne odbicie nie moze
wystapic.

Na zakonczenie uwagi techniczne: przy
eksperymentalnym sprawdzaniu wyników nalezy
w miare moznosci uzywac swiatla jednobarwnego
i zaczernic kanty pryzmatu.

Mala De/te przygotowali: Maciej JEDRZEJCZAKiMarek KORDOS.Dla promieni wychodzacych z punktów tych obszarów moze
wystapic wewnetrzne odbicie. Jak wyznacza sie te obszary?

Jak to narysowac samemu?

W istocie, wobec mozliwosci rysowania zalaman
promieni swietlnych wystarczy tylko jedno oczywiste
spostrzezenie: Promienie równolegle przechodza przez
pryzmat "tak samo", to znaczy oba razy dochodzac
do granicy pryzmatu tak samo zmieniaja kierunek.
Z ta informacja mozna narysowac dla dowolnego
punktu obszary dla niego widzialne i niewidzialne.

Rysunki pokazuja obszary niewidzialne z dwóch wybranych przez nas punktów.
Gdy wystepuje równiez odbicie, obszar niewidzialny jest znacznie
bardziej skomplikowany.
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Neutrinografia -- Pierwsze w swiecie przeswietie~le przy uzyciu
wiazkI neutrin

Badania maja na celu poznanie rozkladu kwarków w nukleonie. Pierwsze wyniki wskazywaly,
'ze rozklad ten zalezy od tego, w sklad jakiego jadra wchodzi badany nukleon, czyli innymi
slowy - z jakiego pierwiastka zrobiona jest tarcza.

T.H.

Zadania

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

W wyniku oddzialywan neutrin powstaja czastki naladowane, które umozliwiaja odtworzenie
punktu oddzialywania'.

Zalaczonj: zdjecie przedstawia rozklad punktów oddzialywania w wybranym przekroju aparatury.
Stalowe scianki zbiornika sa znacznie mniej przezroczyste od wodoru, co widac po czestszym
oddzialywaniu neutrin. Kontury zbiornika sa dzieki temu dobrze widoczne.

Jest to pierwszy przyPadek neutrinografii jakiegos obIektu. Warto wspomniec, ze istnieja pomysly
przeswietlania Ziemi w celu zbadania jej struktury wewnetrznej korzystajac z neutrin wysylanych
przez Slonce. Neutrina oddzialuja z materia niezwykle slabo i Ziemia jest dla nich prawie

przezroczysta. W eksperymentach laboratoryjnych udaje sie obserwowac oddzialywanie neutrin
dzieki niezwykle duzym strumieniom tych czastek padajacych na detektor. Badanie neutrin
pochodzacych ze Slonca jest trudne i czasochlonne ze wzgledu na mala intensywnosc wiazki.

W doswiadczeniu oznacz9nym symbolem WAl prowadzonym w Europejskiej Organizacji
Badan Jadrowych CERN pod Genewa oddzialywania neutrin sa rejestrowane w detektorze
o dlugosci 20 m, w którym tarcza jest 1500 ton zelaza.

W celu sprawdzenia tego wyniku uzupelniono aparature o szesciometrowy zbiornik zawierajacy
35 m3 cieklego wodoru. Pozwala to porównywac w tym samym doswiadczeniu oddzialywania
neutrin z tarcza zelazna i wodorowa.
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M 389. Na plaszczyznie dany jest nieskonczony zbiór M o tej wlasnosci, ze odleglosc miedzy
dowolnymi dwoma punktami M jest liczba calkowita. Wykazac, ze zbiór M lezy na jednej
prostej.
Rozwiazanie na str. 7

M 390. Udowodnic, ze srednia arytmetyczna wszystkich dzielników liczby nat4ralnej n zawiera

.r l+nsie miedzy •. n i --.
2

Rozwiazanie na str. 7

M 391. Skonczony zbiór kól na plaszczyznie zajmuje obszar o polu równym 1. Udowodnic,
ze mozna wybrac sposród nich pewna liczbe kól parami rozlacznych, o lacznym polu nie

1
mniejszym niz -.
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Rozwiazanie na str. 7

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 166. Smiglowiec i jego model w skali 1: 10 wykonane sa z tych samych materialów. Model
utrzymuje w powietrzu silnik o mocy 30 W. Jakiej mocy silnik utrzyma w powietrzu
smiglowiec?
Rozwiazanie na str. 14

F 167. Jak zmieni sie chód zegarka kieszonkowego, jezeli polozyc go na gladkim, poziomym
stole? Os wahadla skretnego (balansu) przechodzi przez srodek masy zegarka. Moment
bezwladnosci zegarka wynosi lo, a wahadla 11 (Io ~ lJ.
Rozwiazanie na str. 16
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Terminem turbulencja okresla sie gwaltowne, burzliwe zachowanie sie plynów.
Przykladów turbulencji nie trzeba szukac daleko - przypuszczam, ze kazdy
z Czytelników mial okazje widziej5zalamywanie sie fal, wzburzony slad za
statkiem albo intensywny strumien wody z ogrodowego weza. Praktycznie
wszystkie przeplywy spotykane w przyrodzie sa, przynajmniej czesciowo,
turbulentne.

Mimo swej powszechnosci turbulencja wciaz jest dla uczonych zagadka, a teoria
turbulencji po stu latach róznych prób nie moze pochwalic sie znaczacymi
rezultatami. W szczególnosci nie znamy do tej pory przyczyn powstawania
turbulencji i nie umiemy przewidywac ewolucji ruchu turbulentnego.

Turbulencja obfituje w róznego rodzaju zaskakujace zjawiska. Ciekawa jest juz
sama geometria przeplywów turbulentnych. Okazuje sie bowiem, ze w takich
przeplywach obszar turbulentny (tzn. obszar, w którym predkosc plynu
gwaltownie sie zmienia na krótkich odcinkach) zajmuje tylko czesc przestrzeni,
w której zachodzi przeplyw. Latwo jest zauwazyc, ze nawet w najbardziej
burzliwych przeplywach istnieja obszary "spokojne", wystepujace
w charakterystyczny sposób - im dokladniej analizujemy rozklad predkosci,
tym wiecej takich obszarów widzimy. Inaczej mówiac, struktura obszaru
turbulentnego przypomina troche ser szwajcarski'- ·obszar ten sklada sie prawie
wylacznie z dziur! Ma on równiez wlasnosci "jakosciowego samopodobienstwa".
Oznacza to, ze w wielu przypadkach nie potrafiliby~my odróznic zdjecia przeplywu
turbulentnego w skali l: l od zdjecia zrobionego w wielokrotnym powiekszeniu
(podobne wlasnosci ma np. tzw. Dywan Sierpinskiego, rys. 1).
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Sa to wlasnosci charakterystyczne dla obiektów o ulamkowym wymiarze (patrz
artykul J. Rylla w tym numerze), co sklonilo Benoita Mandelbrota, wielkiego ich
entuzjaste, do wysuniecia hipotezy, ze obszar, na którym skupiona jest
turbulencja, jest fraktalem. Zgodnie z ta hipoteza rozklad predkosci plynu
powinien przypominac wykres funkcji przedstawionej na rysunku 2.

W dalszej czesci artykulu pokaze, jak mozna zweryfikowac hipoteze Mandelbrota
dla najprostszego przypadku turbulencji, tzw. turbulencji izotropowej.

Zanim sprecyzujemy znaczenie terminu "turbulencja izotropowa", przyjrzyjmy sie
pewnej szczególnej realizacji przeplywu turbulentnego. Rysunek 3 przedstawia
schematycznie zachowanie sie turbulencji wytworzonej w tunelu aerodynamicznym
za pomoca kraty wstawionej prostopadle do jednorodnego strumienia. Krata
powoduje powstanie w strumieniu wirów, których typowe rozmiary sa rzedu
wielkosci "oczka" w kracie. Wiry te rozpadaja sie nastepnie na mniejsze, te zas na

f .. jeszcze mniejsze itd. (obszar A).Rys. 2. Wykres unkcJI, która jest
nieciagla w punktach nalezacych W obszarze B najmniejsze wiry sa juz kilka rzedów wielkosci mniejsze od wirów
do zbioru Cantora i stala poza nim powstalych na kracie. Jest to obszar, gdzie ewolucja wirów trwala na tyle dlugo,
(tzw. Diabelskie Schody). ze zdazyla sie wyksztalcic "struktura drobnoziarnista", a przy tym na tyle krótko,

ze straty energii ze wzgledu na lepkosc plynu jeszcze nie sa istotne.

W obszarze C nastepuje zanik turbulencji na skutek spowodowanej lepkoscia
plynu dyssypacji energii kinetycznej na cieplo.

Krzywe fraktalne w tym numerze
Delty pochodza ze znakomitej
ksiazki Benoita B. Mandelbrota
Fracta/s (W. H. Freeman
and Company, 1977).

Mgr
Piotr RACZKA

Rys. 1. Kolejne przyblizenia
dywanu Sierpinskiego 
struktura samopodobna.

urbulencja
i fraktale

Rys. 3. Wytwarzanie turbulencji
w tunelu aerodynamicznym
za pomoca kraty.
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Rys. 5. Typowy ksztalt widma
energu .

Rys. 4. Rozklad prostego pola
predkosci na skladowe
harmoniczne.

Wyobrazmy sobie teraz ruch turbulentny, który by powstal, gdybysmy potrafili
w calej przestrzeni z jednakowa wszedzie intensywnoscia generowac (w blizej
nieokreslony sposób, zwany dalej "mieszaniem") wiry o zadanej wielkosci. Ten
wlasnie wyidealizowany przypadek turbulencji, charakteryzujacy sie wysoka
symetria, nazywa sie turbulencja izotropowa. Oczywiscie nie istnieja zjawiska,
w których izotropowosc turbulencji bylaby scisla. W wielu przypa-dkach mozna
jednak przyjac, ze turbulencja jest w niewielkich obszarach izotropowa.

Jedna z charakterystyk turbulencji izotropowej jest funkcja okreslajaca rozklad
calkowitej energii kinetycznej ukladu miedzy wiry o róznych rozmiarach, tzw.
widmo energii. Jak zapewne Czytelnikowi wiadomo, pole predkosci mozna
przedstawic w postaci sumy skladowych harmonicznych wzgledem zmiennych
przestrzennych. W szczególnosci, jesli wir ma rozmiary rzedu l, to W rozkladzie
jego pola predkosci na skladowe harmoniczne dominowac beda skladowe

odpowiadajace wektorom falowym o dlugosci k rzedu + (rys. 4). Widmo energii
E(k) definiujemy jako wartosc srednia energii kinetycznej na jednostke masy
plynu i jednóstke dlugosci wektora falowego. Funkcja E(k) mówi nam, jaki wklad

do calkowitej energii kinetycznej ukladu wnosza wiry o rozmiarach rzedu ~ .
Widmo energii mozna wyznaczyc eksperymentalnie.

Ksztalt widma' (rys. 5) odzwierciedla sposób, w jaki energia przeplywa przez
uklad. Energia jest wprowadzana przez mieszanie, czyli tworzenie najwiekszych
wirów (male k). Dyssypacja energii na cieplo z~chodzi glównie przez male wiry
(duze k). W stanie równowagi dynamicznej predkosc dyssypacji jest równa
predkosci, z jaka energia jest dostarczana do ukladu przez mieszanie.

.JeSli mieszanie jest wystarczajaco intensywne, w pewnym zakresie widma (w tzw.
obszarze inercjalnym) przeplyw energii jest niezalezny zarówno od mieszania,
jak i od lepkosci.

Dla zweryfikowania hipotezy Mandelbrota wyprowadzimy, za pomoca
uproszczonego modelu przeplywu energii, postac widma energii w obszarze

. inercjalnym. Zakladac bedziemy, ze obszar turbulentny ma wymiar D. Porównanie
rezultatu naszych rozwazan z wynikami doswiadczen pozwoli otrzymac liczbowa
wartosc D.

Przyjmijmy, ze wiry o rozmiarach lo rozpadaja sie na wiry o rozmiarach li = -} lo,
2 •

. te zas na wiry o rozmiarach 12 = (-}) lo itd. Wiry n-tego rzedu beda mialy

rozmiary In = (-} r lo. Jesli obszar, w którym skupiona jest turbulencja, jest
fraktalem, to wiry nie beda wypelnialy calej przestrzeni. Przyjmijmy wiec, ze wir
n-tego rzedu rozpada sie na N wirów rzedu n+ l, przy czym N < 23 (rys. 6).
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Rys. 6. Schematyczne przedstawienie
rozpadania sie wirów. O O O og
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W ten sposób wiry rzedu n+ l beda zajmowac ulamek {J = ~ przestrzeni
zajmowanej przez wiry rzedu n, a wiry rzedu n ulamek {Jn przestrzeni zajmowanej
przez wiry zerowego rzedu. Zbiór, na którym skupione beda najmniejsze wiry,

bedzie w przyblizeniu fraktalem o wymiarze podobienstwa D = ll~~~ .
Proste rozwazania przedstawione obok pozwalaja wyprowadzic w powyzszym
modelu ksztalt widma energii w obszarze inercjalnym:

2

E(k) ~ E3k- 5!3(klo)-{1!3>p,

gdzie f-l = 3- D, E - szybkosc wprowadzania energii do ukladu.
Mozna-latwo sprawdzic, ze wynik ten jest rozsadny. Jesli przyjmiemy {J = l, tzn.
ze wiry kazdego rzedu wypelniaja cala przestrzen, to D = 3 i otrzymamy widmo
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energii w postaci zaproponowanej przez Kolmogorowa E(k) ~ e3k -3
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Taka postac widma dla turbulencji jednorodnej w calej przestrzeni mozna
otrzymac poslugujac sie wylacznie argumentami wymiarowymi - jedyna funkcja
e i k1 która ma wymiar E(k), jest e2/3k-:5/3• Okazuje sie, ze przy odpowiednio
intensywnym mieszaniu w widmach otrzymanych z doswiadczen rzeczywiscie
wystepuje obszar potegowej zaleznosci od k (co potwierdia slusznosc przyjetego
modelu przeplywu energii) z wykladnikiem mniejszym od - 5/3 (co potwierdza
hipoteze Mandelbrota). Dane doswiadczalne daja /.l ~ 0,5, czyli wymiar fraktala
D ~ 2,5.

Jak widac, poprawka do rezultatu Kolmogorowa nie jest duza. Na szczescie
wspólczynnik /.l pojawia sie równiez w innych charakterystykach turbulencji,
które znacznie lepiej rozrózniaja turbulencje wypelniajaca cala przestrzen od .

.turbulencji na fraktalu. Pomiary i tym razem potwierdzaja niesprzecznosc hipotezy
Mandelbrota. Zgodnosc wyników otrzymanych w róznych sytuacjach
eksperymentalnych pokazuje równiez, ze wymiar fraktala nie zalezy od sposobu,
w jaki zostal wygenerowany (np. nie zalezy od intensywnosci mieszania), tzn. jest
uniwersalna wielkoscia charakteryzujaca turbulencje izotropowa.

'A' Czytelnicy proponuja

Nasz Czytelnik Zbigniew Czesak z Krakowa zadal nam nastepujace pytanie:

Do trójkata ABC dopisano trzy trójkaty równoboczne ABC', AB'C i A'BC
jak na rysunku. Czy znajac tylko punkty A', B', C', mozna znalezc punkty
A, B, C? .

Mozna. Najpierw znajdujemy punkt P, i którego widac kazdy z odcinków
A'B', B'C' i C'A' pod katem 120°, a nastepnie na kazdej z pólprostych A'P,

B' P i C' P odlozyc odcinek o dlugosci + (A' P +B' P +C' P). _Konce tych odcinków

to szukane punkty A, B i C.

Powstaja dwa pytania. Po pierwsze - jak znalezc punkt P (i kiedy go znalezc
mozna)? Tu nalezy posluzyc sie lukami Talesa (piszemy o nich w numerze).
Po drugie - skad wiadomo, ze proponowana konstrukcja jest poprawna?
W tym pomaga rozwiazanie problemu Fermata (tez podane w numerze).
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Klub 44

Zadania z fizyki nr 3. 4

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

3. Cienki, sztywny, jednorodny pret, stojacy pionowo na idealnie gladkim, poziomym podlozu,
zostaje minimalnie wychylony z polozenia równowagi i puszczony. Obliczyc przyspieszenie
katowe preta jako funkcje kata a. (rysunek) podczas jego upadku. Jaki tor zakresli srodek masy
preta? Czy pret, jesli bedzie dostatecznie kruchy, moze ulec zlamaniu, zanim upadnie na
podloze? Jaki bedzie ruch preta po idealnie sprezystym zderzeniu z podlozem?

4. Do wykrywania i lokalizacji zanurzonych okretów podwodnych'uzywany jest sonar,
w którym wykorzystuje sie odbicie fali akustycznej od powierzchni okretu. Okazuje sie,
ze w wodach tropikalnych zasieg sonaru, niezaleznie od mocy i czulosci urzadzen, jest czesto
ograniczony do odleglosci zaledwie l km. Wyjasnic to zjawisko.
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.llw,wiazanie zadania F 166. SmIglowiec

l~I4.Vmujc sie nad ziemia dzieki
odrzucanemu w do- strumienioV'.1

powletrz.a \V czas,~ ~1t smiglo odnu\.:a

w dól powetrze z,warte w obiel osci
S'L I, gdzie S ~ P('lw;"f.chnia :zakreslana

p:-zez smiglo, a v -- vi:edkosc strumienia
powietrza. Zmiana pedu powietrza o gestosci
d wynosi Ap = J. S' v' H.
ZgodnIe z trzecia zasada dynamiki

na smiglowiec dziala wiec Stih

F = Jp ; 4Sv'.
tl/

Sila F musi ró\\'nowazyc sil~ ciezkoki ./Idg

(1\.[ - masa smiglowca). a wiec\fg ~ dS~",
otrzymujemy stad: .

v = .• IAfgV S tJ

Mozemy leraz obliczyc moc P SIlniK.,
p:= Fu = dSvJ• Zwiekszenie rozmiarów L

n.zy zwieksza mase L3 razy, a powierzchnie
L2 razy. Stosunek mocy silnika nludcJu Pm
i smjalowca PoA'ynusi

~= !..-(MSm)J<l '-.l'_)''''l'm Sm MmS \ Lm
(Indeks m oznacza wie!ko:.>\.:

charakteryzujace model;. Ola warto';ci
podanych w zadaniu
p = 30 \\ lO'" ~ 9,5 lO· W

Mozna maczej

Oto inny niz mozna znalezc w podrecznikach sposób obliczenia lim j/;. Korzysta sie z tego,
iz ciag malejacy i ograniczony z dolu jest zbiezny oraz z tego, iz podciag ciagu zbieznego ma
te sama granice co caly ciag.

Ciag (yn)~3 jest ograniczony z dolu (oczywiste) i malejacy (dowód indukcyjny ponizej), a wiec
zbiezny do pewnej liczby g.

Podciag wyrazów o parzystych indeksach Cfhn)~2 ma te sama granice g. Ale

2."/- ./ :/- v.,2n=.,,2· n.

Ciag po prawej stronie ma granice g, ciag po lewej granice JlG (tu trzeba wiedziec dodatkowo,

ze lim Vz = l, mozna to tez upn:ednio udowodnic powyzsza metoda). Tak wiec

g = vi,
czyli g = O lub g = l. Wszystkie wyrazy naszego ciagu sa jednak wieksze niz l, a wiec pozostaje
tylko mozliwosc g = 1.

Mamy pokazac jeszcze, ze ciag (yn);t'= 3 jest monotoniczny. Nierównosc }In > "+yn+ l
jest równowazna nierównosci n"+1 > (n+ 1)",

a ta z kolei n > ( l + : r..
( l )3 64

Dla n = 3 mamy oczywiscie 1+ - = - < 3.
3 27

Jesli teraz (l + :)n < n, to

( l )n+1 ( l)n+1 ( l)l+n+l <1+--; <n'l+-;=n+l,

co konczy dowód kroku indukcyjnego, a zarazem monotonicznosci naszego ciagu.

Luki Talesa

jest to miejsce geometryczne punktów, z których widac dany odcinek pod danym
katem. Sa to dwa luki okregów symetryczne wzgledem danego odcinka, Jeden
z nich znajduje sie tak:

Odkladamy dany kat IX tak, by jednym z jego ramion byl dany odcinek AR.
Przez wierzcholek kata prowadzimy prostopadla do drugiego ramienia. Z punktu
przeciecia tej prostopadlej z symetralna odcinka AR zakreslamy okrag
przechodzacy przez A. Gdy IX < 90°, rozwiazaniem jest wiekszy z luków, na jakie
punkty A, R dziela okrag, gdy IX > 90° - mniejszy.

Chyba kazdy z Czytelników z latwoscia uzasadni poprawnosc tej konstrukcji.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzialu fizykI

Uni\\ersytetu Wars.la\\<"kiego i Redakcji .,De}ty"
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan z numeru 8/1984

Wspólczynniki trudnosci zadan 88, 89, 90:

2.56 3,67 2,30

Piotr Figurny

Ryszard Pagacz

Marian Roman

Tadeusz Józefczyk

Zbigniew Koza
Kazimierz Serbin

Zbigniew Bartold

- Lubartów 43,78pkt

- Zawadzkie 42,10pkt

- Elk 41,28pkt

- Poznan 40,48pkt

- Jelenia G.38,92pkt

- Sanok 38,22pkt

- Gdynia 37,50pkt

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n +4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 3S/N, gdzie S oznac~a sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo -=- to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

'a~:a i3 7. ~a4.- yk' --r 105, '.06

!=44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1985

105. Liczby dodatnie x, •... , Xn spelniaja warunek x~+ ... +x~ ~ l/n. Dowiesc, ze zachodzi

nierównosc (x~+2xi+3x~+ ... +nx~)3 ~ (n+l)2/4 ..

106. Prostopadloscian o wymiarach calkowitych a, b, c podzielono na szesciany jednostkowe.
Ile sposród tych szescianów ma wspólne punkty wewnetrzne z jedna (ustalona) przekatna
prostopadloscianu?
Zadanie 106 przyslal pan Werner Mnich z OpoJa.

Rozwiazania zadan z numeru 10/1984

Przypominamy tresc zadan:

°4. W przcstn:eoi dane sa pólproste OPi~, i = l, ... , n,

l.'l~ p/OP'+l1 <. 360° (PH, = PI)' Dowiesc,.ze istnieje
pólprzestrzen zawIerajaca fe pólproste.
95. Rozwiazac w liczbach dodatnich uklad równan: X'XI+I = 2"
(i = l, . ,n; Xn+l = XI)'

96. Czy istnieje ciag liczb naturalnych (an) taki, ze:

a) ]ims(an)/s(2an) = 00, b) lims(a.)/s(3an) = oo? (s(k) oznacza
sume cyfr liczby k).

94. Mozna zalozyc, ze P, sa punktami lezacymi w odleglosci .
l od punktu O. Laczac kazdy punkt P, z punktem P,+, lukiem
kola wielkiego otrzymujemy krzywa zamknieta na sferze o srodku
O i promieniu l. Zgodnie z warunkiem zadania krzywa ta ma
dlugosc mniejsza od 2n. Pokazemy, ze kazda krzywa zamknieta
C na sferze jednostkowej (niekoniecznie zlozona z luków
okregów), o dlugosci < 2n, jest zawarta w pewnej pólsferze.
Stad juz wyniknie teza zadania. Niech A, B beda punktami
polowiacymi dlugosc krzywej C. Srodek krótszego z dwóch
luków kola wielkiego przechodzacego przez A i B oznaczmy
przez N, a srodek dluzszego z tych luków przez S. Niech E
bedzie okregiem wielkim w plaszczyznie prostopadlej do srednicy
NS (rysunek). Przypuscmy, ze krzywa C ma punkt M wspólny
z E. Czesc krzywej C zawarta miedzy M i B odbijamy

N

s
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symetrycznie wzgledem plaszczyzny okregu E; obraz B' punktu B

jest punktem antypodycznym do A. Droga z A do M wzdluz C
i dalej z M do B' wdluz obrazu symetrycznego C ma dlugosc
równa polowie dlugosci C, jest wiec krótsza od n, a to jest
niemozliwe, bo AB' jest srednica. Przypuszczenie, ze C przecina
E, okazuje sie falszywe. Zatem krzywa C lezy w calosci po jednej
stronie kola wielkiego E.

95. Mnozymy wszystkie równania stronami. Dostajemy:
pz = 2'.22 ..... 2n = 2n(n+11/2,gdzie p = X, ....• Xn'

Nastepnie mnozymy stronami równania X,X,+! = 2' dla
i = 2,4,6, ... , 2k, gdzie k = [n/2]. Dostajemy:
(X2X3)(X4XS)'" (X2 X2HI) = 22.24 •.... 22k = 2k(k+11. Gdy n
jest parzyste, n = 2k, lewa strona otrzymanego równania
(oznaczmy ja przez L) równa sie p, wiec p2 = 22k(k+1l, co jest
sprzeczne z wczesniej otrzymanym wzorem na p2. Uklad nie ma
rozwiazan. Gdy n jest nieparzyste, n = 2k+ l, wówczas L = p/x,.
dostajemy wiec p2 = (2k(k+11X,)2, co po porównaniu
z wczesniejszym wzorem p2 = 2n(O+'l,2 = 2(k+1l(2k+1l daje
x, = 2(k+11/Z.Wartosc pozostalych XI wyznaczamy z kolejnych
równan ukladu: X2J+! = 2(2J+k+11/2,X2J = 2(2J-k-11/2,

j = l, ... , k, i sprawdzamy, ze te liczby istotnie spelniaja dany
uklad równan.

96. a) Przypuscmy, ze zapis dziesietny liczby k sklada sie z io
zer, il jedynek, i2dwójek, ... , i9 dziewiatek. W liczbie 2k

w miejscu cyfr O, 1,2,3,4, a takze w miejscu cyfr 5,6,7,8,9,
pojawia sie odpowiednio cyfry O, 2, 4, 6, 8, ewentualnie
zwiekszone o 1 z przeniesienia dziesietnego przy mnozeniu
poprzedniej cyfry, gdy jest ona ~ 5. Zatem dla dowolnej liczby
naturalnej k zachodzi nierównosc

s(2k) = (io+is)' O+(i, +i6)' 2+ (i2+ i7) . 4+(i3+i8)' 6+

+ (i4 +i9)' 8+ (is + i6+i7+ i8+ i9) ~

~ (ii +2i2+ ... +5is+ ... +9i9)/5 = s(k)/5,

wiec ciag spelniajacy warunek a) nie istnieje.
b) Warunek ten spelnia na przyklad ciag a. = (10'+2)/3,
bo S(On) = 3n+ l, s(30.) = 3.
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Rozwiazanie zadaoia F 167. P%zony
na gladkim stole zegarek zacznie wykonywac

dr gania przeciwne w fazie do drgan

wahadla. W przypadku, gdy zegarek je.t

unieruchomiony i porusza sie tylko wahadlo,
moment sily dzialajacy na wahadlo

proporcjonalny jest do kata '1', opisujacego
jego wychylenie z polozenia równowagi.

Równanie ruchu ma postac

('pfPI

II &"2 - = - a.rPl·

Rozwiazaniem sa drgania o okresie

111 l'"~T = 2.'7- . Gdy zegarek moze równiez
\ ex

wykonywac drgania (nicl:h kat, o jaki

Odchyli sie od polozenia równowagi, wynosi
(Po), moment sily proporcjonalny jest do

róznicy katów wychyle n zegarka i wahadla.

Odpowiednie równania ruchu maja postac
d''!'l

11df2 .-= -CX(f{-'l !(().

d2q __o

lu-d,2" = -cx(f/O-I/I)'

Okres drgan wyn.i?si tera/o

_ (1,10 )'"T = 2" aUo +/,)- ,
Wzgledna zmiana okresu wyno~l

r T ( l, )-'1' l l,r = J + j~ o:::; - 2/0

a wiec zegart:k l'aclnie sit" Snies7YC

Paradoks Algola

Teoria ewolucji gwiazd przewiduje, ze obiekty bardziej masywne starzeja sie
szybciej, rozrzutniej gospodarujac swymi zasobami energetycznymi. Fakt ten
potwierdzaja obserwacje. Na znanym zapewne Czytel nikom Delty diagramie
H-R gwiazdy bardziej masywne predzej "odchodza" od obszaru zwanego
ciagiem glównym do obszaru zajmowanego przez olbrzymy. Obserwacje gromad
gwiazdowych sa jednym z najprostszych dowodów tego teoretycznego wniosku.
Zaklada sie, ze wszystkie gwiazdy gromady powstaly w tym samym czasie
i rzeczywiscie okazuje sie, ze te najbardziej masywne sa juz olbrzymami, podczas
gdy malomasywne przezywaja ciagle jeszcze spokojna faze spalania wodoru
w centrum (ciag glówny).

Paradoksalny wydaje sie wiec fakt, ze w wielu ukladach podwójnych skladnik
mniej masywny "puchnie" szybciej niz jego masywniejszy towarzysz. Uklady te
zwane sa algolami, a nazwa ta pochodzi od najbardziej znanej gwiazdy tego
typu - Algola ({3Perseusza).

W algolach gwiazdy mniej masywne sa zwykle podolbrzymami, co oznacza,
ze sa one jasniejsze i wieksze od gwiazd ciagu glównego o tej samej masie.
Jesli wiec obydwa skladniki powstaly w tym samym czasie (przyjecie takiego
zalozenia wydaje sie byc naturalne w przypadku ukladu podwójnego), stan,
w jakim znajduja sie aktualnie, przeczy przewidywaniom teoretycznym.

Dla wyjasnienia sprzecznosci miedzy teoria i obserwacjami Crawford w 1955 roku
zaproponowal nastepujacy scenariusz ewolucji takiego ukladu podwójnego:

Jedna z gwiazd - zwana skladnikiem pierwotnym ukladu - byla poczatkowo
bardziej masywna, a wiec zgodnie z teoria jej ewolucja przebiegala w szybszym
tempie. W szczególnosci jej promien wzrastal predzej niz promien drugiej gwiazdy,
tak, ze jako pierwsza wypelnila ona swoja powierzchnie Roche'a, po czym
rozpoczal sie przeplyw masy na towarzysza. Z biegiem czasu masa skladnika
zmniejszala sie przy jednoczesnym wzroscie masy drugiej gwiazdy, az w koncu
doszlo do odwrócenia stosunku mas - gwiazda poczatkowo bardziej masywna
stala sie obiektem o mniejszej masie. W takim stanie, tj. po odwróceniu stosunku
mas obserwujemy wiekszosc algoli.

Wyjasnienie paradosku Algola podane przez Crawforda jest w pelni akceptowane
przez astronomów. Obserwacje zmian okresów ukladów podwójnych dostarczaja
informacji na temat aktualnego tempa wymiany masy miedzy skladnikami i sa
bardzo dobrym potwierdzeniem koncepcji Crawforda.

mgr Joanna UDALSKA

Problem Fermata

c

A

'8

~'

polega na znalezieniu punktu P, którego suma odleglosci od wierzcholków
trójkata ABC jest najmniejsza.

Biorac pod uwage dowolny punkt P obracamy trójkat APC o kat 60° otrzymujac
trójkat AQB'. Zauwazamy, ze trójkat APQ jest równoboczny. Wobec tego·
AP+BP+CP = PQ+BP+QB' = BP+PQ+QB' ~ BB'. Widac wiec, ze suma
odleglosci punktu P od wierzcholków trójkata, bedzie najmniej sza dla takiego
punktu P, ze punkty B, P, Q i B' beda lezaly na jednej linii prostej. Punkt taki
bywa nazywany punktem Fermata badz punktem Torricellego.

Latwo zauwazyc, ze dla takiego punktu P mamy
.<;:..APB= .<;:..BPC= .<;:..CPA= 120°. Zauwazajac, ze na poprzednim rysunku
równiez trójkat AB' C byl równoboczny, otrzymujemy ciekawy sposób znalezienia
tego punktu: Do trójkata ABC dopisujemy trzy trójkaty równoboczne ABC',
AB'C i A'BC - odcinki AA', BB' i CC' przecinaja sie w jednym punkcie P
takim, ze

AA' = BB' = CC' = AP+BP+CP

i jest to wlasnie punkt Fermata-Torricellego.

1&



Patrz w niebo

Niebieska linia oznaczono na
mapie nieba ekliptyke. Jest to
kolo wielkie na sferze niebieskiej,
po którym "porusza sie" Slonce
w swym rocznym ruchu. Biegun
ekliptyki (punkt, w którym prosta
prostopadla do kola wielkiego,
przechodzaca przez jego srodek
przecina sfere niebieska) jest
równiez zaznaczony na naszej
mapie i ma wspólrzedne 18h
(rektascensja zaznaczona na
obrzezu mapy) i 66~5 (deklinacja
naniesiona na centralnym poludniku
kazdego sektora). Stad widac, ze
nachylenie ekliptyki do równika
wynosi 23~5. Jak latwo obliczyc,
Slonce w ciagu doby przesuwa sie
srednio po ekliptyce o kat
360°/365,2422 ~ 59'8", czyli prawie
o stopien na dobe w kierunku
wschodnim. Okolo 21 marca
i 22 wrzesnia Slonce przecina
równik niebieski; sa to tzw.
punkty Barana i Wagi (punkty
równonocy). Poza tymi momentami
wedruje raz wyzej (w lecie), raz
nizej (w zimie). To jest wlasnie
glówna przyczyna pór roku.
Paradoksalny moze wydawac sie
fakt, ze Ziemia znajduje sie
najblizej Slonca w styczniu,
a najdalej w lipcu; dzieki temu
lato na pólkuli poludniowej jest
cieplejsze niz na pólnocnej.

Sfera niebieska w swym ruchu dobowym obraca sie (na zachód)
znacznie szybciej, niz wedruje po niej Slonce. Przyjmijmy, ze chwilowo
Slonce stoi. Najlepiej wyciac maly krazek z papieru i przytwierdzic
go szpilka w odpowiednim miejscu ekliptyki, pomocne tu beda daty
podane na ekliptyce. Obracajac parasol wokól jego osi (udajemy
ruch dobowy sfery niebieskiej) widzimy, ze Slonce wschodzi, góruje
i zachodzi wedrujac po kole równoleglym do równika niebieskiego.
21 czerwca (tzw. przesilenie letnie) zawedrowuje bardzo wysoko
(na wysokosc 900-<p+23~5 = 61~5, <pjest szerokoscia geograficzna,
tu - Warszawy), a 22 grudnia osiaga jedynie 14~5(sprawdzcie).
Dlatego w zimie jest zimno. Zaniedbujac absorpcje w atmosferze
stwierdzamy, ze w grudniu ilosc swiatla i ciepla, jaka otrzymuje jednostka
powierzchni Ziemi w Warszawie, jest sin 14~5/sin 61~5 (a wiec
3,5-krotnie) mniejsza.

Na ekliptyce zaznaczono równiez znaki Zodiaku. Jesli mówimy, ze ktos urodzil
sie pod znakiem np. Raka, to znaczy, ze w tym czasie Slonce znajdowalo sie
w tym znaku. Warto zwrócic uwage, ze znaki nie odpowiadaja polozeniem
gwiazdozbiorom o tych samych nazwach. Jest to spowodowane precesja, czyli
powolnym obrotem osi Ziemi wokól bieguna ekliptyki. Kiedy ustalano znaki
Zodiaku okolo 2 tysiecy lat temu, jeszcze nic nie wiedziano o precesji i znaki te
odpowiadaly gwiazdozbiorom. Jednak z czasem wszystko sie przesunelo
(z szybkoscia okolo 50" na rok), i do dzis zwichrowalo sie juz prawie o 30°.
Jest to przyczyna klótni miedzy astrologami, którzy nie moga sie zdecydowac,
czy trzymac sie gwiazd, czy swoich znaków.
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