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Czy planeta moze stac sie gwiazda?

Mgr Marek J. SARNA

Rys. 1. Uklad AA Dor przy zachowaniu

skali. Linia przerywana zaznaczona jest

powierzchnia Roche'a. Gwiazda mniej

masywna jest ogrzana z jednej strony, co

schematycznie zaznaczone jest kolorem
bialym.

Wielu ludzi pasjonuje problem mozliwosci istnienia pozaziemskich cywilizacji:
jedni kieruja w przestrzen wielkie czasze radioteleskopów, aby zarejestrowac ich
sygnaly, inni poszukuja sladów tu, na Ziemi, jeszcze inni marza i fantazjuja 
astronomowie zas, trzymajacy sie twardo ziemi, poszukuja w poblizu gwiazd
innych ukladów planetarnych. Do tej pory nie przynioslo to zadnych efektów, co
moze wynikac zarówno z tego, ze do dzis dnia nie ma w pelni wiarygodnego
modelu powstania naszej konfiguracji planetarnej, jak równiez i ze zbyt malej
dokladnosci przyrzadów pomiarowych mierzacych male zaburzenia w ruchu
najblizszych gwiazd. '

W zwiazku z tym, ze bezposrednie poszukiwania i obserwacje nie daly pozytywnego
rezultatu, zaczeto zastanawiac sie nad dowodami posrednimi. Jeden z takich
pomyslów pochodzi od angielskiego astrofizyka P. Eggeltona, który zauwazyl, ze
niektóre uklady podwójne gwiazd o jednym skladniku normalnym, a drugim
o znikomej masie moga wywodzic sie od ukladów gwiazda-planeta. Jako
przyklad mozna podac uklad podwójny oznaczany AA Doradus (gwiazdozbiór
Zlota Ryba). Uklad ten sklada sie z dwóch gwiazd oddalonych od siebie o okolo
700 tys. km, to jest tyle, ile w przyblizeniu wynosi promien Slonca (1 RO =
= 696 tys. km). Gwiazda goretsza, o temperaturze powierzchniowej 40000 K,

jest bialym karlem, druga zas - chlodna (T < 4500 K) - swieci glównie
swiatlem odbitym i przypomina "gwiazde", która na skutek zbyt malej masy
nigdy nie spalala wodoru w centrum (bedziemy ja nazywac zdegenerowanym
obiektem gwiazdopodobnym). Jesli skladnik goretszy - oswietlajacy - ma mase
równa 0,3 Mo (1 Mo = 1,991' 1030 kg), to masa gwiazdy drugiej wynosilaby
okolo 0,048 Mo, a wiec bylaby duzo mniejsza od tej (0,085 Mo), która musi
miec gwiazda, aby spalac wodór w jadrze. Glównym zródlem energii
wypromieniowywanej z wnetrza takiej "gwiazdy" bylaby wiec energia kontrakcji
grawitacyjnej. Chcac uzyskac odpowiedz na pytanie, czy przodkiem malomasywnej
gwiazdy (0,048 Mo) byla planeta typu jowiszowego, trzeba wyjasnic dwa problemy:
- w jaki sposób planeta (masa Jowisza ~ 0,001 Mo) zwiekszyla swoja mase
kilkadziesiat razy,
- jaki mechanizm spowodowal, ze planeta poczatkowo oddalona o kilkaset
promieni slonecznych (odleglosc Jowisza od Slonca wynosi okolo 1120 Ro)
znalazla sie tak blisko gwiazdy centralnej tworzac ciasny uklad podwójny.

Wyjasniajac te ciekawe problemy podajemy na wstepie definicje planety.
Tradycyjna definicja mówi, ze planeta to cialo niebieskie o srednicy wiekszej niz
1000 km, obiegajace gwiazde po orbicie zamknietej i nie majace wlasnych zródel
energii promienistej. Dla lepszego uzmyslowienia sobie róznic miedzy planeta
a gwiazda pokazana zostala zaleznosc masy od promienia dla róznych cial
niebieskich o malych masach i promieniach. Analizujac rysunek 2 widzimy, ze
wszystkie znane planety ukladaja sie na rosnacej galezi zaleznosci R(M), po
lewej stronie maksimum, a gwiazdopodobne obiekty zdegenerowane (masy
0,007 Mo < M < 0,085 Mo) i biale karly - po prawej. Masa Jowisza wydaje
sie byc bliska pewnej masie krytycznej, po przekroczeniu której ciala niebieskie
zaczynaja kurczyc sie.

Sadzimy, ze gdyby na Jowisza zaczela spadac materia, to powinien on przesuwac
sie na wykresie w kierunku wiekszych mas (kierunek ten zaznaczony jest na rys. 2
strzalka), co oznaczaloby kurczenie sie, wzrost gestosci i temperatury w centrum.
Obiekt taki stawalby sie coraz bardziej podobny do gwiazdopodobnych obiektów
zdegenerowanych. Jest oczywiste, ze dostarczycielem materii opadajacej na
planete musi byc gwiazda centralna, a ponadto musi ona to robic efektywnie.

W czasie zycia gwiazdy procesy utraty materii zachodza z rózna intensywnoscia.
W poczatkowej fazie, gdy gwiazda powstaje, mamy do czynienia ze spadkiem
(a nie wyplywem!) materii (z obloku materii miedzygwiazdowej) na kurczaca sie
protogwiazde. Gdy gwiazda spala wodór w centrum, czyli jest tzw. gwiazda ciagu
glównego, wyplyw materii odbywa sie w postaci wiatru -lecz jest raczej malo
efektywny. Po wypaleniu wodoru powstale w centrum jadro helowe kurczy sie,
a otoczka ekspanduje osiagajac niebywale rozmiary. Gwiazda taka zwana jest
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Rys. 2. Zaleznosc masy od promienia dla

cial niebieskich o malych promieniach
i masach. Symbole

oznaczaja kolejno: Merkurego, Ziemie,
Nepluna, Salurna i Jowisza. Obiekty

zdegenerowane to obiekty gwiazdowe, które

na skutek zbyt malej masy (0,001 do

0,08 MO) nigdy nie zapalily wodoru
w centrum i zmniejszaly swój promien do
momentu, gdy cisnienie zdegenerowanych

elektronów zahamowalo kontrakcje. Biale

karly zaznaczono dla mas 0,2 do 1,4 MO'
W skali rysunku gwiazdy neutronowe

znajduja sie prawie na osi poziomej w okolicy
bialych karlów.
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Rozwiazanie zadania F 173. We wzorze Q =

~> wielkosc U to spadek 'potencjalu

wzdluz prz.o:wodówlinii przesylowej. Jest on
mikorno maly w porównaniu z róznica
potencjalów na wtórnym uzwojeniu
transformatora podwyzszajacego napiecie
i maleje ze .zmniejszaniem sie, nateLenia
pradu.

(Zauwazmy, ze 2'-lx, +x.I-1 i 2'
-lx,+x.I-1 = 2'+2'-lx,+x.I-1 maja
ten sam zapis. Nie widzimy jedynki stojacej
na miejscu 4, gdyz takiego miejsca nie ma.)
3. x, < O, x. ;> O, Ixd ., Ix.1

d,
II

,.(x,)EIl',(x.) = 2'-lxd-l+x,+1 =
= 2' + Ix.I-lxd = ,.(x, + x.),
4. x, < O, x. ;. O, Ix,l > Ix.1

'.(x,) Ell,.(x.) = 24-lx,I-I+lx.1 =
= 2' -Ix, +x.l- l = ,.(x, +x,)

d4

. ,II~ 24-1-lxd+2'-I-lx.l+l =
= 2'-lx,+x21-1 - ,.(x, + x,).

czerwonym olbrzymem, Stosunek gestosci jadra i otoczki jest w czerwonym
olbrzymie taki sam, jak olowiu i jonosfery (warstwy polozonej 100 km nad
Ziemia). W czerwonych olbrzymach predkosc ucieczki z powierzchni gwiazdy jest
znikoma (w porównaniu z gwiazdami ciagu glównego), a wiec wyplyw materii
jest bardzo ~ilny - moze uniesc w sumie nawet kilkadziesiat procent masy
gwiazdy. Gwiazda majaca niezbyt duza mase poczatkowa na skutek wyplywu
moze stracic cala otoczke i po wypaleniu helu nie zapali nastepnego pierwiastka
(wegla), a stanie sie bialym karlem (mala, bardzo gesta gwiazda). Po tym, co
powiedziano wyzej, wnioskujemy, ze odpowiednim dostarczycielem materii dla
efektywnego zwiekszania masy planety bedzie czerwony olbrzym.

Pozostaje jeszcze jedna istotna sprawa: jak daleko od powierzchni gwiazdy ciagu
glównego musi znajdowac sie planeta? Planeta polozona w odleglosci wiekszej
niz 2000 Ro zbiera zbyt malo materii z rzadkiego juz wiatru gwiazdowego.
W momencie, gdy znajdzie sie w otoczce czerwonego olbrzyma, ma zbyt mala
temperature i gestosc w centrum, aby przetrwac ten kataklizm. Polozona zbyt
blisko (odleglosc < 500 Ro) ma za malo czasu, aby zwiekszyc swoja mase
kilkadziesiat razy. Czas opadania materii jest tu ograniczony tempem ewolucji
czerwonego olbrzyma, który bardzo szybko zwieksza swój promien, ogarniajac
i "rozpuszczajac" w otoczce planete. Przekladajac to na jezyk odleglosci
w Uklad~ie Slonecznym planeta - kandydat na gwiazde - powinna znajdowac
sie miedzy pasem planetoid a orbita Saturna. Wydaje sie wiec prawdopodobne,
ze jedynie Jowisz ma szanse stac sie "gwiazda" i utworzyc w przyszlosci ciasny,
malomasywny uklad podwójny z bialym karlem powstalym jako rezultat ewolucji
naszego Slonca. Wszystkie blizsze planety rozplyna sie w otoczce Slonca
czerwonego olbrzyma. Niejakim pocieszeniem dla nas niech bedzie fakt, ze moze
sie to stac dopiero za kilka miliardów lat.

Wyobrazmy sobie teraz konkretna sytuacje, gdy planeta typu jowiszowego jest
oddalona o okolo 900 Ro od gwiazdy centralnej (rys. 3a). Gwiazda ta ewoluuje
tak, jak to opisalismy wyzej i gdy staje sie czerwonym olbrzymem, zaczyna sie
silny wyplyw materii z jej powierzchni. Czesc tej materii opada na planete, która
zwiekszajac mase przybliza sie (rys. 3b) do rozdymajacej sie coraz bardziej
gwiazdy centralnej. Trwa to okolo miliona lat. W tym czasie planeta zmienia sie
w gwiazdopodobny obiekt zdegenerowany i wchodzi w otoczke czerwonego
olbrzyma (rys. 3c). Oddajac swoja energie otoczce zaczyna spadac po spirali ku
gestemu helowemu jadru. Gdy energia calkowita ukladu zlozonego z helowego
jadra i zdegenerowanego obiektu gwiazdopodobnego staje sie porównywalna
z energia wewnetrzna otoczki gwiazdy - zewnetrzne warstwy ulegaja rozproszeniu
Pojawia sie ciasny, malomasywny uklad podwójny (rys. 3d) zlozony z bialego
karla i gwiazdopodobnego obiektu zdegenerowanego.

Przedstawiony wyzej schemat ewolucyjny moze tlumaczyc powstanie takiego
ukladu jak AA Dor. Uczciwie trzeba jednak powiedziec, ze nie jest to'jedyne
mozliwe wytlumaczenie. Inne, konkurencyjne rózni sie tylko tym, ze zamiast
planety rozwaza sie od samego poczatku malomasywny obIekt gwiazdopodobny ,
który analogicznie spada po spirali w otoczce czerwonego olbrzyma dajac
w rezultacie uklad podwójny podobny do AA Dor.

Czy udalo nam sie odpowiedziec na tytulowe pytanie? Sadze, ze tak i jest to
odpowiedz twierdzaca. Trzeba jednak zaznaczyc, ze sa to jedynie hipotezy
naukowe, które w miare wzrostu ilosci materialu obserwacyjnego i naszej wiedzy
teoretycznej zostana zmodyfikowane lub nawet zmienione. Dzisiaj mozemy je
traktowac jako ciekawostki godne rozwazenia.

Rozwiazanie do artykulu ••Komputery i liczby"

Oznaczmy przez Elldzialanie wykonywane
przez nowy sumator. Zalózmy. ze dodawanie
liczb x, i x. nie powoduje przepelnienia.
Zauwazmy, ze dla x ~ O mamy ,.(x) =
= 2'-I-lxl (gdyz 2'- I = 1111 i IxIB+
+ IXIB = Uli).

. 1. Xl ~ O, X2 ~ O

,,(x,) Ell,.(x.) = ,.(x, +".),
2. Xl < O, x" < O
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Rys. 3. Cztery kadry historii z przemiany
planety w gwiazde:
a) gwiazda centralna - gwiazda ciagu
glównego, planeta krazy po orbicie

w odleglosci miedzy 500 a 2000 RO'
b) gwiazda centralna staje sie czerwonym'
olbrzymem, z którego zachodzi silny wYPlYw
mateni. Planeta zwieksza swoja mase
zblizajac sie po spirali do powierzchni
czerwonego olbrzyma,
c) gwiazda-planeta zanurzyla sie w otoczce
czerwonego olbrzyma i zaczyna po torze

spiralnym zblizac sie do helowegb jadra,
d) uklad podwójny w stanie obecnym po
rozpedzeniu otoczki czerwonego olbrzyma.
Skala 1000 razy wieksza niz na rys. a, b, c.

d)

e)

b)
---

a)
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Granica Roche'a i powierzchnia Roche'a
Dr Tomasz KW ASr

Rys.l

B.
m,ro

Nazwisko francuskiego matematyka Edouarda Roche'a (1820-1883) wiaze sie z dwoma
zagadnieniami nalezacymi formalnie do dziedziny mechaniki nieba, a które swoimi
konsekwencjami daleko wyk!aczaja poza mechanike.

Na poczatek (rys. 1) zalózmy, ze po kole o promieniu A obiega planete o masie M

i promieniu R satelita o masie m i promieniu r synchroniczny (tzn. którego okres obrotu jest
równy okresowi obiegu, jak w przypadku naszego Ksiezyca). Z zalozenia ruchu po kole wynika,
ze przyspieszenie odsrodkowe centrum satelity jest równe (co do wartosci bezwzglednej) jego

przyspieszeniu grawitacyjnemu ze strony planety, czyli

2 GMwA=-
A2 '

/

gdzie w oznacza predkosc katowa satelity, a G stala grawitacji. Scisle mówiac, satelita krazy nie
wokól srodka planety, lecz wokól srodka masy calego ukladu, czyli p;fkole o promieniu
AM/(M +m), jednak niescislosc te mozna zaniedbac, gdy satelita jest "maly" w stosunku do

swojej planety. Tak czy inaczej wypadkowe przyspiesz~nie srodka masy satelity jest równe zeru.

Obliczmy teraz róznice tych samych przyspieszen (odsrodkowego i grawitacyjnego) w najbardziej
odleglym od planety punkcie satelity - bedzie 'to tzw. przyspieszenie przyplywowe Lla. Punkt
ten obiega planete po kole o promieniu A+r, zatem

2 GM GM GM

Lla = w (A+r)- (A+r)2 = AT" (A+r)- [( r)]2:::::
. A 1+-

\ A

GM GM r GM GM r GM:::::--+ ------+--2- = 3--y.
A2 A2 A A2 A2 A 'A3

1
Skorzystalismy tu z liniowego przyblizenia --- :::::1- 2x, gdzie x oznacza wielkosc mala

(1 +X)2

wzgledem jednosci. Analogiczny rachunek dla punktu satelity lezacego najblizej planety dowodzi,
ze przyspieszenie przyplywowe w nim wynosi - Lla. Satelita jest zatem rozciagany w kierunku
prostej laczacej go z planeta, gdyby wiec byl ciekly, to nie móglby zachowac ksztaltu kulistego,
w ogóle zas moze utrzymac sie w calosci, gdy Lla nie przekracza jego wlasnego przyspieszenia
grawitacyjnego na powierzchni, czyli gdy

GM Gm3--r<--
A3 y2 '

4, Wspólrzedne

czasoprzestrzenne

Wynik doswiadczenia Micheisona i Morleya nie oznacza, ze
trzeba odrzucic idee eteru. Pfoponowano kilka wyjasnien, które
"ratowaly" eter. Jednak czesc z nich okazala sie niezgodna
z wynikami innych eksperymentów, a pozostale wymagaly
przyjecia wzajemnie sprzecznych wlasnosci eteru. Niezaleznie od
powodzenia tych prób warto zauwazyc, ze zalozenie istnienia
eteru oznacza rezygnacje z przeniesienia zasady wzglednosci na
zjawiska elektromagnetyczne.

Wszystkie wspólczesne eksperymenty sa zgodne z dwoma
postulatami, na których opiera sie szczególna teoria
wzglednosci :

1. Zaden z inercjalnych ukladów wspólrzednych nie jest
wyrózniony.

2. Swiatlo niezaleznie od kierunku, w którym sie rozchodzi, ma
(w prózni) wzgledem dowolnego inercjalnego obserwatora te
sama predkosc.

Pierwszy postulat jest rozszerzeniem zasady' wzglednosci
Galileusza na wszystkie zjawiska fizyczne. Drugi natomiast
nadaje wyjatkowe znaczenie predkosci swiatla. Predkosci

wszystkich innych obiektów sa wzgledne, tj. zaleza od predkosci
i kierunku ruchu obserwatora. Predkosc swiatla jest dla kazdego
obserwatora taka sama.

Do tej pory zakladalismy, ze kazdemu obserwatorowi

inercjalnemu mozna przypisac pewien uklad wspólrzednych
w czasoprzestrzeni. Trzeba jednak pamietac, ze obserwator
powinien taki uklad "zbudowac", tj. opracowac metode
doswiadczalnego wyznaczania czasu i miejsca dowolnego
zdarzenia.

Zalózmy, ze plaszczyzna kartki to nasza dwuwymiarowa
czasoprzestrzen, w której linie swiata swiatla reprezentowane sa
przez proste nachylone pod katem 45° do krawedzi kartki.
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Rys.2

E,<E2<ER<EJ

Rys. 3

x

Przy równych gestosciach satelity i planety daje to warunek na istnienie satelity

A> V3R.
Tak "odkrylismy" istnienie najmniejszej odleglosci od planety, ponizej której satelita (ciekly!)
musi zostac rozerwany przez sily przyplywowe. Jest to tzw. granica Roche'a. Wynik nasz jest co
prawda ilosciowo zly, ale dokladniejsze obliczenia prowadza tylko do innego wspólczynnika
przy R, mianowicie równego 2,455. Najwazniejszy wniosek jest ten sam - ciekly satelita moze
istniec tylko pota granica Roche'a. Naszemu Ksiezycowi (nawet gdyby byl ciekly) nic nie grozi
ze strony Ziemi - cale szczescie ! Ale np. pierscienie Saturna leza calkowicie ponizej granicy
Roche'a dla Saturna. Nasuwa sie wiec mozliwosc, ze moze powstaly one w wyniku rozerwania
jakiegos ciala, które za bardzo zblizylo sie do Saturna - niestety, nie mamy na razie pewnosci,
czy bylo tak rzeczywiscie.

A teraz zupelnie inny problem. Niech nadal po kole obiegaja sie dwa ciala o masach M i m,
a w ich wspólnym polu grawitacyjnym niech porusza sie czastka o znikomej masie p., tzn. nie
zaklócajaca ruchu dwóch cial "ciezkich". Ruch tej czastki wygodnie jest przedstawiac
w ukladzie wspólrzednych wirujacym wraz z masami ciezkimi, czyli np. tak, by masy te stale
lezaly na osi x (rys. 2). Ruch czastki moze byc bardzo skomplikowany, z góry jednak mozemy
przewidziec, ze jej calkowita energia caly czas musi byc stala. Wyrazenie na energie w tym
wirujacym (a wiec nieinercjalnym!) ukladzie wspólrzednych ma postac

1 2 1 2 2 2 GM GmE = -p.v --p.oo (x +y)- -----.
2 2 Tl T2

P~erwszy skladnik jest energia kinetyczna, drugi uwzglednia, ze' uklad wspólrzednych wiruje
(jest to potencjal przyspieszenia odsrodkowego), a dwa pozostale to energie potencjalne wzgleden
obu mas. Skoro energia kinetyczna jest z natury rzeczy ograniczona od dolu wartoscia równa
zeru, to suma trzech pozostalych skladników musi miec (przy konkretnej energii calkowitej, lub
inaczej - przy konkretnych warunkach poczatkowych ruchu) ograniczenie od góry. Oznacza to,
ze ruch czastki moze odbywac sie tylko wewnatrz odpowiedniej powierzchni ekwipotencjalnej

- (zwanej tez powierzchnia zerowej predkosci), czyli w obszarze, w którym

1 2 2 l GM Gm- p.oo(x + y )+ --- + -- > - E.
2 Tl Tl

Gdy energia calkowita E ma ,duza wartosc ujemna, warunek ten moze zostac spelniony albo
dostatecznie daleko od calego ukladu (o czym dalej nie bedziemy mówic, gdyz. nie jest to istotne
dla tytulowego zagadnienia), albo dostatecznie blisko którejs z mas (np. wewnatrz powierzchni
oznaczonej El na rys. 3). Przy wiekszej energii (El) obszary dozwolone dla ruchu wokól mas sa
wieksze, wreszcie przy pewnej jej wartosci (ER) lacza sie w jednym punkcie tworzac tzw.
powierzchnie Roche'a. Przy energii jeszcze wiekszej (E3) powierzchnia Zerowej predkosci ma juz
postac biszkopta lub hantli.

Rys.4a

Narysujmy lmie swiata: obserwatora w poruszajacym sie swobodnie
statku kosmicznym i zdarzenie A, którego wspólrzedne
czasoprzestrzenne chce wyznaczyc (rys. 4a). Linia swiata
kosmonauty jest jednoczesnie osia czasu jego ukladu
wspólrzednych wyskalowana przez wskazania jego zegara.
Kosmonauta moze wysylac i odbierac sygnaly swietlne. Niech

zdarzenie A polega na odbiciu sygnalu wyslanego w P. Odbity
sygnal zostal odebrany w Q (rys. 4b). Jedyna dostepna
obserwatorowi informacja to wskazania zegara w Q i P.

Poniewaz predkosc swiatla nie zalezy od ruchu obserwatora,
jest ona w kierunku "tam" taka sama jak "z powrotem".
Czas ruchu impulsu do chwili odbicia jest równy polowie czasu,

jaki uplynal od P do Q (Czytelnikowi pozostawiamy szczególowe
. uzasadnienie tego wniosku). Zdarzenie S dzielace odcinek PQ

na polowy jest wiec równoczesne - wedlug kosmonauty - ze
zdarzeniem A. Przypisze on zdarzeniu A wskazanie swojego
zegara w punkcie S.
Odleglosc zdarzenia A od obserWatora jest równa drodze, która
przebedzie swiatlo w czasie miedzy zdarzeniami P i Q.
Naturalnymi jednostkami odleglosci sa tu sekundy swietlne.
Predkesc w tych jednostkach jest wielkoscia bezwymiarowa.
Latwo wykazac, ze odleglosc (w sekundach swietlnych)
zdarzenia A od obserwatora jest równa dlugosci odcinka SA,
a wszystkie zdarzenia równoczesne z S tworza prosta, do której
nalezy ten odcinek. Prosta ta moze pelnic role osi odleglosci od
obserwatora. Przesunmy ja równolegle od punktu O, w którym
zegar wskazuje czas zerowy. To, co otrzymalismy, jest

poszukiwanym ukladem wspólrzednych w czasoprzestrzeni
(rys.4c).
Czytelnikowi pozostawiamy do wykazania, ze: 1) wszystkie
zdarzenia, które obserwator uwaza za równoodlegle, leza na
prostej równoleglej do osi czasu i 2) linia swiata swiatla
przechodzaca przez O jest dwusieczna kata miedzy osia czasu
i osia odleglosci. (cdn.)



ALGORYTMY Powierzchnia Roche'a jest wiec taka powierzchnia zerowej predkosci, która przy mozliwie
rozstrzygniecie konkursu najmniejszej energii czastki dopuszcza jej przejscie z sasiedztwa jednej masy do sasiedztwa

Na konkurs naplynelo 30 odpowiedzi Iw tym drugiej masy. Ma to ogromne znaczenie przyrodnicze. Np. statek kosmiczny moze
jedna jako wydruk z mikrokomputeral, (przynajmniej teoretycznie) doleciec w poblize Ksiezyca, okrazyc go i wrócic na Ziemie bez
wiekszosc prawidlowych. Zupelnie .. 'l'k " l' lk b . d l h d . d . k' " .. E "l bi tm uzycla SI m a, jeze I ty o o szar jego ozwo onego ruc u o powla a ja lejs energII 3 mepoprawnie stwierdzi o co ro a algory y

17 uczestników. Nagrody wylosowali: mniejszej od ER. To samo dotyczy niezwykle waznego we wspólczesnej astronomii zagadnienia
Jerzy Chmiel z Glucholaz, przeplywu materii miedzy skladnikami podwójnego ukladu gwiazd. Formalnie w kazdym
T.omasz Rawlik z Gliwic, ukladzie podwójnym (tzw. rozdzielonym) znajda sie czastki (atomy wylatujace z powierzchni
Adam Olejnik z Wabrzezna. gwiazd) na tyle energetyczne, ze obszar ich ruchu dozwolonego bedzie wiekszy niz wnetrze

Pierwszy z algorytmów podawal liczbe powierzchni Roche'a. Zazwyczaj ich liczba jest tak znikoma, ze o przeplywie materii nie ma
jedynek w dwójkowym rozwinieciu liczb mowy. Liczba tych czastek gwaltownie wzrasta, gdy jedna z gwiazd w trakcie ewolucji specznieje
od 1 do 2M_1. Drugi wypisywal Iw kolejnosci k' " lni . 'c . h' Rh' W d b' k" "
"alfabetycznej ni podzbiory zbioru {1, ••• , N}.ta ,ze prawIe wype swoJa czes powlerzc m oc e a. te y oWlem czast I startujace
Trzeci obliczal wartosc wielomianu Z powierzchni tak rozdetej gwiazdy maja od razu energie zblizona do ER, jest ich bardzo duzo

aO+a1h •••+aNtN w punkcie x. Czwarty i znaczny ich procent ma energie wieksza od ER. Z gwiazdy tej plynie wtedy w strone jej
mnozyl liczby M i N. towarzyszki po prostu strumien materii. Przypomina to strumien powietrza wyplywajacy
Najwiecej klopotów sprawil Czytelnikom Z przeklutego balonika, widzimy jednak, ze mechanizm powstawania tego strumienia jest
pierwszy algorytm. zupelnie inny. Takie gwiazdy podwójne (sa to tzw. uklady pólrozdzielone) sa w Galaktyce

bardzo liczne, aprzykladem moze byc znany uklad Algola. Wreszcie moze sie zdarzyc, ze obie
gwiazdy wypelniaja powierzchnie Roche'a - kazda swoja czesc. Tworza one wtedy tzw. uklad
kontaktowy wytwarzajacy wspólna otoczke o ksztalcie odpowiadajacym energii E3 niewiele
wiekszej od ER. Obiekt taki wyglada wlasciwie jak d7;iwaczna jedna gwiazda z przewezeniem.

__ Zadania
Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 398. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej' n istnieje niepusty, skonczony zbiór S
punktów plaszczyzny, o tej wlasnosci, ze dla kazdego punktu A E S dokladnie n punktów
zbioru Sjest odleglych od A o 1.
Rozwiazanie na str. 10

M 399. Danych jest 100 liczb al, a2, ... , alOO spelniajacych warunki:

al-8a2+7a3;;' O

a2-8a3+7a4;;' O

a99-8aI0~+7al ;;. O

aI00-8al+7a2;;' O.

Znalezc az, a3, ... , aIOO, jesli wiadomo, ze al = 1.

Rozwiazanie na str. 10..

M 400. W rogach szachownicy 3 x 3 stoja skoczki: w górnych rogach biale, w dolnych czarne.
Jaka jest najmniejsza liczba ruchów potrzebnych do przestawienia bialych skoczków w dolne
rogi szachownicy, a czarnych w górne?
Rozwiazanie na str. 11

Redaguja mgr' Tomasz TRA TKIEWICZ imgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 172. Zgodnie z prawem Ohma natezenie pola elektrostatycznego w dowolnym punkcie
wewnatrz przewodnika, w którym plynie prad staly, jest proporcjonalne do gestosci pradu
w tym punkcie. Zródlem pola sa ladunki gromadzace sie na powierzchni przewodnika po
wlaczeniu pradu. Na przyklad na powierzchni nieskonczonego przewodzacego preta gromadzi
sie ladunek, którego gestosc zmienia sie proporcjonalnie do odleglosci od pewnego przekroju So
(rysunek). Udowodnic, ze przy takim rozkladzie ladunku pole elektrostatyczne wewnatrz preta
jest jednorodne.
Rozwiazanie na str. 10

F 173. Przy przekazywaniu energii elektrycznej na duze odleglosci podwyzsza sie za pomoca
transformatora napiecie tak, by przy tej samej przesylanej mocy natezenie pradu zmalalo.

Zmniejsza sie w ten sposób straty energii, poniewaz zgodnie z prawem Joule'a-Lenza ilosc
wydzielonego w jednostce czasu ciepla jest równa Q = J2 R, gdzie l - natezenie pradu,

U2
R - opornosc przewodów. Z drugiej strony jednak Q = --, tj. straty rosna ze wzrostem

R

napiecia U. Wyjasnic, dlaczego buduje sie wysokonapieciowe linie przesylowe.
Rozwiazanie na str. 2
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Co to jest elipsa?

6. Zakreslajac wokól ustalonel!0 punktu (ogniska) krzywa zmiennym promieniem

r(<p) = __ 1<__ •l +ecos<p

gdzie k > Oi O •• c < l, otrzymamy elipse.

4. Krzywa plaska majaca te wlasnosc, ze promienie swietlne wyslane
w dowolnym kierunku z pewnego ustalonego punktu (ogniska) po odbiciu od
krzywej skupia sie wszystkie w jednym punkcie (drugie ognisko), jest elipsa.

5. Odcinek o stalej dlugosci slizga sie koncami po dwóch przecinajacych sie
prostych. Dowolnie ustalony punkt tego odcinka zakresli podczas slizgania
elipse.

3. Zbiór punktów plaszczyzny, których suma odleglosci od dwóch ustalonych
punktów (ognisk) jest stala, jest elipsa. Pozwala to rysowac elipsy za pomoca
nitki i dwóch pinezek.

2. Zbiór punktów plaszczyzny, których odleglosc od ustalonej prostej (zwanej
kierownica) pomnozona przez stala liczbe e (zwana mimosrodem) jest równa
ich odleglosci od ustalonego punktu (zwanego ogniskiem). jest elipsa. o ile
tylko O < e < I. Mimosród jest przez elipse wyznaczony jednoznacznie,
natomiast kazda elipsa ma dwie pary kierownica - ognisko. W tym

okresleniu nie mieszcza sie okregi.

~

~
ffi~

Na takie pytanie kazdy matematyk z latwoscia odpowie. Odpowiedzi moga sie jednak znacznie róznic. Moga nawet byc
"w róznych jezykach", to znaczy okreslac elipse za pomoca róznych pojec, pochodzacych czasami z zupelnie róznych galezi
matematyki. To, ze kazde z tych okreslen definiuje elipse, kaze matematykom traktowac ja jako obiektywnie istniejaca rzecz.
Twierdzic, ze elipsa obiektywnie istnieje, a moze byc opisywana róznymi sposobami, tak jak w rózny sposób mozemy opisywac
zjawisko fizyczne. Filozofowie zas mówia wtedy, ze matematycy sa wyznawcami filozofii Platona. Platon bowiem za przedmiot
matematyki (i nie tylko matematyki) uwazal obiekty idealne (istniejace jedynie w swiecie ducha), które sila intelektu poznajemy
w ten sam sposób, jak obiekty materialne poznajemy zmyslami. .

Oto dwanascie róznych okreslen elipsy. Redakcji znane sa jeszcze inne definicje elipsy, dlatego mozemy z czystym sumieniem
zaproponowac Czytelnikom, by ich poszukali.

I. Przecinajac stozek obrotowy plaszczyzna, która tworzy z osia symetrii
stozka kat wiekszy od kata miedzy~osia a tworzacymi stozka, otrzymamy
elipse. Jezeli wpiszemy w stozek kule styczne do przecinajacej go plaszczyzny
(sa dwie takie kule - ich powierzchnie nazywa sie sferami Dandelina), to ich
punkty stycznosci z plaszczyzna nazywa sie ogniskami elipsy. Przeciecia
plaszczyzny przecinajacej stozek z plaszczyznami zawierajacymi okregi. wzdluz
których kule sa styczne do stozka. sa dwiema prostymi równoleglymi, które
nazywa sie kierownicami elipsy.

&
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1. Równanie x' +.pxy+.qy'+.rx+.sy+.t = O okresla w kartezjanskim ukladzie
wspólrzednych na plaszczyznie elipse, o ile tylko

I I
2r 2s

J

I
2r I I l l l l- p = tq+. - prs- - s' - - p't- - r'q < O2 4 4 4 4

l
= q- -;rP' > O.

10. Niech A, B, C, D, E beda kolejnymi wierzcholkami dowolnego pieciokata

wypuklego o przekatnych dluzszych od boków i niech F bedzie punktem

przeciecia AD i BE. Dla dowolnej prostej x przechodzacej przez F oznaczmy

przez A" jej przeciecie z CE i przez Bx - przeciecie z CD. Zbiór punktów
przeciecia prostych AA x i BB" dla róznych prostych x iest elipsa (przechodzaca

przez A, B. C. D i El.

Warunki te sa równowazne mozliwosci dokonania takiej zmiany ukladu

"'spólrzednych, by równanie bylo postaci

Xl y2

--;;> +. b2 - l = O,

w którym a i b maja juz sens geometryczny - sa to polowy dlugosci osi elipsy.

8. Przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny to takie, które proste przeprowadza na

proste. Sa wsród przeksztalcen afinicznych izometrie i podobienstwa. Stosujac

inne od wymienionych przeksztalcenie afiniczne do okregu otrzymamy elipse
(rózna od okregu) .

Najprostszym przykladem takiego przeksztalcenia jest powinowactwo

prostokatne zmieniajace odleglosc punktów od ustalonej prostej w stalym
stosunku. Oczywiscie bez ograniczenia przeksztalcen afinicznych otrzymujemy
równiez okregi.

9. Wezmy na plaszczyznie dwie proste k i I oraz trzy nie lezace na nich punkty
A, B, C. Dowolnej prostej x przechodzacej przez A przyporzadkowujemy

prosta y przechodzaca przez B i przecinajaq sie z x na k. Z kolei prostej y
przyporzadkowujemy prosta z przechodzaca przez C i przecinajaca sie z y na I.
Zbiór punktów przeciecia kazdej z prostych x z odpowiadajaca jej prosta z jest
elipsa, o ile tylko proste k i l przecinaja sie po przeciwnej stronie odcinka A C

niz punkt B, k przecina odcinek AB, a 1- odcinek BC.

7

11. Wezmy na dowolnej gladkiej powierzchni .. szczyt", czyli taki punkt,
z którego wszystkie drogi prowadza na dól. Jesli przetniemy powierzchnie
przez nszczyt" plaszczyznami pionowymi, otrzymamy pewne krzywe (zwane
normalnymi). Odkladajac na stycznej do kazdej krzywej (w obie strony od

.. szczytu") odcinek dlugosci równej pierwiastkowi z promienia jej krzywizny

otrzymamy elipse (zwana indykatrysa Dupina "szczytu").

Promien krzywizny krzywej w punkcie to promien okregu najlepiej
przyblizajacego te krzywa w tym punkcie.

12. Wsród rozwiazan równania. rózniczkowego

d'r
di2 = -a(r)r

sa elipsy. Wiemy to na pewno, bo równanie tego typu opisuje zagadnienie
dwóch cial, a wiec np. ruch Ziemi wokól Slonca. Aby stwierdzic dla jakiego

a (r) i dla jakich warunków poczatkowych otrzymamy elipse, odwolajmy sie do

fizyki. Ruch drobnego ciala wzgledem srodka duzego ciala o masie M opisany

jes~ równaniem
d'r M
dlT = - G --;:3 r,

gdzie G jest stala grawitacji. Elipse otrzymamy, gdy energia ukladu bedzie

ujemna, co odpowiada warunkowi, by predkosc '0 (w chwili I = O) i polozenie

TO spelnialy warunek

~-G~< O.
2 ro
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Stabilnosc ruchu

Widoczna 'Obok konstrukcja jest stabilna. Kazdy moze
to sprawdzic. Jej równowaga zapewniona jest przez
fakt, iz srodek ciezkosci znajduje sie dokladnie pod
punktem, w którym konstrukcja jest podparta. $~DEK CI~cK05cl

5RODf;l( Clq~ JE~T STALE W TYM SAMYM MIEJ5C.lJ 6rWDEK. W'fpoRv P~I:.Mlf:ilCZA S1~
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Kl..CCE.K. Oe,RACA 5'9
W obu polozeniach plywajacej belki o przekroju prostokatnym (rysunek) ciezar jest równowazony
przez sile wyporu. Polozenie a) jest jednak niestabilne. Nawet niewielkie zaburzenie powoduje obrót belki do
stabilnego polozenia b).

~1t00EK C(E~

SRODEK. SILY
NOSNEJ

W samolocie stabilnosc wzgledem wahan do przodu
i do tylu osiagneli konstruktorzy przez wprowadzenie
poziomego statecznika na ogonie. Jednoplaty
z górnym skrzydlem sa dodatkowo stabilizowaDe,
podobnie jak statek, przez to, ze srodek ciezkc'sci
znajduje sie w nich ponizej srodka sily nosnej. Ta
dodatkowa stabilizacja zwana w lotnictwie "et~:ctem
wahadlowym" nie zawsze jest lubiana przez pilotów,
bo powoduje, ze samolot wolniej reaguje na
wychylenie sterów.

sRODeK
WYPO~V

5RoDE*
Clf;f.KOSCI

Obciazenie dolnej czesci kadluba statku zapewnia
stabilne polozenie srodka ciezkosci wzgledem srodka
wyporu, a rozszerzajacy sie ku górze ksztalt kadluba
zapewnia, iz przy przechyle pojawia sie szybko rosnace
dazenie do przywrócenia stanu równowagi.

e
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"Efekt wahadloWy" oagrywa decydujaca role
w stabilizacji lotu wiekszosci ptaków i nietoperzy,
a takze wielu owadów. Sluzy on takze do sterowania
lotem. Ptaki moga bowiem przesuwac skrzydla do
przodu lub do tylu (na rysunku rózne ulozenie
skrzydel papugi) zmieniajac w ten sposób polozenie
srodka sily nosnej. Po kazdej takiej zmianie ptak
obraca sie, az do chwili, gdy srodek ciezkosci znajdzit
sie znów pod srodkiem sily nosnej.

W podobny sposób steruje sie deska z zaglem. Nie ma ona steru, a maszt zamocowany jest na przegubie.
Jesli chcemy plynac ustalonym kursem, musimy ustawic srodek ozaglowania dokladnie ponad srodkiem
oporu wody. Jest to sytuacja stabilna. Pochylenie zagla do przodu powoduje odpychanie dziobu od linii
wiatru. Przy zaglu pochylonym do tylu deska skreca w przeciwna strone. Podobnie na duzych zaglowcach
mozna wspomagac ster stawiajac lub rzucajac odpowiednie zagle.

Kiedy sily dzialajace na cialo sa zbyt male, by je zdeformowac, mozemy:

KIERuNEK
Ruc.tiU MIECZA

Mala Delte przygotowal Maciej JEDRZEJCZAK

tt
IttZ ••...lYKIERJJNEK ".
fWc.HIJ SKlU.YD~

Sily zwiazane z róznica cisnien powietrza miedzy górna
i dolna powierzchnia skrzydla zastapic sila nosna
zaczepiona w srodku sily nosnej.

Sily oporu wody dzialajace na przesuwajacy sie miecz
zaglówki zastapic sila .bocznego oporu zaczepiona
w srodku bocznego oporu.

Sily zwiazane z cisnieniem wody na cialo zastapic sila
wyporu zaczepiona w srodku wyporu.

Sily ciezkosci zastapic ich suma zaczepiona w srodku
ciezkosci.
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-- Czy mozna zobaczyc pojedynczy atom?
le z.dacla M 3911. Dla n ~ I teza

zadania Jest OCZy"'~ta. PrzypuSC •••)' teraz, fe
zbi6r S "" {A " .•, At} jest 4uanym

zbiorem dla pewnego n. Wefmy tak wektor.

o dlugoki l, te dla dow":,,y,h /, j .; k,
l ot j odleglosc punkt6w A. oraz AJ +. jest

rózne od 1 (dla ustalonej pa'")' /. J sa co

najwyzej dwa tal". wektory., ze 4.+ " jest

!legle od AJ " 1). rak wi9C zbiory S i S' =
{Al;' v •••• Ak -+ ,,} sa r'lzlacme orl!z

dla kazdego i " k Istnieje dokladnie Jeden

(A. + .) punkt w zbiof/.c S' .odlegly od A. o I,

W zbiorze S dokladnie ieden (AJ) punkt

legly od Al +. o l.a. c zbi6r S U S'

jest 4danym zbiorem dlal'

--
Rozwiazanie zadania M 399. Niech at b9dzie

ujwieksza sposród liczb Cb a'i ,0106 .
amy w6wezas

Dl_l-SDt+7Dk+l ~ 0, czyli Sak ~ 0k_l+

+ 7ut .•1 i wobec Dt ;;J: 01:_1' a, ':? Dk+ t

musi byt DA: = ak _1 = Gt+ I. Przez

indukcje otrzymujemy al - a. = .. =at =
= 0100 a. 1

--
Rozwiazanie ud ••••la 11172. Z symetrii

rozkladu ladunku wynika (patrz rysunek),

ze wewnatrz pr9ta w kazdym punkcie

przekroju So (z = O) wektor nat9zcnia

pola jest równolegly do osi pr9ta.

Pole elektrostatyczne dla z = const 1- O

jest takie s,amo jak na So. Wynika to
z nast9pU)acego rozumowania. Korzystajac

z prawa Gaussa mozna latwo wykazac. ze wc

wn9trzu naladowanego u ,t\,la g9stoscia
pow,erz.:hniowa w4llca nic m. pola

elektrostatycznego. Tak wi9C. jesli na

pCWIel'zchni9 pr9ta wprowadzimy dodatkowy.

r6wnonuernie rozlozony ladunek, to pole

wewnatrz pr9ta nic ulegnie zmianie.
Przesunie sie natomiast miejsce o urowej

lIestosci ladunku powierzdmiowego.
Poniewaz dodatkowy ladunek moze niicc

dowoln!l g9stOsc. pole elektrostatyczne
wewnetrz pr9ta tm zalety od z.

NicuJemosc pola od odleglosci od o.i preta

wynika z tego, ze praca sil pola
elektrostatycznego przy przcsUWlUUU ladunku

po dowolnej zamknietej drodze jest równa
lcru. Dla kontur" ABCD

Ali' = qE,c' AB+qED' CD = O.

a !ted E,c = Eh.

z

B
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Soli A
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Dr hab. Aleksandra KOPYSTYNSKA

Marzenie fizyków przejawiajace sie w czesto wypowiadanym zdaniu: " ... wyobrazmy sobie
pojedynczy, nieruchomy atom, na który pada promieniowanie ...••• zostalo zrealizowane dopiero

w 1979 roku przez dwie niezaleznie pracujace grupy naukowców w Heidelbergu (RFN)
i w Boulder (USAkNie byl to co prawda atom, lecz jon, jednakze z punktu widzenia

spektroskopii jon niczym nie rózni sie od obojetnego elektrycznie atomu. Nie nalezy sadzic, ze
realizacja tego marzenia byla celem samym w so!>ie. Wszelkie dotychczas uzyskane
doswiadczalne informacje dotyczace struktury energetycznej pojedynczego atomu pochodza
z badania oddzialywania promieniowania ze zbiorem atomów znajdujacych sie w fazie gazowej.
Poniewaz atomy w zbiorze poruszaja sie z duzymi predkosciami i ponadto zderzaja sie ze soba
i ze scianami naczynia, w którym sie znajduja, wyniki doswiadczenia sa obarczone znaczna
niepewnoscia. W wielu przypadkach wynik pomiaru jest calkowicie zdominowany przez te
szkodliwe efekty. Istnieja metody, które kompensuja skutki lub nawet czesciowo eliminuja
przyczyny zjawisk uniemozliwiajacych pomiary najsubtelniejszych struktur poziomów
energetycznych atomu. Dane na temat tych struktur sa bardzo cenne, poniewaz mówia o rodzaju
i sile oddzialywan wystepujacych w atomie. Calkowita eliminacja zjawisk wynikajacych z ruchu
atomów (jednym z nich jest dopplerowskie poszerzenie linii widmowej) czy ich zderzen
(zderzeniowe poszerzenie linii widmowej) mozliwa jest dopiero w przypadku uwiezienia
pojedynczego atomu. Oczywiscie to samo dotyczy czasteczek lub jonów. Jednakze jony,
w przeciwienstwie do czastek obojetnych, mozna stosunkowo latwo zlokalizowac stosujac pola
elektryczne i magnetyczne o odpowiedniej konfiguracji.

Spróbujemy wyjasnic, dlaczego dopiero kilka lat temu udalo sie utrzymac pojedynczy jon
w scisle okreslonym miejscu przez 30 minut tak, ze mozna go bylo swobodnie obejrzec
i sfotografowac. Odpowiemy tez na pytanie, co zrobic, zeby zobaczyc pojedynczy jon czy atom.

Wyobrazmy sobie, ze atom ma ksztalt kulki o srednicy kilku angstremów (1 A ::: 10-10 m).
Nasze oko wyraznie rozróznia obiekty o rozmiarach nie mniejszych od milimetra. Czy nie

wystarczyloby wiec zastosowac powiekszenie 10 milionów razy, zebyzoba~c atom? Pomijajac
nawet klopoty techniczne (nie ma mikroskopu o takim powiekszeniu) nie zostalyby spelnione
jeszcze inne warunki.

Atomy w fazie gazowej sa swobodne i znajduja sie w nieustannym ruchu. W 1 cm3 gazu
w warunkach normalnych jest niewyobrazalnie duza liczba N = 2,69' 1019 atomów. W stanie
równowagi termodynamicznej energie kinetyczne tych atomów sa opisane funkcja rozkladu

S - 3'Maxwella. rednia wartosc energii kinetycznej w 'zbiorze atomów wynosi E" = - kTo gdzie
2

k = 1,38' 10- 23 JK -l jest stal.a Boltzmanna, a t oznacza temperature w skali Kelvina. Jak
widac, srednia energia kinetyczna atomów jest wprost proporcjonalna do temperatury. Z drugiej

%

strony, srednia energia kinetyczna jest okreslona wzorem E" = m; ,w którym m oznacza mase

atomu, a v2 jest srednia kwadratu predkosci atomów w gazie. Zmniejszenie predkosci atomów
jest,wiec równowazne obnizeniu temperatury gazu. Rozklad predkosci atomów w gazie
obliczamy z rozkladu energii korzystajac z defmicji energii kinetycznej. W temperaturze

T = 300 K srednia predkosc atomów (iVi = V ~~)jest rzedu 1 km/s. Rozumiemy teraz
dlaczego zastosowanie mikroskopu o zdolnosci powiekszajacej 10 milionów razy nie wystarcza do
zobaczenia pojedynczego atomu. Czy dostrzeglibysmy obiekt, który z tak zawrotna predkoscia
przemknalby przez nasze pole widzenia? Oczywiscie, ze nie. Musimy go wiec zatrzymac i to
w scisle okreslonym miejscu, a nastepnie zmusic, by dal nam znac. ze jest w pulapce. Jak to
zrobic?

Zakladamy, ze interesujace nas atomy sa z grubsza zlokalizowane i obszar, w którym sie
znajduja, oswietlamy ukierunkowana wiazka promieniowania laserowego o waskim rozkladzie

. czestosci. Atomy sa czastkami tak malymi, ze zwykle, nierezonansowe rozpraszanie swiatla nie
jest w stanie ich uwidocznic. Prawdopodobienstwo rozpraszania swiatla na atomach jest bardzo
male, lecz ogromnie wzrasta, gdy czestosc tego swiatla jest w rezonansie z czestoscia 1'0

odpowiadajaca przejsciom miedzy stanem podstawowym i pierwszym stanem wzbudzonym
atomu. Czy jednak wszystkie atomy zbioru. mimo ze sa identyczne, maja te sama czestosc
rezonansowa? Nie, a przyczyna tego jest zjawisko Dopplera, które jest scisle zwiazane z ruchem

10
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Rys. l

Rozwiazanie zadani. M 400. Ponumerujmy

zewnetrzne pola szachownicy tak, jak na

rysunku l. Skoczek moze poruszac sie po

szachownicy zgodnie z grafem z rysunku 2.

atomów w gazie. Niech promieniowanie laserowe rozchodzi sie w kierunku, który nazwiemy
osia x. Rozklad Vx (skladowej predkosci atomów w wyróznionym w ten sposób kierunku) jest
opisany funkcja Maxwella, pokazana na rysunku 1. Takie same rozklady wystepuja w dwóch
pozostalych prostopadlych kierunkach w przestrzeni. Funkcja rozkladuf(vx) jest symetryczna
wzgledem punktu Vx = O. Jak widac na rysunku l, dla nizszej temperatury rozklad jest wezszy.
Liczba atomów o predkosci Vx lezacej w przedziale (vx, vx+dvx) wynosi dn(vx) = N'f(vx)' dvx,
gdzie N jest liczba wszystkich atomów. Grupa atomów o predkosci vx, oswietlanych wzdluz osi x,
ma czestosc rezonansowa wynoszaca

v = VO(I- V;),

gdzie c oznacza predkosc rozchodzenia sie swiatla W prózni. Zatem dla zespolu atomów
znajdujacych sie w okreslonym obszarze, np. wewnatrz zamknietego naczynia, rozklad czestosci
rezonansowych jest identyczny z przedstawionym na rysunku l rozkladem Maxwella; jest to tak
zwane dopplerowskie poszerzenie linii widmowej. Zjawisko to wystepuje zarówno przy absorpcji
promieniowania przez zbiór atomów, jak i wtedy, gdy te atomy emituja promieniowanie.
Srodkowi linii odpowiada czestosc Vo. Jest to czestosc rezonansowa atomów, których skladowa
predkosci Vx = O. Jezeli rozklad widmowy promieniowania laserowego w calosci lub czesciowo
pokrywa sie z profilem dopplerowskim linii absorpcyjnej, wynikajacym z maxwellowskiego
rozkladu predkosci atomów w gazie, wówczas dzieki zjawisku rozpraszania rezonansowego
atomy te staja sie widoczne.
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Rys. l

Rys. 2

W roku 1975 po raz pierwszy zaproponowano metode spowalniania atomów wskutek cisnienia
wywieranego przez spontanicznie rozpraszane promieniowanie rezonansowe. Rozpraszanie
rezonansowe sklada sie z absorpcji i spontanicznej reemisji fotonu (fluorescencji). Foton ma ped
równy fik, gdzie fi = h/2n, h oznacza stala Plancka, k jest wektorem falowym o wartosci Ikl =
= 2n/ A, a Ajest dlugoscia fali promieniowania. Zgodnie z zasada zachowania pedu kazdorazowa

"absorpcja fotonu powoduje odrzut atomu. Sredni ped przekazany atomowi po wielu aktach reemisji
wynosi zero, poniewaz kierunek kazdego spontanicznie wyemitowanego fotonu jest calkowicie
przypadkowy. Jezeli zatem atomy poruszaja sie w przeciwna strone niz fotony, to odrzut
zmniejsza ich predkosc i atomy oziebiaja sie. Oziebienia doznaja wiec tylko te atomy, które maja
predkosc Vx < O i tylko wtedy, gdy zachodzi rozpraszanie rezonansowe. Wniosek stad jest

nastepujacy. Zastosowane do oziebiania atomów promieniowanie laserowe musi miec rozklad
widmowy znacznie wezszy od dopplerowskiej szerokosci linii absorpcyjnej i czestosc dostrojona
do wartosci v < Vo. Taka mozliwosc stworzyly lasery barwnikowe, które pojawily sie dopiero
na poczatku lat siedemdziesiatych.

Mozna oszacowac, ze ped fotonu promieniowania lezacego w obszarZe widzialnym wynosi
1O-22g. cm/s, podczas gdy ped lekkiego atomu (np. atomu sodu) w gazie o temperaturze
T = 300 Kjest rzedu 1O-18g. cm/s. W takim przypadku dopiero po 10000 rozproszen fotonu na
atomie mozna obnizyc temperature gazu do 1O-3K. Oczywiscie gaz musi byc oswietlany wzdluz
trzech wzajemnie prostopadlych osi i ponadto, np. wskutek odbicia, promieniowanie powinno
rozchodzic sie zarówno w dodatnim, jak i w ujemnym kierunku kazdej z osi.

Zauwa:tmy, ze dla dokonania z.amiany miejsc

skoczków czarnych i bialych kazdy skoczek

musi 7.rnienic miejsce "po przekatnej".
W przeciwnym przypadku skoczek nastepp.y
na powyzszym grafie (zgodnie z ruchem

wskazówek zegara) w konfiguracjj

wyjsciowej mialby inny kolor, niz skoczek

. nast~pny w ustawieniu koncowym,
a wykonanie dowoJnego ruchu nie zmIenia

kolejnosci ustawienia skoczków w tym grafie

Dla zmiany miejsca upo przekatnef' potrzeba

co najmniej 4 ruch6w, a wiec w sumie nalezy
wykonac co najmniej 4' 4 = 16 r:.lchów.

Przykladowa zamiana pozycji w l<i ruchach:
1-2,3--4,5-6,7-.8,2-3,4-5,6_7,8_1.
3-4,5-6,7-8,1-2.4-5,6-7,8-_1,
2--3.

Rys?

Znacznie latwiej realizuje sie chlodzenie, gdy mamy do czynienia z czastkami juz zlokalizowanymi,
np. z jonami zmagazynowanymi w pulapce elektromagnetycznej. Jon uwieziony w pulapce
porusza sie np. wzdluz osi x ruchem harmonicznym z predkoscia Vx = Vo cos 2nv•.•e t, gdzie V.se

oznacza czestosc jego oscylacji. Rozklad czestosci rezonansowych (czestósci promieniowania,
dla których jon w przypadku aktu absorpcji moze ulec wzbudzeniu) dla oscylujacych jonów
nie jest ciagly, lecz sklada sie z szeregu pasm (zob. rysunek 2). Zmagazynowane w pulapce jony
oswietlamy promieniowaniem laserowym o czestosci VL dostrojonej do czestosci jednego z pasm
bocznych, VL = Vo -Iv ••e, gdzie I jest liczba calkowita. Jony, które pochlona fotony, zostana
wzbudzone i beda nastepnie emitowaly promieniowanie o sredniej energii h Vo, czyli o takim
widmie, jak pokazane na rysunku 2. Niedobór energii równy Ihv ••e, powstajacy w kazdym akcie
rozpraszania, pokrywany jest kosztem energii oscylacji jonów'i w konsekwencji zmniejsza'sie
amplituda drgan. Stosujac promieniowanie laserowe o natezeniu h = 10 mW /cm2 mozna
spodziewac sie, ze "ochlodzenie" jonu o masie porównywalnej z masa atomu sodu od
temperatury T = 300 K do temperatury T = 10-3K nastapi w czasie rzedu lms.

W doswiadczeniu wykonanym w Heidelbergu w roku 1978 zaobserwowano kilkanascie jonów
Ba+ wytworzonych, zmagazynowanych i utrzymywanych przez szereg godzin w miniaturowej
pulapce elektromagnetycznej (wewnetrzna srednica pulapki miala okolo 0,7 mm). Jony, na których
nastepowalo rozpraszanie rezonansowe swiatla, byly widoczne w postaci chmury o srednicy
okolo 0,05 mm. Rozmiary chmury swiadcza zarówno o liczbie jonów, jak i o amplitudzie ich
oscylacji, która z kolei zalezy od temperatury jonów.

W tym samym laboratorium rok pózniej udalo sie zaobserwowac pojedynczy jon. Do pulapki
odpompowanej poczatkowo do cisnienia rzedu 10-10 Torr (l Pa = 0,0075 Torr) jednoczesnie
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wprowadzano atomy Ba i elektrony o odpowiedniej energii, które zderzajac sie z atomami Ba
jonizowaly je. W ten sposób wytwarzano jeden lub 4,wa jony na minute, które nastepnie
chlodzono' za pomoca promieniowania. Natezenie f1u~rescencji mierzone jako funkcja czasu
wyraznie wykazuje stopnie swiadczace o zwiekszeniu liczby jonów w pulapce lub o ich ucieczce

(rysunek 3). Ostatecznie; pojedynczy jon byl widoczny ~ pO,staci chmury o srednicy okolo 2 /-lm.

Odpowiada to temperaturze 0,01 K. Chmure jonowa mozna bylo obejrzec dzieki uzyciu
mikroskopu o maksymalnym powiekszeniu 200 razy or3z elektro\licznego wzmacniacza obrazu .
Wykonano szereg fotografii miedzy innymi na kliszy ~odak '103 a-F, dla której stosowano czas
ekspozycji równy 10 minut.

Naukowcy, którzy przeprowadzili opisane tu doswiadczenia, twierdza, ze poprawiajac
w granicach mozliwosci parametry pulapki i lasera stosowanego do chlodzenia mozna osiagnac
minimalna temperature 2· 10- 5 K.

Na zakonczenie warto nadmienic, ze przeprowadzono takze pierwsze udane doswiadczenia
wykorzystujace cisnienie wywierane przez fotony do zlol\:alizowa.nia obojetnych elektrycznie
atomów. Role pulapki odegrala stojaca fala elektromagnetyczna. Warto tez zwrócic uwage na
to, ze cisnienie wywierane przez promieniowanie moze byc równie dobrze wykorzystane do
grzania atomów. Jednakze wlasnie zlokalizowanie pojedynczego jonu czy atomu i obserwacja
jego oddzialywania z promieniowaniem daje fizykom nowe, ogromne mozliwosci poznania praw
rzadzacych przyroda.

Ciagi rekurencyjne
a szeregi potegowe

Dr Jerzy RYLL

Tak wiec funkcja F spelnia równanie

F(t)-t-l = t2F(t)+t(F(t)-l).

Jedyna taka funkcja jest (j~k latwo obliczyc)
l

F(t) = ---

Okreslmy funkcje F jako sume szeregu potegowego o
o wspólczynnikach rpn

00

(3) F(t) = rpO+rplt+rpZtZ+ ... = L rp.tn.
n=O

W artykule "Rzuc monete raz jeszcze, czyli prawo arcusa

sinusa" (Delta 10/1984) pojawil sie ciag Pn = _1_ (2n)n+l n

spelniajacy zaleznosc rekurencyjna

Jak znalezc jawny wzór na wyrazy ciagu zadanego rekurencyjnie?
Zadanie takie jest na ogól dosyc trudne. Z ciagiem (Pn) nie
poradzili sobie na przyklad uczestnicy obozu przygotowawczego
przed Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna.

Spróbujmy znalezc jawny wzór na wyrazy ciagu Fibonacciego,
tzn. ciagu spelniajacego zaleznosc rekurencyjna

n = 0, l, ....

t1 • ~).t1

(l+ YS)"+1 -(1- yS)"+ t

2n+l·YS

1(1._1F(t) = - yS -,-; 1- t:

rpn =

Funkcja mozc miec lylko jedno rozwiniecie w szereg potegowy (w otoczeniu O),
00 00

tzn. jesli/(t) = :E anln = :E bnl·, to an = bn.
n=O n=O

Jak znalezc wspólczynniki rozwiniecia funkcji F? Zapiszmy ja
troche inaczej. Pierwiastkami trójmianu tZ +t-l sa liczby

-l-yS . -1+YS .
t1 = ~ I tz = ~ .Tak WIec

F(t) = ~ (~. ~ (.!..-)n __ l .~ (.!..-)n) =V5 tz fi\ tz t1 ~ t1

00 ( tn+1 t.+1 )= I tn V~tn~ .Ztn+1 ',,=0 l Z

przy czym wzór ten ma sens dla Iti < min(lt11, Itzl)·

Z jednoznacznosci rozwiniecia w szereg potegowy mamy

Wystarczy teraz skorzystac ze wzoru na sume szeregu
geometrycznego i

Po = l.

rpo = rpl = 1.rpn+z = rpn+ l + rp.;(2)

(1)

n-l

P. = L PtP.-l-k;
k=O

W dowodzie powyzszego faktu istotne bylo przedstawienie pn

jako liczby elementów konkretnego zbioru i rozwazania
kombinatoryczne daly nam zarówno zaleznosc rekurencyjna, jak
tez jawne wyrazenie na Pn.

Znajdziemy teraz jawny wzór na funkcje F
00 00 00

F(t)-t-l = L rpnt• = L rp.+ztn+z = L (rp.+rpn+l)t·+Z =
n=2 ,,=0 n=O

00 00

= tZ• L rpnt·+t{L rpn+ltn+1) = tZ·F(t)+t(F(t)-l).
n=O n=O

Ze zrozumialych powodów funkcja F nazywa sie funkcja
tworzaca ciagu (rp.).

Oto nieco inny problem, który tez mozna rozwiazac za pomoca

n ( +')funkcji tworzacych. Jak szybko dazy do 00 ciag an = L n .J ?
j=O 2J
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Wystarczy znalezc inny jawny wzór na a., Rozwazmy dodatkowo

n-l ( ')ciag b. = L n,+J ,Mozna sprawdzic, ze
j=O 2J+l

a.+1 = a.+b.+Io

bHI = a.+b.,

ao = 1, bo = 0,

00 00

Jesli funkcje I(t) = ~ a.t· i g(t) = ~. b./·, to (I' g)(/) =
n=O n=O

00 n

= ~ (~ akb._k)/It, Mozna to wykazac mnozac kazdy wyraz rozwiniecia!
n=O k=O

przez kazdy wyraz rozwini~ia g i grupujac jednomiany tego ~amego stopnia.
W przypadku szeregów pot~gowych zbieznych takie post~powanie jest dozwolone,

Oznaczmy przez A i B funkcje tworzace ciagów (a.) i (b.), to

A(t)-l = t, A(t)+B(t)

B(t) = t(A(t)+B(t).

Rozwiazujac ten uklad otrzymujemy

00 00

znaczy A(t) = L a.t·, B(t) = L b.t·, Z zaleznosci
n=O n=O

rekurencyjnej latwo wynika, ze funkcje A i B musza spelniac
uklad równan

(4)

l-t
A(t) = I-3t+t2'

B(t) = t

Rozwiazujac równanie na funkcje P otrzymujemy pet) =
1±VI=4t

t

I znów trzeba skorzystac z dodatkowej informacji:

.1-' 1 l 2 ._1 (2n-3)!! •I' l+x = l+-x--x + .., +(-1) ----x + ...
, 2 8 (2n)!!

(gdzie symbol k!! oznacza iloczyn liczb niewiekszych niz k i tej
samej co k parzystosci). Wzór powyzszy jest prawdziwy dla
lxi < l.

Podobnie jak poprzednio,znajdujac pierwiastki trójmianu
t 2 - 3t+ 1 i korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
stwierdzamy, ze

A(t) = f[l+~5 (3+VS)\ Y5-=-1(3-vs)n].t.,n=O 2V5 2 2V5 2

a wiec wyrazenia w nawiasach kwadratowych sa równe wyrazom

ciagu (a.). Poniewaz 13-2VS/ < 1, wiec ciag (a.) rózni sie od

( 1+ Y5 ( 3+ Y5 )n)ciagu geometrycznego 2 y5 --2-- o ciag zbiezny do O,

Oczywiscie przy bardziej skomplikowanych zaleznosciach

rekurencyjnych funkcje tworzace i równania je wyznaczajace
tez sie komplikuja. Potrzebna jest dodatkowa wiedza o szeregach
potegowych.

Wrócmy do ciagu (P.) spelniajacego zaleznosc (I). Niech P bedzie
funkcja tworzaca. Mamy

co 00 00 n

p2(t) = (L P.t·) . (L P.t·) = L (L PkPn-k) t· =
n=O n=O n=O k=O

00

L "P.+ I t· = pet) . t-l.
n=O

Zauwazmy, ze dla n ~ 2 mamy
(2n-3)!! (2n-2)! 1 (2n-2)!

(2n)!! = (2n-2)!!(2n)!! = 2; [(2n-2)U]2

l (2n-2)! 1 (2n-2)= 2; r2.-I(n-l)!l2 = -;;' n-l '2-2.+1•

(O'Wstawiajac x = -4t do (4) i uwzgledniajac umowe O) = 1
otrzymujemy

Y-I--4-t = 1+ ~_(-_I)_.-_1 (2n-2). 2'-2.+1,(_1)•. 4.';. =L n n-l
n=l

= l + ~ ~ ('2n-2)t. = 1- \.";_2 .(2n) '+1.~ n n-I ~ n+1 n
n=1 n=O

Tak wiec pet) = _1_-_y_I_-_4_t= ~_I_(2n)t •.t ~ n+I n
.=0

(wzór zachodzi dla Iti < :). Tak wiec otrzymalismy znany
nam jawny wzór na ciag (P.), Zauwazmy, ze drugie rozwiazanie

1+Yl-4t
pet) = ----- nie rozwija sie w szereg potegowy

t

w otoczeniu O, a wiec nie bierzemy go pod uwage.

BRYLY

Na konkurs llMal:e j DeI ty" nadeslano 34
dobre rozwiazania. Sposr6d nich wybralismy

prace

Marii Boryczki z Radomia

i ja wlasnie reprodukujemy. Sposr6d

wszystkich autorów dobrych prac nagrody

ksiazkowe wylosowaly

Anna Stolarczyk ze Szczecina,

Alicja Futrega z Moraga,

Katarzyna Tempczyk z Warszawy.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 11/1984

Wsp6lczynniki trudnosci zadan 9'7, 98, 99:
1,77 2,94 1,85

WKlubie 44: panowie Z.Bartold. R.Pagacz,
T.Rawllk po raz drugi; K.Serbin,

R.Mazurek po raz pierwszy.

Zbigniew Bartold
Ryszard Pagacz
Tomasz Rawlik
Kazimierz Serbin

Rysza.rd ~lazurek
Piotr Figurny
Jerzy Mikuta
Krystyna Witek

- Gdynia 48,97pkt
- Zawadzkie 48,48pkt
- Gliwice 47,27pkt
- Sanok 46,79pkt
- Wroclaw 44,97pkt
- Lubart6w 43,78pkt
- Zielona G. 43,53pkt
- Ostr6w ~z.41,86pkt

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesil\Can + 2. Szkice roZWtazan
zamieszczamy w numerze n +4. Moina nadsylac rozwiazania czterech. trzech. dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), moina to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fizyki naleZy przysylac w oddzielnych kopertach. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od Odo l z dokladnoscia do 0,1. Ocen~ mnoZymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 35/N, gdzie 5 oznacza sum~ ocen za rozwiazania tego zadania. a N
liczb~ osób. które nadeslaly rozwiazanie chOCbyjednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrZ)muje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów. w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F). zostaje on czlonkiem Klubu 44. a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

Rozwiazania zadan z numeru 1/1985 Rozwiazania zadan z numeru 1/1985

Przypominamy tresc zadan:

103. Wielokat foremny Wonieparzystej liczbie boków jest wpisany w okrag,
a p jest dowolnym punktem tego okr~gu. Dowiesc, ze moina podzielic zbiór
wierzcholków wielokata W na dwa rozlaczne podzbiory A i B tak. by suma
odleglosci punktu P od punktów zbioru A byla równa sumie odleglosci punktu P
od punktów zbioru B.

10· I

104. Wyznaczyc cz~sc calkowita liczby :E .Ikk= l r

Przypominamy tresc zadan

l. Znalezc opór mi~dzy punktami A i B nieskonczonej, plaskiej sieci
o kwadratowych oczkach, zlozonej z jednakowych oporów' - lOOD,która
zostala przerwana mi~dzy tymi punktami.

2. Wyjasnic mechanizm powstawania dzwi~ku podczas wirowania trzymanej za
jeden koniec plastykowej. karbowanej rury.

Dodajemy stronami te równosci, w których po lewej stronie
wystepuje x z nieparzystym wskaznikiem, a nastepnie dodajemy
stronami równosci pozostale. W wyniku sumowania otrzymujemy
odpowiednio

103. Gdy P jest jednym z wierzcholków W, teza jest oczywista.
Zalózmy wiec, ze P nie jest wierzcholkiem i ponumerujmy
wierzcholki W kolejno: C l, ... , Cn tak, by punkt P lezal na
luku CnCI. Pokazemy, ze zbiory A = {CI, C3, ••. , Cn} i B =
= {C2, C., ... , Cn_l} spelniaja warunek postawiony w zadaniu.
Oznaczmy przez a dlugosc boku, a przez b dlugosc najkrótszej
przekatnej wielokata Wi przyjmijmy Xl = PC" U ~Xl +X3+
+ ... +x., v = X2+X4+ ... +X._I' Nalezy dowiesc, ze u = v.

Stosujac twierdzenie Ptolemeusza do czworokatów
PCI_1C,CI+1,1 < i< n,orazdoczworokatówPC1C2Cn,
PCI Cn_1Cn dostajemy uklad równosci

bx, = aX,_l +ax,+ l,
bx, = aX2-ax.,

bXn = axn_1 -aXl'

bu = 2av-axl'-axn oraz

l<i'<n,

bv = 2aU-axl -axn,

1. Oznaczmy szukany opór zastepczy przez rAli. Po polaczeniu
punktów A i B oporem r opór zastepczy miedzy punktami A i B

r'r
sieci "kompletnej" wyniesie rAII = ~ (polaczenie

r+rAII

równolegle oporów). Zastosujemy teraz nastepujace
rozumowanie zakladajac, ze do A przylozony jest dodatni
potencjal wzgledem B. Jesli oba punkty bylyby nieskonczenie
odlegle, prad i wyplywajacy z A rozkladalby sie równomiernie nal
cztery najblizsze oporniki - po - i, podobnie byloby z pradem

4
doplywajacym z sieci do B. Po zblizeniu punktów A i B plynace
w sieci prady stanowia sume pradów plynacych od A oraz do B

w przypadku powyzszym. Wobec tego przez opór r laczacy A i Bl
bedzie plynal prad - i. Zatem napiecie miedzy tymi punktami

2

.. 1 . , UAII
bedzie wynOSilo UAli = - TI. Stad wyznaczamy rAli = -- =

2 i
l

= - r. Podstawiajac to do pierwszego równania uzyskujemy
2

rAII = r = 100 D.

skad (2a+b)u = (2a+b)v, czyli u = v.
n

104. Oznaczmy przez Sn sume L: 1/y'k. W latwej do
k=1

sprawdzenia nierównosci

2y'k+I-2 Vk < l/y'k < 2Yk-2Yk-l

przyjmujemy kolejno k = 2,3, ...• n, sumujemy stronami
otrzymane nierównosci i jeszcze dodajemy do wszystkich czlonów
liczbe l.

Dostajemy: 2 y;;+I - 2 y'2 + l < s; < 2yn - l.
Lewa strona ostatniej nierównosci jest wieksza od 2 y'n- 2. Jesli
wiec n jest pelnym kwadratem, to [snl = 2 vn - 2. Dla n = 106
mamy wynik 1998.

14

2. Przy wirujacym koncu rury cisnienie powietrza obniza sie na
skutek szybkiego ruchu' (zjawisko Bernoulliego), co powoduje
przeplyw powietrza wewnatrz rury. Dzieki karbowaniom
powietrze to zostaje pobudzone do drgan, których czestosc
zalezy od odleglosci miedzy kolejnymi karbowaniami i od
predkosci strumienia powietrza. Z pewnego zakresu generowanych
czestosci wzmocnieniu ulega czestosc rezonansowa rury otwartej
na obu koncach, która jest tez slyszalna. Przy zwiekszeniu
szybkosci wirowania zwieksza sie szybkosc przeplywu powietrza
wewnatrz rury i czestosci generowanych drgan ulegaja
podwyzszeniu. Dzieki temu staje sie mozliwe pobudzenie wyzszej
czestosci rezonansowej rury, co sie objawia skokowym
przejsciem do wyzszego tonu.



1, .i12_ mat

111. Czy istnieje w przestrzeni ograniczony zbiór wypukly Wo nastepujacych wlasnosciach:
a) powierzchnia (brzeg) zbioru W ma w kazdym punkcie plaszczyzne styczna;
b) przez kazdy punkt zbioru W przechodzi odcinek zawarty w W, o dlugosci równej srednicy
zbioru W;
c) W nie jest kula?

Z-:-l"-j

112. Wykazac, ze równanie x"+ y" = Z2"+1 ma dla kazdej liczby naturalnej n nieskonczenie
wiele rozwiazan w liczbach naturalnych x, y, z.

KUCZMA Zadanie 112 przyslal pan Werner Mnich z Opola.

!=44
Redaguje dr Marcin E.

Termin nadsylania rozwiazan:

31 VII 1985

, I , I- -
I I

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Zadania z fizyki nr 9, 10

9. Znalezc cisnienie pary nasyconej (tzn. pozostajacej w równowadze termodynamicznej z ciecza)
nad powierzchnia cieczy, która zawiera rozpuszczona substancje nielotna w ilosci x moli na 1 mol
cieczy (x ~ 1). Cisnienie pary nasyconej nad czysta ciecza wynosi w tej samej temperaturze Po.

10. W ksiazkach fantastyczno-naukowych mozna niekiedy spotkac opisy blizniaczej planety
Ziemi, która porusza sie po tej samej, co Ziemia, orbicie, lecz z przeciwleglej strony Slonca.
Jakie bylyby parametry optymalnej orbity pojazdu kosmicznego wyslanego z Ziemi na te
planete? Zakladamy, ze orbita Ziemi jest kolowa.

Zadanie 9 przyslal pan Wojciech Walecki z Warszawy

Mapa nieba sprzed 2000 lat

Jestem wszystkim, co jest, co bylo i co bedzie; zaden smiertelnik
nie podniósl mojej zaslony - napis na swiatyni w Sais.

Wiedza astronomiczna mieszkanCÓw starozytnego Egiptu
powiazana scisle ze swiatem magii i kultu nadal pozostaje okryta
zaslona tajemniczosci. W przeciwienstwie do Babilonii i Chin nie
znaleziono dotychczas egipskich, systematycznie prowadzonych
obserwacji planet czy zacmien Slonca. Odkryto natomiast
plaskorzezby i malowidla o tematyce astronomicznej, pokrywajace
sciany swiatyn i grobowców. Do najciekawszych zabytków tego
typu nalezy przedstawiony na ilustracji obok slynny zodiak
z Dendery odkryty w maju 1799 roku przez zolnierzy francuskich
uczestniczacych w wyprawie Napoleona I do Egiptu. Ten
kamienny krag o srednicy ponad 1,5 metra znaleziono
w doskonale zachowanej swiatyni Hathor w Denderze, na
zachodnim brzegu Nilu, okolo 400 kilometrów na poludnie od
Kairu. Budowe tej swiatyni rozpoczeto w okresie rzadów

-Ptolemeuszów przypuszczalnie okolo 125 roku p.n.e.,
a zakonczono w czasie panowania cesarza Tyberiusza w 34 roku
naszej ery. Tak wiec kamienny krag wypelniony figurami bogów
i zwierzat powstal mniej wiecej 2000 lat temu.

Z latwoscia odszukamy na nim dwanascie tradycyjnych znaków
zodiaku, które nie wystepuja na wczesniejszych zabytkach
egipskich i w zwiazku z tym przypisuje sie pochodzenie tych
znaków Babilonczykom. Pomiedzy figurami zodiaku niemiecki
badacz Heinrich Brugsch w ubieglym stuleciu odszukal symbole
Merkurego (powyzej Raka), Wenus (pomiedzy Rybami
i Wodnikiem), Marsa (ponad Koziorozcem), Jowisza (tuz pod
Rakiem) i Saturna (pomiedzy Panna i Waga). Symbole planet
umieszczono prawdopodobnie w miejscach ich najwiekszych
wplywów zgodnie z ówczesnymi wyobrazeniami astrologicmymi.
W centrum kregu znajdujemy gwiazdozbiory okolobiegunowe
przedstawione w postaci hipopotama i udzca wolowego. Symbole
te malowano równiez na scianach grobowców poczawszy od
polowy II tysiaclecia przed nasza era az do czasów rzymskich.
Ponizej Byka i Blizniat umieszczono sylwetke Ozyrysa
odpowiadajaca konstelacji Oriona oraz zwierzeca postac bogini
Izydy (Izis) przedstawiajaca Syriusza - najjasniejsza gwiazde
nocnego nieba, której pojawienie sie tuz przed wschodem Slonca
zwiastowalo wylew Nilu i okreslalo poczatek egipskiego nowego
roku. Znaczenie pozostalych symboli nie zostalo do konca
wyjasnione, lecz to, co wiemy, wystarczy do stwierdzenia, ze
zodiak z Dendery - eksponowany obecnie w Luwrze - jest
kamienna mapa nieba, na której oprócz gwiazdozbiorów
zaznaczono takze polozenia planet, a calosc opisano znakami
astrologicznymi i religijnymi.

mgr Krzysztof WLODARCZYK
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W komputerach uzywa sie zwykle do zapisu
liczby 8, 16, 32 lub 64 miejsc. Przy t
miejscach mozemy zapisac 2' róznych liczb.

3 2 1 O

@Iill]]]=o.
@1II]IQ]=6.
ITfmJJJ=15

Komputery i liczby

Mgr Teresa PRZYTYCKA

Wszystkim zapewne wiadomo, ze komputery rachuja na liczbach zapisanych
w ukladzie dwójkowym. Jak jednak zakodowac liczbe, by rachunki na niej byly
latwe? Przypuscxp.y, ze zapisujemy liczbe w 4 komórkach, w kazdej zas komórce
mozemy zapisac O lub l. Jesli ograniczymy sie do liczb nieujemnych, to korzystaja<
ze zwyklego zapisu dwójkowego kodujemy liczby od O do 24-1 = 15. Takie
liczby mozemy dodawac budujac z ukladów elementarnych (rys. l) sumator
(rys. 2). Sumator ten dodaje liczby a3a2a\GO i b3b2b\bo, otrzymujac C3C2CICO'

~ ~ 'G .~

° b

dfl,

c

d"

63 °3

d3 d1

bo 00

o

Rys. I. Uklad elementarny dodaje 3 liczby
a, b, dl równe Olub I i otrzymany wynik
podaje w postaci dwóch cyfr d, i c, tzn.
a+b+d1 :z 2d]+c.

~(5)=[Q]JJQJJJ= 5

q(;3)=[]]]J]]JJ =- 3

r,{O)=[[[QJQJ]] lub [Q]]IQ]]J

101110101+101011101=101111101

~ + 2 = 6

111011111+101110101=\11111111
-3 + lt :!:: -7

(i(-3){J]I]]]Q]

'2f1)=[[[Q]]]]]

~(O)=ITIIOJI]/Ub[QIQ]]]]J

101011111+101011101=101110111
3 + 2 = 5

111110101+10101-1101=11111-1101
-3 + 2 = -1

101011111+111110111=101010101
3 + -2 = O I d,,=1

111110101+1-11-110111=1110101111 '4=1
-3 + -2. = -6

[QTI]]JQJ + [Q]]]Q]]J = [J]Q]J]IJ i d" =0
6 + 5 = 11

[JJ[[[[[] + []]J]j]]J = [QJ]IQIT] I d" = 1
10 + 7 7' 1

Rys. 2

Czasem jednak otrzymujemy zly wynik. Nastepuje to wtedy, gdy suma
przekracza 15. Stan ten nazywany jest przepelnieniem. Ale wtedy d4 = l i w ten
sposób przepelnienie mozna wykryc.

Teraz chcemy kodowac równiez liczby ujemne. Najprostszy sposób to zapisanie
znaku liczby na jednym z miejsc, np. miejscu 3, a na pozostalych trzech wartosci
bezwzglednej liczby:

{OXB dla x ~ O
r1(x) =

llxlB dla x ~ O,

gdzie XB oznacza zapis dwójkowy liczby nieujemnej x. Mozemy tak zapisywac
liczby od -7 do + 7.

Niestety, dodajac tak zapisane liczby sumatorem z rysunku 2 mozemy otrzymac
bezsensowny wynik. (Dodawanie liczb dodatnich o sumie mniejszej niz 8
wykonywane jest nadal poprawnie.) .
Zakodujmy liczby inaczej

{OXB dla x ~ Or2(x) = 11xlB dla x ~ O,

gdzie YB oznacza zmiane wszystkich cyfr na inne (tzn. O na 1 i 1 na O) i spróbujmy
je dodawac na naszym sumatorze.

Zauwazmy, ze bledne wyniki sa o l za male i wtedy d4 = l. Nie jest to
przypadek. Jest tak zawsze, gdy obie liczby sa ujemne lub gdy ujemna ma
mniejsza wartosc bezwzgledna. Mozna zatem nasz sumator poprawic. Najpierw
dodaje on liczby G i b, nastepnie do wyniku dodaje liczbe d4 (O lub l), Sprawdz
Czytelniku, ze tak poprawiony sumator dodaje prawidlowo (dowód w numerze).
Przy tym sposobie kodowania przepelnienie wykrywamy badajac, czy d4 = d3•

Kodowanie r2, podobnie jak r1, ma wade. O ma dwa zapisy. Okazuje sie, ze

na te "dwa O" tez jest lekarstwo. Kod r 3 nie ma tej wady:

{OXB dla x ~ Or3(x) = llxlB+ l dl: x ~ O.

Liczby zapisane tym kodem mozemy dodawac pierwszym z sumatorów otrzymujac
prawidlowe wyniki. Kodem r3 mozna zapisac liczby od - 8 do 7.



Patrz w niebo

'Trzy glówne majowe
gwiazdozbiory to Panna, Warkocz
Bereniki i Psy Goncze. Mimo ze
nasza mapa znieksztalca nieco
proporcje i tak widac, ze Panna
jest bardzo duzym
gwiazdozbiorem. Ponadto Waz
Wodny, który pojawil sie
w sektorze marcowym, ciagnie sie
jeszcze (jak to waz) przez maj
i zakonczy sie dopiero w czerwcu.
Te dwa gwiazdozbiory sa
najwiekszymi konstelacjami na
niebie. Zajmuja po okolo 3%
powierzchni sfery niebieskiej,
podczas gdy srednio na jedna
konstelacje przypada po okolo
1% - jest ich 88.

Najmniejszymi gwiazdozbiorami
sa: niewidoczny u nas Krzyz
Poludnia (0,16%) oraz Zrebie
(0,17%) i Strzala (0,19%). Sa one
mniej wiecej dwukrotnie mniejsze
niz Kruk widoczny na majowej
mapce.

Trzy gwiazdozbiory wspomniane na poczatku, gdy patrzymy na nie
golym okiem, niczym sie nie wyrózniaja. W Pannie widocznych jest
110 gwiazd i nie obserwujemy zadnych innych obiektów. Jednak
uzycie nawet niewielkiego teleskopu pozwala na odkrycie, ze
pojawia sie na tym obszarze nowy skladnik - galaktyki. Jest ich
znacznie wiecej, niz spodziewalibysmy sie znajac srednia ich gestosc.
Znajdujemy tu 3 galaktyki jasniejsze niz 9m, ale juz 34 jasniejsze niz
Hm i prawie 300 jasniejszych niz 13m. Posuwajac sie w kierunku

jeszcze mniejszych jasnosci stwierdzamy, ze prawie kazdy obiekt
obserwowany przez nas jest galaktyka.

Sa to wszystko czlonkinie ogromnej gromady o na;z;wie Virgo (Panna). Znanych
jest obecnie kilka tysiecy galaktyk wchodzacych w jej sklad. SP9sród nich ponad
100 mozna dostrzec dobrym teleskopem amatorskim o srednicy 20 cm.

Jadro gromady o rozmiarach okolo 12° x 10° znajduje sie na granicy Panny
i Warkocza Bereniki, w poblizu gwiazdy e Panny. Obecnie wydaje sie, ze
aglomeracja ta jest znacznie wieksza niz dotychczas przypuszczano: Gromada
Panny jest jedynie centralna czescia supergromady (gromady gromad), w której
sklad wchodzi wiele tego rodzaju skupisk, m.in. Grupa Lokalna - system
kilkunastu malych galaktyk obiegajacych uklad podwójny Droga Mleczna 
Mglawica Andromedy.
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