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Prasa, radio i telewizja ekscytuja nas doniesieniami o nowej koncepcji militarnej zwanej
gwiezdnymi wojnami. Teoretycznie pomysl ma miec charakter obronny. Wiemy jednak,
ze zawsze lepsza obrona wywolywala lepszy atak: kolczugi daly najstraszliwsza bron
Sredniowiecza - kusze, sztuka sypania szanców dala artylerie itd. Z drugiej strony trudno
odmówic komukolwiek prawa do obrony. I to nie tylko zycia, lecz takze domu, ojczyzny,
wyznawanych pogladów. Nie ma wiec mozliwosci dokonania oceny tych (i w ogóle zadnych)
wysilków zbrojeniowych inaczej niz oceniajac istote konfliktów, które sa przyczyna zbrojen.

A konflikt jest odwiecznie ten sam. Chodzi o to, co ostatnio u nas opisuje termin "oplaca sie",
a co oznacza chec zycia na wyzszym materialnie poziomie i posiadania wiecej niz inni.
Tego rodzaju dazenie nie moze byc przez wszystkich zrealizowane. I dlatego siega sie po
wszelkiego rodzaju srodki przymusu, wymuszenia, a w ostatecznym rachunku po bron.
I dopóki bedzie latwiej zabierac innym ludziom niz przyrodzie, zawsze najwiekszy ludzki
wysilek skierowany bedzie przeciw ludziom.

Gwiezdne wojny

Dr Tomasz CHLEBOWSKI

Ostatnio duzo mówi sie i pisze o tzw. wojnach gwiezdnych, to znaczy o
przeniesieniu konfliktu nuklearnego w przestrzen okoloziemska. Nie
wtajemniczonemu Czytelnikowi terminologia ta kojarzy sie przede wszystkim z
filmami typu Star Wars, których trzeci epizod wlasnie mozemy ogladac w kinach.

Nie chcemy zajmowac sie tutaj strona "moralna", ani techniczna'problemu
konfliktu nuklearnego, a jedynie pragniemy przedstawic garsc pomyslów sposród
tych, które wpadaja do glowy naukowcom pragnacym przyczynic sie do
skuteczniejszego ataku lub efektyw.niejszej obrony. Aby dokonac tej prezentacji,
przyjrzyjmy sie, jak wygladalby dzis, u progu "ery zdolnosci do wojen gwiezdnych",
totalny konflikt nuklearny. Zalózmy, ze w chwili t = O supermocarstwo A
rozpoczyna atak nuklearny na supermocarstwo B wystrzeliwujac ponad 1000
miedzykontynentalnych rakiet nosnych (TCBM) majacych okolo 8 tysiecy glowic
(kazda rakieta moze wyniesc od l do 10 glowic nuklearnych). Po dwóch minutach
pojawia sie na monitorach systemu ostrzegania strony B (via satelity) informacja
o ataku. Po 7 minutach pierwsze eksplozje nuklearne nad zaatakowanym terytorium
paralizuja lacznosc panstwa B. Eksplozje te to wybuchy glowic wystrzelonych
w poblizu przeciwnika. W tym momencie pociski miedzykontynentalne
nie przebywszy jeszcze polowy drogi uwalniaja poszczególne glowice. W czasie
t = 12 minut glowice te sa zarejestrowane (w polowie drogi) przez systemy
radarowe. Jest to ostateczna informacja potrzebna do podjecia decyzji o kontrataku.
W sytuacji, gdy uniemozliwiona jest lacznosc radiowa, przekazanie rozkazu do
kontrataku trwa okolo 10 minut. Po czasie t = 21-24 minut panstwo B '
wystrzeliwuje swoje TCBM. Po nastepnych 5 minutach panstwo B przestaje
istniec, a po kolejnej pól godzinie przestaje istniec panstwo A.

Nie jest to madry sposób prowadzenia wojny i nikogo on nie bawi. Nie jest to
sposób w ogóle na prowadzenie wojny - tylko na odstraszanie. Przy braku
zaufania do drugiej strony i nie konczacych sie mediacjach rozbrojeniowych
trzeba wymyslic lepszy sposób realnej obrony. A wiec strona B bedzie chciala
zestrzelic rakiety nosne strony A jak najwczesniej - przed wejsciem TCBMów w
atmosfere, ale oczywiscie strona A nie "zasypia gruszek -w popiele": przede
wszystkim strona B ma do zestrzelenia wtedy co najmniej 8 tysi~cy glowic. Prawie
nic nie kosztuje, aby miala ich ze sto razy wiecej. Wystarczy z kazdej rakiety po
wyjsciu z atmosfery wypuscic setki plastykowych balonów o masie okolo 100 g
kazdy - w kilku z nich bylyby prawdziwe glowice, w innych falszywe, reszta
bylaby pusta. Wszystkie balony poruszalyby sie po prawie identycznych'
orbitach do momentu powtórnego wejscia w atmosfere. Ten deszcz "wabików"
bylby nie do wystrzelania. Trzeba wiec przystapic do obrony jeszcze wczesniej 
najlepiej w momencie otwarcia silosów, gdy gorace gazy zaczynaja wydobywac sie
z dysz odpalonych rakiet. Gazy te sa silnym zródlem promieniowania
podczerwonego, latwo rejestrowalnym przez satelity obserwujace poczynania •
strony A. Decyzja obrony musi byc natychmiastowa, aby móc zestrzelic rakiete,
zanim sie "rozmnozy" ponad atmosfera. Najlepiej dokonac takiego ataku z satelity,
ale przeciez cóz latwiejszego jak zniszczenie satelity. Strona A wysyla w poblize
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Rozwiazanie zadania F 174. Na poczatek

rozwazmy przypadek, gdy promien jest

zawarty w jednej z plaszczyzn zawierajacych
os walca. Wówczas mamy do czynienia

z sytuacja z rysunku. Z prawa zalamania
mamy

sincx

sinP = n,

a wiec dla szkla, gdzie n '" 1,5, ey,> fJ i
promien zawsze wchodzi do walca. Pozostanie
on w walcu po napotkaniu jego bocznej

sciany, gdy Y 2!= Y Il" gdzie y gr to minimalny
kat calkowitego wewnetrznego odbiciac
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czyli sin2a ~ n1-1, a wiec dla szkla mamy

sin'ey, •• 1. Maja wiec miejsce same

wewnetrzne odbicia i promien moze opuscic

walec tylko przez przeciwlegla podstawe.
Teraz wystarczy tylko zauwazyc, ze promieQie
nie le.ce w plaszczyznie przekroju osiowego
walca tworza z jego .powierzchnia katy

mniejsze niz równolegle do nich promienie
zawarte w takiej plaszczyznie. Zatem i w tym
przypadku promien nic moze opuscic walca
przez j ego powierzchnie boczna.

satelitów strony B swoje miny kosmiczne, które czekaja spokojnie na rozkaz.
W pewnej chwili miny rozrywajac sie niszcza satelity strony B uniemozliwiajac
im ostrzezenie o ataku nuklearnym. Nie bardzo wiec mozna liczyc "na satelity
szpiegowskie oraz takie, które bylyby wyposazone w bron przeciwko ICBM.
Pozostaje wiec stronie B w momencie utraty wlasnych satelitów wystrzelenie
z obszarów jak najblizej silosów strony A rakiet, które w momencie dostrzezenia
silnego promieniowania podczerwonego z dysz rakiet strony A beda mogly je
zestrzelic. Nie jest to juz wcale takie proste. Zalózmy, ze strona B dysponuje
dzialem laserowym na rakiecie nosnej umieszczonej na lodzi podwodnej w
odleglosci 4000 km od silosów strony A. Strona A ma rakiety nosne, które
w ciagu 3 minut osiagaja wysokosc 200 km i wypuszczaja juz glowice. W tym
czasie strona B musi: zarejestrowac odpalenie rakiet, podjac decyzje o "ataku
obronnym", odpalic rakiety, rakiety musza sie wzniesc na wysokosc co najmniej
1000 km, aby dojrzec nad horyzontem rakiety strony A i oddac strzal w ich
kierunku. Widac, ze rakieta strony B musi poruszac sie piec razy szybciej.
Ale i to moze byc wykonalne i teraz do strony A nalezy inicjatywa, jak
uchronic swoje rakiety od zestrzelenia. Na przyklad moze uzbroic swoje rakiety
w pancerz, ale to znacznie zwieksza ich ciezar, a co za tym idzie - zmniejsza
predkosc. W przypadku spodziewanego ataku w postaci promienia laserowego
mysli sie o nastepujacych rozwiazaniach : pokrycie korpusu rakiety folia odbijajaca,
wyposazenie rakiety w ruchomy pierscien o bardzo duzej odpornosci na
temperature - pierscien taki na sygnal od czujników nasuwalby sie na atakowany
fragment korpusu (przepalenie korpusu trwa kilka sekund), system hydraulicznego
chlodzenia korpusu, zamontowanie ruchomej koszulki poruszajacej sie nieregularnie
w dól i w góre, kryjacej czasem czesc plomieni wychodzacych z dyszy (dzialo strzela
kilka metrów powyzej widzianych przez nie plomieni, zgodnie z algorytmem
zapisanym wczesniej), nieregularne dodawanie "do paliwa skladników wydluzajacych
plomien, wreszcie rozwiniecie w wysokich warstwach atmosfery (kiedy juz dzialo
strony B jest na odpowiedniej wysokosci gotowe do strzalu) duzej oslony z
materialu absorbujacego i odbijajacego (lub zalamujacego) promienie lasera.

Bron strony B musi wiec byc wyjatkowo efektywna, aby zniszczyc rakiete strony A
w tej fazie. Przedstawiono kilka projektów dzial niszczacych. Oto ich krótki opis:

- Laser rentgenowski lub gamma. Okolo pieciu lat temu dokonano pierwszej próby
z ta bronia. Maly wybuch jadrowy doprowadzil do odwrócenia ob8adzen poziomów
i emisji wymuszonej koherentnego promieniowania X, a nastepnie do zniszczenia
aparatury. Wydaje sie, ze mimo pewnych problemów z realizacja tego projektu na
duza skale, jest to kosmiczna bron lat dziewiecdziesiatych. Podstawowa trudnoscia
jest zbudowanie takiego urzadzenia, które mO'globyprzy uzyciu jednej bomby
atomowej "napompowac", powiedzmy, 50 laserów, które z kolei tuz przed
zniszczeniem strzelalyby w róznych kierunkach. Dzialo takie umieszczone
byloby w przestrzeni kosmicznej.

W 1978 roku w Lawrence Livermore National Laboratory (Stany Zjednoczone) dokonano
eksperymentu, w którym maly wybuch jadrowy doprowadzil do odwrócenia obsadzenia
poziomów w jadrach atomowych, co spowodowalo rentgenowska akcje laserowa. Oczywiscie
moment pózniej laser i cala aparatura zostaly zniszczone przez eksplozje. Szczególy tego
eksperymentu sa ciagle tajne, ale mysli sie juz równiez o laserach gamma.

Chemiczne lasery podczerwone. Sa juz w uzyciu zarówno w A, jak i w B.

Lasery elektronowe. Dzialaja na zasadzie wymuszania drgan wiazki swobodnych
elektronów przechodzacych przez pola magnetyczne. Drgajace elektrony sa zródlem
promieniowania laserowego. Jednym z problemów zwiazanych z uzyciem laserów
jest nieprzezroczystosc atmosfery. Wiazka promieni jest pochlaniana przez pare
wodna i inne czastki. Aby zmniejszyc te straty, stosuje sie tak zwany przedstrzal.
Jest to wiazka o malej mocy, której glównym zadaniem jest zjonizowanie
i rozerwanie wszelkich wiazan atomowych na drodze do celu. W ten sposób"
powstaje jakby przezroczysta sciezka, po której w mikrosekunde pózniej posylany
jest glówny impuls.

Lasery elektronowe coraz bardziej podniecaja specjalistów od kontrolowanej reakcji termojadrowej
oraz uzbrojenia. Ostatnio zademonstrowano laser emitujacy srednio l kilowat w ciagu 100 f.ls,
osiagajacy moc 700 kW w ciagu 50 ns.
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Rozwiazanie zadania M 402. Niech
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powierzchni sposród trójkatów
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- Dziala czastkowe. Sa to akceleratory wysylajace strumienie bardzo
energetycznych czastek w kierunku ofiary uniemozliwiajac jej dzialanie przez
zniszczenie systemu orientacyjnego.

- Dziala z elektromagnetyczna szyna. Sa czyms podobnym do armaty miotajacej
pocisk, jednak to, co go napedza, nie jest cisnieniem gazów, a polem
elektromagnetyc,znym wzdluz szyny, po której pocisk porusza sie.

Pomysl dziala - elektromagnetycznej szyny - rozwazany byl juz we wczesnych latach naszego
wieku. Napiecia przykladane do kolejnych elektrod wzdluz przewodzacej szyny powoduja
powstanie pól magnetycznych wytwarzajacych sile przyspieszajaca pocisk. Takie naziemne
"akceleratory" przyspieszaja juz niewielkie masy do predkosc'i wystarczajacych do osiagniecia
orbity wokólziemskiej. Dotychczas udalo sie uzyskac predkosc okolo 15 km/s. Obecnie
projektuje sie dzialo (dlugosci 2 km) do wystrzeliwania w kosmos obiektów o wadze do 6,5 tony.
Jednym z pokojowych zastosowan takiej armaty byloby wystrzeliwanie na Slonce odpadów
promieniotwórczych .

.Oczywiscie, im wieksza moc lasera lub dziala, tym wieksza jego waga. Istnieje
wiec tendencja do budowania duzych laserów na Ziemi oraz umieszczania na
orbicie odpowiednich zwierciadel. Jedno z nich znajdowaloby sie na orbicie
geosynchronicznej (ponad 30 tys.km nad powierzchnia Ziemi) i skierowywaloby
promien laserowy do drugiego zwierciadla atakujacego, obiegajacego Ziemie
na znacznie nizszej trajektorii. To drugie zwierciadlo odbijaloby wiazke kolejno
w kierunku startujacych ICBMów. Istnieje wiele koncepcji systemów takich
zwierciadel (kazde z nich mialoby srednice co najmniej 5m). Rozwaza sie równiez
systemy tzw. samozastepujacych sie satelitów-zwierciadel - na wypadek
zestrzelenia.

Jak widac, ta garsc pomyslów z}Viazanychz "nowinkami zbrojeniowymi"
niewatpliwie zwiazana bedzie z gwaltownym postepem nie tylko techniki
militarnej, ale i bardziej podstawowych galezi wiedzy. Zreszta, jak zwykle,
potrzeba (wojenna) jest matka wynalazków.

W jaki sposób komputer moze sprawdzic, czy i gdzie w tekscie znajduje sie
okreslone slowo. Przyjmujemy, ze umie on porównywac pojedyncze litery. Oto
najprostszy algorytm. Porównujemy pierwsze litery slowa i tekstu, i jesli sa takie
same, to porównujemy drugie, potem ewentualnie trzecie itd., jesli zas sa rózne,
to "przesuwamy" slowo o jedna litere w prawo i porównujemy jego pierwsza
litere z druga litera tekstu itd. Za kazdym razem, gdy porównywane litery sa rózne,
przesuwamy slowo o jedna litere w prawo i rozpoczynamy porównywanie od
pierwszej litery slowa z odpowiadajaca jej litera tekstu (rys.l).

W 1976 roku Boyer i Strother wymyslili lepszy algorytm. Tak jak poprzednio,
ustawiamy slowo pod poczatkiem tekstu, ale porównujemy nie pierwsze litery,
ale ostatnia litere slowa z odpowiadajaca jej litera tekstu.W przypadku zgodnosci
porównujemy nastepnie przedostatnia litere slowa itd. Gdy porównywane litery sa
rózne, to przesuwamy slowo w prawo. Wielkosc przesuniecia zalezy od ostatnio
porównywanej litery. Jesli nie wystepuje ona w badanym slowie, to przesuwamy je
tak, by zaczynalo sie pod nastepna po niej litera. Jesli zas jest w nim, to
przesuwamy slowo tak (rys. 2), by ostatnio porównywana litera znalazla sie nad
taka sama litera w slowie (jesli wystepuje ona w slowie kilkakrotnie, to
wybieramy jak najmniejsze przesuniecie). Na przedstawionym przykladzie widac,
ze drugi algorytm jest znacznie szybszy. (Dla niezbyt dlugich slów mniej wiecej
tyle razy, ile liter ma slowo.) /

J. R.
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Brachistochrona

(><O.Yo)

y

Rys. l

•
x

W 1696 roku jeden z braci Bernoullich - Jan - opublikowal
Zadanie: Na plaszczyznie pionowej dane sa dwa punkty. Znalezc taka laczaca je krzywa w tej

plaszczyznie, po której punkt materialny spada w najkrótszym czasie. Zakladamy, ze nieistotny
jest wplyw tarcia i oporu powietrza.
Gdy punkty leza jeden nad drugim, rozwiazanie jest natychmiastowe - odcinek. Przyjmijmy
wiec dodatkowo, ze tak nie jest.
Zadanie to mozna rozwiazac poslugujac sie metoda rachunku wariacyjnego. Rozwazmy krzywe,
które'moga byc "linia spadku punktu materialnego" i funkcjonal przyporzadkowujacy kazdej
krzywej czas spadku po niej. Przyjmijmy, ze punkt startuje z poczatku ukladu wspólrzednych,

koniec jego drogi ma wspólrzedne (xo ,Yo) i os Oy jest skierowana zgodnie z sila ciezkosci (rys. l).
ds

Z mechaniki wiemy, ze szybkosc - ruchu punktu materialnego spadajacego po krzywejdt

ds ./-{(x, y(x)): O ~ x ~ xo} spelnia równanie - = r 2gy,dt

gdzie s jest droga przebyta przez punkt, ds jest elementem luku, tzn. (ds)Z = (dy)Z+ (dx)z.

Tak wiec ds = ]il + ( : )z dx.

]I (dY)Z
1+ 

dx
Skoro tak, to podstawiajac otrzymujemy dt = , dx.

2gy

l Xo y l+ (y')Z

Zatem czas spadku jest równy V(y) = --=- ~ _ dx .
. y2g o Vy

Problem zostal wiec sformulowany. W zbiorze takich funkcji y: [O,xol ...• [O,Yol, ze y(xo) = Yo
Xo

znalezc te,..dla której funkcjonal V(y) = ~F(y(x), y'(x))dx
o

przyjmuje najmniejsza wartosc. Z ogólnej teorii wiadomo, iz jesli rozwiazanie to, y, jest
dostatecznie wiele razy rózniczkowalne, to musi spelniac równanie (jest to tylko warunek
konieczny)

Równanie to rozwiazujemy za pomoca podstawienia. Przyjmijmy y' = ctgu,

c, dx dy
wówczas y = c, . sinzu = - (1- cos2u) oraz - = tgu' - = 2c, sinzu = c, (1- cos2u) ,

2 du du

czyli x = ~ (2u- sin2u) + Cz (ale Cz = O, gdyz x(O) = y(O) = O).
2

(Dla funkcji F dwóch zmiennych x, i Xz symbol F~2 oznacza pochodna czastkowa - by ja
uzyskac, zmienna x, traktujemy jako parametr i tak otrzymana funkcje zmiennej X2

rózniczkujemy.)

]i l+xi XzW naszym przypadku F(x" XZ)= --- i F~2 = -.-/---. Xl tX--l(-I-+-x~n

Podstawiajac do równania (1) otrzymujemy po uporzadkowaniu

(1)

(2)

F(y{x), y(x))- )i'F~2()i(X), )i'(x)) = const.

Y' (1 + (y')Z) = c,.

Rys. 2

Po podstawieniu t = 2u mamy x = ~ (t- sint),
2

~.~

c,
y = -(1- cost).

2

"

Znaleziona krzywa nazywa sie cykloida. Ma ona interpretacje kinematyczna: punkt okregu

o promieniu ~ toczacego sie po osi Ox zakresla wlasnie cykloide. Jesli punkt na okregu
2

znajdowal sie w poczatku ukladu, to po obrocie okregu o t znajdzie sie w punkcie (C; (t- sint),

c, )T(1- cost) .

W.N.
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Równanie (2) dla funkcji y realizujacej minimum czasu mozemy otrzymac inaczej. Jak wiadomo
(mozna to zreszta latwo sprawdzic analitycznie), najszybsza droga z punktu A do punktu 8
(rys. 3) przy zalozeniu, ze predkosci VI powyzej i V. ponizej prostej p sa stale, jest lamana
A O B, przy czym zachodzi równosc

Jesli miedzy A i B mamy pewna liczbe pasów (rys. 4), w których predkosci sa stale, to dla
naj szybszej drogi musza zachodzic równos~i

B

Rys,5

---= ---=
sin oc.

a wiec -- = const.
, V.

Jesli liczba pasów bedzie wzrastala nieograniczenie, a szerokosc dazyla do zera, innymi ~owy
predkosc poruszajacego sie ciala bedzie zalezala tylko od odleglosci tego ciala od prostej p,
to w kazdym punkcie C najszybszej drogi (rys. 5) powinno byc spelnione równanie

sinocc = const.
Vc

W naszym zadaniu wiemy, ze Vc = }I2gU,

z drugiej strony ctgocc = u'(x),
1

tak wiec sin OCc= ~=::::::::::::::::::::::::::::=-

VI + (u'(x»'
i otrzymujemy równanie U· (1 + (u')') = const.
(Zauwazmy, ze w rozumowaniu powyzszym zalozylismy istnienie rozwiazania - co wcale
nie musialo byc prawda. Istnienie takiego rozwiazania trzeba by wiec udowodnic innymi
metodami.)

Zadania

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 174. Na podstawe szklanego walca padaja pod róznymi katami promienie swietlne. Które
z promieni dotra do drugiej podstawy?
Rozwiazanie na str. 2

F 175. Obserwujac zachowanie rozlanej rteci stwierdzamy, ze niewielkie kropelki zlewaja sie
chetniej niz duze. Jak wyjasnic to zjawisko?
Rozwiazanie na str. 16

M 402. Mamy skonczony zbiór P punktów plaszczyzny. Kazdy trójkat o wierzcholkach w P

ma powierzchnie mniejsza niz l. Wykazac, ze pewien trójkat o powierzchni mniejszej niz 4
zawiera caly zbiór P.
Rozwiazanie na str. 3

+ 40999M 403. Znalezc ostatme 1000 cyfr liczby M = J +40 + 402 +
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 401. Danych jest 2" skonczonych ciagów zlozonych z zer i jedynek. Zaden z ciagów nie jest

poczatkiem innego. Dowiesc, ze suma dlugosci tych ciagów nie jest mniejsza niz n' 2".
Rozwiazanie na stL 15

, Rozwiazanie wezlów

Aby pokazac. ze F,,(x, y) = F",(x, y).
wystarczy zastosowac regule z warunku C
do skrzyzowania p w K i do skrzyzow '

q w K': ama

~~

K8 K!~
IQ\ I Q\

~~@io ~ev
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Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen ~ozwiazan
zadan z numeru 12/1984

,
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechanikr,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Wspólczynniki trudnosci zadan 100,101,102:
2,92 3,24 1,56

Panowie P.Figurny i J.Mikuta _ po raz
pierwszy, a pan M.Galecki _ juz po raz
czwarty zaliczaja sume 44.
Na pólmetku czwartego sezonu swego
istnienia Klub 44 liczy 32
(czyli okraglo 25 ) czlonków.

Piotr Ugurny
Jerzy Mikuta
Marek Galecki
Tomasz Komorowski

Krystyna Witek
Marian Roman
Pawel Kaminski
Anna Gluza

- Lubartów 51,50pkt
Zielona G.48,18pkt

- Milanówek 45.23pkt
~widnik 41.93pkt
Ostrów Maz41,86pkt
Elk 41,28pkt

Warszawa 40,46pkt
~orun 40, 38pkt

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zad,an z numeru n W terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

lamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
l matematyki i z fizyki nalezy przysylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1985.

(2)

(3)

, "'fi.-" -........• :,

r :'c: '0,

Moment sily F wzgledem srodka preta, majacy wartosc

l
M = F -sinO(,

2

bedzie nadawal pretowi przyspieszenie katowe

M 6FsinO(

e=l=~;

Redaguje dr Andrzej NADOLNY
moment ten wywiera na pret dzialanie zginajace i moze

doprowadzic do jego zlamania (rys. 2). Poniewaz dolny koniec
preta caly czas styka sie z podlozem,slizgajac sie po nim, miedzy
a i e zachodzi zwiazek

(4)
l

a = - esinO(.
2

Rozwiazania zadan z numeru 2/1985

Przypominamy tresc zadan:
Z równan (1), (3), (4) wyznaczamy F = ~-,

1+3sm20(

m

3. Wprowadzamy oznaczenia: m - masa preta, l - dlugoscl ,
preta, l = ·-mP - moment bezwladnosci preta wzgledem jego12

~rodka (srodka masy). g - przyspieszenie ziemskie.

.. 6sinO( g
otrzymujac nastepme e = . -

1+ 3sm20( l

W procesie zderzenia nastepuje dla kazdego elementu preta

zmi~a zwrotu predkosci z zachowaniem jej wartosci oraz
pionowego kierunku. W rezultacie zarówno ped preta, jak ijego
moment pedu ulegaja zmianie na przeciwnie skierowane,
zachowujac wartosci, jakie mialy przed zderzeniem. Ruch preta
po zderzeniu bedzie wiec symetryczny wzgledem ruchu przed
zderzeniem. Scisly dowód tego jest dosc zlozony i nie by}
wymagany od uczestników ligi.

4. Woda morska jest dla fal akustycznych osrodkiem
niejednorodnym : predkosc rozchodzenia sie dzwieku zalezy m.in
od temperatury. W wodach tropikalnych, gdzie wystepuje duzy
gradient pionowy temperatury, predkosc dzwieku maleje ze

I wzrostem glebokosci, co powoduje ugiecie fali akustycznej w dól
(efekt analogiczny do zalamania swiatla w osrodku

o monotonicznie zmieniajacym sie wspólczynniku zalamania).
W zwiazku z tym fala emitowana z nadajnika do pewnych
miejsc w ogóle nie dociera - sa to tzw. obszary cienia

akustycznego, niedostepne dla sonaru (rysunek).

2
Rys.2

a=

Rys.

3. Cienki, s "lywny jednorodny pret stOjacy pIOnowo na idealnie gladkim,
pozic.. nym podlozu zostaje minimalnie wychylony z polozenia równowagi

J puszew".\'. Obliczyc przyspies1enie katowe jako funkcje kata (rys. 1).podczas
jego upadk l. Czy pret mozt: ulcc zlamaniu'> Jaki bedzie jego ruch po idealnie
~prezystym zdcrLcniu z podlozem?

4. Do wykrywania i lokalizacji okretów podwodnych uzywany jest sonar

wykorzystujacy odbicie fali akustycznej od powierzchni okretu. Dlaczego
w wodach tropikalnych niclaleznie 'od mocy i czulosci urzadzen zasieg sona~u
ograniczony jest do I km?

Wobec gladkosci podloza pomijamy tarcie preta o nie. Sila F
dzialajaca na pret ze strony podloza (rys. l) jest zatem skierowana
pionowo, podobnie jak i sila ciezkosci mg. Wnioskujemy stad,
ze srodek masy preta spada pionowo w dól z przyspieszeniem

mg-F
(l)
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AZ, równa sie liczbie przedzialów stalosci funkcji l. czyli
liczbie punktów nieciaglosci (skoków) tej funkcji w przedziale
<0,1). (Rysunek przedstawia przebiegI. gdy a == 12, b = 20,
c = 30.) Maksymalny skok / wynosi 3; skoków tych jest tyle,
ile punktów kratowych (tj. o wspólrzednych calkOWitych), przez
które przechodzi przekatna AZ (nie liczac punktu A); jest ich
wiec n, gdzie n = NWD(a, b, c). Liczymy teraz skoki o 2 pochodzace
z przyrostu skladników [x] i [y], przy niezmieniajacym sie [zl.
Jest ich tyle, ile punktów (x; y, z) E AZ o wspólrzednych x i y
calkowitych, a z niecalkowitej, czyli k-n, gdzie k = NWD(a, b).
Analogicznie, skoków o 2 pochodzacych, odpowiednio,
z przyrostu skladników [y] i [z] oraz [z] i [xl jest 1-n oraz m - n,

gdzie 1= NWD(b, c), m = NWD(c, a). Niech Wreszciej bedzie
liczba skoków o 1. Pelny przyrost wartosci/wynosi a+b+c,

wiec 3n+2(k-n)+2(I-n)+2(m-n)+j = a+b+c, skad
j = a+b+c -2(k+l+m)+3n. Szukana liczba skoków /równa sie
zatem n+(k-n)+(l-n)+(m-n)+j ~ a+b+c-(k+l+m)+n.

wykres
f: [x)+{yHz]

t:O

l tl1tt l f I tilit t
a:12 b:20 c:30 n:2 k:1, /:/0 m=6

Strzalki wskazuil( miejsca, gdzie f ma skok o '?-2

t jest przyrost [x) i [y].nie ma przyrostu [z)

l -,,- (y) i [z] -,,- [x)

t -,,- [zJi [x] -IJ- [J)

t jednoczesny przyrost [x], [y) i [z)

a

b

c

a+b+c

!=44

Rozwiazania zadan z numeru 2/1985

Przypominamy tresc zadan:

106. Odpowiedz: a+b+c-NWD(a, b)-NWD(b, c)-
- NWD(c, a) +NWD(a , b, c). Dowód. Przyjmijmy uklad
wspólrzednych tak, by trzy krawedzie prostopadloscianu lezaly
na osiach ukladu oraz by koncami wyróznionej przekatnej AZ
byly punkty A = (O, O.O), Z = (a, b, c). Wyobrazmy sobie
punkt poruszajacy sie ruchem jednostajnym wzdluz przekatnej AZ
i przyjmijmy, ze w chwili t = ° punkt ten jest w polozeniu A,
a w chwili t = 1 w polozeniu Z. Okreslamy funkcje/:.(O,l) -+ R
nastepujaco: jesli w chwili t ;.wedrujacy punkt ma wspólrzedne
(x, y, z), to fet) = [x] + [y] + [z]. Jest to funkcja niemalejaca,
o wartosciach calkowitych,/(O) = 0,/(1) = a +b + c. Liczba
szescianów jednostkowych, których wnetrza przecina przekatna

105. Wezmy dowolne liczby dodatnie a, b. Poniewaz
1

aZxl· bk = (a3xi, a3 xi, b3P)I!3 .,; 3(2a3 xi+b3p), wiec

1 ( 2a3 nZ(n+ 1)Zb3)
sumujac po kotrzymujemy aZb I)x2 .,; - --+----- .3 n 4

Gdy w szczególnosci przyjmiemy a = n1!3, b = (4n-Z(n+ 1)-Z)I/3,
to ostatnia nierównosc przybierze postac

nZ!3(4n-Z(n+ 1)-'Z)I!3 L kxl .,; l,

co po podniesieniu stronami do trzeciej potegi daje teze zadania.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

105. Liczby dodatnie Xl, ""xn spelniaja warunek LX~ ~ l/n.

Dowiesc, ze (l; hi)3 .; (n + 1)·/4.
106. Prostopadloscian o wymiarach calkowitych a, b, epodzielono
na szesciany jednostkowe. Ile sposród tych szescianów ma wspólne
punkty wewnetrzne z jedna (ustalona) przekatna prostopadloscianu?

Z oradem pod wiatr

A

Rys. 1

A~B

A~B

Rys. 2

Rys. 3

Nie zawsze rozwiazanie problemu wariacyjnego musi istniec. Rozwazmy
nawigacyjne zadanie Zermelo. Nalezy przeplynac zaglówka pod wiatr z punktu
A do punktu H, oba punkty leza w srodku nurtu rzeki, punkt H ponizej punktu A.
Prad rzeki jest najszybszy w srodku. Jesli pominiemy czas potrzebny na zmiane
halsu, to przy braku pradu zeglarz moze wybrac jedna z wielu lamanych (rys.2),
gdzie oc jest optymalnym dla predkosci wiatru. katem.
Jesli jednak uwzglednimy prad rzeki, to zeglarz powinien trzymac sie jak najblizej
jej srodka, tak wiec im czesciej zmienia kierunek, tym szybciej przeplynie swoja
trase·
Podobnie jest, jesli chcemy znalezc wsród takich funkcji x: [O,l]--+R, ze x(O) =I
= x(l) = Ofunkcje, dla której calka l(x) = ~(X(t)2 + 1)(1+ «x'(t»2 - W)dt

o

przyjmuje wartosc najmniejsza. (Dla uproszczenia dopuscmy rozpatrywanie
funkcji kawalkami rózniczkowalnych.) Dla funkcji z rysunku 3 albo x'(t) = l,
albo x'(t) = -1. Zatem funkcja podcalkowa nie jest wieksza niz l +e2
i l(x) ~ l+e2•

Z drugiej str()ny funkcja podcalkowa nigdzie nie moze byc mniejsza niz l, a równa
l tylko w pUIlktach, dla których równoczesnie x(t) = O, Ix'(t)1 = 1.
Tak wiec kres dolny wartosci calki, czyti l, nigdy nie bedzie osiagniety.

J.R.
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B odkrawa od najwiekszej - jego zdaniem - czesci
taki kawalek (IV), by pozostalosc (I) byla równa
drugiej co do wielkosci czesci (II).

A kroi tort na trzy równe - wedlug A - czesci.

c

Podzial tortu

Oto najprostszy podzial tortu miedzy trzy osoby
(A, B, C) tak, by kazda z nich otrzymala wedlug

wlasnej oceny - co najmniej -} tortu.

Sprawdz Czytelniku, ze warunki podzialu zostaly
spelnione, a tort rozpadl sie na co najwyzej cztery
czesci. Mozliwe jest jednak, iz np. B bedzie zazdroscil
A, to znaczy zdaniem B porcja A jest wieksza niz
porcja B. Otóz mozna temu zapobiec i tak podzielic
tort, by kazdy uwazal, ze jego czesc nie jest mniejsza
niz inne. Tort rozpadnie sie na co najwyzej szesc czesci.

maladella

B

r~

A

B i C pokazuja najwieksze - ich zdaniem - kawalki.

"
.. ~
... '., .
..~ .-\.

A kroi tort na trzy równe - wedlug A - czesci.

Podzial czesci I, II, III: C wybiera - jego zdaniem 
najwieksza, A i B biora po jednej z pozostalych tak,
by kazdy wzial - wedlug niego - wieksza.
Oto mozliwe przypadki.

Jesli pokazali te sama czesc, to A bierze dowolna
z pozostalych (np. III). B odkrawa od czesci 1 taki
kawalek (I), by pozostalosc (2) byla równa - jego
zdaniem - czesci.II z dolaczonym kawalkiem (I).
C wybiera wieksza - wedlug C - porcje.

A c

B '-.



Podzial kawalka IV.

B kroi czesc IV na trzy - jego zdaniem - równe

kawalki~, B

i C wybiera - wedlug C -- naJwlt,?kszy
(powiedzmy l). A wybiera wiekszy - wedlug A 
z pozostalych (powiedzmy 2). B bierze ostatni (3).

C kroi czesc IV na trzy - jego zdaniem - równe
kawalki

i B wybiera - wedlug B - najwiekszy
(powiedzmy l). A wybiera wiekszy - wedlug A
z pozostalych (powiedzmy 2). C bierze ostatni (3).

Oto ostateczny podzial.

Tak oceniaja podzial poszczególne osoby - podajemy
tylko jeden przypadek. Sprawdz Czytelniku, ze
wszyscy sa zadowoleni równiez w pozostalych
przypadkach.

Nie umiemy, unikajac zazdrosci, podzielic tortu miedzy
wiecej niz trzy osoby.

Gdy zamiast tortu dzielone jest jadro atomowe,
to przewaznie suma mas powstalych czesci jest rózna
od masy dzielonego jadra. Na przyklad masa dwóch
protonów i dwóch neutronów jest wieksza (o okolo
0,03 masy neutronu) od masy jadra helu. Rozbicie

- jadra helu na oddzielne neutrony i protony wymaga
rozerwania istniejacych miedzy nimi wiazan, a wiec
wykonania pracy. Ta praca "zamieniana" jest na
nadwyzke masy produktów. Skladanie helu z protonów
i neutronów powoduje, odwrotnie, wydzielanie sie duzych
ilosci energii. Niestety, dotychczas potrafimy
przeprowadzic ten proces. tylko w sposób
niekontrolowany jako wybuch termojadrowy (bomba
wodorowa).

Moze sie równiez zdarzyc, ze masa czesci jest mniejsza
niz masa dzielonej calosci - tak jest na przyklad przy

9

podziale jadra uranu lub plutonu. Oczywiscie, musi
sie wówczas wydzielac energia, a w powstalych jadrach
neutrony i protony sa silniej zwiazane niz w jadrze
wyjsciowym. Proces ten zachodzi wewnatrz reaktora
atomowego.

Foton, czastka nie posiadajaca masy spoczynkowej,
o ile ma wystarczajaca energie, moze przelatujac obok
atomu (lub jonu) "rozpasc sie" na elektron i pozyton 
dwie czastki o masach równych okolo 1/2000 masy
neutronu i przeciwnych ladunkach. W tym przypadku
cala energia zamienia sie na mase powstajacych
czastek.

Mala Delte przygotowali Andrzej MAJHOFER i
Jerzy RYLL .



Rys. l. Wezel tr6jHstny lewostronny We.zel trójlistny prawo.;;tronn~

Rys. 5. Sploty K i K' nie sa równowazne, ale ich wielomiany sa równe (dowód

w numerze).

Mgr Joanna KANIA-BARTOSZYNSKA,
dr Józef PRZYTYCKI

W Delcie 1/1985 pisalismy o wielomianie Conwaya,
niezmienniku wezlów i splotów. Przypomnijmy, ze
splot jest to rodzina parami rozlacznych okregów
zanurzonych w przestrzeni euklidesowej E3• Splotom
mozemy przypisywac orientaCje. Splot o jednej
skladowej nazywamy wezlem. Dwa sploty sa równowazne,
jesli jeden mozna otrzymac z drugiego przez ruch
w przestrzeni bez ciecia i wiazania. Aby stwierdzic,
czy sploty sa równowazne, wygodnie jest przypisywac
im obiekty algebraiczne (np. wielomiany) ..
Niezmiennikiem splotów nazywamy obiekt algebraiczny
przyporzadkowany kazdemu splotowi, jednakowy
dla. równowaznych splotów. Takim niezmiennikiem
byl wielomian Conwaya, który odroznial wiele wezlów
i splotów znanych na przyklad z zeglarstwa i
alpinizmu. Nie odróznial on jednak wezla trójlistnt:go
lewostronnego od prawostronnego (rys. l) ani wezla
plas-kiego od babskiego (rys. 2r Pisalismy w poprzednim
artykule, ze aby odróznic te wezly, trzeba uzyc
zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Ostatnio
okazalo sie jednak, ze wystarczy uogólnic metode
Conwaya.

Twierdzenie. Kazdemu zorientowanemu splotowi K
mozna przyporzadkowac wielomian FK dwóch
zmiennych x i y (wystepujacych z dodatnimi lub
ujemnymi potegami) o wspólczynnikach calkowitych
spelniajacy:
A. FK jest niezmiennikiem K.
B. Jesli K jest wezlem trywialnym, to FK(x, y) = l.
C. Jesli trzy zorientowane sploty maja identyczne
diagramy wszedzie z wyjatkiem czesci przedstawionych
na rysunku 3, to

xh1 (x, y) + yh2(x, y) = FL(x, y).

Wielomian Conwaya otrzymamy, jesli podstawimy
l . 1

X=-IY= --
Z . Z

Wielomian FK ma wszystkie zalety wielomianu Conwaya:
1. Jesli K jest lustrzanym odbiciem splotu K, to

FJ{(x, y) = FK(y, x),

tzn. wielomiany rÓznia sie zamiana miejscami x z y.
2. Jesli - K jest splotem otrzymanym z K przez zmiane
orientacji wszystkich skladowych, to F_K(X, y) = FK(x, y).
3. Jesli K jest suma splotów KI i K2 (rys. 4), co
zapisujemy K = Kl * K2, to
FK1*"K2(X,y) = h,(x, y). h2(X, y).
Ponadto wielomian FK odróznia znacznie wiecej
wezlów i splotów niz wielomian Conwaya (np.
lewostronny trójlistnik od prawostronnego, wezel
plaski od babskiego). Sa jednak wezly, których nie
rozróznia (rys. 5).

W Delcie 1/1985 pisalismy, ze dowód tego, iz wielomian
Conwaya jest wyznaczony jednoznacznie, wymaga

Jeszcze raz o wezlach
i splotach

~

'--/

KI

K]

o
O

<e?

Wezel b~bski

K2

K

I
- 10- -;l I

K,

~

Rys.3

Rys. 2 Wezel plaski

Funkcja Fx nie jest wielomianem, ale w topologii algebraicznej
przyjelo sie uzywac tego terminu.

y=

Latem 1984 roku sensacje wzbudzilo odkrycie przez Vaughana
Jonesa nowego niezmiennika splotów. Byl on zdefiniowany
bardzo zawile, przy uzyciu pewnych skonczonych algebr von
Neumanna. W kilka miesiecy pózniej Jones zauwazyl, ze jego
niezmiennik mozna zdefiniowac za pomoca rysunku 3.
Niezmiennik Jonesa jest szczególnym przypadkiem wielomianu FK•

Otnymuj"iego pn" p"""'w'"" x ~ l l )'1(0- y'r

X·XK~ /K2

Zadanie: Pokazac, ze jesli K jest splotem trywialnym o n
skladowych, to FK(x, y) = (x+ y)"-1 (mozna skorzystac
z ponizszego rysunku).
Przypomnijmy, ze wielomian Conwaya dowolnego splotu
trywialnego byl równy O.

8 g

~ K, l) * cr:3:] = I ~-' ~

CLt9 i CI.lb
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Krok 1. Wybieramy pojednym punkcie a; w kazdej
skladowej i definiujemy F(L.a) indukcyjnie wzgledem
liczby skrzyzowan, które trzeba poprawic (zamienic
most na tunel), by otrzymac diagram rozwiazany
(te liczbe "zlyc,h" skrzyzowan oznaczmy przez
s(L, a)). Jesli s(L, a) = O, to diagram jest rozwiazany
i F(L.a) zostal juz okreslony. Zalózmy, ze m ~ l i ze
jesli s(K, a) < m, to F(l~.a) jest juz zdefiniowany. Jesli
s(L, a) = m, to wybieramy w L pierwsze "zle"
skrzyzowanie p. Oznaczmy przez (Lp, a) diagram,
który otrzymamy z (L, a) zmieniajac w skrzyzowaniu
p most na tunel, a przez L~diagram otrzymany z L
przez likwidacje skrzyzowania p (rys.7).
Wielomiany F(Lp.a) i FLo sa juz okreslone (L~ ma mniejp

skrzyzowan niz L; s(Lp, a) = s(L, a)-I <m).
F(L.a) okreslamy tak, by byl spelniony warunek C, tzn.l
F(L.a)(X, y) = X (FL~(X, y)- yF(Lp,a)(X, y)).

Krok 2. Pokazujemy, ze FL nie zalezy od wyboru
punktu wyróznionego. Jest to czesc dosc zmudna,
ale calkowicie elementarna.

Krok 3. Pokazujemy, ze warunek C jest nadal spelniony.
Dowód jest natychmiastowy i polega na odpowiednim
wyborze punktów wyróznionych. Nie ma w tym nic
nadzwyczajnego, bo warunek C byl uzyty w kroku l
do d~finicji.

zaawansowanych metod topologii algebraicznej. Jednak
ostatnio Pawel Traczyk i Józef Przytycki znalezli
elementarny dowód twierdzenia o istnieniu
i jednoznacznosci nie tylko wielomianu Conwaya, ale
takze wielomianu FK• Jest on na tyle prosty, ze warto
przedstawic tutaj jego zarys.

Rozpatrujemy zorientowane sploty przedstawione
(niejednoznacznie) za pomoca diagramu na plaszczyznie.
Wielomian FK bedziemy definiowac indukcyjnie
wzgledem liczby skrzyzowan w diagramie dbajac,
by caly czas dla juz okreslonych wielomianów byl
spelniony warunek C. Zwrócmy tez uwage, ze za
kazdym razem, gdy definiujemy wielomian dla nowego
splotu, jest on wyznaczony jednoznacznie przez
warunek C.

Niech (L, a), gdzie a = (al> a2, ... , a,.), bedzie
zorientowanym splotem L o n skladowych
z n wyróznionymi punktami al' a2, ... , an; po jednym
punkcie w kazdej skladowej (rys. 6). Mówimy, ze
diagram (L, a) jest rozwiazany, gdy obchodzac go
zgodnie z orientacja i rozpoczynajac od puktu al'
nastepnie a2 itd. az do punktu an, kazde pierwszy raz
napotkane skrzyzowanie pokonujemy góra (tak
naprawde oznacza to, ze splot jest trywialny).

Dla rozwiazanego diagramu o n skladowych
definiujemy
F(L.a)(X, y) = (x + Y t-I (warunek C jest spelniony,
porównaj zadanie).

W szczególnosci zdefiniowalismy w ten sposób nasz
wielomian dla diagramów bez skrzyzowan (nie zalezy
on od punktów wyróznionych) ..

Zalózmy teraz, ze FL jest zdefiniowany dla diagramów
L z mniej niz k skrzyzowaniami (i warunek C jest
dla nich spelniony). Rozwazmy teraz diagram L
z k (k > O) skrzyzowaniami. Wielomian FL zdefiniujemy
w kilku krokach.

K

We/d piaski L,

o

Znajdziemy wielomiany obu trójIistników. Dla lewostronnego
mamy (patrz zadanie):
FL2(X, y) = x+ y; FL(x, y) = FK2(X, y) = 1.I
Z warunku C: FL.(x, y) = - (FL(x, y) - yFL2(X, y» =x

I I y2
= -(I-y(x+y)) = ----y.x x x
I ostatecznie (znów z warunku C) :

I l (l y2 )
FK(x, y) = - (FL,(x, y) - yFK2(X, y)) = - - - - - y- y =x x x x

l y2 2y

= x2 - x2 - --;-

Prawostronny trójlistnik K jest lustrzanym odbiciem lewostronnego.l x2 2x
Tak wiec Fi(x, y) = Fx(y, x) = - - - - -, czyli Fi '" FK.

y2 y2 Y

Do znalezienia wielomianu F dla wezla babskiego i plaskiego nie
musimy wykonywac zadnych rachunków. Wystarczy skorzystac
z tego, iz wezel plaski Lp jest suma dwóch róznych trójlistników,
a wezel babski Lb suma dwóch prawostronnych trójlistników.
Mamy FLp(x, y) = Fx *K(x, y) = Fx(x, y) . Fii(X, y),
F'b(X, y) = Fx*x(x, y) = FK(x. y). Fx(x. y) i poniewaz

:~~~F"i~& -~R
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Pozostaje jeszcze wykazac, ze jesli dwa diagramy opisuja
ten sam splot, to przypisany im jest ten sam wielomian.
Trzeba sie tu odwolac do twierdzenia Reidemeistera
mówiacego, ze jdli dwa diagramy opisuja ten sam
splót, to od jednego do drugiego da sie przejsc za

, pomoca opisanych obok,(rys.8) kroków (tzw. ruchy
Reidemeistera). Trzeba jeszcze wykazac, ze te ruchy
nie zmieniaja wielomianu diagramu. Mozna to zrobic
przez indukcje wzgledem liczby skrzyzowan
odpowiednio wybierajac punkty wyróznione.

Dowód ten pozwala dalej modyfikowac i uogólniac
. niezmienniki splotów. Mozna zmieniac równanie
w warunku C lub wartosc niezmiennika dla wezla
trywialnego (dowód nie zmieni sie). Jest nadzieja, ze
odpowiednio dobierajac to równanie otrzymamy
niezmiennik, który rozrózni jeszcze wiecej splotów.
Wiadomo jednak, ze zaden wielomian tego typu nie
rozrózni splotów z rysunku 5.

Rys. 8

Mgr Andrzej KOK

a
Tak wiec a+aq+ , .. +aqn+ ... = -- dla O < q' < 1.l-q
No dobrze, ale jak pozbyc sie zalozenia o dodatniosci a i q?
Po prostu nalezy rozpatrywac odcinki skierowane. Odcinki ujemne równolegle do ko odkladamy
w dól, a równolegle do b w lewo (rys. 5).

Pozostawiamy Czytelnikowi w~prowadzenie wzorów na SU1uydla q < O.

Znane wzory na sume skonczonego i nieskonczonego szeregu geometrycznego mozna znalezc
metodami geometrii.
Wezmy dwie, na razie dodatnie, liczby a i q. Na ustalonej prostej b odkladamy odcinek BoBI

o dlugosci a i przez punkty Bo i BI prowadzimy równolegle proste ko i kl' Na prostej ko

obieramy punkt Co, a na prostej kI punkt CI tak, by BoCo = l, BICI = q oraz punkty Co

i CI lezaly po tej samej ~tronie prostej b. Prowadzimy teraz prosta c przez punkty Co i C,
oraz,prosta lo przez Bo i CI'
Konstruujemy teraz ciagi (Bn) i (Cn) punktów nalezacych do prostych b i c. Przypuscmy,
ze mamy juz punkt Bn_ l' Prowadzimy przez Bn_ I prosta In_ lilio - Cn jest punktem przeciecia
ln_ I Z C - oraz przez Cn prosta knllko - Bn jest punktem przeciecia kn z b. Ponadto na prostej k o

obieramy punkty Dl> D2 ... tak, by proste CnDn byly równolegle do b.

Zauwazmy, ze punkt Bn zawsze lezy miedzy Bo i Bn + I, a ponadto dla q < I (rys. l) lezy
miedzy Bo i B - punktem przeciecia prostych b i c (wynika to z aksjomatu Pascha).
Trójkaty t;. BoBI CI, t;.BI B2 C2, ~.. , t;. Bn_ l Bn Cn sa podobne, równiez trójkaty
/'., Bo Co C I, , t;. Bn_ I Cn_ I Cn sa podobne, tak wiec latwo otrzymujemy
B2C2 = q2, , BnCn = qn; BIB2 ="aq, ... , Bn_IBn = aqn-I.

Suma a+aq+ ... +aq"-I jest zatem dlugoscia odcinka BoB •.
C D CD

Z podobienstwa trójkatów t;.DI CI Co i t;.DnCnCo mamy _n_n_ = __ o_n_.
CIDI CoDI

Mamy tez CnDn = BoBn, CIDI = a. Ponadto dla O < q < I :CoDn = CoBo-BoDn = I_qn

i ~oD, = l-q (rys. 1), natomiast dla q> l: CoDn = qn_l, CoDI = q-I (rys. 3).
. I_qn

W obu przypadkach mamy WIeCBoBn = a+aq+ ... +aqn-I = a' ---ol-q
Dla q ;;. I dlugosci odcinków BoBn rosna nieograniczenie.

Istotnie, BoBn = Bo B I + ... +Bn_ I Bo ;;. n' a. Natomiast dla O < q < I ciag (Bn) jest zbiezny
do punktu B.

Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktu A i' B z odcinka Bo B do odcinka Bo A nalezy
tylko skonczenie wiele punktów Bn (pamietajmy, ze wszystkie naleza do odcinka BoB). Jesli
Bn E BoA, to dlugosc BnBn+ I jest równa co najmniej dlugosci AA2 (rys. 4), gdzie
AAdl/o, Al A211ko, Al E c, A2 E b. Tak wiec jesli Bn E BoA, to BoBn'= BoBI + ... +Bn_IBn ;;.

BB
;;. n' AA2• Otrzymujemy stad, ze liczba n musi byc mniejsza niz _o_n_.

AA2
a

Latwo obliczyc, ze Bo B = -- (z podobienstwa t;. Co CJ Dl i t;. Co BBo).l-q
c

Rys.

kl,"~. -l

Geometrycznie o szeregu geometrycznym
c'Co

o,
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Zasada.. '
.najmniejSzego
dzialania

Aby okreslic ruch ciala materialnego, musimy wiedziec, jakie sily dzialaja na to cialo oraz jakie
sa tak zwane warunki poczatkowe, czyli polozenie l predkosc ciala w pewnej poczatkowej
chwili czaStl to (np. dla to = O), Cialo swobodne porusza sie ruchem jednostajnym po linii
prostej przechodzacej przez punkt okreslajacy poczatkowe polozenie ciala i równoleglej do
kierunku predkosci poczatkowej. W przypadku rzutu ukosnego w polu grawitacyjnym
paraboliczny tor tego ruchu okreslony jest jednoznacznie przez punkt, z którego cialo zostalo
wyrzucone i przez kierunek oraz dlugosc wektora predkosci w tym punkcie.

Dr Adam BECHLER W mechanice spotykamy sie jednak czesto z zagadnieniami innego typu, gdy zamiast waruILI(ów
poczatkowych mamy okreslone tak zwane warunki brzegowe, czyli znamy polozenie ciala
na poczatku i koncu ruchu. Dobrym przykladem takiego zagadnienia jest podróz z Ziemi
na Ksiezyc. Punkt poczatkowy toru statku kosmicznego znajduje sie na powierzchni Ziemi,
a koncowy na powier~chni Ksiezyca. Aby trafic w Ksiezyc (zapomnijmy na moment
o poprawkach toru dokonywanych w trakcie lotu), musimy odpowiednio dobrac polozenie
i predkosc rakiety w chwili startu, a wiec warunki brzegowe musimy przetlumaczyc na warunki
poczatkowe. Mozna jednak problem postawic w inny sposób: jak znalezc tor (lub równanie
rózniczkowe okreslajace tor) ciala poruszajacego sie w danym polu sil miedzy punktami A

(poczatkowym) i B (koncowym)? Lub ogólniej: czy istnieje jakas zasada, za pomoca której
mozna otrzymac równania ruchu w mechanice?

gdzie ni jest wartoscia wspólczynnika zalamania na i-tym odcinku, a LIs, dlugoscia tego
odcinka. W granicy, gdy LISi dazy do zera i jednoczesnie liczba punktów podzialu dazy
do nieskonczonosci, otrzymujemy

droga optyczna = L niLlsi,
i

(2)

(I)

Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca, a zasada tego typu pojawila sie najpierw w optyce
geometrycznej, gdzie znana jest obecnie pod nazwa zasady Fermata. Okresla ona tor promienia
swietlnego w osrodku, w którym wspólczynnik zalamania zalezy od polozenia. Zgodnie z ta
zasada promien swietlny biegnie miedzy dwoma punktami A i B po takim torze, wzdluz
którego droga optyczna ma wartosc ekstremalna (w wiekszosci przypadków jest to minimum).
Gdy wspólczynnik zalamania jest staly, n = const, droga optyczna nazywamy iloczyn n
i dlugosci toru promienia swietlnego, gdy natomiast n zmienia sie od punktu do punktu,
to dzielimy tor na odcinki na tyle krótkie, ze na kazdym z nich wspólczynnik zalamania
mozna uwazac za staly. Droga optyczna jest wtedy zdefiniowana jako:

B

droga optyczna = ~n(s)ds ..
A

Przez dwa punkty A i B mozna przeprowadzic dowolnie wiele hipotetycznych torów promienia
swietlnego i dla kazdego z nich obliczyc droge optyczna. Wzdluz jednego z nich droga optyczna

Przykladem. gdy promienIOm sWietlnym

biegnacym po róznych torach miedzy

punktami A i B odpowiadaja takie same drogi
optyczne, jest sytuacja, gdy B jest obrazem A

utworzonym za pomoca soczewki skupiajacej.
Podobnie, gdy A i B sa dwoma ogniskami

elipsy, wszystkie promienie docierajace z A

do B po odbiciu od elipsy przebywaja te sama

droge. Jezeli czesc luku elipsy zastapimy
lukiem o wiekszej krzywiznie (na rysunku luk

CD), to rzeczywisty tor bedzie odpowiadal

lokalnemu maksimum drogi optycznej (gdy

krzywizna jest mniejsza ~ realizowane jest
minimum).

5. Dwaj obserwatorzy

Linie swiata pierwszego mieszkanca naszego jednowymiarowego swiata moglismy wybrac
dowolnie. Dla nastepnych nie mamy juz tej swobody wyboru, bo poruszaja sie wzgledem
pierwszego w okreslony sposób.

Zalózmy, ze linie swiata dwóch obserwatorów inercjalnych O i O' przecinaja sie w punkcie O
i w tym punkcie synchronizuja oni swoje zegary (rys. Sa). Wedlug O w czasie OP obserwator

O oddalil sie od niego na odleglosc PQ, czyli predkosc O' wzgledem O jest równa V = PQ .
OP

t t Obserwator O' moze, podobnie jak to zrobil O w czesci 4,
wprowadzic swoja os odleglosci tak, by mierzona przez niego

ST
Predkosc swiatla -- byla równa jednosci. Na razie nie znamy

OS . - •
zwiazku miedzy skalami czasu i odleglosci obu obserwatorów,
a wiec nie potrafimy przetlumaczyc wyników pomiarów jednego
na wyniki drugiego. Mozliwe jest jednak jakosciowe porównanie
obserwacji. W tym celu najlepiej posluzyc sie opisanym
wczesniej kartonikiem z wycieciem. Kartonik trzeba teraz
przesuwac tak, aby wyciecie bylo równolegle do osi odleglosci.
a linia swiata obserwatora byla widoczna zawsze w tym samym
punkcie szczeliny (rys. Sb). Prowadzenie kartonika moga ulatwic
dodatkowe linie (na rysunku zaznaczone kolorem). W
szczelinie widoczne. sa zdarzenia zachodzace równoczesnie
z ounktu widzenia danego obserwatora.



bedzie miala wartosc minimalna i to jest wlasnie tor, który zostaje "wybrany" przez promien
swietlny w osrodku, Jezeli wspólczynnik zalamania jest staly, mozna go wyniesc przed calke
we wzorze (2) i zasada Fermata mówi, ze

(I jest dlugoscia toru promienia swietlnego). Swiatlo rozchodzi sie wiec wtedy wzdluz linii

prostej. Ciekawszy przyklad stanowi prawo zalamania swiatla, które wynika takze z zasady
Fermata: promien swietlny przechodzi przez granice dwóch osrodków w taki sposób, ze droga
optyczna jest minimalna (patrz np. Grzegorz BIALKOWSKI, Biblioteczka Delty t. 4, str. 4),

Zasada Fermata w optyce geometrycznej stanowila inspiracje dla sformulowania analogicznych
zasad w mechanice. Spróbujmy potraktowac obszaI, w którym na cialo dzialaja sily, podobnie
jak osrodek optyczny o zmiennym wspólczynniku zalamania; odpowiednikiem toru promienia
swietlnego bedzie wtedy tor ciala, Nie nalezy stad oczywiscie wnioskowac, ze ruch mechaniczny
i rozchodzenie sie swiatla w optyce geometrycznej to jedno i to samo, Chcemy sie tu posluzyc
jedynie pewna analogia, która moze byc pomocna przy znajdowaniu toru ciala materialnego
poruszajacego sie w polu sil. Jezeli sily dzialajace na cialo sa zachowawcze (czyli ze mozna
wprowadzic energie potencjalna V(r)), to okazuje sie, ze role wspólczynnika zalamania odgrywa
nastepujaca wielkosc:

(4) "wspólczynnik zalamania" = YE- V(r),

gdzie E jest calkowita energia ciala (stala w czasie ruchu). Ruch miedzy punktami A i B odbywa

sie po takim torze, ze

&:
Rozwiazanie zadania M 403. Mam)

401000 - l
/11=1+40+40'+ ... +40999 =--

401000_1

--3-9-
Bezposrednio mozna sprawdzic, ze

rozwiniecie dziesietne ;9 jest ulamkiem

okresowym O. (025641). Oznaczmy okres tego
ulamka przez P(P ma 6 cyfr). Mamy 1002 =
= 167· 6, a stad

10'002 PP ... P,pp ... ,awiec---= ---
39 167 razy

101001_ I
M = --3-9-- = :!...:.~.Zauwazmy, ze

167 razy

41000.101000_1 101002_ l

N - M = ---3-9--- - --
41000_ 10'

= --39--' . 10'000

jest liczba calkowita. a poniewaz 39 i 101000
41000 - 102

sa wzglednie pierwsze, wiec K = --39--

jest równiez calkowite, N - M = 10'000. K,

czyli M I N maja takie same ostatnie 1000
cyfr, a mianowicie 5641PP ... P.--

166 razy

(3)

(5)

ni = minimum

B

i V E - V(r) ds = ekstremum.
A

Równanie (5) nosi nazwe zasady Jacobiego; pozwala ona okreslic ksztalt toru, nie mozemy

jednak za jej pomoca wyznaczyc zaleznosci polozenia ciala od czasu. (Polecamy Czytelnikowi
sprawdzenie, ze funkcja podcalkowa we wzorze (5) jest proporcjonalna do predkosci. Jak
zalezy od predkOsci swiatla w osrodku funkcja podcalko'wa w zasadzie Fermata?)

Glównym problemem, który chcemy rozwiazac w mechanice, jest jednak nie tyle sam ksztalt
toru, co zaleznosc polozenia ciala od czasu (wynika z niej zreszta takze ksztalt toru). Ogólna

zasada pozwalajaca okreslic ewolucje czasowa jest tak zwana zasada naj mniejszego dzialania
Hamiltona. Zgodnie z nia ruch ciala materialnego odbywa sie w taki sposób, ze pewna wielkosc
zwana dzialaniem ma wartosc minim!llna, a scisle mówiac ekstremalna, z tym ze w wiekszosci
przypadków jest to minimum, Dzialanie zdefiniowane jest w nastepujacy sposób:

Rys. 5c

(6)
/B

dzialanie = ~ Ldt,
/A

K\,>.5J

x

Na rysunku 5c przedstawiona jest historia jednowymiarowego
"gazu" zlozonego z trzech jednakowych czastek. Gaz zamkniety
jest w naczyniu. Przy kazdym zderzeniu czastki wymieniaja sie
predkosciami, bo zderzenia sa sprezyste. Warto przeniesc rys. 5c
na wieksza kartke i obejrzec za pomoca kartonika. Przebieg
zdarzen dla obserwatora O, dla którego naczynie spoczywa, jest
inny niz dla poruszajacego sie obserwatora O', Dla O zdarzenia
A i B oraz C i D sa równoczesne, a dla O' równoczesne sa
zdarzenia C i E. Dla jakiego obserwatora równoczesnie nastapia
odbicia B i C?

Wzglednosc równoczesnosci ma takze wplyw na pomiar
odleglosci. Dlugosc preta mierzy sie wyznaczajac w tej samej
chwili wspólrzedne jego konców. Poniewaz zdarzenia równoczesne
w jednym ukladzie inercjalnym nie sa równoczesne w innym,
wynik pomiaru zalezy od ukladu odniesienia. Czytelnikowi
pozostawiamy przesledzenie pomiarów na podstawie rysunku 5d.
Jednak dopiero znalezienie zwiazku miedzy skalami odleglosci
i czasu w O i O' pozwoli na ilosciowe porównanie wyników.



gdzie funkcja L, zwana funkcja Lagrange'a, równa jest róznicy energii kinetycznej i potencjalnej:

L = Ek.•,- V, tA jest chwila czasu, gdy cialo znajdowalo sie w punkcie A, a ts - chwila,
w której osiagnelo koncowy punkt B. Zauwazmy, ze calkujemy teraz nie/wzgledem przebytej
drogi, lecz wzgledem czasu.

Czy zasada Hamiltona i "zwykle" równanie mechaniki: F = ma, sa sobie równowazne?
Oczywiscie, tak; w przeciwnym razie nie doszloby w ogóle do jej sformulowania. Praktyczne
znaczenie zasady najmniejszego dzialania polega na tym, ze pozwala ona okreslic ruch bardziej
skomplikowanych ukladów mechanicznych w sposób duzo prostszy niz równanie F = ma.

Glówna jednak zaleta zasady Hamiltona jest to, ze "ignoruje" ona sily reakcji wiezów, chcac
natomiast napisac równanie Newtona, musimy uwzglednic wszystkie sily.

Zasada najIVniejszego dzialania ma takze pewne znaczenie uniwersalne - za jej pomoca mozna
sformulowac nie tylko równania mechaniki, lecz takze, na przyklad, równania pola grawitacyjnego
czy równania pola elektromagnetycznego. Moze ona tez stanowic dogodny punkt wyjscia przy
przejsciu od teorii klasycznych do teorii kwantowych i to nie tylko mechaniki, lecz takze teorii
znacznie bardziej skomplikowanych, jak na przyklad elektrodynamika.

Rozpatrzmy na zakonczenie prosty przyklad ilustrujacy zasade Hamiltona. Jak wiemy, droga
przebyta w czasie t przez cialo rzucone pionowo w polu grawitacyjnym wyraza sie wzorem

(7)

z przy czym os z skierowalismy pionowo do góry, a wartosci b i c zaleza od warunków
poczatkowych badz brzegowych. Jezeli rzut nastapil z wysokosci h i cialo po czasie to spadlo
na powierzchnie Ziemi, to

Czyli z(-o) = h, z(to) = O. Ksztalt funkcji z(t) przedstawiony jest na rysunku gruba linia.
Zgodnie z tym, co powiedzielismy o zasadzie naj mniejszego dzialania, sposród wszystkich
mozliwych funkcji z(t), takich ze z(O) = h i z(to) = O (tak zwanych funkcji porównawczych
zaznaczonych na rysunku cienkimi liniami) rzucone pionowo cialo "wybierze" taka zaleznosc
z(t), dla której dzialanie bedzie mialo wartosc minimalna. Aby przekonac sie, ze tak jest istotnie,
rozpatrzmy funkcje porównawcze postaci:

( ] ) 2
h- - g-f} to

(9) Zf}(t)=(-;+f})t2- 2 t+h.

Zauwazmy~ ze wszystkie one spelniaja nasz warunek brzegowy
(zf}(O) = h, zf}(to) = O) i dla 1] = O otrzymujemy rzeczywista zaleznosc drogi od czasu (7).
Jezeli teraz obliczymy dzialanie przyjmujac, ze zaleznosc z od czasu dana jest wzorem (9),
to dzialanie to powinno miec minimum dla f} = O. Znajdzmy najpierw funkcje Lagrange'a:

l (dZf} )2
L = Eun- V = - m -- -mgzf},2 ' dt

(8)

] 2h- -gto
z(t) = - g2 t2 2__ t+h,to

(ll)

Ro•.••iaz&Die zadania M 401. Niech a,
oznacza liczbe ciagów danych w zadaniu

o dlugosci l(i = l, ...• k). Dla kazdego I •• n

oraz ustalonego ciagu zero-jedynkowego
dlugosci I mamy 2'- j ciagów dlugosci n,
których jest on poczatkiem. Stad

n-l k
a" •• 2" - ~ a,' 2"-' oraz ~ a, =

1=1 l=n+1
n-l n-l

=(2"-0")- ~ aj" ~ a,' (2"-'-1).
1=1 1=1

Sume dlugosci wszystkich ciagów mozna wiec
oszacowac nastepujaco

k n-l n-I
~ a,'i" ~ a,'I+n(2"- ~ a,-

i=l 1=1 i=1
k k

- ~ a,)+(n+l) ~ a,-=
i=n+1 l=n+1

n-I k

= n' 2"+ ~ a,(i-n)+ ~ a,;'
1=1 l=n+1
n- J

",,2"+ ~ a,(i-n-1+2"-')" n'2'
i="

(korzystamy z nierównosci 2m ,. m + l dla
m" 1).

a wiec

(10)

Podstawiajac (lO) do (6) i wykonujac proste calkowanie otrzymujemy

to l ( z ) h'S = ~ Ldt = - mtó f}z _..!..- + ~ (h - gt5),
o' 6 4 2to

a wiec dzialanie S traktowane jako funkcja f} ma postac S = Af}z + B, przy czym A > O.

Widzimy stad, ze istotnie dla f} = O dzialanie ma minimum.

Przedstawiony tu przyklad stanowi tylko ilustracje zasady najmniejszego dzialania w przypadku
rzutu pionowego, a nie jej dowód, bowiem ze zbioru wszystkich mozliwych funkcji porównawczych
wybralismy tylko pewna ich klase okreslona wzorem (9). Istnieje oczywiscie ogólny dowód
równowaznosci zasady Hamiltona i równania Newtona przeprowadzony za pomoca metod
rachunlrn. wariacyjnego.

15



4

.JE. = mg·.Jr = N· T,tr3pg(R-r).

-~~

A+B(; Y = O.

(q/p)k _ (q/p)'

-1 - (q/p)'

A+B = l

k = 1,2, ... , s-l.

l ± (l-2p)
2p

czyli

p, = p' Pk+l +q' Pk_lo

A+B(;r = l

A+B(;Y = °
I

B = ----. Ostatecznie Pk =
l-(q/p)'

18
W naszym przykladzie s = 40, k = 20, p = -.

37

Powyzszy uklad równan (z "warunkami brzegowymi" Po = l, P, = O) latwo rozwiazac, gdyl l I
P = q = -. Wtedy po prostu Pk = --- p,+ l + - P'_1 i widac, ze (p.)t=o jest ciagiem

222
k

arytmetycznym. W takim razie P, = 1- -. Gdyby ruletka byla gra sprawiedliwa i szansa
s

I. I
wygrania podwójnej stawki wynosila -, dla s = 40 i k = 20 mielibysmy P20 = -. Strategia

2· 2

ryzykanta i strategia ciulacza bylyby równie dobre.

Warto rozwiazac ogólniejsze "zadanie o ruinie gracza":
Gracze A i B maja laczny kapital s dolarów, w jednej partii A wygrywa od B dolara

z prawdopodobienstwem p i przegrywa do B dolara z prawdopodobienstwem q = l-p. Gdy
A ma k dolarów, jakie sa szanse, ze zostanie zrujnowany?

Niech Pk oznacza szukane prawdopodobienstwo. Jasne, ze Po = I, z drugiej strony P, = O.

Jesli A ma k dolarów, to po jednej partii bedzie mial k + l dolarów z prawdopodobienstwem p
i k - J dolarów z prawdopodobienstwem q. 'Dlatego

Po odrzuceniu przypadku, gdy z = I, pozostaje z =-;, czyli Pk = (; r.Zauwazmy jeszcze,

. B ( q \)k .... d .. d k6 b hze Pk = A + p jest tez rozwlazamem; opasujemy je o warun w rzegowyc .

Stad A = - (q/p)'
I-.(q/p)'

Czy stawiac wszystko na jedna karte?

Rozsadna odpowiedz tO: czasem tak, czasem nie. A oto problem, z którym maja do czynienia
bywalcy kasyn gry; w kieszeni zostalo 20 dolarów, bilet do domu kosztuje dwa razy wiecej.
Mozna postawic cale 20 dolarów na czerwotle w ruletce: wtedy z prawdopodobienstwem 18/37
wygryw.amy ile trzeba. (W ruletce mamy 37 liczb od ° do 36; jesli wypadnie 0, to kasyno
zabiera stawki.) A moze warto stawiac po dolarze i powoli ciulac potrzebna sume?

00·00

I
Rozwiazemy teraz nasz uklad równan dla p op - i P > O. Jesli odrzucic warunki brzegowe,

. 2

rozwiazaniem moze byc dowolna stala, tj. Pk = A, k = l, 2, ... , s - l. Czy istnieja inne?
Poszukamy rozwiazania w postaci ciagu geometrycznego.
Jesli wiec Pk = Zk, to Zk = p' Zk+l+q. Z'-I, skad

. I± J/1-4pq
pz2-z+q = O. Mamy WIeCz = ------

. 2p

r

_1_~rk -W V9i
l

rm=Wrk

o

Rozwiazanie zadania F 175. Duza kropla
utworzona przez zlanie sie mniejszych kropel
jest trwala, jesli jej energia potencjalna jest
mniejsza niz suma energii kropli. z których
powstala. Na energie kropli sklada sie
energia potencjalna w polu sil ciezkosci

(proporcjonalna do r) i energia zwiazana
z napieciem powierzchniowym (proporcjonalna
do r2). Calkowita energia moze wiec dla
pewnych .promieni malec.

Dla oceny ilosciowej rozwazmy równo~zesne
zetkniecie N sferycznych kropel o promieniu
r. Wskutek ich adiabatycznego zlania sie
odpowiednie zmiany energii potencjalnych
wynosza:

(a) Ciezkosci

p - gestosc rteci, g - przyspieszenie
swobodnego spadania, R - promien duzej

kropli. Poniewaz R = 3V'Nr, zatem

.JE. = -i "('{ii- I)Npgr'.
(b) Powierzchniowej

.dE, = I1.dS = 11(4"R2 - 4"N,2).

Po przeksztalceniach .dE, =
= _4,,(,y'N_I)3YN2r211.

(C) Calkowitej

.dE = .dEg+.dE,.

Po prostych rachunkach .dE =

= 4"('YiV- 1)(N)2/3 (3~N pgr2_11),2l
.dE

R.S.

19
Widac, ze prawdopodobienstwo ruiny jest duzo wieksze niz -.

37

Moral - im dluzej gra sie w gre niesprawiedliwa, tym gorzej sie na tym wychodzi.

Z wykresu funkcji LlE = f (r) wynika, ze
stabilne sa krople o r < r k'

Dla N = 2 mamy rk =
I 3 . 465 dyn/cm= __ '" 2,9 mm.

6Y2' 13,6 g/cm3• 981 cm/s2
W rzeczywistosci promien krytyczny jest

mniejszy (dlaczego 1). Wszelkie
zanieczyszczenia znacznie obnizaja wartosc

napiecia powierzchniowego. nic wiec dziwnego,
ze prowadzi to do drastycznego malenia 'I,;"

P20
(.!!)20 _ (.!!)4018 18

( 19 )40
1- 

18

> 0,74.

1&
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W opisie naszej mapki wspomnielismy, ze polozenia
gwiazd odpowiadaja tzw. epoce 1950,0, to znaczy,
ze wlasnie na poczatku 1950 roku gwiazdy naszej
mapki lezaly tam, gdzie je narysowano. Czy to oznacza,
ze mapa ta jest przestarzala? Albo ze niebo naprawde
wyglada juz inaczej niz wtedy? Otóz odpowiedz nie
moze byc natychmiastowa. Epoka 1950,0jest tu tylko
data umowna. Nasza mapa nie jest przestarzala.
Niebo rzeczywiscie wyglada juz nieco inaczej, ale tego
nie da sie zauwazyc instrumentami amatorskimi, mimo
ze gwiazdy poruszaja sie w róznych kierunkaph po
sferze niebieskiej. Zmiana wspólrzednych gwiazd
spowodowana jest przede wszystkim dwoma czynnikami:
ruchem precesyjnym Ziemi oraz ruchami wlasnymi
gwiazd.

Czesto podaje sie, ze stala precesji (a wiec ruch roczny gwiazdy
lezacej w poblizu ekliptyki) wynosi 50,2564 sekundy luku. Czy to duzo,
czy malo? Znowu zalezy od punktu widzenia. W ciagu wielu lat moze
to byc wystarczajaco duzo, aby zauwazyc przesuniecie, jesli tylko
wiedzielibysmy, wzgledem czego je mierzyc. Otóz, skutkiem precesji
przesuwa sie wsród gwiazd tzw. punkt Barana: miejsce, w którym
równik niebieski przecina ekliptyke. Jest to umowny punkt (podobnie
jak poludnik Greenwich), który sluzy nam jako punkt zerowy ogólnie
stosowanego ukladu wspólrzednych na sferze niebieskiej.

Na rysunku znajduje sie charakterystyczna czesc gwiazdozbioru Wolarza,
który latwo odnajdziecie na mapce na odwrocie oraz na czerwcowym niebie.
Najjasniejsza gwiazda Wolarza jest Arktur, jasno swiecacy w poblizu zenitu.
Na rysunku zaznaczono kolorem wspólrzedne siedmiu najjasniejszych gwiazd
tej konstelacji w roku 1900, a na czarno polozenia w roku 2000. Widac, ze gwiazdy
przesunely sie o praktycznie ten sam wektor. Poniewaz wraz z nimi przesuwaja sie
granice gwiazdozbiorów, wiec mozemy tu raczej mówic o ruchu ukladu
odniesienia, niz o ruchu gwiazd.

17


