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Ciala cechujace i elipsoidy Dr Zbigniew SA W ON

tys. I

Jak pewnie Czytelnikowi wiadomo, w skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej Rt mozna
wprowadzic na wiele sposobów metryke. Z punktu widzenia Analizy Funkcjonalnej
najistotniejsze sa te metryki, które okreslone sa przez norme jednorodna i tymi tez metrykami
zajmiemy sie w tym artykule.

Fun.kcja II . II:Rk -+ R nazywa sie norma jednorodna, jezeli
J. Ilxll ~ O iiixii = O wtedy i tylko wtedy, gdy x = O,

2. Ilhil = III . Ilxll dla kazdych x E Rt i l E R,
3. lix + yll ~ Ilxll + Ilyll dla kazdych x, y E Rt.
Przyklady norm beda podanj: w dalszej czesci artykulu.

Za pomoca normy mozna nastepujacym wzorem zdefiniowac metryke
dr

e(x, y) = Ilx- yll dla x, y E Rt.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze funkcja ta ma wszystkie wlasnosci metryki, a poza tym
jeszcze dwie dodatkowe:
(i) e(x + Xo, y + xo) = e(x, y) dla kazdego Xo E X (tzn. jest przesuwalna),
(ii) g(h, ly) = le(x, y) dla kazdego ).~ O, x, y E X

(w przypadku, gdy k = 2 i przy "zwyczajnej" odleglosci na plaszczyznie jest to twierdzenie
Talesa).

Latwo zauwazyc, ze gdy metryka e spelnia warunki (i) oraz (ii), to wyznacza norme jednorodna
dana wzorem

dr
e(x, O) = I/xii.

Jezeli w przestrzeni Rk okreslona jest norma jednorodna II II, to pare (Rt, 1111)nazywamy

k-wymiarowa przestrzenia liniowa unormowana. Powstaje zasadnicze pytanie: Jak konstruowac
w przestrzeni Rk normy jednorodne?

Przyjrzyjmy sie troche dokladniej zbiorowi
Wo = {x:llxll ~ l} = ](0,1) (domknieta kula jednostkowa wzgledem normy 1111).

Zbiór ten ma nastepujace wlasnosci:
1. Wo jest zbiorem wypuklym,

2. O E Wo oraz O jest srodkiem symetrii Wo (tzn. x E Wo => -x EWO),

3. dla kazdego x E Rk istnieje t > Otakie, ze tx E Wo (Wo jest zbiorem pochlaniajacym),
4. jezeli Xo E Wo i dla kazdego i > Ojest txo E Wo, to Xo = O (Wo nie zawiera pólprostych).

Jezeli Wc Rt spelnia warunki 1,2,3,4, to W nazywa sie cialem cechujacym. Zatem K(O, 1)

jest cialem cechujacym. Zachodzi tez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne, a mianowicie

Jezeli W c Rt jest cialem cechujacym, to wzór

pw(x) = int{t > O: +x E W} dla x E Rt

wyznacza norme jednorodna w r.
Norma ta nazywa sie funkcjonalem Minkowskiego generowanym przez W. Na rysunku 1
przedstawione sa trzy standardowe ciala cechujace w R2. Wówczas, jak latwo sprawdzic, mamy
dla x = (Xl> X2) E R2

pw, = (xf+xDt = Ilxll2,
PW. = max (Ix", !X21) = lixII""
Pw. = Ix,I+lx2! = lixii!.
Symbole wystepujace w prawych czesciach wzorów to standardowe oznaczenia tych norm
uzywane w Analizie Funkcjonalnej. Metryka wyznaczona przez norme 11112jest zwyczajna
metryka euklidesowa znana Czytelnikowi z lekcji geometrii.

Zauwazmy wreszcie, ze norma II 112jest generowana zarówno przez kolo z brzegiem, jak i bez
brzegu.

Latwo zauwazyc, ze:
1. A = {x: pw(x) < l} c W c {x: Pw(x) ~ l} = B,
2. Jezeli W' jest cialem cechujacym takim, ze A c W' c B, to Pw(x) = pw'(x) dla kazdego x E Rk,

3. Jezeli 1111jest norma jednorodna i W = ](0, 1), to Ilxll = Pw(x) dla kazdego x E Rt.
W ten sposób uzyskalismy pelny opis konstrukcji norm jednorodnych w przestrzeni Rk•
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Rozwiazanie zadania M 408. PrzypuSCmy.

ze suma dlugosci cieciw jest nie mniejsza
niz kn. Wówczas suma dlugosci król<zych

luków opartych na tych cieciwach jest

wieksza od kn. Suma dlugosci tych luków

i luków symetrycznych do nich wzgledem

srodka okregu jest wieksza od 2kn. Istnieje

wiec punkt okregu nalezacy do co najmniej
k + I sposród tych wszystkich luków.

Sre'dnica poprowadzona przez ten punkt

przecina co najmniej k + 1 cieciw.

W Analizie Funkcjonalnej wyróznia sie normy pochod7""'~ od iloczynu skalarnego nazywane
normami hilbertowskimi.

Funkcje F: Rk x Rk -+ R nazywamy iloczynem skalarnym, jezeli
l. F(x, x) ;:. O oraz F(x, x) = O wtedy i tylko wtedy, gdy x = O,

2. F(x, y) = F(y, x) dla x, y E Rk,

3. F(eJ.xt + fJxz;y) = eJ.F(x" y) + fJF(xz, y) dla x" xz, y E JlI', eJ., fJ ER. '

Jezeli F jest iloczynem skalarnym, to kladac Ilxl'IF~ (F(x, x»t/Z dla X-E Rt otrzymujemy, jak
C7;ytelnik z latwoscia sprawdzi, norme jednorodna. Norme taka nazywamy norma hilbertowska
w Rt.

Jesli Fo(x, y) ~ XtY, +xz,Vz dla x = (x" xz), y = (y" yz) E RZ, to Fo jest iloczynem

skalarnym i IlxllFo = Ilxllz, wiec norma 1IIIz jest norma hilbertowska w RZ•

CI = ab-ez > Ob .

Rys.2

X2

Xz

c=o

x,

CIa

x,

Mozna zadac pytanie: Czy norma II 1100jest norma hilbertowska?
Wykonujac niezbyt trudne rachunki Czytelnik moze sprawdzic, ze w przestrzeni RZ kazdy iloczyn
skalarny ma postac:

F(x,y) = aXtY, +bxzyz+c(x,yz+xzY,), x, y E RZ, gdzie a> O i I;
Wówczas IlxllF = (axf+bxi+2cx,xz)t dla x E RZ.

Cialem cechujacym generujacym te norme jest zbiór
W = {(x" xz) ERz:axf+bxi+2cx, Xz ~ l}, a wiec obszar ograniczony elipsa (rys. 2).
Mamy tez twierdzenie

Jezeli W jest cialem cechujacym w RZ ograniczonym elipsa, to norma generowana przez W jest
norma hilbertowska.

Podobnie w przypadku przestrzeni R3 norma jest hilbertowska wtedy i tylko wtedy, gdy cialo
cechujace jest ograniczone elipsoida.

Mozemy postawic teraz nastepujacy problem:
Jak w Rt wyróznic wsród norm jednorodnych normy hilbertowskie lub wsród wszystkich cial
cechujacych ciala ograniczone elipsoidami?

Xz

la

x,

Rys. l

8 x2

lA

b

C

Ox,

,-

Rys. 4

Wrodwne lenistwo autora nie pozwolilo

mu nigdy doprowadzic do konca obliczen

wyznaczajacych ogólna postac zbioru

A(a.b. oc) w p'rzypadku norm 111100 i II II,.

Bylby wiec bardzo wdzieczny Czytelnikowi,

gdyby zechcial wykonac za niego to zadanie
i o wyniku tych ustalen zawiadomil autora

za posrednictwem redakcji Delty.

Zacznijmy od pierwszej czesci powyzszego pytania.
l. PrzypuSCmy, ze norma II11jest norma hilbertowska w Rk wyznaczona przez iloczyn skalarny F.

'Wówczas

(.) IIx+tyllZ = Ilxllz + 2tF(x, y) + tZIlYUZ, x, y E Rk, t E R.

Wstawiajac w (.) t = 1 oraz t = - 1 i dodajac stronami otrzymujemy:
(i) IIx + yllZ + lix - yW = 2(llxW + lIyW) dla x, y E Rk (jest to tzw. równosc von Neumanna).
Wstawiajac w (.) Ilxll = Ilyll = 1 otrzymujemy:
(ii) lix + tyli = Iltx + yll dla t E R, x, Y E JlI', Ilxll = Ilyll ;, l.

Okazuje sie, ze nastepujace warunki sa równowazne:
(a) norma jednorodna II IIjest norma hilbertowska w Rk,

(b) dla kazdych x, y E Rk lix + yW + lix - Yllz = 2 (11xW + IIYIIZ),
(c) dla kazdych x,y E Rt, t E R, jesli llxll = Ilyll = 1, to lix +tyll = Iltx + yll.

2. Zauwazmy, ze w przestrzeni (RZ, 111'iz)dla dQwolnych a, b E RZ, t > l, jesli Ilall = libii = 1, to
lira - bil> Ila - bil (rys. 3).
Inaczej jest, gdy mamy do czynienia z norma 111100'Wówczas (rys. 4) wszystkie punkty lezace
na zaznaczonym kawalku boku kwadratu OABC sa odlegle w sensie normy l! 1100od punktu
b o l. Tak wiec lita - bil';' = Ila - blloo = 1 dla kazdego t E < 1,2>.

Okazuje sie, ze do warunków (a), (b), (c) mozna dolaczyc jeszcze jeden warunek równowazny:
(d) dla kazdych a, b E Rk oraz t> l, jesli Ilall = libii, to lita - bil> Ira - b!l.

3; W przestrzeni (R\ II II) rozpatrzmy zbiór

{t lix-ali }. k

A(a, b, eJ.) = X ER: --- = eJ. ,gdzIe a, b ER, a;6 h, rx > O.
lix-bil

W przypadku (RZ, II 112) jesli eJ. = 1, to A (a, bLeJ.)jest symetralna odcinka ab, ~s gdy (t. ;6 l,
jest okregiem (por. artykul J. Bednarczuka w Delcie 7/1985). Okazuje sie, ze mamy kolejny
warunek równowazny warunkowi (a):

(e) dla kazdych a, b E Rt, a ;6 b i eJ. > 0, eJ. ;6 l istnieja takie Xo E Rk oraz r > 0, ze:

A(a, b, rx) = {x: Ilx-xoll = rl.
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Liczbe te nazywamy e - modulem wypuklosci ciala cechujacego W.

I ..•~W przypadku przestrzeni (R2; 11112) mamy ww(e) = 1- JI l ~4 =

Rys.5

Ry<.8

XI

Teraz podamy pare uwag zwiazanych z druga czescia problemu.
l. Rozwazmy przypadek (R3, II II (0)' Cialem cechujacym te norme jest szescian
W = {(Xl, X2, X3): lx,I.;; l, IX21 .;; I, IX31 .;; l}.
Niech Po 15edzieplaszczyzna przechodzaca przez punkt O przecinajaca szescian W, tak jak
na rysunku 5. Punkty nalezace do zakreskowanego szesciokata maja norme nie wieksza niz 1.
Jezeli wezmiemy dowolny rzut na plaszczyzne Po, to po zrzutowaniu co najmniej jeden z obrazów
wierzcholków szescianu bedzie lezal na zewnatrz szesciokata, a wiec bedzie mial norme wieksza
od 1.

Zupelnie inaczej jest w przypadku (R3, 11112). Jezeli wezmiemy rzut w kierunku pro,stopadlym
do Po, to obraz kazdego punktu ciala cechujacego bedzie lezal w zakreskowanej czesci
plaszczyzny Po, a wiec bedzie mial norme nie wieksza niz 1.

Okazuje sie, ze dla k ;;. 3 nastepujace warunki sa równowazne:
(A) W jest cialem cechujacym w Rl ograniczonym elipsoida,
(B) dla kazdej podprzestrzeni Po c Rl istnieje taki rzut n- na Po, ze pw(n(x» .;; l dla dowolnych
XE W.

2. Dla ciala cechujacego W i e > O okreslamy

ww(e) = inf{l-pw ( X;Y): Pw(x) = Pw(Y) = l, Pw(x- y) = ~}.

4

V . dla e> O

e21+ 1--
4

( 7) '- d I' ww(e) I Gd' W· . l h .. I' .rys. ,sta lm --- = -. y Jest cia em cec uJacym ogramczonym e lpSa, to mozna
•...•0 e2 8

k .. ' .. l d d . M' k'" ww(e) M dl k 'd . Owy azac, ze IstmeJa sta e o atme I m ta le, ze m .;; --- .;; a az ego e > .
. ~.

Okazuje sie, ze do warunków (A) i (B) m,ozna dodac jeszcze jeden im równowazny:

(C) istnieja stale m>O i M > ~ takie, ze m';; ww2(e) .;; M dla ~azdego e> O.e

3. Rozwazmy cialo cechujace W w R3 ograniczone elipsoida. Przekroje podprzestrzeniami
dwuwymiarowymi P, i P2 ciala W sa-zbiorami ograniczonymi przez elipsy E, i E2 (rys. 8). Istnieje

afiniczne odwzorowanie @: Pl ~ P, takie, ze @(EI) = E2• Mozemy wiec powiedziec, ze kazde
dwa przekroje ciala cechujacego W sa afinicznie równowazne.

Inaczej jest w przypadku, gdy cialem cechujacym jest szescian. Na rysunku 9 pokazane sa dwa
przekroje, które nie sa afinicznie równowazne.

Okazuje sie, ze takze nastepujacy warunek
(D) kazde dwa przekroje ciala cechujacego W podprzestrzeniami dwuwymiarowymi sa
afiriicznie równowazne

jest równowazny warunkowi (A).

Problem postawiony powyzej mozna uogólnic w nastepujacy sposób: Niech W bedzie cialem
cechujacym polozonym w przestrzeni Rl• Przypuscmy, ze kazde dwa przekroje W przestrzeniami
l-wymiarowymi (1 <kk) sa afinicznie równowazne. Czy Wjest wtedy cialem cechujacym
ograniczonym elipsoida? Pelnej odpowiedzi na to pytanie nie znamy. Nierozstrzygniety
przypadek dotyczy sytuacji, w której k jest parzyste, a I = k -1 (np. k = 4 i l = 3).
W pozostalych przypadkach odpowiedz jest pozytywna.

Rys.\)

Na zakonczenie sformulujemy jeszcze pewna wlasnosc charakteryzujaca kule (a nie elipsoide!)

w R3• Wlasnosc te latwo sformulowac w jezyku fizyki. Niech W bedzie cialem cechujacym.
w R3 wykonanym np. z zelaza, majacym te wlasnosc, ze jakkolwiek postawimy je na stole,
bedzie to polozenie równowagi. Wówczas W jest kula. Zauwazmy, ze polozenie W na stole
mózna traktowac jako zanurzenie W w cieczy o gestosci równej 00. Mozna wiec postawic
ogólniejszy problem: cialo cechujace W ma te wlasnosc, ze kazda pozycja zanurzenia jego w
cieczy jest pozycja równowagi. Czy Wjest kula? Odpowiedz nie jest znana do dzisiaj.

I juz zupelnie na koniec autor ma nastepujace pytanie do Czytelnika: Jak sformulowac powyzsza
wlasnosc (tj. te ze stolem) w jezyku matematyki?
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Tak moze byc tylko wówczas, gdy C, . N ~ 1. W przeciwnym
razie pojawiaja sie zjawiska nasycenia. Stala proporcjonalnosci
C, mozna wyznaczyc na drodze teoretycznej.

Pomówmy teraz o mozliwie delikatnym detektorze fotónów.

Idealnym detektorem móglby byc niewzbudzony.atom wpadajacy
do naszej wneki. Taki atom wylatujacy z wneki moze byc w
stanie wzbudzonym w wyniku pochloniecia fotonu. Nie wnikajac
w szczególy mozemy przyjac, ze wylatujacy z wneki atom wpada
do urzadzenia pomiarowego stwierdzajacego, czy jest on
wzbudzony czy nie ..

Czy pomiar P, dowodzi, ze we wnece bylo N = P,/C, fotonów?

Nie. Opisany przez nas pomiar wyznacza jedynie srednia liczbe
fotonów we wnece. Aby powiedziec cos wiecej o rozkladzie
prawdopodobienstwa liczby fotonów we wnece, nalezy wprowadzic
.przynajmniej jeszcze jeden atom-detektor. Niech to bedzie atom
jakiegos innego pierwiastka. Gdybysmy go uzyli, to dostalibysmy
jakis inny pomiar sredniej liczby fotonów.

Oczywiscie, wszystkim tym rzadzi mechanika kwantowa i nie

sposób w takim pojedynczym doswiadczeniu przewidziec, czy
wylatujacy atom jest wzbudzony czy nie. Nalezy wykonac '
bardzo wiele doswiadczen polegajacych na: a) przygotowaniu
tego samego stanu pola we wnece, b) przelocie atomu-detektora,
c) analizie stanu koncowego atomu.
Rezultatem jest jedna liczba O < P l < l - prawdopodobienstwo
wzbudzenia. Dobry detektor powinien byc liniowy. To znaczy,
ze jesli we wnece bylo dokladnie N fotonów, to PI powinno

byc I?roporcjonalne do N

Pl = C,·N.

Pz = Cz, N.

(I)

(2)

Przyzwyczailismy sie juz do pojecia fotonu. Foton to najmniej sza
porcja promieniowania elektromagnetycznego. Znajdujemy fotony
w tabelach czastek elementarnych obok elektronów, protonów,
mezonów :n itp.

Doc. dr Kazimierz RZAZEWSKI

Czy mozna przygotowac stan pola elektromagnetycznego tak, by
byla w nim dokladnie okreslona liczba fotonów? Jesli tak, to
jak sie przekonac, ze mamy do czynienia z takim wlasnie
stanem?

Jesli fotony to "porzadne" czastki, to powinny sie dac zliczac

podobni,e jak elektrony czy protony. Gdy patrzymy na zdjecia
torów czastek naladowanych w emulsjach jadrowych lub komorach
pecherzykowych, nie mamy watpliwosci, ze wytworzone one
zostaly przez pojedyncze czastki. Jesli na przyklad tory te sa
zakrzywione w polu magnetycznym, t0 bez trudu mozna potwierdzic
wlasciwy stosunek ladunku do masy czastki wytwarzajacej slad.

Zaledwie kilka lat temu· rozwinieto doswiadczalna technike tak
zwanych pulapek jonowych. Za jej pomoca udall) sie niemieckiemu
fizykowi Toscfikowi (RFN) zlapac w taka pulapke pojedynczy
jon baru i utrzymac go przez wiele godzin. Jego obecnosc w
pulapce stwierdza sie analizujac swiatlo fluorescencji wysylanej
przez taki jon oswietlany laserem. Poslugujac sie technika
pulapek jonowych mozna dzis prowadzic doswiadczenia z udzialem
malej i dokladnie okreslonej liczby jonów.

Liczenie fotonów

g(Z) = l oznacza, ze oba detektory reaguja niezaleznie.
Jezeli we wnece byloby dokladnie N fotonów, to teoria przewiduje

Rozwazmy teraz pomiar koincydencyjny: zapytajmy, jakie jest
prawdopodobienstwo jednoczesnego pochloniecia fotonu przez
detektor l oraz detektor 2. Niech to zmierzone

prawdopodobienstwo bedzie równe P,Z' Wprowadza sie

wówczas wspólczynnik korelacji pola we, wnece nastepujacym
wzorem

Otóz wszystkie znane sposoby wykrywania f010nów polegaja na
ich pochlanianiu. Nawet gdyby udalo sie wytworzyc stan pola

zawierajacy dokladnie N fotonów, to nie jest latwe wykazanie
tego za pomoca prostego pomiaru.

Gdybysmy próbowali ustalic liczbe elektronów znajdujacych sie w bardzo
malej objetosci (o rozmiarach rzedu lO-29cm3 -- niezbyt istotne ograniczenie
z praktycznego punktu widzenia), to, wedle relatywistycznej elektrodynamiki
kwantowej, natrafilibysmy takze na trudnosci. Otóz w procesie takiego
pomiaru moga sie tworzyc pary elektron-pozyton i pojecie liczby elektronc>w
traci sens. Pozostaje jednak wciaz pojecie calkowitego ladunku w takiej malej
objetosci.

(3)

(4)

gI') = P'Z/(P •. P,);

p.Z = C,, Cz' N· (N-I),

a zatem dla stanu N-fotonowego

Wyobrazmy sobie, ze umiemy rózniczkowac, ale tylko funkcje
bedace potegami zmiennej x, wiec funkcje postaci x". Uwazalibysmy

Rezultat (4) ma dosyc proste wytlumaczenie intuicyjne. Otóz,
jesli jeden z detektorów absorbuje jeden sposród N fotonów, to
drugiemu pozostaje pochloniecie jednego z N-l pozostalych.

Dla bardzo malych N wspólczynnik korelacji g(Z) dany wzorem
(5) jest istotnie mniejszy od jednosci. Oczywiscie widzimy, ze
gdy N jest bardzo duze, to oba detektory reaguja zupelnie
niezaleznie, choc dokonuja POmiaru-jednoczesnie.

Moze sie wydac zaskakujace, ze nawet przy bardzq malej
sredniej liczbie fotonów N sa stany pola, dla których g(Z) = l, to
znaczy istnieja bardzo slabo wzbudzone stany pola o tej wlasnosci,
ze obecnosc jednego pochlaniajacego detektora nie wplywa na
reakcje drugiego. Sa to tak zwane stany koherentne. Jesli przyjac
intuicyjne wyjasnienie rezultatu (4) dla stanu N-fotonowego,
to wlasnos~i stanów koherentnych moga sie wydac paradoksalne.
Róznice miedzy wlasnosciami stanu N-fotonowego a stanu
koherentnego zilustrowac mozna nastepujaca analegia:

I
gI') = 1- N'

(5)

Wyobrazmy sobie "pulapke na fotony". Taka pulapka moze byc
uklad zwierciadel, lub prosciej - puszka metalowa. Fotony nie
moga wydostac sie z wnetrza puszki, gdyz odbijane' sa od
metalicznej powierzchni do wewnatrz. Taka metalowa puszke
nazywa sie wneka rezonansowa. Aby wneka byla dobra "pulapka
fotonowa", material odbijajacy promieniowanie musi byc tak
dobrany, aby pochlanianie promieniowania przy odbiciu bylo
mozliwie male. Najlepsze wneki rezonansowe wykonane sa z
niobu i utrzymywane w bardzo niskiej temperaturze tak, ze
material scianek pozostaje w stanie nadprzewodnictwa. Nawet
takie wneki nie sa jednak doskonale. Promieniowanie ucieka

z nich. Dobroc wneki mierzymy stosunkiem czasu zycia
promieniowania we wnece do okresu drgan pola. Najlepsze
wneki w obszarze fal milimetrowych maja dzis dobroc Q~ 106,

Dla doswiadczen trwajacych znacznie krócej niz milion okresów

taka wneka zachowuje,sie wiec jak doskonala.

We wnece, rezonansowej o zadanych rozmiarach i ksztalcie moga
istniec jedynie drgania pola o szczególnych konfiguracjach oraz
dyskretnym ciagu czestosci. Mówimy o zbiorze tak zwanych
modów wlasnych wneki. Wyobrazmy sobie dla uproszczenia,
ze w naszym myslowym doswiadczeniu wystepowac beda fotony
jednego tylko typu - obsadzony bedzie tylko jeden mod wlasny
wneki.
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(6)

wówczas, ze operacja rózniczkowania d/dx ma wlasnosci
"destrukcyjne". Jej oziafanie obniza potege jednomianu. Operacja
rózniczkowania zastosowana do skonczonej kombinacji róznych
poteg zmiennej x, tb znaczy do wielomianu, tez obniza jego
stopien. Po skonczonej liczbie rózniczk:Jwan zniszczeniu ulega
wszystko. Rezultatem jest zero. Oczywiscie funkcja x' to jakby

stan n-fotonowy, a operacja rózniczkowania to operacja pomiaru
powiazana z pochlonieciem fotonu. Pomiar koincydencyjny
to ... druga pochodna. Nawet wspólczynnik sie zgadza! Przeciez

d2
--(x") = n(n-I)x"-2.
dx2

Czy nasza analogia daje sie rozszerzyc na stany koherentne?
Tak. Znamy funkcje wykladnicza, która nie ulega zmianie w
wyniku rózniczkowania. To wlasnie funkcja wykladnicza
reprezentuje w naszej analogii stan koherentny, a potegowa - stan
o okreslonej liczbie fotonów.

Przedstawiona tu analogia jest znacznie glebsza niz mogloby sie
wydawac. Wiaze sie ona blisko z bardzo uzyteczna w kwantowym
opisie stanów pola tak zwana reprezentacja Bargmanna.

Odleglosc I plaszczyzny terminatora od srodka Ziemi jest równa
Rsin i.

Szukamy takiego kata tJ, zeby plaszczyzna terminatora przecinala
rzut równoleznika odpowiadajacego szerokosci geograficznej
rp na polowe. Jezeli przez k oznaczymy odleglosc plaszczyzny

I sini
równoleznika od srodka Ziemi, k = Rsintp, to cosfJ = - = -. -.

k smtp
,H jest katem miedzy osia Ziemia kierunkiem na Slonce, jest
on zwiazany z deklinacja Slonca wzorem fJ = 90° + (l. Jezeli
wprowadzimy taki uklad wspólrzednych, w którym os X
skierowana jest w strone punktu Wagi, os Y jest prostopadla
do niej i Jezy w plaszczyznie orbity Ziemi, a os Z jest prostopadla
do plaszczyzny orbity, to wektor kierunkowy osi Ziemi
v = (0, sine, cose), a wektor kierunkowy lezacy na prostej
Slonce-Ziemia to u = (cos,u, sin~, O), gdzie ~ jest katem
w plaszczyznie orbity Ziemi, liczonym od osi X ~ = Ot-180°, Otjest
tu rektascensja Slonca).

. ( sin i )
Zatem cosfJ = u' v = sine sin/t, czyli ~ = arcsin .. ,

smtpsme
o taki kat powinna przemiescic sie Ziemia na orbicie w stosunku
do punktu równonocy, zeby na danej szerokosci geograficznej
rpnastapilo zrównanie dnia z noca.

5

Czas na uwagi koncowe:

l. Od wielu lat dokonuje sie pomiarów wspólczynnika korelacji
g(2), choc nieco inaczej niz w opisany tu, wyidealizowany sposób.
Bardzo czesto okazuje sie, ze g(2) = l, a blizsze badania
potwierdzaja, ze mamy do czynienia ze stanem koherentnym.
W istocie kazdy dobrze stabilizowany laser o pracy ciaglej
wytwarza pole elektromagnetyczne bardzo bliskie idealnemu
~tanowi koherentnemu.

2. Zjawisko g(2) < l, tak jak dla stanu N-fotonowego, nosi nazwe
antygrupowania i od lat trwaja próby odkrycia go. Próby te
przyniosly czesciowy sukces. W dwóch laboratoriach: w
Rochester (USA) L.Mandel ze wspólpracownikami oraz w
Monachium (RFN) H.Walther ze wspólpracownikami otrzymali
wyniki zgodne z warunkiem g(2) < I.

3. Wspólczynnik korelacji moze byc takze wiekszy od jednosci.
Mówimy wówczas o grupowaniu fotonów. Bardzo powszechnie
spotykany stan pola - stan równowagi (;ieplnej - ma g(2) = 2.
To takze dosyc latwo daje sie zmierzyc.

Kiedy zaczyna sie jesien?

Zwykle spotykacie sie z jedna z dwóch odpowiedzi: (a) jesien
zaczyna sie w dniu równonocy we wrzesniu lub (b) z chwila
przejscia Slonca przez punkt wyznaczony przez przeciecie

plaszczyzny eklipty~ z plaszczyzna równika (tzw. punkt Wagi)
- 23 wrzesnia. Chociaz kazde z okreslen odwoluje sie do innego
zjawiska, ich równo\'f.aznosc wydaje sie oczywista, przeciez w

momencie przejscia przez punkt Wagi Slonce swieci prostopadle
do osi ziemskiej: powinno wówczas oswietlac dokladnie polowe
kazdego równoleznika. Czy wobec tego 23 wrzesnia dzien i noc
trwaja równie dlugo? Okazuje sie, ze dzien 23 wrzesnia jest o
kilka minut dluzszy od nastepujacej po nim nocy, a zrównanie
dnia z noca przypada 26 wrzesnia - mozecie to latwo sprawdzic

obserwacyjnie lub zajrzec do kalendarza podajacego godziny
wschodu i iachodu Slonca. Rozbieznosc te powoduja wystepowanie
refrakcji oraz duze rozmiary Slonca. Oba czynniki dodaja sie

sprawiajac, ze Slonce oswietla zawsze wiecej niz polowe
powierzchni Ziemi, a cien za Ziemia ma ksztalt stozka, a nie
walca, jak~sie zwykle zaklada. Kat i - miedzy wysokoscia i

tworzaca stozka wynosi i';::;50'. Jezeli Slonce oswietla wiecej
niz polowe powierzchni Ziemi, oznacza to, ze gdy swieci ono
prostopadle do osi ziemskiej, dzien musi byc dluzszy od nocy.
Wyrównanie dlugosci dnia i nocy dla danej szerokosci
geograficznej wystepuje wiec o kilka dni pózniej. Opóznienie t
zrównania dnia z noca w stosunku do poczatku astronomicznej
jesieni opisuje wzór

2n (Sini)
- t = arcsin .. ,
T stntpsme

gdzie tp - szerokosc geograficzna, tp # 0, T - okres obiegu
Ziemi wokól Slonca, e - kat miedzy plaszczyzna ekliptyki i
plaszczyzna równika. Podstawiajac dane np. dla Warszawy
tp';::; 52° i wiedzac, ze e = 23°27' otrzymujemy t = 2,7 dnia .
Wymieniony wyzej wzór mozna stosowac tylko dla takich katów 'l'.

ze sintp ;;:.sini Isine, dla mniejszych tp dzien jest zawsze dluzszy
od nocy'

A.M.



Inna odleglosc, inna geometria
/'

Narysujmy dowolna krz,rwa plaska zamknieta S, mocno wypukla i majaca srodek symetrii, np. taka Jak na rysunku. Mocno wypukla

to taka, której kazda cieciwa w calosci (poza koncami) zawiera sie w ogranicz~mym z obszarów, na które ta, krzywa rozcina plaszczyzne
(krzywa nie zawiera odcinków).

Oznaczmy jej srodek przez o. Dla dowolnych dwóch punktów x, y

plaszczyzny niech

x'o

f/s(x, y) = XIO'

gdzie xyox' jest równoleglobokiem, a punkt x, to przeciecie
pólprostej ox' z S.

Zauwazmy, ze funkcja f/s jest przesuwalna, to znaczy
jesli xytz jest równoleglobokiem, to f/s(x, y) = (!s(z, t).

Mamy tez
(ls(x, y) = O wtedy i tylko wtedy, gdy x = )I,

a z posiadania przez S srodka symetrii wynika, ze

(ls(x, y) = (!s(y, x).

&

l.atwo zauwazyc, ze: (*) jesli z jest punktem odcinka xy, to

f/s(x, z) + f/s(z, y) = f/s(x, y).

Istotnie, wynika to z oczywistej równowaznosci

x/z' z'o x'o
xz+zy = xy <-+-- + -- = --

XIO X,O X,O

i z przesuwalnosci funkcji (ls.

Jesli natomiast z nie jest punktem odcinka xy, to

(!s(x, z) + f/s(z, y) > (!s(x, y).

Gdy z jest punktem prostej xy, wynika to natychmiast z (*).
Niech wiec z nie lezy na prostej xy. Dorysujemy kilka punktów

z": lezy na pólprostej OZI i z" x'llxlz/,

z"': lezy na pólprostej OZI i z'" = z'z",

t': t'x'z'ojest równoleglobokiem,
tl: przeciecie pólprostej ot' z S,
s: lezy na prostej x'z' i sz"lIt,z/,

t: tsz" z'" jest równoleglobokiem.

Zauwazmy, ze es(x, y) = (!s(x', o) = f/s(z", o), gdyz Z

x'o z"o
twierdzenia Talesa mamy -- = --.

x,o z,o

Wobec tego twierdzenie jest dowiedzione, gdy z' lezy poza

odcinkiem oz", bo wówczas es(z, y) > (ls(x, y). Niech wiec
z' bedzie punktem odcinka oz". Wówczas, wobec mocnej
wypuklosci 5, mamy

1: tlzlO < 1: z,x,o,



a wiec punkt $ jest punktem odcinka x'z'. Poniewaz (znów z twierdzenia Talesa) es (z', z") = es(o, z"') = es(o, t) = (!s(z', $) <
< es~z', x') = (!s(x, z), wiec

es(x, z) +es (z, y) > es(z', z")+ es(o, z') = es(o, z") = es(x, y).

Wszystkie dotychczas ustalone wlasnosci es mówia, ze
10 jest ona metryka (czyli sposobem mierzenia odleglosci) na plaszczyznie,
2" jest przesuwalna,

3° proste metryczne sa zwyklymi prostymi (w dowolnie ustalonej metryce e prosta metryczna wyznaczona przez punkty a i b, to zbiór
wszystkich punktów spelniajacych warunek e(ax)+e(xb) = e(ab) lub e (xa)+ e(ab) = e(xb) lub e(ab)+e(bx) = e(ax».

Jest to przyklad metryki Minkowskiego, przy czym nie kazda metryka Minkowskiego ma wlasnosc 3° (porównaj artykul Z. Sawonia,
a zwlaszcza przyklady z kwadratami).

Metryka, w szczególnosci es, okresla na plaszczyznie geometrie. Pokazemy, ze geometria wyznaczona przez obrana przez nas krzywa S
rózni sie od geometrii euklidesowej.

N

W przestrzeni metrycznej mówimy, ze prosta K przechodzaca

przez punkt p i przecinajaca prosta L w punkcie q jest
prostopadla do L (KJ.L), gdy odcinek pq jest naj krótszym
sposród odcinków laczacych p z L (mierzymy oczywiscie za
pomoca obranej metryki). Na rysunku widac, ze prosta K jest
prostopadla do kazdej z prostych L, M, N, mimo ze wszystkie one

przechodza przez punkt a (prostopadla w sensie metryki es).

Kolejny rysunek pokazuje, ze z KJ.L nie wynika LJ.K (znów
w sensie metryki es). Warto tez zobaczyc, jak w przestrzeni z
nasza metryka wygladaja rózndiguty. Czytelniku, spróbuj
narysowac trójkat równoboczny, kwadrat i okrag.

Mozna udowodnic, ze geometria wyznaczona przez krzywa S
jest geometria euklidesowa (czyli sa w niej takie same twierdzenia)
wtedy i tylko wtedy, gdy S jest elipsa. W szczególnym przypadku,
gdy S jest okregiem jednostkowym, es jest zwykla odlegloscia.

dr hab. Marek KORDOS

__ Zadania

Redaguje mgr Witold MARCISZEWSKI

M 406. W czworoscianie ABCD wszystkie pary przeciwleglych krawedzi sa wzajemnie prostopadle.
Udow~dnic, ze srodki wszystkich krawedzi leza na jednej sferze.
Rozwiazanie na str. 16

.M 407. Niech a i d beda liczbami naturalnymi. Wykazac, ze w ciagu arytmetycznym a, a+d,
a+2d, ... istnieje nieskonczenie wiele liczb majacych ta.kie same dzielniki pierwsze.
Rozwiazanie na str. 16

M 408. W okregu o promieniu I dana jest pewna liczba cieciw. Wykazac, ze jesli kazda srednica

przecina co najwyzej k cieciw, to suma dlugosci wszystkich cieciw jest mniejsza od k1l.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 178. W stanie niewazkosci unosza sie w zamknietym naciyniu dwie jednakowe krople cieczy.
Ciecz jest w równowadze termodynamicznej z wlasna para nasycona. Jakie zmiany zachodzic
beda w ukladzie?
Rozwiazanie na str. 15

F 179. Co nastapi po polaczeniu rurka dwóch jednakowych baniek mydlanych?
Rozwiazanie na str. 14

7



mala delia

-

, StlxeIcc

....
:)~...
'i'i'

), 9"

~
~

. i;..;$
,~.

.'. i.~;:.;,::.,.--:.':":;':::::'';'~<",,o,,

;i~i~:;~i~i~;
'.: .l~.1-' •

'?::;' ' ••

100 000 I~ .~~.~~n~ch

.....~~:.~ : :.,::.:..: :-..;.)/;~~.~~~j~~?~::~::~~.~;-~::;.:1(>·; .• f::~•." •.·" ,. :'.:";'~:'~.1""'"

-

l.clgiel

t.abe&

Ile gwiazd jest na·niebie? Jak daleko sa od nas?
Jak sie poruszaja? Odpowiedzi na te i podobne
pytania szukali astronomowie dosc dlugo i dopiero
nieco ponad 50 lat temu poglad na te sprawy sie
ustalil.

W 1838 roku stwierdzono, ze najblizsza Sloncu gwiazda
alfa Centaura, znajduje sie w odleglosci, która
swiatlo (poruszajace sie z predkoscia 300 ()()()km/s)
pokonuje w ponad 4 lata - mówimy, ze alfa Centaura
znajduje sie w odleglosci ponad czterech lat swietlnych.
Takie tez sa w przyblizeniu odleglosci miedzy dwiema
dowolnymi sasiadujacymi gwiazdami.

Szkic budowy naszej Galaktyki

Naprawde jednak gwiazdy nie sa rozmieszczone w
przestrzeni równomiernie. Przede wszystkim tworza
one ogromny dysk o promieniu 50 ()()()lat swietlnych
z niemal kulistym jadrem, gdzie gwiazdy upakowane
sa najgesciej. Caly ten system liczacy 200 000 000 000
gwiazd nazywamy Galaktyka. Slonce lezy w dysku
galaktycznym w odleglosci 30 000 lat swietlnych ud
centrum Galaktyki. Domyslamy sie, ze patrzac w
plaszczyznie dysku musimy widziec duzo wiecej
gwiazd niz w kierunku do niej prostopadlym.
I rzeczywiscie tak jest - w plaszczyznie Galaktyki
widzimy tyle gwiazd, ze zlewaja sie one w swietlista
smuge widoczna w pogodne noce jako Droga Mleczna.

galaktykiGalaktyka

Galaktyka spiralna widziana l kierunk u prostopadlego do jej
plaszczyzny.

Galaktyka
spiralna
widziana

z krawedzi.

e



W samym dysku galaktycznym gwiazdy równiez nie
sa rozmieszczone równomiernie i tworza tzw. ramiona
spiralne - mówimy, ze nasza Galaktyka jest typu
spiralnego. Jest to najczesciej spotykany typ galaktyk.
Bo trzeba wiedziec, ze poza nasza we Wszechswiecie.
znajduje sie nieprzebrana ilosc innych galaktyk,
ciagnacych sie tak daleko, jak siegaja najwieksze
teleskopy. Choc najblizsze i najjasniejsze z nich
obserwowane byly od dawna, to nie znana byla ich
prawdziwa natura. Stalo sie to jasne dopiero w 1925
roku, gdy za pomoca najwiekszego wówczas teleskopu
udalo sie w najblizszych galaktykach rozróznic
poszczególne gwiazdy. Golym okiem mozemy widziec
na niebie tylko jedna galaktyke. Jest nia Wielka
Mglawica w Andromedzie widoczna w jesienne
wieczory wysoko na niebie w postaci malej. slabej
mgielki. Jest ona oddalona od nas "zaledwie" o
2 000 000 lat swietlnych i najpewniej bardzo podobna
do naszej Galaktyki.

Nietrudno domyslec sie, ze plaski ksztalt ogromnej
wiekszosci galaktyk jest skutkiem ich obracania sie.
Zazwyczaj glówna masa galaktyki skupiona jest w
jadrze i dlatego gwiazdy dysku (ramion spiralnych)
obiegaja je podobnie jak planety obiegaja Slonce 
'gwiazdy polozone blizej jadra obiegaja je szybciej,
zas bardziej oddalone - wolniej. Slonce na PJzyklad
pedzi w kierunku gwiazdozbioru Labedzia z predkoscia
250 kmjs wykonujac jeden obieg w 250 000 000 lat.
Widzimy, ze np. od czasów powstania Ukladu
Slonecznego Slonce wraz z nim wykonalo do dzis
okolo 10 obiegów wokól centrum Galaktyki. Natomiast
sama struktura spiralna porusza sie inaczej - obraca
sie niemal sztywno wokal jadra i wolniej niz jakiekolwiek
gwiazdy. Poszczególne gwiazdy doganiaja ramiona
spirahie od ich wewnetrznej strony, poprzez
ramiona poruszaja sie wolniej (dlatego ramiona sa
stosunkowo gesto wypelnione gwiazdami) i po jakims
czasie opuszczaja je znowu zwiekszajac predkosc.
W rezultacie ramiona spiralne zbudowane sa z coraz
to innych gwiazd; sa wedrujacymi zageszczeniami
w dysku galaktycznym.

Wielka Mglawica w Andromedzie - naj blizsza naszej
galaktyka spiralna.

Gromada galaktyk

o',

, rumIe. .. ,sprrultie•

Charakter zmian predkosci gwiazd (na przykladzie Slonca)
przy przechodzeniu przez ramie spiralne Galaktyki. M ala Delte przygotowal Tomasz KW A ST
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Rys. I

Powierzchnie Klemanna powinnismy rysowac w 'przestrzeni
czterowymiarowej, lecz tego nie potrafimy. Ich wlasnosci
geometryczne mozna jednak poznac rysujac w przestrzeni

trójwymiarowej",wykresy odpowiednich wieloznacznych funkcji
rzeczywistych. W przypadku pierwiastka mozna rozpatrywac
funkcje z -+ .Re yz+ Im yz, gdzie ostatnia suma oznacza sume
wartosci czesci rzeczywistej i urojonej pochodzacych od tej samej
galezi pierwiastka. Nalezy pamietac, ze otrzymana powierzchnia
nie przecina sie ze soba; czego nie mozna bylo uniknac na
rysunku. Jednokrotne obiegniecie wokól zera przenosi nas
z jednego poziomu na drugi.

10

Powierzchnie Riemanna

Dr Ryszard KOPlh'CKJ

Oprócz operacji jednoznacznych (funkcji) wystepuja w matematyce
operacje wieloznaczne, dajace dla ustalonej wartosci argumentu
nie jeden, lecz wiele wyników. Najprostszym przykladem takiej
operacji jest pierwiastkowanie. Dla prostoty bedziemy rozpatrywac
pierwiastek kwadratowy. W przypadku liczb rzeczywistych wiemy,
ze dla kazdej liczby dodatniej a istnieja dwa jej pierwiastki
kwadratowe, czyli liczby rzeczywiste spelniajace równanie

x2-a = O; oznaczamy je -ya, ya. Ten sam fakt ma miejsce,
gdy a jest liczba zespolona (rózna od zera) i rozpatrujemy
rozwiazania tego równania w liczbach zespolonych.

Istnieje jednak istotna róznica miedzy przypadk(em rzeczywistym
i zespolonym. Pierwiastki rzeczywiste róznia sie znakiem. Pozwala
to latwo zwiazac z operacja pierwiastkowania dwie funkcje
ciagle, tzw. galezie, okreslone na zbiorze liczb nieujemnych. Jedna

z nich jest niedodatnia (- •.r), a druga nieujemna (y-) (rys. 1).
I mimo ze funkcja f(x) = x2 nie jest róznowartosciowa i jako
taka riie moze miec funkcji odwrotnej, to jednak obie wydzielone

galezie, - y - i y-, sa do niej odwrotne w tym sensie, ze gdybysmy
dla dowolnej liczby nieujemnej obliczyli wartosc którejkolwiek
z nich i uzyskany wynik podniesli do kwadratu, to otrzymalibysmy

z powrotem te sama liczbe (czyli dla kazdej ~~ 0,/( - y:X) = x
i f( vx) = x). Jesli skladamy te operacje w odwrotnej kolejnosci,
tzn. najpierw podnoszenie do kwadratu, a pózniej
pierwiastkowanie, to by otrzymac z powrotem argument, musimy

wybrac odpowiednia galaz pier~iastka, - y- lub y-, w zaleznosci
od tego czy podnosilismy do kwadratu liczbe ujemna, czy
dodatnia (tylko dla zera wybór galezi nie wplywa na wynik).
Jak w wyniku potegowania umiescic informacje pozwalajaca
wybrac odpowiednia galaz pierwiastka? Najprosciej jest obok
wyniku umiescic wartosc argumentu, tzn. zamiast funkcji
f(x) = x2 rozpatrywac przyporzadkowanie x -+ (x, x2), którego
wartosciami sa pary liczb. Wówczas kazda liczba dodatnia wystapi
na drugim miejscu dwukrotnie, raz w parze ze swoim
pierwiastkiem ujemnym, raz z dodatnim. Funkcja odwrotna do
takiego przyporzadkowania jest rzutowanie na pierwsza os
(x, x2) -+ x. Zatem pierwiastkowanie byloby operacja
jednoznaczna (funkcja), gdyby je okreslic nie na zbiorze liczb
nieujemnych (obrazie funkcjif(x) = x2}, lecz na zbiorze par
postaci (x,x2) (wykresie funkcji f, tj. paraboli y = x2). Podnoszenie
do kwadrat~ byloby zlozeniem dwóch funkcji x -+ (x, x2) -+ x2,

z których druga jest rzutowaniem na druga os.
Przeniesienie dziedziny pierwiastkowania z pólprostej na parabole
x2 - y = O oznacza jakby podwojenie wszystkich argumentów
(z wyjatkiem zera). Dopiero na takim zbiorze pierwiastkowanie
staje sie operacja jednoznaczna (funkcja). Zauwazyli to
Bernard Riemann i Karl Weierstrass, matematycy niemieccy
dziewietnastego wieku, a ich spostrzezenie stalo sie poczatkiem
waznej i pieknej teorii tzw. powierzchni Riemanna. Lecz wartosc
tych idei mozna ocenic dopiero wtedy, gdy rozpatrujemy

-operacje i funkcje okreslone na liczbach zespolonych.
Rozpatrzmy funkcje zespolonaf(z) = Z2 okreslona na liczbach
zespolonych (z E C). Jej wykresem jest zbiór wszystkich par

liczb zespolonych postaci (z, Z2), czyli powierzchnia okreslona
równaniem Z2 - W = O, lezaca w czterowymiarowej przestrzeni
C x C. Pierwiastkowanie jest teraz funkcja o wartosciach

Powierzchnia wieloznacznej funkcji z-+ Re V Z2 -I + Im V Z2 - I,
odpowiadajaca powierzchni Riemanna funkcji V Z2 -I. Punktami
osobliwymi sa - I i I. Obiegniecie kazdego z nich z osobna
powoduje przemieszczanie sie w góre lub w dól, podczas gdy
obiegniecie obu tego nie powoduje.



Rysunki powierz9hni Riemanna wykonal
Michal JANKOWSKI (Instytut Informatyki

UW) na komputerze Mera 400.

zespolonych (z, ZZ) --+ z. Dla poznania jej wlasnosci potrzebna
jest znajomosc budowy powierzchni ZZ - w = O.

Niech w;6 O bedzie liczba zespolona. We wspólrzednych
kartezjanskich mozemy ja zapisac jako pare liczb postaci
(rcosx, rsin!X), gdzie r = lwi jest jej odlegloscia od zera oraz x

jest katem skierowanym, który tworzy wektor ~ z pólosia
liczb rzeczywistych nieujemnych. Pierwiastki kwadratowe liczby w

to liczby zespolone Zl = (y';cos ~ ' rysin ;) i

Zz = (vrcos(n+ ;),y'rsin(n+ ;)),poloZOneSym~trYczniena

okregu o promieniu y'; i srodku w zerze. Gdy punkt w obiega okrag
o równaniu lwi = r, wówczas pierwiastki Zl i Zz poruszaja sie
po okregu Izl = y'r z predkoscia katowa dwukrotnie mniejsza
(rys. 2). Gdy w dokona pelnego obrotu, punkty Zl i Zz wykonaja
po pól obrotu, czyli zamienia sie miejscami. Po dwóch obrotach
w punkty Zl i Zz powróca na-swoje miejsca. Uniemozliwia
to rozróznienie pierwiastków tak, jak to bylo mozliwe w
przYPildku liczb rzeczywistych.
Budowa powierzchni ZZ - w =' O staje sie teraz zrozumiala.
Nad kazdym punktem w.plaszczyznie zmiennej w leza dwa
punkty powierzchni, (Zl' w) i (zz, w), przy czym ich pierwsze
wspólrzedne to pierwiastki kwadratowe liczby w. Gdy w przebiega
okrag lwi = r, punkty (Z., w) i (zz, w) poruszaja sie po pewnej
petli lezacej na rozpatrywanej powierzchni w ten sposób, ze

modul pierwszej wspólrzednej pozostaje staly, równy y'r.
Przedstawia to rysunek 3, przy czym nalezy pamietac, ze petla
ta nie ma punktów samoprzeciecia, gdyz dla kazdej w ;6 O

istnieja dwa (rózne) pierwiastki kwadratowe. Rozpatrujac dowolne
wartosci r > O dochodzimy do wniosku, ze powierzchnia
ZZ - w = O sklada sie jakby z dwóch platów, przeplecionych ze
soba w ten sposób, ze aby przejsc z jednego na drugi, trzeba
obiec jednokrotnie punkt w = O. Rysunek 4 pomaga to sobie
wyobrazic, lecz nalezy pamietac, ze nasza powierzchnia nie
przecina sie ze soba (punkty na kreskowanej linii nalezy rozdwoic)
i takie polozenie jej jest mozliwe dopiero w przestrzeni
czterowymiarowej, gdzie w istocie (jako wykres funkcji I:C --+ C,
I(z) = ZZ) powinna byc umieszczona.
Punkt (O, O) jest jedynym punktem powierzchni, którego druga
wspólrzedna jest zero. Wyraza to wlasnosc, ze jedynym
pierwiastkiem zera jest zero. Jest tez jedynym punktem, którego
obieganie powoduje przemieszczenie sie z jednego plata na drugi.
Pod wieloma wzgledami punkt ten rózni sie od pozostalych: jest
osobliwy. Jego osobliwosc powodowana jest faktem, ze operacja
pierwiastkowania nie jest rózniczkowalna w zerze. Pomimo tego
punkty osobliwe sa bardziej interesujace od pozostalych •
(regularnych), gdyz wiecej mówifl o wlasnosciach rozpatrywanej
powierzchni.
Omówilismy budowe jednej z naj prostszych powierzchni Riemanna,
powierzchni pierwiastka kwadratowego: Mozna zapytac, co
zyskalismy dzieki ujednoznacznieniu operacji wieloznacznych
przenoszac ich dziedziny na skomplikowane powierzchnie. Przede
wszystkim staly sie funkcjami, które w punktach regularnych
swoich powierzchni maja te same istotne wlasnosci co funkcje
do nich odwrotne. Mozemy wykonywac na nich wszystkie
dzialania, jakie wykonujemy na funkcjach. Trudnosci w wykonaniu
takich dzialan na operacjach wieloznacznych latwo odczujemy
próbujac poprawnie zdefiniowac np. sume pierwiastków liczb
zespolonych. P'onadto wciaz zywe idee Riemanna i Weierstrassa '
ulatwily wprowadzenie do teorii funkcji metod geometrycznych,
dzieki którym uzyskano szereg nowych i glebokich wyników.

Rys. 4

Rys.2

Tak 7.azwyczaj wyobrazamy sobie powierzchnie Riemanna logarytmu. Rysunek przedstawia wieloznaczna funkcje rzel:zywista bedaca
suma czesci rzeczywistej i urojonej logarytmu. Punkt Ojest osobliwy, lecz nieco innego typu niz punkty O, -1 i 1 w poprzednich
przykladach. Obieganie po tej powierzchni zera w ustalonym kierunku nigdy nie spowoduje powrotu do punktu wyjsciowego (taka
osobliwosc nazywamy osobliwoscia typu logarytmicznego).
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Rozwiazania zadan z numeru 4/1985

Przypominamy tresc zadan:

109. Znalezc wszystkie wielomiany (jednej zmiennej) o wsp6lct)/nnikach równych

± ] t majace wylacznie pierwiastki rzeczywiste.

7. Jednorodna, cienka obrecz o masie m i promieniu r wprawiono w Tuch

slizgowy po poziomym. plaskim podlozu z poczatkowa predkoscia srodka

masy v01 nadajac jej jednoczesnie predkosc katowa wc> wirowania
w plaszczyznie pionowej tak. jak to przedstawia rysunek. Jakie warunki

musza byc spelnione, aby obrecz wródla do punktu startowego?"Zakladamy.

ze podloze jest jednorodne.

8. Podczas slonecznego poranka, gdy trawa pokryta jest je.szcze rosa, mozna

zaobserwowac ciekawe zjawisko: spogladajac na swój cien na trawie widzi sj~
aureole wokól glowy, podczas gdy reszta wlasnego cienia jest jej pozbawiona.

Wyjasnic to zjawisko.

7. Powrót obreczy jest mozliwy dzieki sile tarcia, dzialajacej
na obrecz ze strony podloza podczas jej poslizgu. Sila ta ma
wartosc F = Im g
(f-wspólczynnik tarcia. g-pq:yspieszenie zitmskie). Po czasie t,.
spelniajacym równanie Ft, = mvo.
nastapi zatrzymanie ruchu postepowego obreczy,' a jej predkosc
katowa zmaleje do w,. Spelnione przy tym bedzie równanie
Frrt = [(wo-wt),

gdzie [ = mrz jest momentem bezwladnosci obreczy wzgledem
jej srodka. Poniewaz F = const, omawiany ruch odbywa sie

F
ze stalym przyspieszeniem a = - - = - Ig.

m

/

r

Vo

-a Ig

Vo vo=--=-

Poniewaz z równan powyzszych wynika Wo - w l

Stad obliczamy t l

Warunkiem powrotu obreczy do punktu startowego Jest lU l > O.

warunek ten przyjmuje postac Wo > Vo .
r

Oczywiscie musi zachodzic I> O (tarcie toczne pomijamy).

8. Rosa to kropelki wody, które nie zwilzaja lisci trawy; czesto
osiadaja one na drobnych wloskach tuz nad powierzchnia li~cia.
Taka kropla dziala jak soczewka, skupiajac raz promienie
sloneczne na lisciu, a nastepnie ponownie swiatlo odbite od
liscia skupia w prawie równolegla wiazke wsteczna. Dzieki temu
odbicie §wiatla slonecznego od pokrytej rosa trawy ma wyrazne
maksimum w kierunku padania swiatla. Dla obserwatora rejony
graniczace z cieniem glowy sa znacznie jasniejsze, gdyz dla nich
promienie odbite w kierunku oka tworza niewielki kat z
padajacymi promieniami slonecznymi. Zjawisko kierunkowego
odbicia wstecznego moze byc równiez zwiazane z odbiciem
od tylnej powierzchni kulistej kropli, jak na rysunku. Zachodzi
ono jednak przy wyzszych, anizeli ma woda, wspólczynnikach

zalamania swiatla (V2 < n ~ 2).

n

109. Przypuscmy, ze wielomian w(x) = L akxk, w którym laki
k=O

(k = 0, ...• n), n~ 2, ma n pierwiastków rzeczywistych Xl> ••. , x.
n

(niekoniecznie róznych). Z wzorów Viete'a mamy IL x,1 =;=!

110. Dowiesc, ze jesli w szesciokacie wypuklym wszystkie katy maja te sama

rozwarlosc, to sumy dlugosci boków wychodzacych z przeciwleglych

wierzcholków sa równe.

n n

= lan_tl = l, I.~ X,X)I = lOn_z I = l, I.nx,1 = 1001 = l.l.)=! 1=1
i<j

Pierwsza z tych trzech równosci podnosimy stronami do kwadratu

wyko.rzystujac równosc druga: l. = (L x,t = L xf +2 L x ,x) =
i>j

= Lxf±2, a poniewaz Lxf ~ 0, wiec musi byc Lxf = 3.
Na mocy nierównosci miedzy srednia arytmetyczna

i geometryczna liczb xf mamy zatem 3/n = L xf/n ~ (n xftn =

= Inx'IZ!n = l, skad n ~ 3. Gdy n = 3, nierównosc przechodzi
w równosc, czyli wszystkie xf sa równe: IXtl = IXzl = IX31 = l;

stad i z równosci ILx,1 =l wnosimy. ze dwie sp~sród liczb Xl>

XZ, X3 równaja sie l,a jedna -l, lub odwrotnie. Daje to
wielomiany trzeciego stopnia ±(x-l)Z(x+l) = ±(x3-xz-x+l)

oraz ± (x+ l)z(.x-l) = ± (x3+xz-x-l). Gdy n< 3, w jest
wielomianem liniowym lub kwadratowym. Bezposrednim
sprawdzeniem przekonujemy sie, ze warunki zadania spelniaja
wielomiany ± (xZ-x-l), ± (xz+x-l}, ± (x-l), ± (x+'l), ± l.

110. Niech ABCDEF bedzie szesciokatem wypuklym, w którym

wszystkie katy maja rozwartosc 120°. Na bokach AB, Cp, EF,
na zewnatrz szesciokata, budujemy trójkaty równoboczne AKB,
CLD, EMF (rysunek). Powstaje trójkat równoboczny KLM.

fJI

K B C L

Pokazemy, ze sumy dlugosci boków szesciokata wychodzacych
z wierzcholków B i E sa równe: AB+ BC = KB+ BC = KC =
= KL-CL = LM-LD = DM= DE+EM= DE+EF.
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Czolówka ligi zadaniowej ·Klub 44M"

po uwzglednieniu ocen rozw~azan
zadan 105 /WT=2,47/ i 106 /WT=2,35/

, z numerU 2/1985

Krystyna Witek
Marcin Mazur
Anna Gluza
Jacek Mandziuk
Marian Roman
Tomasz Szymczyk
Grzegorz Kus

- Ostrów Maz.44,90pkt
- Bialystok 43,30pkt
- Torun 42,48pkt
- Lublin 41,77pkt
- Elk 41,28pkt
- Bielsko-B. 40,97pkt
- Kraków 39,93pkt

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru 11 w terminie do korka miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech. trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na

oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0, l. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4 - 3SjN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania lego zadania, a N - liczbe osób, które

nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) -:- i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

czlonkostwo -" to tytul Weterana.

Serdecznie witamy pania Krystyne Witek,
druga Pania w Klubie 44.

SzczegÓlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1{1985.

!=44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 31 X 1985

Zadania z matematyki nr 113, 114

113. W przestrzeni dana jest plaszczyzna n oraz dwa punkt y_A i B lezace poza ta plaszczyzna,
po tej samej stronie. Niech Z bedzie zbiorem tych punktów M, dla których istnieje sfera o
srodku M, przechodzaca przez A i B, styczna do n. Udowodnic, ze Z jest elipsa lub'parabola.

li 4. Dany jest ciag liczb dodatnich (a.). Niech Xn = (al' a,· .... 0.)'/ •. Dowiesc, ze dla kazdej
pary liczb natuFalnych n, /11 zachodzi nierów/1-osc an+,+ ... +0.+",;;' (n+m)xn+,.-nx •.

Zadanie 114 przysial pan Ryszard Mazurek z Wroclawia.

Zadania z fizyki nr 11, 12

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

f

11. W srodku prostopadlosciennej gablotki znajduje sie przedmiot z cennego krÓszcu, zawieszony
na lekkiej, wiotkiej sprezynie, która jest zaczepiona do górnej scianki. Zaproponowac metody

doswiadczalne wyznaczenia masy tego przedmiotu, które by wykluczaly jego z~tkniecie sie
ze sciankami gablotki. Wszystkie scianki sa wykonane z takiej samej przezroczystej .plyty,
gestosc kruszcu nie jest znana.

I I , ,- .-
I ., ..

12. Przyjmujac, ze potencjal górnej warstwy atmosfery, na wysokosci 50 km, wzgledem
powierzchni Ziemi wynosi + 400 kY, a pionowy gradient potencjalu przy powierzchni Ziemi
ma srednia wartosc 100 YIm, obliczyc przyblizone wartosci calkowitego ladunku elektrycznego
kuli ziemskiej oraz calkowitego ladunku zawartego w atmosferze ziemskiej, podac znaki tych
ladunków. Promien Ziemi wynosi ~ 6400 km.

o
(*)

zwana interwalem czasoprzestrzennym (rys. 7b).

Udowodnimy wzór (*). Zalózmy, ze dwóch obserwatorów O, i O2

rejestruje zdar7~nie A. Dodatkowo wybierzmy obserwatora O

tak, by predkosci, z którymi poruszaja sie wzgledem niego 01 i O"

mialy te same wartosci i byly przeciwnie skierowane (rys. 7c).
Mozna latwo wykazac, ze taki wybór O jest zawsze mozliwy.

Na rysunku 7c obserwatorowi O przypisalismy prostokatny.uklad
wspólrzednych. Dlatego os czasu obserwatora O, jest prostopadla
do osi odleglosci O" a os odleglosci O, prostopadla do osi czasu O,.

Obserwator inercjalny, poslugujac sie ukladem wspólrzednych
w czasoprzestrzeni, moze okreslic czas i miejsce dowolnego
zdarzenia. Ilosciowe porównywanie wyników obserwacji
prowadzonych przez róznych obserwatorów jest mozliwe pod
warunkiem, ze znamy zwiazek miedzy skalami na osiach ich
ukladów wspólrzednych. Aby ustalic ten zwiazek, znajdziemy, dla
dowolnej pary zdarzen, wielkosc zalezna od wspólrzednych tych
zdarzen, która dla kazdego obserwatora ma te sama wartosc (tzw.
niezmIennik).

Punkt w przestrzeni euklidesowej ma inne wspólrzedne w
kazdym z obróconych wzgledem siebie ukladów wspólrzednych
kartezjanskich. Odleglosci miedzy punktami nie zaleza jednak
od ukladu. Odleglosc jest wiec niezmiennikiem obrotów (rys. 7a).

W dwuwymiarowej czasoprzestrzeni odpowiednikiem obrotu
jest zmiana obserwatora inercjalnego, a niezmiennikiem wielkosc

7. Interwal ,
czasoprzestrzenny
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Rozwiazanie zadania F l 79. Róznica cisnien
miedzy wnetrzem banki o promieniu R

i otoczeniem jest równa

2"

<1P=R'
gdzie a - napiecie powierzchniowe blony
mydlanej.

Wynika stad, ze równowaga ukladU ma
miejsce wtedy, gdy promienie baniek sa takie
same. Sytuacja przedstawiona w zadaniu

odpowiada równowadze nietrwalej. Niewielkie
zaburzenie prowadzace do zmniejs7.C"nia

jednej z baniek spowod~je wzrost cisnienia
w jej wnetrzu i przeplyw powietrza do

drugiej banki. Promien banki bedzie malal
az do momentu, gdy przyjmie ona ksztalt
pólsfery. Potem zacznie rosnac. Nowy stan

równowagi zostanie osiagniety, gdy promienie
krzywizny baniek ponownie sie zrównaja
(rysunek), Jest to stan równowagi trwalej.
Dlaczego?

Planety, gwiazdy i galaktyki to trzy podstawowe rodzaje obiektów znajdujacych sie na niebie.
Tematem tego artykulu jest przedstawienie metod, jakie zastosowano do wyznaczania ich
rozmieszczenia w przestrzeni.

Ziemia wraz z pozostalymi osmioma planetami krazy wokól ~lonca wchodzac w sklad Ukladu
.Slonecznego, Slonce z kolei jest jedna 'ze 100 miliardów gwiazd, jakie kraza wokól wspólnego
centrum tworzac Galaktyke. Ruchy planet wokól Slonca oraz ruchy gwiazd wokól srodka
Galaktyki odbywaja sie w przyblizeniu w plaszczyznach, Przedstawiony wyzej model Ukladu
Slonecznego zostal podany przez Kopernika w 1543 roku na podstawie analizy ruchów planet
na niebie, Podobnie, z obserwacji ruchów wlasnych i predkosci radialnych gwiazd Lindblad
i Oort okolo roku 1926 wydedukowali kinematyke naszej Galaktyki. W obu przypadkach droga
do poprawnego modelu byla poprzedzona szeregiem nieudanych prób. Nie powinien dziwic

fakt, ze daty odkrycia struktury Ukladu Slonecznego i struktury Galaktyk!, mimo ze oba uklady

sa kinematycznie podobne, dzieli blisko 400 lat. Obserwowane ruchy gwiazd na niebie, wynikajace
z ich ruchu galaktocentrycznego sa bowiem o wiele mniejsze od ruchów planet. Jest to .
spowodowane bardzo dlugim, wynoszacym okolo 200 milionów lat, okresem obiegu Slonca
wokól centrum Galaktyki, podczas gdy okres obiegu Ziemi wokól Slonca wynosi tylko jeden rok.

Model ukladu planetarnego, który zaproponowal Kopernik, wyjasnia obserwowane ruchy
planet na niebie. Ruchy te nie zaleza jednak od prawdziwych rozmiarów orbit planetarnych
(wyrazonych np. w centymetrach), a jedynie od wzajemnych proporcji tych orbit.
Wynika z tego, ze analiza samych tylko ruchów planet na niebie nie mo±e dac odpowiedzi na
pytanie o rozmiary Ukladu Slonecznego, Aby je poznac, potrzebna jest znajomosc jakiejkolwiek
odleglosci w obrebie tego ukladu, np. odleglosci Ziemia-Slonce. Podobnie do wyznaczenia
rozmiarów Galaktyki niezbedna jest znajomosc odleglosci do gwiazd, których ruchy na niebie byly
przedmiotem badan.

Pierwszym sposobem wyznaczania odleglosci, który zastosowano w astronomii, byla tzw. metoda
trygonometryczna polegajaca na obserwacji danego obiektu z dwóch odleglych od siebie
punktów i wyznaczeniu jego przesuniecia katowego na niebie na tle obiektów, o których wiadomo,
ze sa bardzo daleko, Pomiarów odleglosci do planet, w obrebie Ukladu Slonecznego, dokonywano
z dwóch odleglych od siebie obserwatoriów na Ziemi. Do obliczenia odleglosci konieczna byla

znajofl!0sC rozmiarów kuli ziemskiej i polozen obserwatoriów na niej. Od czasów Kopernika
przypisujacego Ziemi ruch obiegowy wokól Slonca wiemy, ze najwieksza róznica odleglosci
miedzy dwoma punktami obserwacyjnymi, jaka dysponuje czlowiek, równa jest rozmiarom
orbity ziemskiej. Okazuje sie, ze jest to odleglosc bardzo mala w porównaniu z odlegloscia
najblizszych nawet gwiazd, Powoduje to, ze ich przesuniecie na niebie wynikajace z obserwacji
z dwóch przeciwleglych punktów orbity ziemskiej jest mniejsze od jednej sekundy luku.
Metode trygonometryczna mozna wiec stosowac tylko do najblizszych gwiazd. Pozostala,
ogromna liczba gwiazd z powodu swej znacznej odleglosci od nas "nie reaguje" na ruch orbitalny
Ziemi.

Rys. 70

Poniewaz dla O kierunek "w prawo" jest równowazny kierunkowi "w lewo", skale na osiach
O, i O2 na rysunku 7c powinny byc jednakowe. Kwadrat dlugosci wspólnej przeciwprostokatnej
trójkatów DAB i BOD jest DB2 = xi+c2ti = x~+c2tL a stad wynika (*).

Mozemy teraz przeprowadzic "kalibracje" osi ukladów wspólrzednych. Wybierzmy w

czasoprzestrzeni wszystkie zdarzenia, które dzieli od punktu O jednostkowy interwal. Wspólrzedne
tych zdarzen wyznacza równanie c2ti-xf = l, opisujace dwie galezie hiperboli, której
asymptotami sa linie swiata promieni swietlnych (rys. 7d).

Hiperbola w górnej pólplaszczyznie przecina os czasu obserwatora O l W punkcie A 1 o wspólrzednych
(1, O), czyli wyznacza jednostke na tej osi.

Olei

Dla zdarzenia A2 wspólrzedna Xl równa jest O. Z niezmienniczosci interwalu wynika, ze ct2

a wiec punkt ten wyznacza jednostke na osi czasu obserwatora O2•

l,

Rys. 7~

x

Mozemy teraz porównywac czasy przypisywane zdarzeniom przez róznych obserwatorów.
Rysunek 7e przedstawia linie swiata peku jednakowych czastek, które powstaly w chwili t = O

w punkcie x == O. Czastki maja rózne predkosci. Czas zycia (czas, który uplywa do chwili
rozpadu) spoczywajacej czastki wynosi CTo == 1. Zdarzenia rozpadu czastek ukladaja sie na
hiperboli jednostkowej, Z punktu widzenia obserwatora O szybkie czastki zyja dluzej niz wolne.
Wynik ten zostal potwierdzony w wielu eksperymentach.

Czytelnikowi pozostawiamy "kalibracje" osi odleglosci za pomoca hiperboli c2 fi - xi = - l
"raz porównanie wyników pomiarów dlugosci preta przez dwóch obserwat0rów (na podstawie
rys. 7d). (cdn,)



Rozwiazanie zadania F 178. Pominmy

przypadkowe zderzenia kropli prowadzace
do ich polaczenia.
Uklad krople - para na,ycona jest

w równowadze nietrwalej. Jedna z kropli

zniknie, a druga zwiekszy swa objetosc.
Preznosc pary nasyconej nad zakrzywiona
powierzchnia cieczy malej13 z.e wzrostem
promienia krzywizny. Niewielka fluktuacja
prowadzaca do wzrostu jednej z kropli

pociaga wiec za soba obnizenie preznosci
pary nad jej powierzchnia i skraplanie pary
z otoczenia. Ubytek pary uzupelnia
ulatwione parowanie z drugiej kropli.
W efekcie jedna z kropli calkowicie znika.
Jesli sume objetosci kropli oznaczyc przez V.
promien jednej z nich przez r. to druga ma

v-.. 3V ...
promlen - - rJ• a energia powlerzchmowa

4,.

obu kropli wynosi

gdzie (J - napiecie powierzchniowe cieczy
graniczacej z wlasna para nasycona;

rE [O, V~:].Z wykresu funkcji E(r) widac.

E(r)

ze jednakowym kroplom odpowiada stan

r6wnowagi nietrwalej i po pewnym czasie
(od czego on zalezy?) uklad znajdzie sie
w jednym ze s.tanów o energii E{}. Energia

wewnetrzna "zarlocznej" kropli i atmosfery
wzrasta przy tym o Eo('y'2-I).

Nastepnym, niezwykle sieroko stosowanym w astronomii sposobem wyznaczania odleglosci
jest tzw. metoda fotometryczna, wykorzystujaca zaleznosc

L
'1= 4nrz'

gdzie jjest strumieniem promieniowania na powierzchni Ziemi, który podlega bezposredniemu

pomiarowi, L - moca promieniowania wysylana przez dany obiekt, a r - odlegloscia do niego.

Równanie to jest prawdziwe dla cial promieniujacych z taka sama moca we wszystkich kierunkach,
mozna je wiec stosowac w odniesieniu do gwiazd i galaktyk, które w przyblizeniu tak wlasnie
swieca. Gdyby wszystkie gwiazdy mialy jednakowa moc promieniowania, to wystarczyloby

wyznaczyc odleglosc do jednej z nich (np. metoda trygonometryczna), na tej podstawie obliczyc
jej moc promieniowania L, a odleglosc do pozostalych gwiazd wyznaczac wedlug powyzszego

wzoru. W rzeczywistosci jednak gwiazdy promieniuja z rózna moca. Metode fotometryczna
mozna jednak stosowac, dzielac zbiór wszystkich gwiazd na klasy zawierajace juz obiekty
promieniujace jednakowo. Podzialu takiego mozna dokonac biorac pod uwage takie cechy
gwiazd, jak wyglad ich widma czy okres zmian blasku (dla gwiazd pulsujacych), o których
wiadomo, ze sa funkcjami mocy promieniowania. Opisana wyzej metoda posluzyla tez do
wyznaczania odleglosci do najblizszych galaktyk w momencie, gdy udalo sie zaobserwowac w
nich pojedyncze gwiazdy. Obiektami jasniejszymi od gwiazd, które mozna wyodrebnic w
galaktykach, sa gromady kuliste i obszary swiecacego wodoru zjonizowanego. Zakladajac, ze
maja one w przyblizeniu jednakowa moc promieniowania, mozna je równiez uzyc do wyznaczani"
odleglosci do galaktyk, w których sie znajduja. Wszystkie opisane wyzej metody sa jednak
skuteczne dla galaktyk wzglednie bliskich - u obiektów dalszych nie mozna juz odróznic
gwiazd, gromad kulistych czy obszarów swiecacego wodoru. Mozna takze zastosowac metode
fotometryczna do wyznaczania odleglosci g!llaktyk wprost, tzn. dzielac je na grupy o stalych
mocach promieniowania i dalej postepujac jak w przypadku gwiazd.

Wyznaczenie odleglosci do najblizszych galaktyk, które nastapilo w latach trzydziestych naszego
stulecia, bylo ostatecznym dowodem na to, ze sa one ukladami o analogicznej budowie i
rozmiarach co nasza Galaktyka. Umiescilo to G,alaktyke wsród-wielu podobhych obiektów
stanowiac kolejna .,decentralizacje" naszego polozenia we Wszechswiecie.

Przelomowym momentem z punktu widzenia badania rozmieszczenia galaktyk w przestrzeni
bylo odkrycie oddalania sie od nas wszystkich galaktyk z predkosciami proporcjonalnymi do
ich odleglosci

v = Hr,

gdzie v jest predkoscia oddalania sie galaktyki; a H - tzw. stala Hubble'a. Jak wiadomo, fakt

ten nie wyróznia w jakikolwiek sposób naszej Galaktyki. Odkrycie Hubble'a umozliwilo badanie
przestrzennego rozkladu galaktyk o wiele bardziej odleglych niz poprzednio. Zdjecie widma,
które jest konieczne do znalezienia predkosci (na podstawie efektu Dopplera), mozna otrzymac
nawet dla bardzo odleglych galaktyk. Znajac predkosci mozna na podstawie powyzszego wzoru
badac przestrzenne rozmieszczenie galaktyk nie znajac nawet stalej Hubble'a.
Wynik takich badan przedstawiono na rysunku. Jak widac, galaktyki w naszym otoczeniu nie

sa rozmieszczone równomiernie, lecz tworza wyrazne skupisko zwane Supergromada Virgo od
lacinskiej nazwy gwiazdozbioru Panny, w którym widzimy wiekszosc galaktyk nalezacych do

tego skupiska. Supergromada Virgo jest tworem o nieregularnym, splaszczonym ksztalcie z dosc
wyraznym centrum o zwiekszonej liczbie galaktyk. Istnienie na rysunku obszaru, w którym nie
ma galaktyk, ograniczonego dwiema przecinajacymi sie prostymi, wynika z zaslaniania go przez
pyl lezacy w plaszczyznie naszej Galaktyki. Tak wiec na rysunku nasze polozenie znajduje sie
w punkcie przeciecia sie tych prostych. Widzimy zatem, ze jestesmy raczej na peryferiach tego
ogromnego skupiska galaktyk zwanego Supergromada Virgo.

Badania jeszcze bardziej odleglych galaktyk wykazaly istnienie innych podobnych supergromad.

Pora na podsumowanie. Wyznaczanie rozmieszczenia przestrzennego planet, gwiazd i galaktyk
odbywalo sie i odbywa dwoma sposobami. Pierwszy z nich to znajdowanie odleglosci do
poszczególnych obiektów metoda trygonometryczna, wykorzystujaca wlasnosci geometryczne
przestrzeni, lub fotometryczna - korzystajaca z praw rozchodzenia sie swiatla. Drugi sposób
polega na braniu pod uwage udzialu planet w ruchu heliocentrycznym, gwiazd w ruchu dookola
centrum Galaktyki oraz ekspansji galaktyk.
Czyli, uogólniajac, polega on na wykorzystaniu systematycznych, uporzadkowanych ruchów
cial niebieskich.

Obie metody uzupelniaja sie. Nalezy jednak podkreslic, ze jedynie pierwszy sposób moze
dostarczac informacji o skali odleglosci we Wszechswiecie. Za pomoca drugiego sposobu mozna
co prawda efektywnie badac wzajemne rozmieszczenie planet, gwiazd czy galaktyk, lecz bez
dodatkowych informacji otrzymujemy obraz o nieznanej skali.
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- Paradoks parkowania
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Dr Bogdan C/CHOCK/

W Delcie 8/1982 opisano m.in, jeden z klasycznych paradoksów fizyki statystycznej
tzw, paradoks odwracalnosci i jego wyjasnienie zaproponowane przez Ludwika
Boltzmanna, Przypomnijmy pokrótce, w czym rzecz, Otóz paradoks odwracalnosci
wiaze sie z pewna trudnoscia, która napotykamy przy próbie wyjasnienia
wlasnosci cial makroskopowych (np, gazów) w oparciu o prawa rzadzace ruchem
atomów i czasteczek, Trudnoscia ta jest sprzecznosc miedzy nieodwracalnoscia
w czasie zjawisk makroskopowych (np, rozplywanie sie kropli atramentu
w szklance wody) a odwracalnoscia zjawisk mikroskopowych (obserwujac ruchy
czasteczek nie jestesmy w stanie wyróznic kierunku uplywu czasu). Rozwiklanie
przez Boltzmanna tej, jak sie okazuje, pozornej sprzecznosci opiera sie na
stwierdzeniu dwóch podstawowych faktów, Po pierwsze formulujac omawiany
paradoks wprowadzilismy dwa poziomy opisu stanu ukladu: jeden bardzo
dokladny (mikroskopowy) i drugi duzo mniej dokladny (makroskopowy), Po
drugie jeden ze stanów makroskopowych (tzw. stan równowagowy) jest realizowany
przez ogromna wiekszosc mozliwych do wyobrazenia sytuacji mikroskopowych,
zas inne (tzw. stany nierównowagowe) przez stosunkowo niewielka liczbe takich
sytuacji. W tym wlasnie tkwi zródlo asymetrii w czasie zjawisk makroskopowych.
Bowiem uklad znajdujacy sie w stanie nierównowagowym ze wzgledu na to, ze
polozenia i predkosci atomów i czasteczek stale sie zmieniaja, po pewnym czasie
przejdzie do stanu równowagi i praktycznie na stale w nim pozostanie. Czytelnika,
który chcialby bardziej szczególowo zapoznac sie z rozumowaniem BoItzmanna,
odsylam do wspomnianego artykulu z drobnym zastrzezeniem - rysunki tam
zamieszczone zostaly znieksztalcone w toku produkcji czasopisma.

Zrozumienie istoty paradoksu odwracalnosci i jego wyjasnienia podanego przez
BoItzmanna jest jednym z warunków zrozumienia podstaw fizyki statystycznej.
W zrozumieniu tym moze byc pomocna analiza pewnej sytuacji znanej kazdemu
kierowcy.

Bardzo czesto, aby zaparkowac 'samochód, zmuszeni jestesmy ustawic go miedzy
dwoma innymi, blisko stojacymi samochodami. Kazdy kierowca (szczególnie
poczatkujacy) wie, ze jest to-manewr dosc trudny; na pewno trudniejszy niz
manewr odwrotny, tzn. wyjechanie ze wspomnianego miejsca parkowania.
Dlaczego? Przeciez samochód moze jechac po tej samej trasie zarówno do..przodu,
jak i do tylu. Mozemy w tym przypadku mówic o paradoksie parkowania.
Zauwazmy, ze jest on analogiczny do paradoksu odwracalnosci dla cial
makroskoP9wych. Pomimo symetrii ruchu samochodu (odpowiadajacej
odwracalnosci mikroskopowych ruchów czasteczek) obserwujemy asymetrie miedzy
opisanymi powyzej manewrami (odpowiadajaca nieodwracalnosci procesów
makroskopowych). Wyjasnienie paradoksu parkowania jest dokladnie takie samo, jak
wyjasnienie paradoksu odwracalnosci podane przez Boltzmanna. Na poczatek
zauwazmy, ze mozemy wyróznic dwa poziomy opisu polozenia samochodu.
Pierwszym jest opis "mikroskopowy", w którym podajemy dokladnie polozenie
samochodu na jezdni. W tym przypadku bedziemy mówic o "mikrostanie"
samochodu. W drugim opisie (o wiele mniej dokladnym) wyrózniamy tylko dwie
sytuacje ("makrostany") i podajemy, w której z nich samochód sie znajduje. Te dwie
sytuacje to: (1) samochód zaparkowany i (2) samochód poza miejscem parkowania.
Zauwazmy teraz, ze (podobnie jak w przypadku stanu równowagi i stanów
nierównowagowych) wystepuje istotna rÓznica miedzy "makrostanami" (I) i (2).
Stan (1) moze byc bowiem zrealizowany praktycznie przez jeden "mikrostan"
samochodu, gdy tymczasem stan (2) przez bardzo duza liczbe tych "mikrostanów".
W zwiazku z tym wyjechac samochodem z miejsca parkowania, tzn. przeprowadzic
go z (1) do (2) jest latwo. Mozliwych jest wiele róznych realizacji tego procesu.
Tymczasem sytuacja z manewrem odwrotnym przedstawia sie zupelnie inaczej.
Startujemy bowiem wtedy z pewnego polozenia na jezdni i musimy trafic do
"makrostanu" (1). A to jest trudne, gdyz makrostanowi temu odpowiada tylko
jeden "mikrostan". Mam nadzieje, ze ten przyklad pozwoli Czytelnikom lepiej
zrozumiec rozwiklanie paradoksu odwracalnosci podane przez BoItzmanna
ponad sto lat temu.
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Rozwiazanie zadania M 407. Mozna zalozyc,

ze liczby a i d sa wzglednie pierwsze oraz

a ;:-:2 (w przeciwnym przypadku wszystkie

wyrazy ciagu mozna podzielic przez

najwiekszy wspólny dzielnik a i d i odrzucic

ewentualna jedynke na poczatku).
Rozwazmy ciag a, a2, a3, "O • Znajduja sie
w nim dwie liczby aS i at (5 < t) dajace taka

sama reszte przy dzieleniu przez d. Róznica

at_as = 05(a'-$-I) dzieli sie przez d.
Poniewaz a i d sa wzglednie pierwsze,
to at-s - l dzieli sie przez d. Niech k = t - \J.

Dla dowolnej liczby naturalnej n; liczba

akm+l_a = a(at-s_l)(ak(m-l)+ak(m-J} +
. + 1) dzieli sie przez d. czyli akm+ 1 = a + nd,

dla pewnej liczby naturalnej fi, a wiec akm+ I
wystepuje w danym ciagu. Wszystkie liczby
postaci akm+ 1 maja oczywiscie takie same
dzielniki pierwsze jak Q.

Rozwiazanie zadania M 406. Oznaczmy

srodki krawedzi AB, BC, AC, AD, BD, CD

odpowiednio przez E, F, G, H, I, J. Mamy
EFIIAC, HJIIAC, EHIIBD, FJIIBD i AC,1 BD,

a wiec EFIIHJ, EHIIFJ i <t HEF ~ ~,
2

--

Czworokat EFJH jest prostokatem. Niech O
bedzie punktem przeciecia EJ i FH.
Wówczas OE = OF = OJ = OH. W

podobny sposób rozwazajac czworokat
EGJlotrzymujemy równosci OE = OG =
~ OJ = Ol.
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Patrz w niebo

TRUDNE

niebiesko- pomaranczowa

CfBLlZNIIF

zielono-czerwona

O( SKORPIONA
(Antares)

zólto-zielona

E WOLARZA

fioletowo-zólta

o( PSÓW GoNCZYCI-I

TRUDNIEJSZE

fioletowo-zÓlta

~WOLARZA

LATWE

pamaronczowo-niebieska

f3 LABEOZIA
(Alb/reo)

C( I-IERKULESA

bialo- zielona

P SKORPIONA

W tym odcinku opisu mapy chcemy zachecic Was do
obserwowania par gwiazd znacznie rózniacych sie kolorami.
Jest to zadanie trudne, ale dajace wiele satysfakcji.
Spójrzcie na Marsa pojawiajacego sie rano nad wschodnim
horyzontem - czyz nie jest on krwistoczerwony! Zeby
to zauwazyc, trzeba zaopatrzyc sie w lunete albo
lornetke. Dlaczego, skoro i tak widac te planete?

Oko ludzkie wyposazone jest w dwa rodzaje elementów swiatloczulych:
czopki i preciki. Jednak tylko czopki, przystosowane do widzenia
dziennego, sa wrazliwe na barwy. Ich czulosc natomiast jest
znacznie mniejsza niz precików. Patrzac na gwiazdy "uruchamiamy"
przede wszystkim preciki dopóty, dopóki jasnosc gwiazd nie jest
wystarczajaco duza, aby spostrzegly je czopki. A wiec lornetka
sluzy przede wszystkim zebraniu jak najwiekszej ilosci swiatla
gwiazdy. Poza tym wiele par gwiazd tworzy dosc ciasne uklady.
Aby je rozdzieli~, trzeba równiez zastosowac lornetke.

Do latwiejszych ukladów naleza zólto-fioletowa IX Psów Gonczych, pomaranczowo
niebieska {J Labedzia (to Albireo widoczna na sierpniowym sektorze) oraz
bialo-zielonozólta p Skorpiona. Do trudniejszych naleza zólto-zielona e Wolarza,
zólto-fioletowa ~ Wolarza i pomaranczowo-zólta IX Herkulesa. W trzech ostatnich
ukladach glównym problemem bedzie rozdzielenie dwóch skladników. Trzeba
dysponowac lunetka dajaca co najmniej 30-krotne powiekszenie. Jeszcze
trudniejsze sa pomaranczowo-niebieska 11: Blizniat i czerwono-zólty Antares
(IX Skorpiona). Usytuowanie skladników tych ukladów zaznaczylismy dla ulatwienia
na rysunku.

Zyczymy powodzenia w poszukiwaniu innych, nie wymienionych tu kolorowych
gwiazd.
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