
.mie, nazwisko i adres,

, krótki opie calego

a najlepsze zdjecie

W numerze 11/1985 II DeI ty" ~sil~Y konk~ na~~eCie komety Halleya.
Jak wiadomo, w listopa~~i ~pfitlrliU pogoda ~ni . sprzyjala

obserwacjom nieba, prz!~o pierwszy okres zblizenia kety do Ziemi

trudno bylo wykorzysta. Kometa wkrótce zacznie sie od lac (drugie zblizenie
do Ziemi bedzie miala 1986) i slabnac, ale mo' ~e nalezy jes zc ze

tracic nadziei i ktos moze~ eszcze pokusi sie o uw ~cznienie jej obrazu •

Chetnym przypominamy,

date zdjecia, warunki

urzadzenia}. Konkurs z

bedzie lornetka.

Zyczymy powodzenia.
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Zoo na .plaszczyznie

Doc. dr Feliks PRZYTYCKI

W artykule o fraktalach rysunek 10 pochodzi

z pracy P. Blancharda, rysunek 23 z artykulu

Peitgena, rysunki zas 24, 25, 26 nadesIal

dla Delty J. Curry. Pozostale rysunki
komputerowe wykonala na Merze 400

Teresa Przytycka. Fotografia na okladce

pochodzi ze zbioru J. Hubbarda, który

stworzyl kilka serii diapozytywów

przedstawiajacych powiekszenia pewnych
fragmentów zuka Mandelbrota.

W ostatnich latach fascynacje uczonych pracujacych na pograniczu
matematyki i fizyki wzbudzily niezwykle obiekty: fraktale.
Najprostsze z nich znane byly od kilkudziesieciu lat, ale dopiero
teraz, dzieki uzyciu duzych komputerów zaczeto otrzymywac
ogromne kolekcje tych "zwierzat". Przyciaga ich piekno,
powszechnosc wystepowania i znaczenie w wyjasnianiu zjawisk
przyrody. W tym artykule opowiem, jaki zwiazek maja fraktale
z iterowaniem wielomianów i z poprawnoscia metody Newtona
szukania pierwiastków.

W 1904 roku Helge von Koch opisal konstrukcje dziwnego
zbioru, tak zwanego platka sniegu. Do boków trójkata
równobocznego przyklejmy z zewnatrz trójkaty podobne, trzf
razy mniejsze. Do kazdego odcinka brzegu otrzymanej gwiazdy
znowu przyklejmy trójkat trzy razy mniejszy i tak dalej. Brzeg K
otrzymanego w ten sposób platka sniegu jest topologicznie
okregiem, to znaczy istnieje ciagle, wzajemnie jednoznaczne
przeksztalcenie rp okregu S' na K. Jest dziwnym okregiem,
w zadnym swoim punkcie nie ma wektora stycznego (to znaczy
rp nie jest rózniczkowalne). Co ciekawsze, wymiar Hausdorffa
HD(K) = log4/log3 ~ 1,2618. (To widac z definicji podanej
obok. Dla kazdej liczby naturalnej n mozna K pokryc 4n kolami
o promieniu en = 3-n.) Tymczasem kazda porzadna krzywa ma
wymiar (w kazdym sensie) równy 1. Niezwykla wlasnoscia K
jest samopodobienstwo, dowolnie male kawalki maja podobny
ksztalt do duzych! W 1905 roku wloski matematyk Ernesto
Cesaro zachwycony "wewnetrzna nieskonczonoscia" krzywej
Kocha napisal tak: "Gdyby byla obdarzona zyciem, mozna by
sie jej pozbyc tylko niszczac ja w calosci. Inaczej odzywalaby
znowu i znowu z glebi swoich trójkatów, jak to czyni z)cie we
Wszechswiecie" .

Rys. I. Tak powstaje platek sniegu.

Dla dowolnej liczby e > O oznaczmy symbolem Ne(L) minimalna liczbe kól

o promieniu E, którymi "?-oz~a pokryc zbiór- L. Pojemnosc zbioru L to

nastepujaca liczba: lim inf~logNe(L))/( -log e).
• ....,.0

Definicja wymiaru Hausdorffa j~st nieco inna; ale jesli zbiór L jest samopodobny,

to pojemnosc i wymiar Hausdorffa sa takie same. (Zajrzyj do artykulu

"Ulamkowy wymiar" w Delcie 2/1985).

Przez wiele pózniejszych lat matematycy konstruowali podobnie
osobliwe ksztalty i oswajali sie z nimi, az wreszcie Benoit
Mandelbrot, matematyk z USA, stworzyl dla nazwania takich
ksztaltów slowo fractal (od lacinskiego slowa fractus - zlamany,
skladajacy sie z kawalków). Oglosil, ze fraktale wystepuja
powszechnie i ze taka jest wlasnie geometryczna struktura
przyrody. Na fraktale mozna natrafic w bardzo 'prostych
sytuacjach. Wystarczy np. iterowac wielomian Z2+C na
plaszczyznie zespolonej, a ksztalty, które sie pojawiaja, sa
naprawde niez.wykle. Wydawaloby sie nic prostszego jak
pojedynczy wielomian stopnia 2. Tymczasem komputery rysuja
przedziwne "zwierzeta", a skomplikowany aparat XX-wiecznej
matematyki pozwala je zrozumiec tylko powierzchownie.

Rys. 2. Ten "dywan Sierpinskiego" jest takze fraktalem. Jego wymiar

Hausdorffa jest równy log8/1og3.

Mandelbrot napisal piekna ksiazke pod tytulem" The Fractal Geometry of
Nature" wydana w 1982 roku w USA.
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Rys. 3

Plaszczyzna zespolona C to zwykla

plaszczyzna, w której wprowadzamy dzialania

dodawania i mnozenia. Kazdy punkt A
plaszczyzny utozsamiamy z wektorem DA.
Punkty plaszczyzny (liczby zespolone)

dodajemy tak jak odpowiadajace im wektory.
Kazdy punkt (wektor) z = (x, y) ma modul

Iz I = V x2 +y2 (czyli po prostu dlugosc

wektora) i argument Arg(z) - kat, jaki tworzy

ten wektor z osia x (rys. 3). Iloczyn liczb z l
i z 2 to liczba, której argunwnt jest równy

sumie argumentów Zl i Z2 (mod 2n), a modul

jest iloczynem modulów. Os x jest nazywana

osia rzeczywista. a punkt (0, l) oznaczamy

litera i. Dla punktu z = (x, y) oznacza sie

x = Rez, y = Imz. Zauwaz, Czytelniku, ze z = Rez+iImz. Zauwaz tez, ze

i2 = ;. i = - 1, i jest wiec pierwiastkiem równania ZZ = -.1. Mozna wiec

napisac i = y-=-l. Liczbe o module r i argumencie a "'oznaczasie przez reia.

Iteracje wielomianów Z2 +c.

Rozwazmy wielomian zmiennej zespolonej fe(z) = Z2 +c. 'Ciag
punktów Zn w plaszczyznie zespolonej C, okreslony wzorem
ZnH = fc(zn), n = O, 1,2, ... nazywa sie trajektoria (w przód)
dla Zo przy dzialaniu lo. Jest tO ciag wartosci kolejnych iteracji Ic
(zlozen wielomianu fe Z gamym soba) w punkcie Zo, to znaczy
Zo, fe(zo), Ic o fc(zo), .... Bedziemy dalej pisac fen = lo o fe o ..• o Ic
(n razy). (Oblicz, Czytelniku, kilka pierwszych iteracji, .
a zobaczysz, jakie pojawiaja sie wielomiany stopnia 2, 4, 8, ....
To juz nie jest tylko badanie "trywialnego" wielomianu stopnia
2.) Czy trajektoria jest zbiezna? Jesli nie, to jaki jest zbiór
punktów, do których podchodzi dowolnie blisko? Jak bedzie
zmieniac sie odpowiedz na te pytania przy zmianach punktu
poczatkowego zo? A jak przy zmianach parametru c? Takie
pytania nazywa sie pytaniami o dynamike fe. Jesli przy zmianie
parametru c w pewnym momencie nastepuje wyrazna zmiana
dynamiki, to mówimy, ze nastepuje bifurkacja.

'I



Przeanalizujmy przyklad c = O, to znaczy wielomianf(z) = Z2.
Zbadajmy go na C u {oo} (na plaszczyznie zespolonej
z dolaClonym punktem w nieskonczonosci), czyli na
dwuwymiarowej sferze S2. Istnieja dwa punkty stale,
przyciagajace (tak zwane scieki); Oi 00. Zbiór punktów,
których trajektorie sa zbiezne do O (taki zbiór nazywamy
basenem przyciagania), to kolo {z; Iz! < l}. Basenem
przyciagania punktu 00 jest zbiór {z; Izi > l}. Oba baseny
rozdziela okrag SI, Ten okrag dla przeksztalcenia Z2 ma
przedziwne wlasnosci; zbiór punktów okresowych, które sa
zródlami, jest w nim gesty (to znaczy kazdy punkt z E SI jest
granica pewnego ciagu zródel). Trajektoria (w przód) dla prawie
kazdego punktu okregu SI jest w SI gesta, Okrag SI pelni jakby
role duzego zródla, wewnatrz którego jest chaos. (Zajrzyj do
artykulu "Chaos na odcinku" Delta 7/1984.)

Na poczatku XX wieku dwaj matematycy francuscy Gaston Julia
i Pierre Fatou stworzyli, niezaleznie od siebie, ogólna teorie
iteracji funkcji wymiernych na S2, to znaczy funkcji postaci

fez) = (anZn+an_1Zn-l+ ... +ao)/(bmz'"+bm_1Zm-l+ ... +bo),
(gdzie aj, bi EC, an =I O, bm =I O) stopnia co najmniej 2. Stopien
to max(n, m) przy zalozeniu, ze ulamek f jest nieskracalny.
(Trajektorie punktów dla f stopnia l wygladaja dosyc prosto.
Jak?) Podstawowym pojeciem tej teorii jest zbiór Julii lU).
Mozna go zdefiniowac jako domkniecie zbioru wszystkich zródel.
Oto niektóre jego wlasnosci ;

lU) jest domkniety w S2. Zbiór lU) jest j-niezmienniczy, to
znaczy lU) = f(J(I) = f-l (lU». Albo lU) = S2 (to sie jednak
rzadko zdarza, a nigdy dla wielomianów), albo lU) jest zbiorem
brzegowym, to znaczy nie zawiera zadnego kola. Z drugiej strony
l(!) jest w sobie gesty, to znaczy kazdy jego punkt jest granica
ciagu innych jego punktów (w szczególnosci lU) jest
nieprzeliczalny). Ponadto lU) = l(fn), .

Juz chyba zauwazyles Czytelniku, ze dlaf(z) = Z2 zbiór lU)
to okrag SI. Niech teraz parametr c bedzie bliski O, ale c =I O.
Mozna udowodnic, ze wtedy zbiór Julii jest topologicznie
okregiem, podobnie jak przy c = O, a przy tym ma strukture
fraktala, jego wymiar Hausdorffa jest wiekszy niz l (rys. 5).
Zbiór S2"-.J(fc) sklada sie i dwóch Skladowych - basenów
przyciagania scieku 00 i scieku bliskiego O (spelniajacego równanie
Z2 +c = z). A co sie dzieje, kiedy c nie jest bliskie O? Zanim
odpowiemy na to pytanie, wrócmy jeszcze do ogólnej teorii.

Omówmy teraz klasyfikacje i wyglad skladowych zbioru S2"-.J(f).
Zbiór Julii dla funkcji wymiernej f jest niezmienniczy, wiec obraz
dowolnej skladowej zbioru S2"-.J(f) przy dzialaniu f jest tez jego
skladowa, a przeciwobraz'suma kilku skladowych (nie wiecej niz
stopien!), Dopiero calkiem niedawno amerykanski matematyk
Dennis Sullivan udowodnil, ze istnieje najwyzej skonczona liczba
skladowych okresowych, to znaczy takich, zefN(A) = A dla
pewnej liczby N> O, Kazdainna skladowa po jakims czasie
przechodzi w skladowa okresowa. Inaczej mówiac, zadna
skladowa nie bladzi.

Typy dynamiki na skladowych okfesowych,lN(A} = A, zostaly
równiez sklasyfikowane, podzielone na 4 klasy;

Rys. 4, C u{oo } = S2. Strzalki pokazuja dynamike przeksztalcenia z J--+ Z2.

Punkt staly w dla f to taki punkt, ze f(w) = w.
Punkt okresowy w o 'okresie n (to znaczy staly dla przeksztalcenia g = f')
nazywa sie sciekiem, jesli modul pochodnej Ig:(w)J < l, a zródlem, jesli
Jg'(w)1 > l. (Pochodna w sensie zespolonym definiuje sie podobnie jak pochodna

dla funkcji rzeczywistych h'(z) = !im h(z+l)-h(z). Reguly pozyteczne
C31-->0 I

przy jer ob~iczaniu (pochodna sumy, iloczynu, ilorazu, zlozenia) okazuja sie

tflkie same.) Zauwaz, Czytelniku, ze przeksztalcenie g = In W malym

otoczeniu scieku w zmniejsza odleglosci. Stad wynika, ze trajektoria kazdego
punktu z ustalonego, dostatecznie malego otoczenia scieku jest zbiezna do

trajektorii tego scieku. Dla zródla odwrotnie, odleglos,ci sie zwiekszaja, wiec

kazda trajektoria, poza trajektoria sam~go zródla, musi wyjsc z takiego
otoczenia.

Dla dowolnego zbioru A w S2 zdefiniujmy brzeg jako zbiór -takich punktów

z E S2, ze kazde kolo (w S2 w metryce sferycznej) o ~rodku w punkcie z
przecina zarówno zbiór A, jak i jego uzupelnienie. Zbiór vl S2 nazywa sie

domkniety, jesli zawiera swój brzeg, a' otwarty, jesli jest ze swoim brzegiem

rozlaczny. Domkniecie zbioru to jego suma z brzegiem. wnetrze to zbiór minus
jego brzeg. (Cwiczenie: udowodnij, ze domkniecie zbioru A w 8'2 to zbiór
wszystkich punktów w S2, do których sa zbiezne ciagi punktów z A.)

Zbiór otwarty A c S2 nazywa sie spójny, jesli kazde dwa jego punkty mozna

polaczyc lamana lezaca w A.'Dowolny zbiór ot •.••arty A c S2'mozna przedstawic

w postaci sumy ciagu rozlacznych zbiorów otwartych i spójnych. Te zbiory

nazywaja si,< skladowym' zoiorc -'1

a. Skladowa A jest przyciagana przez iteracje przeksztalcenia
g = f Ndo pewnego scieku a E A, bedacego punktem stalym
przeksztalcenia g. (Basen przyciagania dla j-trajektorii okresowego
punktu a, czyli zbiór punktów, których j-trajektorie sa zbiezne
do zbioru {a,/(a), ... ,1N-I(a)}, moze nie byc spójny. Moze
zawierac nawet nieskonczenie wiele skladowych, które nie ..sa
okresowe i dopiero po jakims czasie zaczynaja "chodzic"
okresowo. Skladowa A basenu przyciagania, zawierajaca punkt
a, nazywa sie basenem bezposredniego przyciagania,)

b. Skladowa A jest basenem bezposredniego przyciagania pewnego
punktu neutralnego wymiernego a nalezacego do brzegu zbioru A.
(Mówimy, ze a jest punktem neutralnym, jesli Ig'(a)1 = l
j neutralnym wymiernym, jesli g'(a) jest pierwiastkiem z l, to
znaczy (g'(a)t = l dla pewnej liczby naturalnej k. Liczba k
bedzie dalej oznaczac naj mniejsza liczbe naturalna o tej
wlasnosci.) W otoczeniu punktu a dynamika iteracji przeksztalcenia
gk wyglada podobnie jak iteracji przeksztalcenia h(z) = z(I +Z'k)

dla pewnej liczby naturalnej s. Kierunki, w których poruszaja sie
punkty przy dzialaniu iteracjami przeksztalcenia gk (lub h), sa
na rysunku 6 przedstawione strzalkami. Punkt a przyciaga
bezposrednio S· k basenów Al' ... , As, k, których suma nazywa
sie kwiatkiem. A, nazywaja sie platkami. Przeksztalcenie g
penputuje te rlatki •Mamy s cyk!:, ka:i.dy dlu<Iosci k .

2
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Rys. 5. Ilrzegi pieciu obszarów od

jasnoszarego do czarnego to

zbiory Julii dla wielomianów

AZ(l- z) przy ;, odpowiednio l,

3/2, 2, 5/2.29/10. Te wszystkie

zbiory Julii sa topologicznie

okregami. (Dalej znajdziesz
komentari, dlaczego wszystko

jedno, czy rozpatrywac wielomiany

takiej postaci, czy Z2 + c. Podanym

wyzej parametrom ;, odpowiadaja

parametry c = 1/4, 3/16, O,
- 5/16, - 26l/400,)
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Istnieje piekny zwiazek dynamiki przeksztalcenia f wokól neutralnego punktu

okresowego (o okresie N) z leoria liczb. Okazuje sie, ze jesli liczba). = (fN)'(a)
spelnia dla pewnej stalej C > O, pewnej liczby naturalnej n i dla kazdego

ulamka p/q nierównosc: IArg(A)-2:rp/qj > Cfq", to a ma swój dysk Siegela,

wewnatrz którego lezy. Ten warunek oznacza intuicyjnie, ze Arg(A) wolno

aproksymuje sie liczbami wymiernymi. Oka~uje sie, ze pr~wie wszystkie liczb"
z SI maja te wlasno~c .

Rys. 8 a) dysk Siegela,

b) pieTsci~n (istnienie takich pierscieni dla pewnych przeksztalcen wymiernych

udowodnil dopiero kilka lat temu matematyk francuski Michel Herman).

PU,nkt 00 bada sie zmieniajac uklad wspólrzednych na S2 tak, aby punkt 00·

przeszedl na punkt O.·Na przyklad przeksztalceniem h(z) = ~. Wtedy
z

l Z2 2z+ 2cz3 - 2cz3
ge(z) = h ofe oh-'(z) = -1-·- = l+cz2 .1?~(z) =--+c

z2

(I +2:Z2)2 • Rzeczywiscie otrzymujemy ge(O) = g~(O) = O.

Kazdy wielomian stopnia 2 po odpowiedniej zmianie ukladu wspólrzednych na
C (przeksztalceniem postaci az+b, a, b E C) przybiera postac Z2+C. Trzeba

po prostu przesunieciem przeprowadzic punkt krytyczny (rózny od 00) na O

ipotem zmienic jednostke w ukladzie wspólrzednych, zeby uzyskac
wspólczynnik przy Z2 równy I. Parametr c jest wyznaczony jednoznacznie

(pomysl, dlaczego). Rodzina Z2 + c jest wiec w pewnym sensie uniwersalna.

,
c. Skladowa A jest dyskiem Siegela. To znaczy, ze A jest
topologicznie kolem i istnieje na nim taki uklad wspólrzednych,
w którym przeksztalcenie g = f N jest obrotem wokól pewnego
punktu a E A stalego dla g, neutralnego, wymiernego;
g{z) = g'(a)' z.

d. Skladowa A jest· topologicznie pierscieniem, a g na nim jest
obrotem, znowu o kat niewspólmierny z n. (To sie jednak nie
moze zdarzyc dla wielomianów.)

I

Okazuje sie, ze ~ kazdym basenie przyciagania musi byc jakis
punkt krytyczny, to znaczy taki, zef'(b) = O. Okazuje sie tez,
ze w brzegu kazdego dysku Siegela (lub pierscienia) suma.
trajektorii wszystkich punktów krytycznych dla f musi byc gesta
(nie wiadomo, czy bezposrednio w brzegu musi byc jakikolwiek
punkt krytyczny!). A wiec do obslugi kazdej okresowej
skladowej zbioru S2'.J(f) pOtrzebny jest jakis punkt krytyczny.

Zajmijmy sie znowu wielomianami !c(z) = Z2 + c. Punkt Ojest.
oczywiscie dla kazdego wielomianu fe punktem krytycznym.
c = !c(0) jest wartoscia krytyczna (czyli obrazem punktu
krytycznego). Jest jeszcze drugi punkt krytyczny: 00 (wiecej
punktów krytycznych nie ma, dla dowolnej funkcji wymiernej f
jest najwyzej 2 . (stopien 1)-2 punktów krytycznych). Punkt 00
jest zarazem punktem stalym i sciekiem. Oznaczmy przez Ae jego
basen przyciagan)a. Okazuje sie, ze jest td zarazem basen
bezposredniego przyciagania i ze l(fe) jest jego brzegiem.

"Zwierzaki" na rysunkach 5, 7, 10,15-21 przedstawiaja zbiory
Ze = S2"Ae dla róznych parametrów c. Zauwaz, ze
Ze = {z E C: ciag !c" (z) jest ograniczony}. Zbiór Julii to brzeg. "
"ZWIerza ..

Wsród wielomianów j;,(z) = Z2 + c, inaczej mówiac wsrÓd
parametrów c, szczególny jest zbiór zwany zbiorem MandeJbrota

M = {c E C: ciag !c" (O)jest ograniczony}

(spójrz na rysunek 11). Jesli c rp M, to oba punkty krytyczne
O i 00 naleza do basenu ACI "Zwierz" nie ma wiec wnetrza - brak
byloby punk~ów krytycznych do jego obslugi. Tak naprawde to
dla c $ M "zwierzaków" W ogóle nie ma, jest pyl. Wytlumacze
zaraz dlaczego.

Zbiór Ae mozna zbudowac biorac pewne otoczenie B punktu 00,
na przyklad {z: Izl > R} dla duzej liczby R. Potem trzeba
dodac pierscien (w topologicznym sensie) B, = fc'(B)"-..B,
nastepnie B2 = fe'(B,), B3 = fe-t(B2) itd. Jesli i jest pierwszym
indeksem takim, ze c E BIo to B, zawiera wartosc krytyczna.
Wtedy B,+, przypomina oprawke okularów (spójrz na rysunek 9).
Oznaczmy szkla tych oklJlarów (topologicznie kola) przez
L\'+'l, L~'+1). Niech fe ILJ'+ 'l oznacza przeksztalcenie};, obciete
do L5'+ll, j = 1,2. Wtedy (fe lL~'+ l»-l(B'+i) to znowu
okulary, ale mniejsze. W uzupelnieniu mamy 4 szkielka dwóch
par okularów Lj'+2l,j = f, 2, J, 4. Nastepnie tworzymy 8
szkielek Lj'+3) i tak dalej. Mozna udowodnic, ze srednice tych
szkielek Llsl daza do O przy s -> 00. Zbiór Julii sklada sie
z punktów widocznych przez doWolnie maje okularki. Ten zbiór
jest zbiorem Cantóra. To rzeczywiscie pyl. Okazuje sie, ze Ae ma
nieskonczenie wiele (nawet nieprzelicza:Jnie wiele) dziur. Przy
okazji trudno nie zauwazyc samopodobienstwa l(!c).

Rys. 6. Kwiatek.

a.

Rys. 7. Muszla. Dla wielomianu

z(1- z) kwiatek w punkcie

neutralnym ma tylko jeden
platek.

b.

Rys. 10. Baranki. :Zbiór Julii dla z2+3/10 (na drugim obrazku pokazany jest

powiekszony maly kwadracik z pierwszego obrazka). Dla Z2+ 1/4 zbiór Julii

byl brzegiem muszli (rys. 7), teraz muszla sie rozsypala.

3

Wielomian stopnia 2 mozemy takze znormali"lpwac przeprowadzajac
przesunieciem jeden z dwó.h punktów stalych na O. Mnozac polem

wspólrzedne przez odpowiednia stala otrzymujemy wielomian postaci Z2 + A.
lub postaci Az(l- z) (jesli chcemy, zeby przeciwobraz punktu stalego O, rózny

od niego samego, byl równy 1). Dla wielu rozwazan takie rodziny sa lepsze.

Z drugiej strony parametr A. nie jest wyznaczony jednoznacz~ie, bo istnieje

dowolnosc wyboru, który z dwóch punktów stalych przeprowadzic na O.

Wielomian Z2+ Az mozna przemienic na z2+ (2- A)z.

Zauwaz, ze jesli ciag (f~(0)) nie jest ograniczony, tof~(O) _ 00.

Rys. 9. Okulary.



Zajmiemy sie teraz ksztaltem "zuka" Mandelbrota, M (spójrz na
rysunek 11). Do tulowia przyklejone sa plamy róznej wielkosci,
do nich mniejsze plamki itd. Ale to jeszcze nie wszystko, bo
dookola widac sporo czarnych kropek. To nie jest brud, te
kropki takze naleza do zbioru M. Sa nawet polaczone z glówna
czescia "zuka", ale polaczenia sa tak cienkIe, ze nie widac ich
na obrazkach z komputera. Mozna jednak wykonac
eksperyment pokazujacy nie tylko czarny lad M, ale takze
podmorskie, kolorowe grzbiety i skaly (dlugi czas ucieczki punktu
O do 00 przy dzialaniu iteracjami Ic). Widac to na powiekszeniu
fragmentu "zuka" - patrz okladka. Zbiór M jest spójny, nie ma
dziur i jest domkniety. Najciekawsze jest, ze wydaje sie miec,
podobnie jak zbiory Julii, wlasnosc samopodobienstwa. Czarne
kropki w powiekszeniu okazuja sie byc drugorzednymi "zukami"
o ksztalcie podobnym do M. Zbiór SZ"'M ma mnóstwo
fiordów wchodzacych w M. Nie wiadomo, czy kazdy punkt e
z brzegu M jest osiagalny z SZ"'M, to znaczy czy istnieje ciagla
krzywa y c SZ"'M zbiezna do punktu e. •

Przypomnijmy, ze dla przeksztalcenia fe przy e = O punkt'O
jest punktem stalym, sciekiem. Kiedy· e zmienia sie, ten punkt
staly przesuwa sie (spelnia on równanie ZZ +e = z). Oznaczmy
go Ze. Interesujemy sie takimi parametrami e, dla których Ze

przestaje byc sciekiem. Zauwaz, ze f; (z) = 2z, czyli lf: (z,;) I = 1,
1

gdy IZel = -. Poniewaz e = Ze-Z;, wiec interesujace nas
2

A (A)Zparametry c = c(A) ukladaja sie na krzywej C(A) = "2 - "2 '
gdzie A przebiega okrag {A: lAI = l}. Te krzywa, która jest
brzegiem tulowia "zuka", nazywa sie kardioida. Jesli bierzemy c
wewnatrz tulowia, to zbiór Julii jest topologicznie okregiem.
A co sie stanie, gdy c przekroczy kardioide?

Zróbmy wycieczke parametrem e wzdluz osi rzeczywistej w C.
JeSli od c = O idziemy'w kierunku dodatnim, to dla c = 1/4
przekraczamy kardioide. Zbiór Julii jest wtedy brzegiem
"muszli" (rys. 7), a potem rozsypuje sie w "baranki" (rys. 10).
PójdZffiy teraz od O w kierunku ujemnym. Przeksztalcenie Ic
przeprowadza liczby rzeczywiste w liczby rzeczywiste. Latwo
wiec rysowac wykresy, spójrz na rysunek 13.

X=e2JiV3

c=2

\

I
CF

Rys. II. Zbiór Mandelbrota. W malym kwadraciku jest drugorzedny zuczek.

Celowo oznaczylem pochodna w punkcie stalym symbolem A, to jest przeciez

pochodna w punkcie stalym O dla przeksztalcen Az(1- z) i Z2 + Az. A wiec po

odpowiedniej zmianie wspólrzednych na C z tych przeksztalcen robi sie

z2+c(A). Mamy wzór na c(A)! Sprawdz, ze c(A) = c(2- A). Tulowiowi zuka

odpowiada w zbiorze parametrów A suma dwóch kól o promieniu I: K,
o srodku w O i K, o srodku w punkcie 2. Przy rozpatrywaniu rodziny Z2 + Az

robi sie zazwyczaj wycieczki parametrem" zaczynajac z.K1 - sciek jest
umieszczony w O. Przy rozpatrywaniu rodziny Az(i - z) zaczyna sie wedrówki

z K2• Wtedy O na stale jest zródlem, a sciekiem jest drugi punkt staly

(rysunek 16, wykres a).

1,lxl

lolxl2

Rys. 13.

a) O > c> -3/4

If~(ze)1 < l
b) c = -3/4

f~(ze) = -1

c) - 3/4 > c > - 1

If~(ze)1 > 1
d) c = -I

WC = O

e) c = -2
chaos

Rys. 15. Smoki Swietego Mark", czyli zbiory Julii dla wielomianów z2-3/4
z2 - l. Te nazwe wymyslil Mandelbrot na czesc Bazyliki w Wenecji. jej

odbicia w zalanym woda Placu i nieskonczonych ekstrapolacji.

Rys. 12. Odcinek ST (bez punktu

S) sklada sie z punktów

nieosiagalnych z Q.

Rys. 14. Podnoszacy sie garb.

(Wykresy przeksztalcen a), b), e)

'!- rysunku 13 w przedstawieniu
Ax(l-x).)

4



Rys. 16.
a) przed powstaniem królika,

b) powstaje królik,

c) królik, (O jest sciekiem okresu 3, c;::; -0,12256117+0,74486177 i
spelnia równanie e3 + 2c2 + c+ 1 = O),

d) zbiór Julii dla Z2 + i.

Zmiana dynamiki, kiedy c przechodzi przez wartosc CF, to bifurkacja

Fcigenbauma. Na c = CF koncza sie bifurkacje podwajania okresu, potem na

odcinku < -Pc,Pc> zaczyna sie chaos. Okazalo sie, ze ta bifurkacja uniwersalna

wystepuje w przyrodzie, jej odkrycie i zbadanie jest jednym z najwiekszych

osiagniec matematycznych ostatnich lat. Bardzo ciekawe rzeczy dzieja sie miedzy

parametrami CE i - 2. A co dopiero sie d~eje wzdluz innych odnózy zuka?!

Przy c = - 3/4 przechodzimy przez kardioide. Nastepuje
bifurkacja dynamiki. Zbiór Julii juz nie jest topologicznie
okregiem. To "okrag" sczepiony sam ze soba w nieskonczenie
wielu punktach. Otrzymujemy smoka Swietego Marka. Parametr
c = - 3/4 jest w zbiorze Mandelbrota korzonkiem nowej plamy.
Wchodzimy teraz w te plame; powstaje sciek Wc o okresie 2
(punkt Ze jest teraz zródlem). Dla c = -1 punkt Wc przechodzi
przez O na prawo, a po przejsciu parametrem c pewnej wartosci
Cz, korzonka nastepnej plamki, Wc staje sie zródlem, za to
blisko powstaje sciek o okresie 4. Po przejsciu C3 powstaje sciek
o okresie 8, itd. Ciag Cn jest zbiezny do pewnej wartosci
CF = -1,401..., (patrz rys. 11). Ale to jeszcze nie koniec! Az
do c = -2 wielomianie przeprowadza odcinek < -Pc,Pc)
w siebie (Pc jest drugim obok Ze punktem stalym); trajektoria
1:(0) jest wiec ograniczona. Zatem c E M dla c ~ - 2
(i c .s; 1/4). Dla c = - 2 zbiór J(fc) jest odcinkiem < - 2,2).
Jest to jedna z dwóch wartosci parametru c (druga jest O), gdy
J(fc) ma klasyczny ksztalt. Dopiero przy c < - 2 zbiór J(fc)
rozsypuje sie.

Zróbmy wycieczke wzdluz kardioidy. Dla kazdej liczby l" bedacej
pierwiastkiem z 1, punkt C(A) jest korzonkiem pewnej plamki,
która wyrasta z kardioidy. Rozwazmy przyklad A = eZ"i/3•

Przy przejsciu przez ten korzonek z tulowia do plamy punkt
staly ze scieku zmienia sie w zródlo, a od niego oddziela sie
trajektoria nowego scieku o okresie 3. Nastepuje bifurkacja
"kwiatka" - powstaje królik (rys. 16)..

2:n
Po przejsciu przez inne korzonki C(A), gdzie Arg(A) = 

n
i liczba n jest niezbyt duza, powstaja smoki Mandelbrota
(rys. 17).

Gdy n rosnie, smokowi przybywa ramion i jego ksztalt dazy do
ksztaltu muszli (spójrz na rysunki 18 i 7).

1
Dla liczb C(A), dla których - Arg(},) wolno aproksymuje sie2n
liczbami wymiernymi, istnieje dysk Siegela (rys. 19).

Dla wielomianu ZZ + c moze istniec w C najwyzej jedna trajektoria
scieku. Jesli istnieje, to jedyny w C punkt krytyczny, O, lezy w jej
basenie przyciagania. Kazda poznana dotychczas za pomoca
komputerów plamka zbioru M jest wlasnie zwiazana z istnieniem
okresowego scieku. Jesli jednak O E J(fc), to albo w naszym
smoku istnieje dysk Siegela, albo smok ma puste wnetrze, jest
bardzo glodny (ale jeszcze spójny!). Parametry c, dla których
istnieje dysk Siegela lub kwialek (ogólniej: jakis punkt neutralny)
leza na brzegu M. Mozna je malo zmienic i uzyskac pyl. Nie
wiadomo jednak, czy mozna zepsuc kazdego zaglodzonego
smoka. Moze istnieje w M cala plama parametrów, którym
odpowiadaja takie biedne smoki?

5

Rys. t 8. Smok dwudziestoramienn~·.

Rys. 17. Smok siedmioramienny.

A rg A = 2:n /7. Przeksztalcenie

I~przeprowadza ramie 1 na ramie

2, 2 na 3 itd., ramie 6 na

ogromne ramie 7. A na co

przechodzi ramie 7? Otóz, sklada

sie ono z ramion 1', ... ,6',
symetrycznych do l, .. " 6, które

takze przechodza na 2, ... , 7,
oraz z ramionek a, h, które

przechodza na I.

Rys. 19. Zwierz z dyskiem Siegela

f(z) = z2+eiz (Arg). = I).

Rys. 20. Zaglodzony smok. (Po

przejsciu nieskonczenie wielu

bifurkacji uwielokrotnienia okresu

scieku smok traci cale wnetrze
i zostaje z niego tylko szkielet,

odzyska jeszcze troche ciala

w drugorzednych zukach.)



b) królik ..L smok Sw. Marka.
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Rys. 26

Rys. 24

Rys. 25

Rys. 23. Kraby (punkty, w których kazdy
krab trzyma .1yl ino<go kraba, leza na
trajektoriach (w tyl) punktu krytycznego O).

Rys. 21. a) smok Sw. Marka .L królik,

Rys. 22. Metoda Newtona.Xox,

A co sie dzieje dla wielomianów stopnia 3? Zbadajmy najpierw

S . lwielomian f(z) = z3_1. cieki dla N/(z) = -(2z+l/z2) (czyli
3

zera dlaf) to punkty Zo = l, Zl = -1/2+i {f/2, Z2 =
= -1/2-iY3/2. Punkty krytY9zne dla Nfto znowu Zo, h, Z2

i dodatkowo I?unkt O. Zbiór Julii nie jest juz teraz taki prosty.
Na rysunku 24 przedstawiony jest bialym kolorem basen
przyciagania dla punktu Zo = l. Dla Z3- l metoda Newtona
jest dobra dla prawie kazdego punktu Xo E C, bo prowadzi do .
pierwiastka. Faktycznie, oprócz basenów przyciagania scieków
Zo, Zl, Z2 nie ma zadnych innych skladowych uzupelnienia zbioru
Julii J(Nf). Nie ma po prostu punktu krytycznego, który móglby
taka skladowa obsluzyc. Jedyny punkt krytyczny, który bylby
kandydatem, punkt O, grzeznie w zródle 00 (bo Nf(O) = 00).

A jesli wezmiemy inny wielomian stopnia 3? Czy moze pojawiC
sie nowy sciek okresowy (o okresie ~ 2)? Moze! Rysunki 24-26
dotycza wielomianów fc(z) = Z3+ (e-l)z-e. Na czarno .
przedstawiony jest zbiór tych parametrów e, dla których punkt
krytyczny O zbiega do scieku w punkcie l (dla iteracji Nic) .
Skladowe obszaru w zbiorze parametrów e (biale), dla których
zachodzi zbieznosc do dwóch pozostalych pierwiastków f, tworza
z czarnymi skladowymi charakterystyczne trójki. W trakcie
kolejnych powiekszen ukazuje sie jednak jeszcze jakis dziwny
twór: to przeciez zuk Mandelbrota. Dla parametru e z wnetrza
takiego zuka istnieje sciek o okresie ~ 2. Dla zadnego punktu
Xo z basenu przyciagania takiego scieku metoda Newtona nie
jest dobra. Ciag Xn zamiast przyblizac sie do pierwiastka
wielomianu Ic zaczyna oscylowac!

Zbadajmy przykladf(z) = Z2+ 1. Dla tego przykiadu sciekamil
dla Nf(z) = -(z-l/z) sa punkty -i,i. Ich baseny przyciagania2
to odpowiednio pólplaszczyzna dolna i górna. (Zeby sie o tym
przekonac, zauwaz, ze jesli zmienimy wspólrzedne na sferze S2
przeksztalceniem T(z) == (z+i)/(z-i), to T o Nf o T-1(z) = Z2,

a os rzeczywista przechodzi na okrag Sl.) A wiec dla prawie
kazdej liczby zespolonej Xo (kazdej nie rzeczywistej) zastosowanie
metody Newtona daje zbieznosc do pewnego pierwiastka. Dla
dowolnego wielomianu stopnia 2 sytuacja jest podobna.

Istnieje pewna operacja ..L na parach "zwierzaków"
(przyporzadkowuje parze Z2+ e1, Z2+ e2 nowy wielomian
Z2+ e3), popatrz na rysunek 21.

Czytelniku, moze teraz sam obliczysz na komputerze jakiegos
smoka?

Metoda Newtona

Na pewno zetknales sie Czytelniku z ta nadzwyczaj efektywna
metoda obliczania pierwiastków wielomianu. Tak jak na rysunku
22 tworzy sie dla kazdej "rozsadnej" liczby Xo ciag liczb Xn.

Okazuje sie, ze ciag Xn bardzo szybko dazy do pierwiastka.
A co to znaczy "rozsadna" liczba xo? Czy kazda lub prawie
kazda liczba jest rozsadna? Teoria iteracji przeksztalcen
wymiernych i wyniki komputerowych eksperymentów pozwalaja
przyblizyc sie do odpowiedzi na te pytania. Widac, na podstawie

k 22 . f(xn_ 1) N' I' . b d .rysun u , ze Xn = Xn-1::" ----o a ezy Wiec a ac
f'(Xn_l)

iteracje funkcji wymiernej

Nf(x) = x-f(x}/['(x).

Bedziemy to robic w plaszczyznie zespolonej C. Zera wielomianu
f to dokladnie punkty stale, scieki, dla funkcji NI. a zera
jednokrotne sa zarazem punktami krytycznymi (bo
(Nf)'{z) = f(z)["(z)/(['(Z)2).

&



Protokól

Piotr Hajlasz w karykaturze
prof. Jesmanowicza

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki na posiedzeniu w Kielcach w dniu 85.09.10,
obradujac w skladzie:
prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy,

prof. dr Wojciech Zakowski, dr hab. Marek Kordos, dr Alicja Derkowska, dr Jerzy, Ryli,
dr Waclaw Wierzbicki - przedstawiciel MOiW, dr Jerzy Bednarczuk,
biorac pod uwage temat i wartosc merytoryczna pracy oraz przebieg referatu i dyskusji,
postanowilo:
1. przyznac zloty medal i nagrode w wysokosci zl. 7000.- Piotrowi Hajlaszowi z XIV LO
w Warszawie za prace ,,0 pewnej metodzie dowodzenia nierównosci",

2. przyznac srebrny medal i nagrode w ~ysokosci zl. 7000.- Bogdanowi Pelcowi z LO
w Mikolowie za prace ,,0 pewnym niezmienniku topologicznym wieloscianów w przestrzeni
n-wymiarowej" ,
3. nie przyznawac medalu brazowego,
4. przyznac wyróznienie i nagrode w wysokosci zl. 2000.- Januszowi Murakowskiemu
z Zespolu Szkól Radiotechnicznych w Dzierzoniowie za prace "Funkcje wielokrotne",
5. przyznac dyplom uczestnictwa w finale Pawlowi Kunstmanowi ze Szkoly Podstawowej nr 112

w Krakowie,
6. przyznac nagrody pieniezne w wysokosci zl. 4000.- kazda, opiekunom prac: dr Tomaszowi
Wolniewiczowi, mgr Józefowi Siwemu, mgr Tomaszowi Malickiemu.

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego

Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika DelIa, przy poparciu

Ministerstwa Oswiaty j Wychowania.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do dnia l maja

przesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres

prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres
nauczycIela - opiekuna pracy.

5. "?raca !,owinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje
c- ';xódiach z których korzystal jej autor. Prace czysto kompiiacyjne nie beda

rl0;mS:lCLOne do finalu konkursu.

~. Prace ':ladeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu

i ~-:ompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki

k:mkursu zostana przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze

;orace do finalu. który odbedzIe sie w trakcie dorocznej SeSji Naukowej

Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Jak co roku organizujemy Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zapraszamy do wziecia udzialu.
Oto regulamin: 7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac

oraz nauczycielom - opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

3. Finalisci i nauczyciefe opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu

Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas

specjalnego otwartego 'posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz

15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla
praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie' bralo pod uwage, oprócz

merytorycmej wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia

tematu oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyróznienia oraz nagrody 'pieniezne fundowane przez Ministerstwo
Oswiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzerja

:Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa.

Wszyscy i-lczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane

'fi miesieczniku Delta.

13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad Glówny PTM

na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 424. Czy istnieje taki wielomian w o wspólczynnikach calkowitych i takie rózne liczby calkowite
a, b, c, ze w(a) == b, w(b) == c, w(c)-== a. Rozwiazanie na str. 12

M 425. Skonstruowac trójkat, gdy dane sa dlugosci srodkowych. Rozwiazanie na str. 10

m-elementowy zbiór Z c S, ze
podzbiorów zbioru Z.

tgC\=-r

u

M 426. Dany jest n-elementowy zbiór S, rodzina d jego podzbiorów i liczba naturalna m ~ l.

m-t ( )Wykazac, ze jesli liczba elementów rodziny d jest wieksza niz 2: ~, to istnieje taki
;=0 I

{Z (') A: A E d} = 2z, gdzie2Z oznacza rodzine wszystkich
Rozwiazanie na str. 15

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 190. Do badania charakterystyk pradowo-napieciowych uzywa sie zwykle zródel zasilania
trzech typów:
a) o stalej sile elektromotorycznej,
b) o stalym pradzie zwarcia,
c) o stalym oporze wewnetrznym.
Jak zrealizowac takie zródla dysponujac identycznymi ogniwami o znanej sile elektromotorycznej
i oporach wewnetrznych r? Rozwiazanie na str. 13

F 191. Do zródla o stalym oporze wewnetrznym'r i regulowanym w szerokim zakresie napieciu
podlaczono element o pokazanej na rysunku charakterystyce. Jak zmienia sie prad plynacy
w obwodzie podczas podwyzszania, a nastepnie obnizania napiecia zródla?
Narysowac wykres zaleznosci 1 = I(U). Rozwiazanie na str, 17
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mala ·della·'

Jak uderzyc

Bilard to plaski, poziomy stól zaopatrzony w otaczajace
go bandy. Kazda gra w bilard polega na uderzaniu
polozonych na tym stole kul tak, zeby potoczyly sie
w zamierzony przez nas sposób. Wytrawni gracze
umieja uderzac kule tak, ze poruszaja sie one po
bilardzie w bardzo skomplikowany sposób i zderzaja
sie tez dziwnie - sa to efekty wprawiania kul nie
tylko w ruch postepowy, ale i nadawania im ruchu
obrotowego w plaszczyznie prostopadlej do kierunku
ruchu. My zatrzymajmy sie tylko na zwyklym toczeniu
kul.

Najprostsze zadanie bilardowe polega na takim
uderzeniu kuli, by po jedno-, dwu-, czy trzykrotnym
odaiciu sie od bandy trafila w druga kule. Jesli bilard
jest prostokatny, to zadanie jest latwe. Kierunek
uderzenia mozna znalezc wykreslnie:

Przyklad podany na rysunku pozwoli chyba na
wykreslne rozwiazanie dowolnego takiego zadania.
Dla uzasadnienia jego poprawnosci wystarczy chyba
nastepujaca uwaga "z fizyki": gdyby bandy byly
z luster, nalezaloby uderzyc w tym kierunku, w którym
zobaczymy druga kule. Prawda?

Kosmonauci na orbicie (a wiec w stanie niewazkosci)
moga grac w bilard prostopadloscienny. Musza
oczywiscie sami znalezc sie w jego wnetrzu. Czy
podana (a raczej zasugerowana) przez nas metoda jest
dobra i w tym przypadku?

Gdy chcemy znalezc kierunek uderzenia kuli 1, by odbila sie
ona najpierw od "górnej" bandy, potem od "prawej" i trafila
w kule 2, najpierw znajdujemy 2' - obraz symetryczny 2
wzgledem "prawej" bandy, a potem 2" - obraz symetryczny 2'
wzgledem "górnej" bandy. Kule 1 nalezy uderzyc w kierunku 2".

2.

2}'

2.1

Hugo Steinhaus podaje w "Kalejdoskopie
matematyc.znym", ze jesli stosunek dlugosci boków
prostokatnego bilardu jest liczba wymierna (np. 5: 3),
to uderzona pod katem 45° kula znajdujaca sie w rogu
znów (po pewnej liczbie odbic) trafi do jakiegos rogu:
Czy umielibyscie to uzasadnic?,

B



Niech nasz bilard bedzie teraz kolem. Otóz, nie
wiadomo jak skonstruowac kierunek uderzenia kuli,
by po (powiedzmy) trzech odbiciach trafila w druga
kuJe. Choc niewatpliwie kierunek taki istnieje.

Trajektorie o okresie 6 sa znów wszystkie jednakowe.
Trajektorii o okresie 7 jest az 3. Jak ustalic, ile jest
trajektorii o dowolnie danym okresie?

Na kolowym bilardzie dowolnie uderzona kula biegnie
po cieciwach tej samej dlugosci - dlaczego? Trase
przebyta przez kule nazywamy jej trajektoria.
Trajektoria dowolnie uderzonej kuli miesci sie
w pierscieniu kolowym. Prawda?

Ciekawie sie robi, gdy szukamy trajektorii o okresie 5.
Od razu widac, ze sa takie dwie.

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS

Trajektoria moze tez nie byc okresowa. Wówczas,
gdyby ja "cala" narysowac, przechodzilaby dowolnie
blisko kazdego punktu pierscienia, w którym
sie miesci. Jak nalezy uderzyc kule, zeby poruszala sie
po trajektorii nieokresowej ?

Oczywiscie, trajektorii'okresowych mozna szukac i dla
innych bilardów niz kolowy. Na rysunku jest przyklad
trajektorii o okresie 6 dla bilardu prostokatnego.
Widac' z niego, jak mozna by szukac innych trajektorii
o okresie parzystym. A czy w bilardzie prostokatnym
istnieja trajektorie o o)<resach nieparzystych ?

No, nie zawsze. Kula uderzona wzdluz prostej laczacej
ja ze srodkiem bilardu bedzie stale biegala po srednicy.
O takiej trajektorii mówimy, ze jest okresowa i ma
okres dwa, bo po dwóch odbiciach kula biegnie znów
po tej samej drodze. Latwo wskazac trajektorie:
o okresie 3 i 4.
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Centrum Galaktyki Mgr Monika BALUCINSKA
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Gdy w pogodna noc spojrzymy w rozgwiezdzone niebo. mozemy zobaczyc Droge Mleczna
widoczna w Polsce na tle gwiazdozbiorów Woznicy, Perseusza, Kasjopei, Cefeusza, Labedzia
i Orla. Pytanie, czym jest Droga Mleczna, nurtow~lo ludzi juz od wieków, Demokryt z Abdery,
zyjacy na przelomie V i IV wieku p.n.e .. byl pierwszym, który uwazal, ze Droga Mleczna
"sklada sie z ogromnego mncstwa milych gwiazd, bezladnie stloczonych, których s\\lUtlo
poteguje sie dzieki owej wzajemnej bliskosci". Poglad ten potwierdzil Galileusz okolo 1610 roku
dokonujac pierwszych obserwacji fragmentów Drogi Mlecznej za pomoca skonstruowanej przez
siebie lunety. Dalsze badania przestrzennego rozkladu gwiazd prowadzone m.in. przez Williama
Herschela, Jacobusa C. Kapteyna, Harlowa Shapleya utwierdzily nas w przekonaniu, ze w kazda
bezchmurna noc w postaci Drogi Mlecznej ogladamy dysk naszej Galaktyki.

I , I
-20 -10 C +10

odlegtoSc (kpc)

Rys. 1. Schemat dysku galaktycznego wraz
z centralna kondensacja na tle halo
(skladowa sferyczna).

Rotacja róznicowa - rotacja z predkoscia
katowa zalezna od odleglosci od osi obrotu.
W przypadku Galaktyki predkosc katowa
rosnie w kierunku centrum.

1 parsek (skrót: l pc)
1 pc = 3,0857' lO" cm = 3,2616 lat
swietlnych = 206265 j.a. Jest to odleglosc,
z jakiej pólos orbity Ziem,i ma rozmiar
1 sekundy luku.

•

-
Rozwiazanie zadania M 425. Pf2ypuscmy, ze
ABC jest szukanym trójkatem. Przedluzajac
srodkowa CP o odcinek PQ przystajacy
do OP otrzymujemy trójkat AQO, którego
boki maja dlugosci proporcjonalne do
srodkowych. Wystarczy wiec skonstruowac
trójkat AQO i "dorysowac" do niego
trójkat ABC.

A

"

Galaktyka zbudowana jest z gwiazd, gazu i pylu. Najwieksza koncentracja materii wystepuje
w plaszczyznie dysku galaktycznego, a pozostale gWlazdy zgromadzone sa w tzw. halo
tworzacym sferyczna aureole wokól dysku (patrz rys. 1). Na podstawie badania ruchów
wlasnych i pn;dkosci radialnych gwiazd Bertil Lindblad i Jan Hendrik Oort pokazali, ze dysk

galaktyczny rot uje róznicowo wokól osi przechodzacej przez punkt, który obsllrwujemy
w gwiazdozbiorze Strzelca (Sagittarius).

W tym artykule nasza uwage skupimy na najblizszych okol,icach srodka rotacji dysku
galaktycznego, a dokladniej na obszarze, którego rozmiar nie przekracza 3 kpc. Calkowita masa
gwiazd w tym rejonie oceniana jest na 10 miliardów mas Slonca, gestosc ich wzrasta w kierunku
centrum, gdzie srednie odleglosci miedzy gwiazdami maleja do kilkudziesieciu jednostek
astronomicznych (dla porÓwnania srednia odleglosc Plutona od Slonca wynosi okolo 40 j.a.).
Ten rejon Galaktyki, wlasnie ze wzgledu na bar/lzo duza gestosc gwiazd i materii
miedzygwiazdowej, stanowi obszar niezwykly, fascynujacy astronomów juz od dluzszego czasu.

Centralne czesci Galaktyki uformowaly sie najwczesniej, dlatego sa miejscem wystepowania
najstarszych gwiazd. Swiadczy o tym obfitosc pierwiastków ciezszych od helu, powstajacych
w wyniku reakcji jadrowych zachodzacych w gwiazdach. Jednoczesnie znaczna gestosc materii
sprzyja wzajemnym oddzialywaniom gwiazd, materii miedzygwiazdowej i promieniowama,
a duza zawartosc gazu i pylu - procesom gwiazdotwórczym. Niewykluczone Jest rowniez, ze
centrum Galaktyki kryje w sobie masywny obiekt mogacy byc czarna dziura. Oddzialywanie
normalnych gwiazd i otaczajacej materii z takim cialem prowadzi do bardzo gwaltownych
i wysokoenergetycznych procesów' spowodowanych niezwykle silnym polem grawitacYjnYm wokol
tego masywnego obiektu. Stwarza to niezwykle szanse obserwacji "z bliska" procesów, które
moga decydowac o'aktywnosci jader innych galaktyk i kwazarów (patrz artykul Marka
Sikory - Delta 10(118)/1983) .

Bardziej szczególowe badanie tego gestego obszaru stalo sie mozliwe dzieki zastosowaniu

instrumentów odbierajacych promieniowanie elektromagnetyczne w zakresie radiowym,
podczerwonym, rentgenowskim i gamma. Promieniowanie optyczne i ultrafioletowe jest silnie
pochlaniane przez pyl miedzygwiazdowy znajdujacy sie miedzy Sloncem a centrum Galaktyki,
co praktycznie wyklucza klasyczne obserwacje astronomiczne. Znakomita metoda penetracji
centralnych czesci Galaktyki sa interferometryczne badania radiowe. Obecnie pozwalaja one
rozróznic struktury o rozmiarach katowych do 0,001 sekundy luku. Oznacza to, ze mozemy juz
obserwowac fragmenty jadra galaktycznego majace wielkosc jedynie 10 j.a. (w przyblizeniu jest
to odleglosc Slonce - Saturn). Promieniowanie dochodzace do obserwatora w Ukladzie
Slonecznym niesie w sobie informacje m.in. o jasnosci obiektów emitujacych je, o skladzie
chemicznym i ruchu materii. Obserwacji dokonuje sie w róznych zakresach fal. Do "sledzenia"
.neutralnego wodoru najlepiej nadaja sie obserwacje radiowe na fali o dlugosci 21 cm. Molekuly
(np. wodór czasteczkowy H2, formaldehyd H2CO, amoniak NH3 i inne) zdradzaja swa obecnosc
promieniujac w podczerwieni. W tym zakresie fal ujawnia równiez swa obecnosc pyl
miedzygwiazdowy. Pyl absorbuje promieniowanie tym slabiej, im mniejsza jest czestotliwosc
padajacego fotonu, dlatego jest niewidoczny w widmie elektromagnetycznym o wyzszej
czestosci. Jednoczesnie pochlaniane fotony podgrzewaja go, a maksimum wypromieniowanej
energii przypada wlasnie na podczerwien. O wysokoenergetycznych procesach zachodzacych
w jadrze galaktycznym swiadcza obserwacje prowadzone w zakresie rentgenowskim i gamma.

Wyobrazmy sobie teraz, ze jestesmy uczestnikami wyprawy kosmicznej, lecimy rakieta nad
centralnymi czesciami dysku galaktycznego, a nasze oczy czule sa nie tylko na promieniowanie
optyczne, ale na wszystkie pozostale dlugosci fal z calego widma elektromagnetycznego. Rejon
centralny naszej Galaktyki, dobrze widzialny w podczerwieni, ma ksztalt elipsoidy - grubosc jej
niewiele przekracza 1 kpc, a srednica wynosi okolo 3 kpc. Promieniowanie tego obszaru
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IRS - skrót: Infrared Source - zródlo

promieniowania podczerwonego. Tym
skrótem i kolejnym numerem nazywane sa
zródla promieniowania podczerwonego.

Zródlem materii zasilajacej wspomniane zgeszczenia sa prawdopodobnie stare gwiazdy, obecne
w najblizszej okolicy centrum, które w trakcie ewolucji traca mase. Problematyczne jest zródlo
jonizacji gazu. Procesy gwiazdotwórcze raczej sa wykluczone ze wzgledu na brak w poblizu
obloków molekularnych. Na powazne trudnosci natrafia równiez scenariusz, w którym kazdy
oblok posiada wlasne zródlo jonizacji. Problem ten mozna ominac umieszczajac w centrum
Galaktyki zródlo (niekoniecznie zawierajace tylko jedno cialo!) o jasnosci okolo 10 milionów
razy wiekszej od jasnosci Slonca. Gigantyczna jasnosc rozwiazalaby problem zródla jonizacji
obloków gazowych w obrebie 1 pc. DUZe cisnienie promieniowania, towarzyszace tak silnej
emisji, mogloby spowodowac wymiatanie resztek gazu poza zageszczeniami. W tych warunkach
pyl zalegajacy obszar centralny bylby sil!lie nagrzewany i stalby sie widoczny w podczerwieni.
Aby wyjasnic ekspansje pierscienia molekularnego, wystarczyloby, by centralne zródlo wybuchalo
srednio raz na 10 milionów lat. Tym samym centrum naszej Galaktyki przypominaloby aktywne
jadra galaktyk. Obserwacje rentgenowskie, a tym bardziej obserwacje promieniowania gamma
wskazuja na obecnosc bardzo silnego zródla, które przy energii okolo 1 MeV swa jasnoscia
przewyzsza wszystkie inne zródla galaktyczne.

zdominowane jest przez gwiazdy póznych typów widmowych, a wiec stare i chlodne. Prócz

gwiazd w duzej ilosci wystepuje równiez gaz, który w .odleglosci okolo 600 pc od centrum formuje
pierscien o szerokosci w przyblizeniu 200 pc. Pierscien ten, którego masa siega 10 milionów mas
Slonca, zbudowany jest przede wszystkim z wodoru w postaci czasteczek dwuatomowych (H2)

i porusza sie na zewnatrz. Aby podtrzymac istnienie takiej gazowej struktury przez kilka
milionów lat, konieczny jest wyplyw materii z centralnych czesci Galaktyki w tempie okolo
1 masy Slonca w ciagu roku. Sily plywowe powoduja, ze stabilna struktura pierscienia wodoru

molekularnego niszczona jest w odleglosci ponad 300 pc od srodka Galaktyki. Gaz wtedy
tworzy pojedyncze chmury, które poruszaja sie zarówno ruchem wlasnym, jak i poddaja sie
globalnej rotacji dysku galaktycznego. Obok chmur molekularnych wystepuja czesto, dobrze
widoczne w radiowym zakresie widma, regiony H II, czyli obszary zjonizowanego gazu - przede
wszystkim wodoru - kryjace w s'obie mlode gwiazdy. Na szczególna uwage zasiuguje obiekt
nazwany Sagittarius E2, który jest jednym z najgestszych obloków w Galaktyce. Masa jego
oceniana jest na 3 miliony mas Slonca i zawiera on, prócz gazu molekularnego, siedem regionów
H II z mlodymi gwiazdami zanurzonymi w zjonizowanym gazie. Istnienie takich pbiektów jak
Sagittarius E2 stanowi silny dowód, ze w obrebie jadra galaktycznego trwaja do tej pory procesy
gwiazdotwórcze.

Ale czym jest samo centrum Galaktyki? Polozenie radiowego zródla Sagittarius A (Zachodni)
jest prawie identyczne z pozycja bardzo silnego zródla promieniowania podczerwonego IRS 16.
Obserwacje wykrywajace zjonizowany gaz sugeruja istnienie wokól IRS 16 obloku o promieniu
okolo 1 pc. Zjonizowany gaz skupiony jest w rzeczywistosci w dziesieciu malych oblokach,
które poruszaja sie z predkosciami okolo 200 km/s, masa kazdej chmury bliska jest masie
Slonca, a przestrzen miedzy tymi zgeszczeniami prawie pozbawiona jest gazu. Obszar ten nie jest
zwyklym regionem H II i stanowi nie byle jaka zagadke, a tym samym pole do popisu dla
teoretyków.

Najbardziej zagadkowym wydaje sie jednak obszar, którego odleglosc od srodka dysku
galaktycznego nie przekracza 10 pc. Poczatkowo, gdy obserwacje radiowe wykonywane byly
z duzo gorsza katowa zdolnoscia rozdzielcza, za centrum Galaktyki uwazano silne zródlo
radiowe, któremu nadano nazwe Sagittarius A. Okazalo sie pózniej, ze zródlo to mozna
rozdzielic na trzy skladowe: Sagittarius A (Wschodni), bedacy pozostaloscia po supernowej,
Sagittarius A (Zachodni), który jest oblokiem rozrzedzonego gazu, przypominajacym region
H II i otaczajacym trzeci skladnik - punktowe zródlo promieniowania radiowego (okazalo sie
pózniej, ze nie tylko radiowego). Sagittarius A (Wschodni) odlegly jest o mniej niz 2 pc od
Sagitt(,Iriusa A (Zachodniego) utozsamianego z centrum Galaktyki. Zagladajac w najblizsze
okolice Sagittariusa A (Zachodniego), "oko" czule na promieniowanie radiowe i podczerwone
ujawni nam dosc skomplikowana strukture. Od centralnego zródla odchodza trzy wyrazne
ramiona spiralne, oprócz nich istnieje pierscien gazowo:pylowy, którego plaszczyzna nachylona
jest do plaszczyzny dysku galaktycznego pod katem 20 stopni. Okazuje sie równiez, ze materia
w pierscieniu porusza sie po zamknietych orbitach, jej predkosc nasuwa przypusz~enie, ze
w centrum znajduje sie cialo o masie 4 milionów mas Slonca.
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Rys. 3. Rozklad gazu w obszarze, którego

promien nie przekracza 10 pc. Linia
ciagla zaznaczone sa kontury ciaglej emisji
radiowej na rali 2 cm. Kropkowany kontur

wskazuje ciagla emisje w dalekiej podczerwieni

spowodowana rozgrzanym pylem.
Plaszczyzna dysku galaktycznego zaznaczona

jest linia prosta.

,28'59'
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oo.f:i
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.gj

Rys. 2. Schemat struktury jadra galaktycznego

w plaszczyz.nie dysku. Gruba, przerywana
linia zaznaczone jest polozenie

ekspandujacego pierscienia molekularnego.
Widoczne sa rÓWniez pojedyncze obloki
(Sgr B2 znajduje sie przy granicy pierscieQia).

C2:estOtlIWOSC

Widmo promieniowania elektromagnetycznego.

Najnowsze wyniki obserwacji najlatwiej daja sie zinterpretowac, gdy zalozymy. ze w centrum

Galaktyki znajduje sie, otoczona pie~scieniem gazu i pylu, czarna dziura o masie 4 milionów mas
Slonca. Niewykluczone jest równiez, ze zródlo centralne kryje w sobie gromade gwiazd bez

wyraznie dominujacego masywnego ciala. Bogactwo zjawisk, z jakimi spotykamy sie pr~y
badaniu wlasnosci centrum Galaktyki, dopuszcza równiez inne wytlumaczenia. Kilka lat temu
w Centrum Astronomiczgym im. Mikolaja Kopernika w Warszawie wisialo ogloszenie
o majacym sie odbyc wykladzie pt. "Co siedzi w centrum Galaktyki?". Niezidentyfikowana reka
dopisala na nim "Baba Jaga". Moze?

II
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Rozwiazanie zadania ]\f 424. Mamy

w(x) = (x-a)-p(x)+b,
w(x) = (x-b)' q(x)+c,
w(x) = (x-c)'r(x)+a,

gdzie p, q i r sa wielomianami
o wspólczynnikach calkowitych. Tak wiec

b = (a-b)' q(a)+c, skad a-bib-c.
Podobnie b-clc-a i c-ala-b. Wobec tego

I a-bl = Ib-cl = le-al, zatem a = b = c.
Otrzymana sprzecznosc dowodzi, ze taki

wielomian nie istnieje.

mglawice galaktyczne

symbol

CXJ9S0<51950

M42
5h32~9-05'25'Mglawica

gazowaw OrionieM20
17 58,9-2302Trifid

M8
18 01,6-2420Lagoon

MI6
18 16,2-13 48

MI7
18 18, O-1612Omega

mglawice planetarne
symbol

lX19'061950

MI
5h31 ~5+21'59'Mglawica

KrabM57
18 51,7+ 3258Mglawica

pierscieniowaw LutniM27
19 57,4+22 35DumbbeIl

gromady kuliste
symbol (11950

<51950

M3
13h39,:,9+28'38'

M5
15 16, O+0216

M4
16 20,6-2624

M13
16 39,9+ 3633

M22
18 33,3- 23 58

gromady otwarte
symbol <X19S0

61950
M35

6h05':'7+24'20'
M41

644,9-2042
M44

8 37,5+ 1952Praesepe
M6

17 36,8-32 II
M39

21 30,4+48 13

galaktyki
symbol (1195'0

61950

M31
Oh40,:,0+41'00'

M33
1 31,1+ 3024

M81
9 51,5+69 18

M66
11 17, 6+1317

M94
12 48,6+4123

M51
13 27,8+4727

Zbigniew Banaszak, Slupia Wielka 6/14

63-022 Slupia Wielka

kupi nastepujace numery IIDelty":
8 z 1976r i 2 z 1978r oraz 1-7 z 1979r.

Patrz w niebo

Z pewnoscia niewiele osób interesujacych sie astronomia zdaje sobie sprawe z tego, ze .
praktycznie wszystkie obiekty z katalogu mglawic Messiera moga byc zaobserwowane w ciagu
zaledwie jednej nocy, Takie korzystne daty wypadaja w okolicach równonocy wiosennej

(21 marca), kiedy tylko jeden obiekt katalogu - M30, gromada kulista z gwiazdozbioru
Koziorozca - nie jest widoczny. Tego rodzaju obserwacje wymagaja pewnej wprawy
w odnajdywaniu obiektów astronomicznych i uzycia przynajmniej sredniej wielkosci amatorskich
teleskopów. Zachecamy jednak wszystkich dysponujacych nawet tylko lornetka polowa do
przyjrzenia sie chocby najjasniejszym obiektom z katalogu, gdyz zawiera on cala róznorodnosc
struktur Wszechswiata.

Katalog Messiera obejmuje 109 obiektów obserwowanych w postaci slabych, rozmytych
plamek, co stalo sie przyczyna nadania im wspólnej nazwy - fuglawice. Dzis wiemy, ze
okresleniem tym objetych zostalo wiele obiektów róznej struktury i pochodzenia. Nazwano tak
bowiem zarówno chmury materii gazowo-pylowej nie skupionej w gwiazdy, jak i odlegle
zbiorowiska gwiazd w naszej Galaktyce, a takze inne galaktyki.

Wsród mglawic galaktycznych najjasniejsza i najdawniej odkryta (1610 r.) jest mglawica
w Orionie, oznaczona w katalogu Messiera symbolem M42. W sprzyjajacych warunkach mozna
zaobserwowac golym okiem te gazowa chmure o nieregularnym ksztalcie. Gaz w obiektach tego
rodzaju oswietlany jest przez jasne, gorace i masywne gwiazdy znajdujace sie w ich wnetrzu
lub w poblizu. Szczególnie jasne mglawice galaktyczne obserwujemy w gwiazdozbiorze
Strzelca,

Innymi obiektami "wrzuconymi" do wspólnego worka sa mglawice planetarne. Nazwa ta
wprowadzona zostala ,dla obiektów przypominajacych na zdjeciach tarcze planet, choc
w rzeczywistosci z planetami nie maja one nic wspólnego. Sa to bowiem, podobnie jak
mglawice galaktyczne, rozrzedzone otoczki gazowe swiecace pod wplywem promieniowania
slabych, lecz bardzo goracych '(50000--100000 K) gwiazd znajdujacych sie w ich srodku.
Symbolem MI oznaczona zostala Mglawica Krab bed'tca pozostaloscia po wybuchu gwiazdy
supernowej, obserwowanym w 1054 r. przez Chinczyków. Dzis zaliczamy ja do klasy mglawic
planetarnych. Niestety, wiekszosc mglawic planetarnych to obiekty bardzo slabe, obserwatorom
polecamy wiec zaledwie trzy z nich. Zdjecie pieknej mglawicy planetarnej .zwanej Dumbbell
(M27) zamiescilismy na okladce Delty 11/1983 r.

W katalogu Messiera znalazly sie tez grupy gwiazd, dzis znane pod nazwami gromady kuliste
i gromady otwarte. Gromady kuliste to skupiska 104_106 gwiazd zwiazanych silami przyciagania
grawitacyjnego, o ksztalcie sferycznym lub eliptycznym. Pierwsza z nich zostala odkryta
w gwiazdozbiorze Strzelca, w katalogu Messiera otrzymala symbol M22. Jest ona dostrzegalna
golym okiem jako mglista plamka, podobnie jak kilka innych obiektów tego typu.
Gromady otwarte nie maja tak symetrycznych ksztaltów jak kuliste, sa mniej zwarte i mniej
trwale. Ich charakterystyczna cecha jest równoleglosc torów, po których poruszaja sie gwiazdy
danej gromady w przestrzeni, co pozwala wyznaczac tzw. paralaksy grupowe - a wiec ich
odleglosci.

Prócz wymienionych wyzej obiektów, których wspólna cecha jest przynaleznosc do naszej
Galaktyki, w katalogu Messiera znalazly sie tez i inne galaktyki - olbrzymie skupiska gwiazd,
mglawic, gromad gwiazdowych. W czasach powstawania katalogu (koniec XVIII wieku) nie
zdawano sobie sprawy z wielkosci i róznorodnosci budowy Wszechswiata, w zwiazku z czym
obiekty pozagalaktyczne równiez traktowane byly jako normalne mglawice. Inne galaktyki
obserwujemy glównie poza pasem Drogi Mlecznej, w którym duza gestosc chmur
gazowo-pylowych absorbuje swiatlo pochodzace spoza Galaktyki. Nasza Galaktyka wraz
z okolo dwudziestoma towarzyszkami nalezy do tzw. Ukladu Lokalnego, tj. zgrupowania,
w którym wzajemne odleglosci pomiedzy galaktykami sa znacznie mniejsze niz odleglosci od
innych (spoza Ukladu Lokalnego). W katalogu Messicra symbolem M31 oznaczono tzw. Wielka
Mglawice w Andromedzie, najwieksza galaktyke Ukladu Lokalnego. Jest to jedyny na
pólnocnym niebie obiekt spoza naszej Galaktyki dostrzegalny golym okiem. Najwieksze
zageszczenia galaktyk obserwujemy na tle gwiazdozbiorów Panny i Warkocza Bereniki, gdzie
znajduja sie ich skupiska podobne do Ukladu Lokalnego.

mgr Joanna UDALSKA
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Kacik olimpijski

Oznaczmy przez rp(n) liczbe liczb naturalnych nie
przekraczajacych n i wzglednie pierwszych z n.

W szczególnosci zachodzi

Twierdzenie Eulera. Jesli a i n sa wzglednie pierwsze, to
Q'I'(nJ_l dzieli sie przez n.

Male Twierdzenie Fermata. Jesli P jest liczba pierwsza i a nie
dzieli sie przez P, to

aP-' - l dzieli sie przez p.
Dowód. Rozpatrzmy reszty ri z dzielenia liczb mi . a przez n,

gdzie mI> mz, ... , ma>(n) sa naturalne, wzglednie pierwsze z n

i mniejsze od n.
Mamy wiec m,a = p,' n +r,

l.;;; ri < n.

mq,(n)a = Pa>(n) . n+ ra>(n),

Gdyby ri mialo wspólny czynnik z n, to mi lub a mialoby
wspólny czynnik z n, a to jest niemozliwe. Dalej r, = r) dla
i ~jdaje:

(m,-m)' a = (Pi-P)' n.

Poniewaz a jest wzglednie pierwsze z n, mi - m) dzieliloby sie

przez n, co jest niemozliwe dla l .;;; Imi - m)1 < n. Wobec tego
rl sa rózne, wzglednie pierwsze z n i l .;;;ri < n dla
i= 1,2, ... , rp(n), czyli zbiory {r" ... , ra>(n)} i {m" ... , ma>(n)}

sa równe.

Zadania

1. Udowodnic, ze dla kazdej liczby nieparzystej n > l istnieje
taka liczba naturalna d < n, ze liczba 2d -l jest podzielna
przez n.

(zadanie 9 z zawodów I stopnia XXIOlimpiady)
2. Udowodnic, ze nie istnieje taka liczba naturalna n > l, ze
liczba 2"-1 dzieli sie przez n.

(3-I1-XXI)
3. Dowiesc, ze w ciagu {2"-3}, gdzie n = 2,3,4, ... , istnieje

nieskonczenie yviele liczb, z których kazde dwie sa wzglednie
pierwsze.

(zadanie 3 z XIII Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej)
4. Niech P bedzie ustalona liczba pierwsza. Udowodnic, ze
liczba

Mnozac wszystkie równosci stronami otrzymujemy

m, •...• ma>(n)' aa>(n) = (p,n+r,)' .... (Pq>(n)n+ra>(n» =
= pn+r,' ...• ra>(n). Ponadto r,' •.•• ra>(n) = m,' ..•• ma>(n).

Zatem m, ma>(n)' (a'I'(n)-l) dzieli sie przez n.

Poniewaz m, ma>(n) i n sa wzglednie pierwsze, ostatecznie
a'P(n)-1 dzieli sie przez n, c.n.d.

11...1 22...2--.-. --.-.
p cyfr p cyfr

dzieli sie przez p.

99 ... 9-123456789-
p cyfr

(2-I-XXXIII)

dr Rafal SZTENCEL

(mterpretacja graficzna - rys. 2).
Dla badanego elementu obowiazuje równosc

,
TS = k'

[przypadek a)]

Dla polaczenia szeregowego n ogniw
odpowiednie wielkosci sa równe

eB = n8,

Prad zwarcia
baterii

(lub równoczesnie) parametry zródla
zasilania 8 i , uzyskuje sie kolejne punkty
charakterystyki badanego elementu.
Laczac równolellle k ogniw mamy

SEM baterii eB = e = const,
Opór wewnetrzny

baterii

izB = nlz.

Na rys. 3a, 3b, ~c pokazane sa dostepne

o pomiarom punkty 1,2,3, ... charakterystyki
elementu liniowego. W praktyce dostosowuje
sie typ zródla (np. uklad potencjometryczny,
zmienny opornik polaczony szeregowo ze
zródlem stalego napiecia itp.) <lo cech
indywidualnych badanego elementu tak, by
uzyskac mozliwie najwiecej punktów
pomiarowych w interesujacym zakresie.
Wlasciwy dobór jest szczególnie istotny
w przypadku elementów o charakterystyce
nieliniowej.

TS = r,

_~u

- .:::-u
4(2t 3e

's = nr,

lzB = .!... = lz = const.,
[przypadek b)]

Zestawiajac natomiast n równoleglych serii po
n zródel polaczonych w szereg uzyskuje sie

8B = nef,

Rys. 3a

Rys. 3c

Rys. I

+ l·,=e,-
Uw

napiecie na

oporze we
wnetrznym

zródla

l
1= 7i.U,

1= !...-_.:...U., ,

l' R
U

napiecie na
zaciskach
zródla

lub inaczej

(2)

(1)

Ta funkcja 1= f(U) jest tzw. charakterystyka
zródla i odcina na osiach wspólrzednych
punkty

l = lz = .!... (prad zwarcia zródla)r

Punkt wspólny zalemosci (1) i (2) wyznacza
punkt pracy obwodu. Zmieniajac kolejno

Rozwiazanie zadania F 190. Badanie
charakterystyk sprowadza sie do ze wiema
ukladu (rys. 1); wskazania mierników
(idealnych) wyznaczaja pare wielkosci
(Up, lpl stanowiaca tzw. punkt pracy obwodu
i jednoczesnie jeden z punktów charakterystyki
pr(dowo·napieciowej badanego elementu.
Dla zródla liniowego (SEM - e i opór
wewnetrzny r nie sa wzajemnie zaletne),

np. dla naszego pojedynczego ogniwa mamy
<1

1=' R';:,; R - opór statyczny elementu.

Przeksztalcajac
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EkO ~ Be.

Rys. 1. Schemat ukladu eksperymentalnego do produkcji i identyfikacji
najciezszych pierwiastków.

W naszym przypadku bariera kulombowska ma wartosc
220 MeV. Eksperyment przeprowadzono dla 3 energii pocisków.
Po przeliczeniu do ukladu srodka masy wynosily one 224, 229,
234 MeV. Poniewaz jadro zlozone w tym przypadku jest bardzo
slabo zwiazane, pierwsza czesc wzoru (*) jest ujemna
i kompensuje stosunkowo duza energie kinetyczna konieczna
do jego utworzenia. Dla najwiekszej energii pocisków energie
wzbudzenia jadra zlozonego oceniono na okolo 20 MeV.

Schemat ukladu eksperymentalnego pokazany jest na rysunku l.
Aby poznac funkcje kazdego z elementów, przesledzmy droge,
jaka przebywaja czastki od akceleratora do ukladu detekcyjnego.
Wiazka jonów 58Fe przyspieszonych w akceleratorze do
odpowiedniej energii pada na tarcze, która sklada sie z kilku
kawalków cienkiej folii bizmutu umieszczonych na obwodzie
obracajacego sie kola. Co jakis czas kolejny sektor wstawiany
jest w wiazke, co umozliwia ochlodzenie kawalka poprzednio
naswietlonego i zapobiega przepaleniu sie tarczy. W tym miejscu
zachodzi reakcja miedzy jadrami 58Fe i z09Bi. Produkty tej
reakcji (w tym interesujace nas jadra zlozone) zostaja wybite
z tarczy i leca w kierunku detektorów. Niestety, od fuzji duzo
bardziej prawdopodobne sa procesy konkurencyjne, w wyniku
których w stanie koncowym pojawiaja sie dwie (lub wiecej)

detektor

filtr predkosci . koncowy
pomKlrczasu

j j przelotu--ll[~1I---~----;J \"
etos czas energia

pozycja
czas

tarcze

akcelerator F

Energie spoczynkowa jadra, mozna przedstawic nastepujaco:

Mlcz = Alucz-Dh

Mzcz = AzucZ.i.Dz,

Mzcz = (Al +Az)uc2-D ••

gdzie A oznacza liczbe nukleonów, a D tzw. defekt masy'
odpowiedniego jadra, u jest jednostka masy atomowej.
Kor;z:ystajac z tych zaleznosci mamy:

(*) E* = (Dz-DI-Dz)+EkO'

Aby zminimalizowac E*, musimy zderzac jadra o jak najwiekszych
defektach masy, czyli jadra silnie zwiazane i o jak najmniejszej
energii kinetycznej.Z pierwszego z tych warunków wynika
wlasnie wybór, pocisku i tarczy uzytych w eksperymencie.

Przyjrzyjmy sie teraz dokladniej drugiemu warunkowi. Czy
poczatkowa energia kinetyczna moze byc dowolnie mala? Sily
jadrowe sa silami krótkozasiegowymi i wlacza sie do dzialania,
sprzyjajac utworzeniu jadra zlozonego, dopiero wtedy, gdy
zderzajace sie skladniki zetkna sie ze soba. Aby doszlo do
zetkniecia, czastki musza pokonac odpychajace sily
elektrostatyczne miedzy nimi. Minimalna wartosc poczatkowa
energii kinetycznej obliczymy zadajac, by w zderzeniu centralnym
w momencie zetkniecia energia kinetyczna byla równa zeru
(uklad srodka masy). Energia potencjalna ukladu pochodzi
tylko od sil elektrostatycznych i wynosi wtedy

ZIZZez
Ep= ------

4nso(RI + Rz)

Z i R oznaczaja liczbe atomowa (ladunek) i promien skladników,
e - ladunek elementarny, So - stala dielektryczna prózni.
W chwili poczatkowej jadra sa tak daleko od siebie, ze energia
potencjalna równa jest zeru i skladniki maja energie kinetyczna
EkO' Znowu zasada zachowania energii daje .

ZIZZcz ozn
EkO = Ep = . = Be.

4nso(RI +Rz)

Wartosc te nazywamy bariera kulombowska. Do fuzji moze
zatem dojsc wtedy, gdy poczatkowa energia kinetyczna
w ukladzie srodka masy spelnia warunek

Jak wyprodukowac
najciezsze pierwiastki?

Jednym z najwiekszych problemów utrudniajacych synteze
najciezszych jader jest fakt, ze gdy w wyniku zderzenia dwóch
jader doprowadzimy do ich fuzji, to powstajace jadro zlozone
znajduje sie w stanie silnie wzbudzonym. Oznacza to, ze nukleony
(protony i neutrony tworzace to jadro) znajduja sie w szybkim
ruchu wzglednym - mozna powiedziec, ze jadro ma wysoka
temperature. Zmniejszenie energii wzbudzenia (ochlodzenie)
nastepuje przez wyparowanie kilku czastek, co, niestety, troche
zmniejsza mase utworzonego jadra lub przez rozszczepienie,
którego prawdopodobienstwo silnie wzrasta ze wzrostem energii
wzbudzenia. Procesy te nastepuja prawie natychmiast (w czasie
rzedu lO-zz s) i zwlaszcza ten drugi jest grozny, bo niszczy
oczekiwany przez nas produkt reakcji, zanim zdazymy wydzielic
go i zarejestrowac. W tej sytuacji musimy tak dobrac warunki
eksperymentu, aby powstajace jadro zlozone mialo jak najmniejsza
energie wzbudzenia. Od czego ona zalezy?

Rozwazmy proces zderzenia w ukladzie srodka masy. Calkowita
energia poczatkowa sklada sie z enetgii spoczynkowej
skladników i ich energii kinetycznej

Epocz = MICz+Mzcz+EkO'

a energia koncowa (jadro zlozone)

Ekonc = Mzcz+E*,

gdzie MI, Mz, Mz oznaczaja masy pierwszego i drugiego
skladnika oraz jadra zlozonego, cjest predkoscia swiatla, EkO

oznacza poczatkowa energie kinetyczna skladników, a E* jest
energia wzbudzenia jadra zlozonego.
Z zasady zachowania energii mamy:

E* = (MI +Mz-Mz)cz+EkO'

Eksperyment majacy na celu wytworzenie pierwiastka o Z = 109
zostal wykonany w Laboratorium Ciezkich Jonów w Darmstadt
w RFN w 1983 roku. Idea metody produkcji jest prosta: nalezy
zderzyc ze soba dwa jadra, których polaczenie (fuzja) prowadzi
do powstania pozadanego obiektu koncowego. W opisywanym
przedsiewzieciu uzyto wiazki jader zelaza 58Fe, którymi .
bombardowano tarcze bizmutu z09Bi. Wybór takich wlasnie
skladników nie byl przypad~owy.

Najciezszym pierwiastkiem, który mozna spotkac rta Ziemi, jest
uran. Jego liczba atomowa (czyli liczba protonów w jadrze
atomu tego pierwiastka, oznaczana przez Z) wynosi 92.
Bombardujac najciezsze naturalne pierwiastki pociskami takimi
jak neutrony, deuterony czy-ciezsze jadra dokonano syntezy
pierwiastków tzw. transuranowych o liczbach atomowych
wiekszych niz 92. Okazalo sie, ze sa to pierwiastki nietrwale
o czasach zycia duzo mniejszych niz wiek Zierrii, co tlumaczy
ich nieobecnosc w naturze. Do jak ciezkich pierwiastków mozna
dojsc metodami sztucznej syntezy? Jesli zajrzymy do podrecznika
chemii, to w zamieszczonej tam tablicy Mendelejewa znajdziemy
103 pozycje. Granica ta jest juz dawno nieaktualna. W artykule
tym opisze, jak doszlo do wyprodukowania najciezszego znanego
pierwiastka o liczbie Z = 109.

Wyobrazmy sobie atom pierwiastka: w jego centralnej czesci
znajduje sie jadro zlozone z Z protonów i N neutronów,
otoczone chmura elektronów. O jego wlasnosciach chemicznych
decyduje liczba i konfiguracja elektronów, których w obojetnym
elektrycznie atomie jest' Z. Natomiast za nietrwalosc atomu
odpowiedzialne jest jadro. Czas polowicznego rozpadu jadra
pierwiastka o liczbie Z = 104 wynosi okolo 1 minuty, a dla
jader ciezszych jest duzo krótszy. Jest to czas zbyt krótki, aby
istnienie takiego pierwiastka mialo praktyczne znaczenie dla
chemii. Synteza i identyfikacja najciezszych pierwiastków nie
nalezy juz wiec do chemii, ale jest zagadnieniem fizyki jadrowej,
a ty.tulowe pytanie bedziemy rozumiec nastepujaco: jak
wyprodukowac jadro o-najwiekszej liczbie protonów?

Mgr Marek PFUTZNER
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czastki. Musimy wiec jakos oddzielic jadra zlozone od
ogromnego tla tworzonego przez te czastki i przez wiazke
pierwotna, której duza czesc przechodzi przez tarcze. Sposród
wszystkich czastek w wiazce za tarcza produkty reakcji fuzji
maja najmniejsza predkosc. Wynika to z zasady zachowania
pedu i z tego, ze sa to najciezsze obiekty, jakle moga powstac
w reakcji. Pamietajmy, ze jadro zlozone znajduje sie poczatkowo
w stanie wzbudzonym. W wyniku natychmiastowej deekscytacji,
np. przez emisje kilku neutronów, doznaje odrzutu, co jednak
tylko nieznacznie zmienia jego predkosc. Odrzucenie
niepotrzebnych czastek stanowiacych tlo odbywa sie w filtrze
predkosci. Jego zasada dzialania jest nastepujaca. Czastki
wpadaja do obszaru, w którym istnieje pole elektryczne E i pole
magnetyczne B prostopadle nawzajem do siebie i do kierunku
predkosci czastek (rys. 2). Na czastke o,ladunku q

2) 5 ms pózniej z tego samego miejsca zostala wyslana ctastka
alfa o energii (11,10 ± 0,04) MeV.
3) Nasteprue po czasie 22,3 ms to samo miejsce opuscila druga
czastka alfa o energii (1,11 ± 0,02) MeV.
4) Na koniec 12,9 s pózniej wydzielila sie energia (232± lO) MeV
wskazujac na rozszczepienie zagadkowego jadra.
Po bardzo szczególowej analizie biorac pod uwage wszystkie
mozliwosci autorzy eksperymentu podali taka oto interpretacje
tego zdarzenia (rys. 3). W wyniku fuzji utworzylo SI'" wzbudzone
jadro z67109. Po wyparowaniu jednego neutronu powstalo jadro
266109, które zo~talo zarejestrowane przez detektory (pkt l).

Rys. 3. Zaobserwowana sekwencja rozpadów (a) i jej interpretacja (b).

-> 266109 +1n

bl

1,14 MeV (ucieczka) .
22.3 ms

wychwyt elektronu
12.9 s

al

W wyniku rozpadu alfa przeszlo ono w 262107 (pkt 2), które
równiez przez emisje czastki alfa (pkt 3) zamienilo sie w jadro
258105, przy czym czastka alfa uciekla z detektora zostawiajac
tylko czesc swojej energii kinetycznej (równej okolo 10 MeY).
Jadro 258105 wychwycilo jeden z krazacych wokól niego
elektronów, co doprowadzilo do powstania jadra 258104, które
w czasie rzedu milisekund uleglo rozszczepieniu (pkt 4).
Wszystkie procesy, jakie nastapily od utworzenia 262107, byly
znane z poprzednich eksperymentów, co bardzo zwieksza
wiarygodnosc tej interpretacji. Moze wydac sie zaskakujace, ze
oglasza sie odkrycie nowego pierwiastka po obserwacji jednego
Jadra! ZwrÓCmy jednak uwage, 'ze na te obserwacje sklada sie
kilka skorelowanych w czasie i przestrzeni sygnalów. Analiza
statystyczna wykazala, ze prawdopodobienstwo tego, ze
zarejestrowane 3 rozpady. które nastapily po pierwszym sygnale
implantacji, nalozyly sie przypadkowo i pochodzily od 3 róznych
jader, jest mniejsze niz 2' lO-IS.

Calkowita pewnoSC, ze mozna wytworzyc atomy pierwiastka 109
i dokladniejsze dane na temat jego wlasnosci (czas zycia, kanaly
rozpadu itp.) bedziemy mieli dopiero po potwierdzeniu tego
odkrycia w innych eksperymentach i w innych laboratoriach.
Tymczasem fizycy z Darmstadt wykorzystali swoje urzadzenia
do nastepnego doswiadczenia i w roku 1984 doniesli o pierwszym
przypadku udanej syntezy pierwiastka 108. Bombardujac jadrami
58Fe tarcze 208Pb w identycznym ukladzie, jak opisany powyzej,
zaobserwowali rozpad trzech jader 265108. Obecnie (polowa
1985) trwa eksperyment majacy na celu produkcje pierwiastka 110.

11,10 MeV
5.0 ms

Rys. 2. Zasada dzialania filtru predkosci.

poruszajaca sie z predkoscia v dzialaja sily o wartosciach:
magnetyczna - Fm = qvB, elektryczna - F. = qE,
skierowane przeciwnie. Pola E i B dobiera sie tak, aby dla
zadanej predkosci sily te równowazyly sie. Czastki o tej
predkosci przejda przez szczeline wyjsciowa, natomiast .wszystkie
czastki o innej predkosci zostana odchylone i w ten sposób
odfiltrowane. W rzeczywistosci urzadzenie to jest bardziej
skomplikowane i jest (chociaz bardzo malo) prawdopodobne,
ze niepozadana czastka przejdzie przez filtr predkosci
np. w wyniku rozproszenia na jakims elemencie mechanicznym.
O jakosci oczyszczania wiazki swiadczy fakt, ze w ciagu calego
eksperymentu na tarcze padlo 7 x lOt7 pocisków (liczba czastek
za tarcza byla duzo wieksza) i tylko 187000 czastek przeszlo
przez filtr prC(dkosci. Odfiltrowana wiazka produktów reakcji
wchodzi nastepnie do ukladu detekcyjnego. Pierwsza jego czesc
stanowia dwie cienkie folie umieszczone na drodze wiazki
w odleglosci okolo 50 cm od siebie. Przelatujaca czastka wywoluje
impuls najpierw w pierwszej, a potem w drugiej folii i czas
miedzy tymi sygnalami pozwala obliczyc predkosc czastki.
Ostatnim urzadzeniem jest koncowy detektor, który zatrzymuje
padajace nan czastki. Za jego pomoca mierzy sie czas
implantacji (wbicia sie czastki do detektora), przyblizone
miejsce tego zdarzenia oraz energie kinetyczna padajacego
pocisku. Znajac predkosc i energie kinetyczna mozemy obliczyc
mase implantowanego obiektu. Jesli jest nim jadro ciezkiego
pierwiastka, to spodziewamy sie, ze chwile pózniej rozpadnie sie
przez rozszczepienie lub emisje czastki alfa. Energia kinetyczna
powstajacych w rozpadzie czastek oraz czas i miejsce rozpadu
równiez zostana zarejestrowane. Glebokosc implantacji ciezkiego
jadra jest duzo mniejsza niz zasieg cL1stek alfa w materiale
detektora i musimy sie liczyc z tym, ze jesli czastka alfa zostanie
wyslana do tylu, to zarejestrujemy tylko czesc jej energii
kinetycznej.

Eksperyment trwal 250 godzin. Wszystkie sygnaly z detektorów
byly zapisywane na biezaco na tasmach magnetycznych
i analizowane na komputerze po zakonczeniu doswiadczenia.
W czasie analizy natknieto sie na zapis wydarzenia, którego
zrekonstruowany przebieg w czasie byl nastepujacy:
1) Detektory zanotowaly obiekt, którego liczba masowa
oszacowana z predkosci i energii wydzielonej podczas
implantacji wynosi 264± 13.

ROlwiauoie ladaoia M 426. Zastosujemy
indukcje wzgledem n. Przypadek n = I jest
oczywisty; przypuscmy wiec, ze twierdzenie
zachodzi dla pewnego n. Rozpatrzmy
zbiór (n + l)-elementowy S i k-elementowa
rodzine .<'1 jego podzbiorów, gdzie

m-I

k> 2: (n:I).;=0 l

Wybieramy So e S i tworzymy rodziny
.!IV, = (A ,,-(sol: A edl
i.!IV, = {Bed,: Bed. Bv{soledl.
.<'1, ma k, elementów. d, ma k. elementów .

Zauwazmy. ze k, +k. = k. Istotnie, k.
jest liczba par zbiorów z d rózniacych sie
tylko o So i daiacych ten sam zbiór z d,.
Moga zajsc dwa przypadki.

m-I
l. k, > .L (;). Wtedy rodzina d,.=0
podzbIOrów S"- {So l spelnia zalozenie
indukcyjne (dla m). Istnieje wtedy taki
m-elementowy zbiór Z c S"- {So l. ze
{ZnB: Bed,} = 2Z• Zatem
{ZnA:Aedl=2'.

m-l

2. k, '" .L (;). Wtedy k. = k-k. >•=0

m-I m-I m-2

> l: r;} .L (;) = l: (;).jako•=0 .=0 .=0

ze (;)+(/:1) = (;:n·
Zatem rodzina a2 spelnia zalozenie

indukcyjne (dla m-I), wobec tego istnieje
taki (m -I)-elementowy zbiór Z, c S"- {so l,
ze (Z, n B: B e d.l = 2' •. Niech
Z=Z,v{so}. Wtedy {ZnA: Aed}=
= 2'. Istotnie. biorac zbiory Z n A dla
A e d. otrzymujemy wszystkie podzbiory Z
nie zawierajace so, natomiast zbiory
Z n (A v (so}) dla A e d. daja wszystkie
podzbiory Z zawierajace So.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzia,u Fizyki -Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44Wl

po uwzgl~dnieniu ocen r~zwiazan

zadan 113 /WT=2,Ol/ i 114 /W'I=2,,18/
z numeru 8/1985

Andrzej Pawlowski - Zabrze 43,64pkt
Marian Roman - Elk 43,09pkt
Jacek Mandziuk - Lublin 42,93pkt

Andrzej Sudol - N'l..WY Sac.z 41,68pkt
Gr"egorz Kus - Kraków 39,93pkt
Jerzy Janowicz - Bolealawiec39,22pkt

Wojciech Boratynski- Warszawa 36,02pkt

Kazdy mo"zenadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde
na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do O,l. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci
danego zadania: WT = 4-3S{N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, a"N-liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo _ to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1{1986.

. Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1986

Zadania z matematyki nr 125, 126

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

125. Dla danych liczb naturalnych m; n niech Z::, bedzie zbiorem
wszystkich n-wyrazowych ciagów o wyrazach ze zbioru
{l, ... , m}. Dwa ciagi (Xt, , x.) i (y t, ... ,Y.) nazwiemy
bliskimi, jesli istnieje j E {l, , n} takie, ze XI = Yl dla i =F j
oraz IXj- Yj! = 1. Dla jakich par (m, n) istnieje uporzadkowanie
zbioru Z:;" przy którym kazde dwa sasiednie ciagi, a takze
ostatni z pierwszym, sa bliskie?
126. Skonstruowac trójkat (konstrukcja platonska - cyrkiel
i linial), majac dane: promien okregu opisanego, dlugosc jednego
z boków i odleglosc ortocentrum (punktu przeciecia wysokosci)
od prostej zawierajacej ten bok.

Zadanie 126 przyslali panowie Krzysztof Abert i Tomasz
Kucharczuk z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 23, 24

Redaguje dr Andrzej N ADO LNY

23. Na poziomym podlozu spoczywa szpula o masie M
z nawinieta nicia, której wolny koniec jest przerzucony przez
obracajacy sie bez tarcia bloczek i obciazony ciezarkiem o masie
m. Duzy promien szpuli (patrz rysunek) wynosi R, promien jej
rdzenia - r. Zaznaczony na rysunku kat O(ma taka wartosc, ze
sinO( = r/R. Wspólczynnik tarcia statycznego szpuli o podloze
wynosi/, wspólczynnik tarcia kinetycznego - !k. Jakie warunki
musza byc spelnione, aby uklad znajdowal sie w równowadze?

Czy mozliwe jest opadanie ciezarka ze stala predkoscia bez
zmiany punktów styku szpuli z podlozem? Jezeli tak, to jakie
warunki musza byc spelnione w tym przypadku?
24. Na podstawie przytoczonych nizej danych obliczyc
przyblizona temperature, jaka panowalaby na powierzchni Ziemi,
gdyby w ogóle nie ogrzewalo jej Slonce. Dane: pionowy gradient
temperatury w skorupie ziemskiej - 2· lO-Z K/m, wspólczynnik
przewodnictwa cieplnego skorupy ziemskiej - 3 W IKm, stala
Stefana-Boltzmanna-6' 10-8 W/mZK". Uwaga: podane
parametry geofizyczne maja charakter orientacyjny wobec duzego
zróznicowania w zaleznosci od miejsca na kuli ziemskiej.

t&

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1985

Przypominamy tresc zadan:
117. W klasie czworoscianów ABCD opisanych na kuli o srodku O
i promieniu l. takich, ze OA ~ OB ~ OC ~ OD. znalezc kresy dolne mozliwych
wartosci odleglosci OA. OB, OC, OD.

118. Dane liczby rzeczywiste Xl> i = l, ... , n, oraz liczb.a naturalna

nieparzysta p. Dowiesc, ze ~x~+l~xf-l ~ n>n1•
117. Poszukiwane kresy wynosza, odpowiednio: 3, y5, }/2, 1.
Dowód:
a) Srodki ciezkosci scian czworoscianu ABCD sa wierzcholkami
czworoscianu podobnego do niego, w skali 1/3. Sfera przechodzaca
przez te srodki ma promien ;;, 1 (= promien sfery wpisanej
w ABCD), zatem sfera opisana na ABCD ma promien;;, 3.
Stad OA ~ 3. Równosc zachodzi dla czworoscianu foremnego.
b) Przetnijmy czworoscian ABCD plaszczyzna przechodzaca
przez O i-równolegla do sciany BCD. Otrzymamy w przekroju
trójkat podobny do BCD, w skali < l, i zawierajacy kolo
o promieniu l. Zatem kolo wpisane w trójkat BCD ma promien
> 1, a co za tym idzie, kolo opisane na trójkacie BCD ma
promien > 2. Niech O' bedzie rzutem punktu O na 'plaszczyzne
BCD. Wówczas O'B;;' O'C;;' O'D, wiec O'B > 2, a poniewaz
00' = 1, wiec OB> Y2z+P = Y5. Przy tym OB moze byc
dowolnie bliskie y5; wystarczy, zeby sciana BCD byla trójkatem
równobocznym opisanym na kole o promieniu nieznacznie
wiekszym od 1, stycznym w swoim srodku do kuli wpisanej
w czworoscian.
c) Kazda krawedz czworoscianu ABCD ma dlugosc> 2;
w szczególnosci CD > 2. Niech O" bedzie rzutem punktu O
na prosta CD. Wówczas O"C;;' O"D, wiec O"C > l, a poniewaz
takze 00" > 1, wiec OC > Y p+P = Y2. Przy tym OC moze
byc dowolnie bliskie y2; wystarczy, zeby krawedz CD byla
nieco dluzsza od 2 i zeby jej srodek lezal blisko powierzchni
kuli wpisanej w czworoscian.
d) Odleglosc OD jest> 1, ale moze byc dowolnie bliska 1 - to
oczywiste.
118. Oznaczmy przez L i P odpowiednio lewa i prawa strone
danej w zadaniu nierównosci. Przeksztalcamy:

L = Lxf+lxJ-t = L x;P+ L xf+_'XJ-t+ L Xf+lXJ-l
i,i ; i<j i>j

= L xfP+ L (Xf+'Xf-'+xf-1.x;+'},
j i<j

p = LxfP+2L xfxf·
i i<j

Stad

L-P = L (Xf+lXJ-'+xf-'X.r+'_2xfx~) =
;<j

=2:: (XIXJ)P-l(X,-Xj)Z ;;, O.
i<j



Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44FII

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 11 /W~2.63/ i 12 /W~2.90/
z numeru 8/1985

,, , ,- -, , Piotr Bala - Torun

Dzierzyslaw Lipniacki-Lublin
Tomasz Rawlik - Gliwice

27.33pkt
18.82pkt
16,53pkt

b.o.

W przypadku przewodu wygietego jak na rysunku l b
(obwód - rys. Zb) mamy równania

tS'1+tS'Z1=--
RI+Rz'

których rozwiazaniem jest

W b .•. E E . Mpo ec rownOSCl up = $Z otrzymujemy 
, Rp

M R3
Poniewaz --p = ---T, wiec ostatecznie Rp = Y hR •.M. R.
Przyjmujac h = 0,5 m, obliczamy Rp = 1,8 km.
Maksymalna srednica planetoidy, z której daloby sie odskoczyc,
jest wiec okolo 4 km.

Mpm
Eup = G---,

Rp

gdzie G - stala grawitacji, Rp- promien planetoidy,
Mp - masa planetoidy, m - masa ciala. Podczas skoku na
Ziemi srodek ciezkosci ciala (po oderwaniu stóp od podloza)
wznosi sie na wysokosc h, odpowiada temu energia

M.mh
E$Z = G--z

R.

Wniosek: izolacja przewodu nie ulegnie przebiCiu.
16. Do ucieczki z planetoidy potrzebna jest energia równa
wartosci bezwzglednej energii grawitacji na jej powierzchni
(wzgledem nieskonczonosci)

Rys. 2

6.B
z _

tS'z = nrz 6.t
oraz

6.B
z __

~I = nrl 6.t

o.Rys. l

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1985

(rl = l cm, rz = Z cm, 6.B = .1 T, 6.t = l ms).
Rozpatrzmy przypadek krzyzujacych sie petli (rys. la).
W obwodzie (rys. Za) plynie prad

tS'z -tS'11=---,
Rl +Rz

gdzie RI i Rz oznaczaja opory odpowiednich petli: Rl = krl'
Rz = krz (k - staly wspólczynnik). Napiecie miedzy punktami
S i P (skrzyzowanie przewodu) wynosi UsP = tS' 1+ RI l.
Rozwiazujac uklad wszystkich równan otrzymujemy

Przypominamy tresc zadan:
15. Z izolowanego przewodu wykonano zamknieta petle w ksztalcie ósemki,
zlozonej z okregów o srednicy l cm i 2 cm (przewody w miejscu
skrzyzowania stykaja sie ze soba). Petle umieszczono w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji l T, prostopadlym do plaszczyzny petli. Czy
izolacja przewodu, która wytrzymuje napiecie 10 V, ulegnie przebiciu, gdy pole
maanetyczne zostanie wylaczone, zanikajac liniowo do zera w czasie 1 ms?

16. Oszacowac rozmiary planetoidy, od której czlowiek móglby sie oderwac
wykonujac skok. Zakladamy gestosc planetoidy równa gestosci Ziemi.

15, Podczas zaniku pola magnetycznego w petlach I i n indukuje
sie sila elektromotoryczna odpowiednio

Rozwiazanie zadania F 191. W poprzednim
zadaniu milczaco przyjmowalismy, iz punkt
pracy (u" 1,) okreslony przez warunek
konieczny mówiacy J ze napiecie na elemencie
U. = l' R równa sie napieciu
"wypracowywanemu" przez zródlo na
swoich zaciskach U.= 8-lr, odpowiada
stabilnej pracy obwodu. Dla charakterystyki
Jak na rysunku l istotnie tak jest. Gdy
z jakichkolwiek przyczyn natezenie pradu
w obwodzie wzrosnie o tU, napiecie na
zaciskach zródla U; staje sie mniejsze niz
U; - napiecie niezbedne do utrzymania
w elemencie pradu (l, + tH). Analogicznie po
zmalemu natezenia do wartosci (I,-Al),
U;' > U;'. Tak wiec w obu przypadkach
dziala czynnik kierujacy wartosc natezenia
ku pierwotnej wartosci lp (rys. 1).
Przeprowadzajac podobne rozumowanie

Czytelnik samodzielnie wykaze, iz punkt pracy
dla charakterystyki pokazanej na rysunku 2
odpowiada stanowi niestabilnemu.

Rys. I
...'!.,

"

,

Rys. 2

-noroSItl •••~trÓIIIO

_./I'OIt •••• I'CI~OOtrÓllIQ

k f----------n-----;1-----mI,f------------- -----.~
le --------------- l I
lA -h--· t _
li, u '

Rys. 3 "~lh "'- Ck u

Warunkiem stabilnosci jest wiec

(tg{J)l_lp> (tga.)l=lp' gdzie:
dU ozn .

tg{J - dl = Rd - tzw. opór dynamICzny
elementu,

tga. = - r; r;- staly opór wewnetrzny zródla.
Zatem: Rd+ r > O.

Oznacza to, ze obwód pracuje stabilnie, gdy
calkowity opór obwodu jest dodatni,
niestabilnie - gdy ujemny, równosc zeru
odpowiada nieokreslonosci punktu pracy.
W warunkach zadania odcinek

charakterystyki AB odpowiada niestabilnosci
i wykres 1 = I(U) przedstawia rysunek 3.
Warto na koniec nadmienic, ze nasza
wyidealizowana charakterystyka z grubsza
przybliza charakterystyke luku elektrycznego
badz neonówki.
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