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Husa okladka:

trysstal: kwarcu oras jego "edjecis" w.'promieniaoh X.
Wi,ska promieniowania X po preejeciu p~es otw6r w

kliny padla na krysztal: wzdlut jednej z osi symetri
i roeproszyla sie do tylu w ki~runkach okreeloDich
preez strukture krys.tal:u. Symetria ukladu .plamek na
kliny jut taka sama jak symetria kryntalu wzglede
wybrane jod.

Zdjecie w promieniaCh X wykonU speojalnie dla Delty
mgr J. MakoVllki s Inetytutu Fizyki PAH.

Ha kopercie listu Joanny Istudiujacej w Berkeleyl do Pawla Ibedacego na
stypendiUlll w osacel napisane bylo zdanie: "Hipoteza POincar€go zostala

rozwiazana". T, droga, preez UlA i Japonie, dowiedzialem Sie, ze w styczn1utego roku rozwiazana zostala przez angielSkiego matematyka Colina Rourke'a
i jego studenta·z Portugalii Eduardo R~go jedna z najslynniejszych hipotez
w matematyce, postawiona w 1904r. pr.zez Henri POincar&go.
Hipoteza POincar6go m6wi, ts kazda jednosp6jna, zamknieta rozmaitosc

3-wymiarowa jsst homeomorticzna zs stera 3-wymiarowa. Mniej dokladnie h1potezemozna przedstawic tak: katdy obiekt, który lokalnie wyglada tak jak 3-wym1sroWIL
przestrzen euklidesowa Iczyli przestrzen, w kt6rej tyjem&I, w kt6rym kazdy

ciag. ma podciag zbietny oraz kat da krzywa zamknieta da sie sciagnac do punktu,jest taki sam jak sfera 3-wymiarowa z dokladnoscia do zginania, sciskania
czy rozciagania lale bee rozOinania i klejenia/o

Om6wieniu hipotezy POincar&go, jej znaczenia i jej dowodu poswiecony bedzie
artykul w jednym z nUlllerów "Delty".

J6zet Przytycki
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Rys, I

O grupach krystalograficznych piszemy na

stronie czwartej.
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Rys, 2

Bryly platonskie sa to wielosciany zbudowane

z wielokatów foremnych, Z trójkatów

równobocznych mozna zbudowac trzy bryly 

czworoscian foremny (tetraedr), osmioscian

foremny (oktaedr) i dwudziestoscian
foremny (ikosaedr), Z kwadratów mozna

zbudowac szescian, a z pieciokatów foremnych
- dwunastoscian. Innych bryl regularnych

z jednakowych wielokatów foremnych

zb~dowac sie nie da.'

R ••.••i••••• i.zadania M 444. Poniewaz sin 2x =

l-cos2x= I-Sin'(X- ;).wie<:poIe

rIgUryograniczonej prostymi x = o. y = l

oraz wykresem funkcji sin2x jest równe polu

figury, o której mowa w zadaniu. Obie te

figury daj. w sumie prostokat o bokach
n n
2 i l. Pole kazdej z nich wynosi wie<: 4" .

Czy moz~a odkryc to, co nie moze istniec
-czyli o krysztalach z osia pieciokrotna

Dr Andrzej HENNEL

Przed kilku laty, dokladnie 8 kwietnia 1982 roku, dr Daniel Shechtman z Haify (Izrael)

przebywajacy na stazu w National Bureau of Standards (Maryland, USA) wszedl do pokoju
swojego starszego kolegi dr Johna Cahna i pokazal mu otrzymany obraz dyfrakcji elektronów
na krysztale AI6Mn. Zdumiony Cahn ujrzal to, co nasi Czytelnicy moga zobaczyc na fotografii
obok, a mianowicie uklad jasnych plam wyznaczajacych coraz to wieksze dziesieciokaty
foremne. "Przeciez to niemozliwe, takich krysztalów nie ma" - powiedzial do Shechtmana .
I taki byl poczatek wielkiej naukowej sensacji.

Periodycznosc i dozwolone osie symetrii w krysztalach

Aby zrozumiec reakcje Cahna, musimy przypomniec podstawowe prawa krystalografii. Dla
uproszczenia rozpatrzymy tylko przypadek dwuwymiarowy. Siec krystaliczna na plaszczyznie
budujemy za pomoca dwóch dowolnych wektorów a i b. Polozenia kolejnych atomów w naszej
sieci otrzymujemy przez dodawanie dowolnej liczby tych wektorów (rys. 1). Tak otrzymana siec
jest nieskonczona i periodyczna, tzn. przesuniecie jej o dowolny wektor, bedacy kombinacja

liniowa wektorów a i ~, nie zmienia zadnej wlasnosci sieci.

Periodycznosc sieci krystalicznych j~st cecha tak istotna, iz na ogól sluzy do zdefiniowania cial
stalych, w odróznieniu od takich substancji, jak np. szklo, które sa przechlodzonymi cieczami.

Nastepna istotna wlasnoscia sieci krystalicznych jest ich symetria obrotowa. Po obrocie wokól
osi symetrii o pewien kat kazdy atom sieci trafia w miejsce innego atomu (lub swoje wlasne).
Na przyklad siec kwadratowa moze byc obracana wokól dowolnego atomu o katy n/2, n, 3n/2
i 2n. Taka os nazywamy czterokrotna. Pod koniec XIX wieku wykazano, ze w krysztalach
mozliwe jest istnienie wylacznie osi symetrii dwukrotnych (obrót o n), trójkrotnych (2:rr:/3),

czterokrotnych (n/2) i szesciokrotnych (n/3).

Zakaz istnienia pieciokrotnych, siedmiokrotnych czy dziesieciokrotnych osi symetrii
w krysztalach nie jest oczywiscie obowiazujacy w' przypadku izolowanych czasteczek, które moga
miec absolutnie dowolna symetrie. I tak na przyklad istnieje szereg czasteczek z pieciokrotna
osia symetrii. Jedna z nich przedstawiona jest na rysunku 2; jest to czasteczka IF, o ksztalcie
podwójnej piramidy pieciokatnej. Gorzej jest z osiami siedmiokrotnymi - jedyna znana
czasteczka o symetrii siedmiokrotnej to jon C, Hi·
Od ponad stu lat za najwyzsze symetrie w krysztalach uwazano symetrie tetraedryczna
i oktaedryczna, scharakteryzowane przez tzw. bryly platonskie. Trzecia, najbogatsza z symetrii
bryl platonskich - symetria ikosaedru uznana zostala za nie istniejaca w cialach stalych, gdyz
ceglami w ksztalcie ikosaedrów nie mozna wypelnic przestrzeni. Ten kategoryczny zakaz zostal
nieco oslabiony w XX wieku, gdy stwierdzono, iz atomy niektórych pierwiastków, np. boru,
lacza sie w ten sposób, ze 12 atomów zajmuje wierzcholki ikosaedru. Natura musiala dokonac
jeszcze jednego kroku - zbudowac z ikosaedrów bryle, która dobrze wypelnia przestrzen. I tak
ikosaedry boru Bl2 mozna laczyc na kilka sposobów w gigantyczne (w atomowej skali) komórki
elementarne. Tzw. p-romboedryczny bor ma az 105 atomów w komórce elementarnej. Sklada
sie na nia siedem ikosaedrów i jeszcze 21 atomów wypelniajacycQ wolne miejsca miedzy
ikosaedrami. Z kolei p-tetraedryczny bor ma 190 atomów w komórce elementarnej. Znane sa
równiez przyklady wirusów, krystalizujacycWw formie ikosaedrów, które nastepnie lacza sie
w komórki szescienne. Oczywiscie tak powstale krysztaly nie maja symetrii ikosaedrów, tylko
symetrie odpowiednich komórek elementarnych. Dlatego tez do roku 1982 nie bylo znane
widmo dyfrakcji elektronów czy promieni X na krysztale, które by mialo symetrie inna niz
dwu-, trójo, cztero- lub szesciokrotna.

Odkrycie Shechtmana

Shechtman badal cienkie warstwy gwaltownie ochlodzonych stopów glinu z manganem,
chromem, zelazem, platyna, rutenem i molibdenem. I wlasnie widmo dyfrakcji elektronów na
stopie glinu z manganem ku jego zdziwieniu nie pasowalo do dotychcz~s obowiazujacach regul
i zostalo poczatkowo zakwestionowane przez Cahna. Shechtman okazal sie jednak badaczem
cierpliwym i upartym. Mimo nieufnosci swoich kolegów przekonal ich, ze jego rezultaty nie sa
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RozwilIzanie zadania F 202. Przy przejsciu
od stanu poczatkowego (objetosc V,
i temperatura T,) do koncowego (V., T.)
cisnienie zewnetrzne wykonuje nad gazem

prace W = p.(V, - V.), która jest równa
zmianie energii wewnetrznej gazu U2 - Ul =
= C.(T. - T,), gdzie C. jest cieplem
wlasciwym przy stalej objetosci. Korzystajac
z równania stanu gazu doskonalego i relacji
Cp-C. = R (Cp-cieplo wlasciwe przy
stalym cisnieniu) otrzymujemy

( y-l P.-P,)T. = 1+ -y-.- ---p;- Tl>

gdzie y = CpIC•.

W procesie odwracalnym z równania adiabaty

PVY = const. wynika

y-l

T~dwr = T,( ~:) y

Porównanie obu wzorów pokazuje, ze przy

gwaltownym adiabatycznym sciskaniu
temperatura gazu wzrasta mniej niz przy
sciskaniu odwracalnym.

/

Rys. 3

&:
Rozwiazanie zadania M 443. Przypuscmy, ze
funkcja sin x jest wielomianem stopnia n.

Wtedy cos x = sin (x + ;) jest tez
wielomianem stopnia n. Ale coS x = (sin xY,

wobec tego funkcja cosinus jest wielomianem
stopnia nizszego niz n - sprzecznosc.
Mozna i tak:
Jeslif(x) = sin x jest wielomianem, to

g(x) = f(X+ ;) = cosx tez jest wielomianem.
Poniewazf' + g' == l, zatem f i g sa
wielomianami stopnia zero, co jest niemozliwe.
Mozna to zadanie rozwiazac na jeszcze wiele
sposobów. Wystarczy np. zauwazyc, ze sinus
jest funkcja okresowa lub ze ma nieskonczenie
wiele pierwiastków, a takich wlasnosci nie ma
zaden wielomian niezerowego stopnia.

wynikiem tzw. zblizniaczen w krysztale czy tez bledów eksperymentalnych. Otrzymane widma
dla pewnych kierunków padania wiazki elektronów mialy symetrie dziesieciokrotna, a przy
obrotach krysztalu o 63°43' ponownie obserwowano ten sam obraz. Trzeba dodac, ze katy
miedzy osiami pieciokrotnymi w ikosaedrze sa równe wlasnie 63°43'. Nie wchodzac w szczególy
mozna stwierdzic, iz obracajac próbki w róznych kierunkach i pod róznymi katami Shechtman
zrekonstruowal symetrie ikosaedru (szesc osi pieciokrotnych, dziesiec trzykrotnych i pietnascie

dwukfQtnych). Badane ziarna krystaliczne byly bardzo male (2 pm), ale zawieraly dostatecznie
wiele atomów, by okreslic je jako krysztaly. Ostrosc otrzymanych widm równiez potwierdzala
wysoka jakosc uporzadkowania badanych struktur.

Shechtman stwierdzil, iz faza ikosaedryczna ma sklad 14% Mn i 86(,; Al i jest trwala
w temperaturze pokojowej. Po podgrzaniu do 40Q°C siec ta przechodzi w "zwykle" krysztaly
AI6Mn. Jest to wiec faza metastabilna, podobnie jak np. diament jest metastabilnym krysztalem

wegla, cq nie przeszkadza, by byl niezwykle twardy i trwaly w temperaturze pokojowej.

Pierwszy komunikat o istnieniu fazy ikosaedrycznej opublikowano ostatecznie (po dlugotrwalym
sprawdzaniu i weryfikowaniu wyników eksperymentalnych) w listopadzie 1984 roku i, jak sie
okazalo, byl to poczatek lawiny prac teoretycznych i eksperymentalnych poswieconych tej nowej
klasie cial stalych. Co ciekawe, okazalo sie, ze juz od 10 lat istnieje matematyczny model sieci

o symetrii pieciokrotnej- tzw. kafelki Penrose'a.

Kafelki Penrose'a

Roger Penrose jest profesorem fizyki teoretycznej w Oxfordzie, jednakze poza teoria
wzglednosci i mechanika kwantowa zajmuje sie on równiez nietypowymi problemami
matematyki. Jednym z takich problemów, który udalo mu sie rozwiazac w 1974 roku, bylo
zagadnienie pokrycia plaszczyzny w sJ;>osóbnieperiodyczny wielokatami mozliwie najmniejszej
liczby rodzajów. Znalezione przez niego dwa kafelki (latawiec i grot) i sposób ich ukladania
prowadza do pieknych wzorów geometrycznych i moga byc wykorzystane w róznego rodzaju

wzornictwie i produkcji ukladanek. Dlatego tez Penrose wystapil najpierw o patenty w r~znych
krajach, a dopiero po ich uzyskaniu pozwolil na udostepqienie swojego pomyslu opinii
publicznej na lamach czasopisma Scientific American.

Para kafelków - latawiec i grot nie jest bynajmniej jedyna mozliwa. Na przyklad dwa romby
2n n

o katach ostrych, wynosZacych - i -, równiez sa "dobrymi" kafelkami (rys. 3). PodobnychS S

par mozna znalezc wiele. Najwazniejsze cechy wzorów otrzymywanych z kafelków Penrose'a to
nieperiodycznosc i pojawienie sie bardzo czesto pieciokrotnej osi symetrii, co, jak latwo sie

2n
domyslic, wynika z wyboru wartosci kata -. Przyklady takich wzorów, jak tez sposób

S

projektowania róznych kafelków znajdzie Czytelnik w artykule "Mógl Penrose ... " w tym
numerze Delty.

Wlasnosci geometryczne ukladów kafelków Penrose'a sa bardzo ciekawe, natomiast z punktu
widzenia fizyka interesujaca jest mozliwosc istnienia sieci dwuwymiarowej o okreslonej symetrii,
ale nie periodycznej. Pojawia sie wiec potrzeba wprowadzenia nowego pojecia, tzw.
kwaziperiodycznosci, w celu opisania takiego nieperiodycznego porzadku. Narzuca sie tez
pytanie, czy mozna przeniesc te rozwazania na przypadek trójwymiarowy, czyli czy moga
istniec kwazikrysztaly. Okazuje sie, iz odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Para romboedrów,
których katy sa wielokrotnosciami kata n/S, umozliwia nieperiodyczne wypelnienie przestrzeni
i prowadzi do wystepowania symetrii ikosaedrycznej. Taki kwazikrysztal mimo braku
periodyczrmsci moze miec plaszczyzny krystaliczne i w konsekwencji moze dac ostry obraz
dyfrakcyjny przy naswietlaniu promieniami X czy elektronami. Wydaje sie wiec, iz odkryte
przez Shechtmana stopy sa kwazikrysztalami.

Zakonczenie

Jak nalezy sadzic, mamy do czynienia z poczatkiem badan nowej klasy struktur uporzadkowanych,
która znajdzie swoje miejsCe miedzy krysztalami a nieuporzadkowanymi cialami, jakimi sa szkla.
Wiele pytan wymaga jeszcze odpowiedzi - nie wiemy nawet, jak sa ulozone atomy w ikosaedrach
kwazikrysztalu. Wiele osób podchodzi do hipotezy kwazikrysztalu z ogromnym sceptycyzmem.
Miedzy innymi Linus Pauling, laureat nagrody Nobla, autorytet w dziedzinie krystalografii,
oswiadczyl ostatnio na jednej z konferencji naukowych, iz mo~el ten budzi jego bardzo powazne
watpliwosci. Wydaje sie jednak, iz kwazikrysztaly sa czyms realnym. Shechtman przez dwa lata
sprawdzal swoje eksperymenty, a teraz inni, zacheceni jego odwaga, zaczynaja publikowac
swoje "nieprawdopodobne i niemozliwe" wyniki. No cóz, nikt nie lubi, kiedy to, co uwazal za
pewnik, przestaje obowiazywac, ale ile to juz razy tak bylo w historii nauki ....
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Mógl Penrose, mozemy i my

Spróbujmy opisac blizej wspomniane w artykule Andrzeja Hennela kafelki Penrose'a, a przy

okazji pqesledzmy droge do takiego pomyslu. Pozwoli nam to budowac mozaiki o róznych,
"zabronionych" nawet, symetriach - rzecz jasna - nieregularne (nie krystalograficzne).

2:n:
Zbudujmy zwykla rombowa mozaike z rombów o kacie ostrym - = 72°, czyli o kacie bedacym

5
1

- kata pelnego. Wtedy mozna ja bedzie przelozyc tak, by miala symetrie pieciokrotna, grupujac
5

w jednym wyróznionym punkcie piec ostrych katów pieciu rombów. Zauwazmy przy tym, ze
2:n:

w analogiczny sposób mozna z rombów o kacie ostrym - otrzymac symetrie siedmiokatna itd.
7

Teraz podzielmy kazdy kafelek na dwa tak, zeby otrzymane nowe katy byly mozliwie podobne
3:n: 2:n:

do ostrych katów rombu. Rozwarte katy rombu sa równe - = 108°, wiec dzielimy je na -
5 ~ 5

:n:

i - = 36°. Otrzymalismy kafelki Penrose'a (latawiec i grot) opatentowane w 1974 roku.
5 '

Jak sie nimi bawic? Zabawa polega na ulozeniu kafelków Vi inny sposób, tak jednak, by

pokrywaly nadal cala plaszczyzne.

Najprosciej przekonamy sie, ze jest to wykonalne, jesli zwrócimy uwage na piec kafelków
:n:

w srodku mozaiki. Lacznie tworza one dziesieciokat foremny. Mozna go wiec obrócic o kat -
, 5

i z powrotem ulozyc na poprzednie miejsce. Otrzymana mozaika jest juz inna.

Mozna oczywiscie postawic sobie i ambitniejsze zadanie. Na przyklad ulozyc mozaike tak, by
mniejsze kafelki trafialy sie w niej czesciej niz wieksze. To tez mozna zrobic - przyklad obok.
Czy umialbys, Czytelniku, przedluzyc te mozaike? Zasada jest prosta - w kazdym wierzcholku

. :n: 2:n: 4:7l 6:7l
nalezy tylekroc wykorzystac kat -, - (tych jest najwiecej), - i -, by ich suma byla równa

, 5 5 5 5
2:n: •. Na naszych rysunkach wystepuja nastepujace ich wielokrotnosci (O, 0,1, 1), (O, 5, O, O)

i (2,4, O, O) na dwa sposoby, (2,2, 1, O), (0,2, O, 1), (2, O, 2, O) i innych nie ma. A czy moga
byc?

M.K.

Konkurs

Pracujacy obecnie w Massachusets lnstitute of Technology Andrzej Hennel postanowil ufundowac
nagrode (jaka - tajemnica) za najlepszy pomysl ulozenia mozaiki o symetrii róznej od dwu-,
trój-, czworo- i szesciokatnej. Oglaszamy wiec konkurs na taka mozaike. Rysunki z opisem
prosimy przysylac pod adresem redakcji do 1 grudnia 1986 roku. Czekamy!
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Zdarza sie, ze dla grupy G zlozonej z izometrii
przestrzeni S (np. jedno-, dwu- czy trójwymiarowej
przestrzeni euklidesowej) istnieje figura geometryczna F
o niepustym wnetrzu (zwana obszarem podstawowym)
spelniajaca dwa warunki

10 obrazy obszaru podstawowego we wszystkich
przeksztalceniach z grupy pokrywaja cala przestrzen,

20 obrazy F w róznych przeksztalceniach maja wspólny
co najwyzej brzeg.

Wówczas mówimy, ze grupa G jest grupa
krystalograficzna·

Wymiarem grupy krystalograficznej nazywa sie
maksymalna liczbe niezaleznych przesuniec nalezacych
do grupy. Przesuniecia o wektory Wl> W2, 000' w"

nazywamy niezaleznymi, jesli spelniony jest warunek

dla dowolnych liczb calkowitych k1, k2, ... , kIl

k1w1 +k2w2 + 0.0 +k"w" = O -+ k1 = k2 = 000 = k. = O.

Wymiar grupy krystalograficznej nie musi byc równy
wymiarowi przestrzeni, w której ta grupa dziala. Na
przyklad na plaszczyznie euklidesowej jest dokladnie 7
(nieizomorficznych, czyli róznie zbudowanych)
jednowymiarowych grup krystalograficznych 
przedstawione sa one w Malej Delcie (str. 8,9) jako
rózne sposoby budowania szlaczków literowych
(Czytelnik zechce dla kazdej z nich znalezc odpowi~d\li
obszar podstawowy - nalezy pamietac, ze obszar
taki musi byc nieograniczony). To, ze na plaszczyznie
euklidesowej jest dokladnie 17 dwuwymiarowych grup
krystalograficznych, udowodnil dopiero w 1891 roku
E. S. Fiodorow. Grupa krystalograficzna nie wyznacza

/

Grupy krystalograficzne

p II II - dwie symetrie z poslizgiem o osiach prostopadlych

pe

- dwa przesuniecia

- trzy symetrie srodkowe

_ 1_ n ~ U __ nU .-n __ : I IJJ [;

p2

p l

Pll

P

p m e - symetria osiowa i dwie symetrie srodkowe c m m - dwie symetrie osiowe i jedna symetria srodkowa
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p 3 m 1 - symetria osiowa i obrót o 120'

swojego obszaru podstawowego, mozna go wiec
wybrac kierujac sie np. wzgledami estetycznymi
i otrzymac z jego obrazów piekna mozaike. Arabeski
Alhambry zawieraja przyklady- 15 dwuwymiarowych
grup krystalograficznych. Wiele przykladów mozaik
krystalograficznych mozna znalezc w grafikach
M. C. Eschera.

Kazda grupa krystalograficzna ma skonczony uklad
generatorów. Generatorami grupy nazywa sie takie jej
elementy,ze kazde przeksztalcenie w grupie jest
zlozeniemskonczonej liczby tych elementów. Np.
przesuniecia o wektor w i v sa generatorami grupy
zlozonej ze wszystkich przesuniec o wektory k w +l v,
dla calkowitych k i l. Obok przedstawiamy wszystkie
dwuwymiarowe grupy plaszczyzny euklidesowej
podajac ich generatory (Czytelnik zechce sprawdzic,
czy podalismy je dobrze).

Zdziwieniemoga wzbudzic symbole tych grup. Wziely
sie one jednak nie z matematyki, lecz z mineralogii
i fizyki. Do niedawna panowalo bowiem przekonanie,
ze kazdy rzeczywisty krysztal jest zbudowany
z komórek bedacych obszarami podstawowymi jakiejs
trójwymiarowej grupy krystalograficznej przestrzeni
euklidesowej. Stad nazwa tych grup i zainteresowanie
nimi przyrodników (nawet tymi dwuwymiarowymi).
Trójwymiarowych grup krystalograficznych przestrzeni
euklidesowejjest 230 (ustalili to niezaleznie Fiodorow 
1890,Schoenflies - 1891 i Barlow - 1894 ). Nie
kazdej z nich (tylko trzydziestu dwóm) odpowiada
jakis krysztal, a co ciekawsze - sa krysztaly nie
odpowiadajace zadnej grupie krystalograficznej,
o czym pisze Andrzej Hennel na stronie pierwszej.

M.K.

p 4 g - symetria osiowa i obrót o 90'

p 3 - dwa obroty o 120'

p 4 m - symetrie wzgledem boków trójkata równoramiennego prostokatnego

5
p 6 m -symetrie wzgledem boków trójkata o katach 30', 60',90'



Rys. I. Sposób napisania liczb na kamieniu
wskazuje, gdzie jest góra kamienia.

~

o grze w don,ino. .
InaCZej

Doc. dr Wojciech
GUZ/CK/

Rys. 2

~~
Rys. 3

~~~
Rys. 4

~~~~~~
Rys. S

Rys.6

Kazdy potrafi grac w domino. Mozna jednak te gre urozmaicic. W listopadowYm numerze
Scientific American z 1965 r. znany logik Hao Wang zaproponowal nastepujace urozmaicenie .

Kamienie domina maja teraz ksztalt kwadratu l x l podzielonego przekatnymi na cztery czesci,
w kazdej z tych czesci znajduje sie liczba naturalna, jak np. na rysunku l. Bedziemy dysponowac
kamieniami róznych typów (mówimy, ze dwa kamienie maja ten sam typ, jesli sa na nich
napisane te same liczby w tych samych miejscach), przy czym mamy nieskonczenie wiele kamieni
kazdego z posiadanych typów.

Celem gry, tym razem dla jednego gracza, a nie dla kilku (moze wiec raczej pasjansa, a nie gry?)
bedzie ulozenie posiadanych kamieni tak, aby zapelnic nimi cala plaszczyzne. Musimy przy tym
przestrzegac zasad gry w domino - kamienie stykajace sie bokami musza miec przy
tych bokach napisana te sama liczbe. "p

Zadanie to jest bardzo latwe, jesli dopuscimy mozliwosc obracania kamieni. Dla przykladu
rysunek 2 pokazuje, jak z kamieni takich jak na rysunku l mozna ulozyc kwadrat 2 x 2 majacy
te same liczby na górnej i dolnej oraz na prawej i lewej krawedzi. Taki duzy kwadrat mozna
teraz ukladac obok siebie nieskonczenie wiele razy.

To banalne rozwiazanie jest wiec, oczywiscie, malo interesujace. Przyjmiemy zatem jako
regule gry, ze kamieni nie wolno obracac ani przewracac na druga strone. Wprowadzimy
ponadto dwie definicje. Powiemy, ze zbiór typów kamieni jest rozwiazalny, jesli kamieniami tych
typów mozna zapelnic cala plaszczyzne. Rozwiazanie nazwiemy powtarzalnym, jesli powstaje
w wyniku wielokrotnego powtarzania pewnego prostokata majacego takie same pary krawedzi:
górnej i dolnej oraz prawej i lewej.

Nasuwa sie teraz caly szereg pytan, na przyklad : czy kazdy zbiór typów jest rozwiazalny? Kamien
z rysunku l daje, oczywiscie, przyklad zbioru nierozwiazainego - po polozeniu tego kamienia
nie mozna, zgodnie z regulami gry, dolozyc do niego nastepnego z zadnej strony. Moze jednak
jeden kamien to za malo, by stanowil zbiór rozwiazalny? Okazuje sie, ze rozwiazalnosc zbioru
nie zalezy od jego wielkosci - istnieja nierozwiazalne zbiory nieskonczone. Kamienie z rysunku 3
dla kolejnych liczb naturalnych n daja przyklad nieskonczonego zbioru nierozwiazainego.
Zauwazmy jednak, ze za ich pomoca z latwoscia zapelnimy prawa-górna cwiartke plaszczyzny.

Po rozpatrzeniu przypadków skrajnych: zbiorów jednoelementowych i nieskonczonych
zastanówmy sie nad mozliwymi sytuacjami dotyczacymi zbiorów skonczonych. Niektóre z tych
zbiorów sa rozwiazalne, inne nie. Dla przykladu zbiór trójelementowy z rysunku 4 nie jest
rozwiazalny (niech Czytelnik wykaze to!), natomiast zbiór z rysunku 5 jest rozwiazalny.
Przykladowe rozwiazanie powtarzalne jest pokazane na rysunku 6. Teraz oczywiscie nasuwa sie

pytanie, czy kazdy skonczony zbiór rozwiazalny ma rozwiazanie powtarzalne. Odpowiedz brzmi
nie i spróbujemy pokazac, dlaczego tak jest. Najpierw pokazemy, ze zbiór skonczony jest

rozwiazalny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy kwadrat o boku n mozna pokryc kamieniami
o typach z tego zbioru. Implikacja w prawo jest oczywista. Przypuscmy teraz, ze kazdy kwadrat
o boku n mozna pokryc kamieniami z naszego zbioru. Skonstruujemy nieskonczony ciag pókryc
kwadratów o bokach 2n+ l takich, ze kwadrat o boku 2n+ l znajduje sie w srodku kwadratu
o boku 2n+ 3 (por. rysunek 7), przy czym pokrycie kwadratu wiekszego jest rozszerzeniem
pokrycia kwadratu mniejszego.

Wybierzmy najpierw najmniejszy kwadrat. Otóz - istnieje nieskonczenie wiele pokryc wszystkich
rozwazanych kwadratów dla wszystkich n (bo kazdy kwadrat daje sie pokryc i jest ich
nieskonczenie wiele), ale jest tylko skonczenie wiele typów kamieni. Jeden typ musi zatem
powtórzyc sie nieskonczenie wiele razy jako typ kamienia lezacego "w samym srodku"
rozwazanego kwadratu o boku 2n+ l. Ten kamien wybieramy jako pokrycie kwadratu o boku l.

Teraz rozwazamy kwadrat o boku 3. Istnieje tylko skonczenie wiele sposobów pokrycia go

skonczona liczba typów kami~ni. Jednoczesnie istnieje nieskonczenie wiele sposobów pokryc
kwadratów o bokach 2n+ l zawierajacych w srodku wybrany przez nas kamien (bo tak ten
kamien zostal wybrany). Zatem pewien sposób pokrycia kwadratu o boku 3 powtarza sie
nieskonczenie wiele razy.w_srodku pokryc kwadnitów wiekszych. Wybieramy to pokrycie
kwadratu o boku 3 (zauwazmy, ze rozszerza ono wybrane przez nas pokrycie kwadratu o boku l)
i w analogiczny sposób analizujemy nastepnie sposoby pokrycia kwadratu o boku 5.

Latwo zauwazyc, ze kontynuujac to rozumowanie skonstruujemy nieskonczony ciag pokryc
kolejnych kwadratów, a w konsekwencji pokrycie calej plaszczyzny. Nasz zbiór okaze sie
rozwiazalny.

Twierdzeniu, które przed chwila udowodnilismy, Hao Wang nadal bardziej spektakularna postac:
jesli za pomoca kamieni skonczenie wielu typów mozna pokryc prawa górna cwiartke plaszczyzny
(skad latwo wynika, ze mozna pokryc kwadrat o dowolnym boku), to mozna tymi kamieniami

zapelnic cala plaszczyzne. Pokazuje to istotna róznice miedzy skonczonymi i nieskonczonymi
zbiorami typów kamieni.

&



Ro •.••illZanie zadania F 103. W czasie

swobodnego spadku gaz znajduje sie w stanic

niewazkosci. Tuz po przecieciu nici gaz nic

jcst w równowadze termodynamicznej (rózne

gestosci na dole i na górze). Srednia energia

kinety"zna czasteczek gazu, okrcslajaca jego
temperature, jest jednak wszedzie jednakowa.

przy przejsciu do stanu równowagi gestosci
wyrównaja sie, ale srednia energia kinetyczna
czasteczek pozostanie taka jak na poczatku.

Patrz w niebo

Teraz przypuscmy, ze kazdy zbiór rozwiazalny ma rozwiazanie powtarzalne. Opiszemy algorytm
pozwalajacy na stwierdzenie w skonczonej liczbie kroków, czy dany zbiór jest rozwiazalny. Otóz
bedziemy kolejno analizowali wszystkie mozliwe pokrycia kolejnych kwadratów o boku n. Dla
pewnego n musimy stwierdzic, ze zachodzi jedna z dwóch mozliwosci:
(1) Kwadrat o boku n nie daje sie pokryc. Zgodnie z udowodnionym twierdzeniem ten
przypadek zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy nasz zbiór jest nierozwiazalny.
(2) Wewnatrz kwadratu o boku n znajduje sie powtarzalny prostokat. Zgodnie z uczynionym
przed chwila zalozeniem ten przypadek zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy nasz zbiór jest
rozwiazalny (a wiec gdy ma rozwiazanie powtarzalne).

Przypadki (1) i (2) wykluczaja sie wzajemnie i napotkanie jednego z nich okresla, czy zbiór jest
rozwiazalny, czy tez nie jest. Zauwazmy wresZcie, ze analiza wszystkich pokryc kwadratu o boku
n wymaga tylko skonczenie wielu kroków - bo takich pokryc jest skonczenie wiele. Podobnie
skonczenie wielu kroków wymaga sprawdzenie, czy dany kwadrat zawiera powtarzalny prostokat,
bo zawiera on tylko skonczenie wiele prostokatów. '

Dla wykazania, ze istnieja zbiory rozwiazalne nie majace rozwiazan powtarzalnych, wystarczy

teraz zacytowac za Rao Wangiem twierdzenie mówiace, ze nie istnieje zaden algorytm pozwalajacy
w skonczonej liczbie kroków stwierdzic, czy dany zbiór skonczony jest rozwiazalny, czy nie jest.
Jako cwiczenie (trudne!) pozostawmy Czytelnikowi znalezienie zbioru rozwiazalnego, bez
rozwiazania powtarzalnego. Autorowi znany jest przyklad takiego zbioru skladajacego sie z 92
typów kamieni. Moze ktos znajdzie mniejszy?

Zainteresowanym podamy jeszcze, ze niemoznosc skonstruowania algorytmu stwierdzajacego
rozwiazalnosc zbioru wynika stad, ze dla kazdej maszyny' Turinga mozna znalezc taki skonczony
zbiór typów, ze ta maszyna zatrzymuje sie wtedy i tylko wtedy, gdy dany zbiór nie jest
rozwiazalny, ale to jest juz calkiem inna historia.

DENEB o( t··..·.?
e ~/;.., eWEGA

e • LABEDZ : .1'
'Ot ./ o'\. \ 1,1LUTNIA

e€ e e, .
'. f3 .
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Póznym latem w godzinach wieczornych na poludnie od zenitu góruje gwiazdozbiór Labedzia.
Bywa on równiez zwany Krzyzem Pólnocy, poniewaz jego najjasniejsze gwiazdy ukladaja sie
niemal dokladnie w ksztalt krzyza. Latwiej nawet dopatrzec sie tego ksztaltu niz w przypadku
Krzyza Poludnia. Prawdziwa nazwa sugeruje jednak wyobrazenie lecacego po Drodze Mlecznej
labedzia o smuklej, wyciagnietej szyi.
Charakterystyczny ksztalt gwiazdozbioru tworzy piec jasnych gwiazd (IX, {l, y, (j i E - rys. l).
Najjasniejsza z nich - Deneb - jest w rzeczywistosci gwiazda-nadolbrzymem o bardzo silnym
blasku. Mimo dzielacej pas od niego odleglosci 1800 lat swietlnych swieci na niebie jako obiekt
pierwszej wielkosci gwiazdowej.
Zupelnie inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku poludniowo-wschodniej sasiadki Deneba 
gwiazdy oznaczonej symbolem 61 Cygni. Jest to uklad podwójny o lacznej, obserwowanej jasnosci
skladników zaledwie 4,8 mag. Zaledwie, poniewaz uklad znajduje sie w stosunkowo niewielkiej
odleglosci od Slonca (11 lat swietlnych), a wiec jego rzeczywista jasnosc jest bardzo mala.
Ta niepozorna gwiazdka zajmuje jednak poczesne miejsce w historii astronoIl.!ii. W koncu lat
trzydziestych ubieglego stulecia Friedrich Bessel wyznaczyl jako jedna z pierwszych jej
heliocentryczna paralakse. Zagadnienie przesuniec paralaktycznych gwiazd wystapilo dopiero
w czasach pokopernikanskich, gdy Ziemi przypisano ruch orbitalny dookola Slonca. Wysilki
astronomów w kierunku obserwacyjnego wykrycia paralaks gwiazdowych przez trzy wieki byly
daremne, poniewaz technika obserwacyjna nie pozwalala na pomiary tak malych katów. Ciekawe,
ze po tylu latach niepowodzen przedsiewziecie to powiodlo sie niemal jednoczesnie niezaleznie
trzem astronomom. Oprócz Bessela Wilhelm Struve zmierzyl paralakse Wegi (IX Lyrae), a Thomas
Renderson w poludniowej Afryce wyznaczyl ta metoda odleglosc gwiazdy IX Centauri.

Rys. 2. Paralaksa gwiazdy jest to kat, pod którym

z gwiazdy" widac" sredni promien orbity ziemskiej.
Nawet dla najblizszych gwiazd kat ten jest mniejszy od

jednej sekundy luku. Paralaksa" jest wygodna miara

odleglosci, gdyz wielkosci te zwiazane sa prosta

zaleznoscia: r = _.1_, gdzie r wyraza sie w jednostkach
SlJln

astronomicznych (j.a.).

POLUDNIE

Rys. 1. Gwiazdozbiór Labedzia i jego

naj blizsza okolica, widziane na przelomie

sierpnia i wrzesnia okolo godziny 21.

mgr Joanna UDALSKA

Przy doborze gwiazdy, której paralaksa ma byc zmierzona, nalezy kierowac sie pewnymi
kryteriami wskazujacymi na jej wzgledna bliskosc. Struve i Henderson zakladali, ze gwiazdy
jasniejsze leza blizej niz slabsze, w zwiazku z czym wybrali gwiazdy o duzych jasnosciach
obserwowanych. Bessel kierowal sie kryterium, wedlug którego o bliskosci gwiazdy swiadczy jej
duzy ruch wlasny. Jak sie pózniej okazalo, drugie kryterium jest trafniejsze, o czy~ swiadczy
chocby porównanie Deneba i 61 Cygni.
Do konca ubieglego stulecia zmierzono okolo 100 paralaks gwiazd, co jest wynikiem dobrym,
jesli wziac pod uwage, jakie przyrzady byly wówczas dostepne obserwatorom. Istotny postep
w tej dziedzinie nastapil po 1905 roku, gdy Frank Schlesinger opracowal stosowana do czasów
wspólczesnych technike fotograficzna wyznaczania paralaks gwiazdowych. Liczba gwiazd .
o dokladnie wyznaczonych ta metoda odleglosciach siega okolo 1000 i wydaje sie, ze jest to kres~
obecnych mozliwosci. Poprawienie dokladnosci mozna by osiagnac stosujac teleskop wyniesiony
na mozliwie daleka orbite okolosloneczna, co z jednej strony zwiekszyloby baze obserwacji,
a z drugiej wyeliminowaloby bledy wynikajace z niekorzystnego wplywu atmosfery ziemskiej.
Paralaksy heliocentryczne sa pierwszym ogniwem w lancuchu wzajemnie polaczonych metod
wyznaczania odleglosci obiektów niebieskich. Bledy tej metody pociagaja za soba istotne bledy
w okreslaniu wiekszych odleglosci: dalszych gwiazd (np. Deneb), galaktyk czy kwazarów.
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Szlaczki z liter

Napiszmy (narysujmy) szlaczek zlozony z samych
liter L.

LLLLLLLLLLLL-7

I zapytajmy, jak mozna przemiescic ten szlaczek
(zakladamy, ze jest on z obu stron nieskonczenie
dlugi), by nikt nie zauwazyl zmiany. Odpowiedz jest
prosta. Dobre przemieszczenia to przesuniecia w prawo
lub w lewo o calkowita wielokrotnosc odstepu miedzy
literami.

Czy sa szlaczki, dla których mozna to zrobic na wiecej
sposobów? Oczywiscie. Na przyklad szlaczek zlozony
z pisanych prosto i do góry nogami liter L moze
pozwala.c równiez na obracanie o 1800 wzgledem
"srodków" miedzy literami.

11.:l.I.:l.I.:1.1.:l·t l·t l

A jesli go napisac inaczej - to ma symetrie wzgledem
"srodkowej" prostej z równoczesnym równoleglym
przesunieciem (nazywa sie to symetria z poslizgiem).

Kombinujac oba szlaczki otrzymujemy szlaczek, który
ma duzo osi symetrii i duzo srodków symetrii.

JL :l r.JL·l rJ L·lr.J1l:

Od razu wpadamy na nastepny pomysl - duzo osi
i zadnego srodka.

JILIJILIJILIJILIJIL

Prosty szlaczek z liter D poddaje sie symetrii
z poslizgiem, ale mozna tez wykonac tylko sama
symetrie albo tylko samo przesuniecie.

~

Na koniec szlaczek z liter H dopuszcza wszystkie
omówione mozliwosci.

B
~



Dlaczego "na koniec"? Dlatego, ze innych mozliwosci

(niz któras z wymienionych) dla przesuwalnego

szlaczka nie ma. Mówi sie fachowo, ze sa to wszystkie

jednowymiarowe grupy krystalograficzne.

Spróbujcie stwierdzic, która z tych grup odpowiada
szlaczkowi z liter A, która B itd.

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS

Odpowiednie ruchy to: jedna symetria osiowa

zamieniajaca strony albo zamieniajaca góre i dól,

jedna symetria srodkowa albo tez wszystko
jednoczesnie.

Sa oczywiscie szlaczki nieprzesuwalne, a mimo to

dajace sie poruszyc bez zmiany wygladu szlaczka. Jest

ich cztery rodzaje. Obok przyklady.

Voyager 2 osiagnal Urana

W koncu stycznia 1986 r. Voyager 2 zblizyl sie do Urana. Jego misja zakonczyla sie pelnym
sukcesem - telewizyjne obrazy planety i jej satelitów oraz wyniki pomiarów zostaly przeslane na
Ziemie. Wiemy o tym na razie tylko z prasy codziennej, a na szczególy naukowe trzeba bedzie
jeszcze poczekac.

Uran, siódma planeta Ukladu Slonecznego, obiega Slonce w odleglosci 19,3 j. a. (1 j.a. =
= 150 mln km), ma uklad slabych pierscieni w plaszczyznie równika oraz piec duzych satelitów
okolo dziesieciu mniejszych odkryl wlasnie Voyager 2. Promien równikowy Urana wynosi
25 400 km. Jego jasnosc na niebie pozwala w zasadzie zauwazyc go golym okiem, jednak odkryty
zostal dopiero w 1781 r. przez Williama Herschela. Uran jest planeta typu Jowisza, jednak zadne
obserwacje naziemne ani nawet balonowe, prowadzone z wysokich warstw atmosfery, nie
wykazaly istnienia jakichkolwiek "pasów" chmur tak wyraznie prezentujacych sie na Jowiszu czy
nawet na Saturnie.

Voyager 2 wystartowal z Ziemi 20 sierpnia 1977 (. Jowisza osiagnal 9 lipca 1979 r., a Saturna
25 sierpnia 1981 r. Voyager 2 wyposazony jest w kamery telewizyjne, fotopolarymetr,
spektrometry podczerwieni i nadfioletu, magnetometr, miernik gestosci plazmy i promieniowania
kosmicznego. Pierwszy obraz Urana zostal przekazany na Ziemie 15 lipca 1985 r. Sonda
znajdowala sie wtedy w odleglosci 246 mln km od planety. Z takiej odleglosci kamera byla

zdolna rozrózniac szczególy o rozmiarach 4000 km - nadal jednak zadnych szczególów nie
zaobserwowano. Zblizenie Voyagera 2 do Urana nastapilo w sytuacji, gdy oswietlona przez Slonce
byla pólnocna lub poludniowa pólkula planety; nie warto rozstrzygac która formalnie, poniewaz
os obrotu Urana lezy praktycznie w plaszczyznie jego orbity. W kazdym razie w styczniu 1986 r.
os obrotu planety skierowana byla dosc dokladnie w Slonce. Sonda zblizyla sie do planety
oczywiscie od strony oswietlonej i wedlug planów miala przeleciec w odleglosci 107 000 km od
centrum planety. Niejako przy okazji obserwowane byly satelity Urana, przy czym np. do
Mirandy sonda miala zblizyc sie mi 29 000 km. Na powierzchni tego satelity mialy byc wtedy
rozrÓznialne szczególy o rozmiarach rzedu pól kilometra.

Prawdopodobnie za kilka miesiecy pojawia sie publikacje omawiajace wyniki obserwacji Urana
przez Voyagera 2. Przedstawimy je w skrócie w Delcie. Ponadto zblizenie do Urana nie jest
koncem dzialalnosci sondy. Przewiduje sie, ze w sierpniu 1989 r. zblizy sie ona do Neptuna i jego
najwiekszego satelity, Trytona. Poczekajmy i na to.

T.K.
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Rys. 2

Synteza termojadrowa

Doc. dr Antoni KUSZELL

Jadra atomowe oddzialuja miedzy soba za posrednictwem dwóch typów sil ozupelnie
odmiennych wlasnosciach: sil jadrowych przyciagajacych i dzialajacych tylkQ na bardw malych
odleglosciach oraz sil elektrostatycznych, odpychajacych i o duzym zasiegu. Przy odleglosciach
wiekszych od srednicy jader dominuje odpychanie, przy mniejszych zas przyciaganie. Wspólgranie
tych sil powoduje, ze najsilniej zwiazane sa jadra z okolic srodka tablicy Mendelejewa (rys. l).
Dlatego rozpadowi jader najciezszych oraz syntezie jader lekkich towarzyszy uwolnienie pewnej
energii kinetycznej kosztem energii wiazania. Pierwsza z tych metod UZYSkiwaniaenergii potrafimy
juz wykorzystac zarówno w sposób niekontrolowany (bomba atomowa), jak i kontrolowany·
(reaktor jadrowy). Druga metoda zajmiemy sie w tym artykule.
Kilka typowych reakcji syntezy przedstawiono na marginesie. Energie w megaelektronowoltach
(l MeV = 1,6x 10-13 J) sa to energie kinetyczne produktów uzyskane dQdatkowo w kazdej
z reakcji. Widac, ze zysk energii moze miec znaczenie praktyczne dopiero wtedy, gdy uda sie
doprowadzic do przereagowania ("spalenia") bardzo wielu jader.
Warunkiem koniecznym dla zajscia reakcji jest zderzenie jader. Jednak nie kazde zderzenie
prowadzi do syntezy. Przekrój czynny, bedacy miara prawdopodobienstwa zajscia danej reakcji,
zalezy od energii jader. Rysunek 2 przedstawia te zaleznosc dla kilku reakcji syntezy. Widac, ze
aby osiagnac optymalne warunki, trzeba nadac jadrom energie kinetyczna co najmniej rzedu
50 keV. Przy takich energiach wszystkie substancje maja postac gazu skladajacego sie
z calkowicie zjonizowanych atomów i elektronów. Ten stan materii nazywamy plazma.
Bezladny, nieuporzadkowany ruch czastek w gazie dodatkowo sprzyja zderzeniom. Poniewaz
temperatura gazu jest proporcjonalna do sredniej energii kinetycznej jader, w dalszym ciagu .
zamiast o energii jader mówic bedziemy o ich temperaturze (energia 100 keV odpowiada
temperaturze 109 K).
Przy ustalonej temperaturze liczba zderzen w jednostce czasu rosnie proporcjonalnie do
gestosci plazmy. Dlatego ilosc spalonych jader zalezy od iloczynu gestosci i czasu (tzw. liczba
Lawsona). Widac stad, ze reakcja syntezy moze stac sie zródlem uzytecznej energii pod

- warunkiem, ze uda sie pokonac dwie trudnosci - ogrzac gaz do temperatury 108_109 K
i uzyskana gesta, goraca plazme utrzymac odpowiednio dlugo w ograniczonym obszarze. Zadania
te sa przeciwstawne, bo w gazie o tak wysokiej temperaturze panuja ogromne cisnienia.
Oczywiscie w przypadku plazmy nie moze byc zastosowana tradycyjna metoda zamkniecia gazu
w zbiorniku. Trzeba wiec szukllc innych metod.
Pierwsza wykorzystuje fakt, iz jadra przyciagaja sie grawitacyjnie. Jesli plazmy jest odpowiednio
duzo, sily grawitacyjne moga utrzymac ja w stanie stacjonarnym. Sytuacja taka ma miejsce
w gwiazdach. ,
Drugi skuteczny sposób ograniczenia plazmy wykorzystuje fale uderzeniowe. Wyobrazmy sobie
cztery silne ladunki wybuchowe umieszczone w wierzcholkach czworoscianu foremnego, które
eksploduja równoczesnie. Powstajace przy eksplozji fale uderzeniowe powoduja skupienie
materii w srodku czworoscianu i jej ogrzanie przez adiabatyczne sprezenie oraz przekazuja jej
czesc energii wybuchu. Okazuje sie jednak, ze dopiero wybuchy jadrowe sa dostatecznie silne, by
stworzyc warunki wystarczajace do "zapalenia sie" plazmy. Tak zbudowano bombe wodorowa·
Jak dotad, nie udalo sie wytworzyc odpowiednich fal uderzeniowych w mniej brutalny sposób.
Prowadzone sa jednak badania majace na celu'wywolywanie mikrowybuchów termojadrowych,
które mozna byloby kontrolowac, tak jak np. kontroluje sie wybuch mieszanki w silniku
spalinowym. W tym celu male ilosci paliwa jadrowego oswietla sie laserami duzej mocy lub
wiazkami wysokoenergetycznych czastek. W obu przypadkach pochloniecie energii powoduje
powstanie fal ograniczajacych plazme.
Trzecia, najbardziej obiecujaca z praktycznego punktu widzenia, metoda utrzymywania plazmy
wykorzystuje fakt, iz czastki plazmy sa naladowane, a wiec ich tory ulegaja zakrzywieniu w polu
magnetycznym. Najstarsza koncepcja jest tzw. z-pinch (od ang. pinch - zacisnac). W rurze
wypelnionej gazem umieszczone sa dwie elektrody, do których przyklada sie bardzo wysokie
napiecie. Nastepuje jonizacja gazu i wyladowanie w postaci tzw. sznura plazmowego. Plynacy
w nim prad elektryczny grzeje plazme przez efekt Joule'a. Ponadto jest on zródlem pola
magnetycznego o symetrii osiowej (rys: 3). Sila Lorentza, dzialajaca w tym polu na naladowane
czastki, powoduje sciskanie sznura plazmowego. Proces ten jest adiabatyczny, bo trwa zbyt
krótko, by zdazyla zajsc wymiana ciepla z otoczeniem. Dlatego sciskaniu towarzyszy dodatkowe
podgrzanie plazmy.
Okazalo sie jednak, ze z-pinch podatny jest na szereg niestabilnosci, które powoduja zniszczenie
struktury sznura. Rozwazmy najpierw pojedyncza linie pradu elektrycznego. Jesli linia wskutek
fluktuacji nieznacznie sie wygnie (rys. 4), to od strony wypuklosCi linie pola magnetycznego
ulegna rozrzedzeniu, a od strony wkleslosci zageszczeniu. Wypadkowa sila Lorentza, jaka sie
wtedy pojawi, spowoduje zwiekszenie wygiecia linii pradu, czyli wzmocnienie fluktuacji. Wynika
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stad, ze wypukle' zaburzenie sznura plazmowego prowadzi do rozszerzania sie sznura, a wklesle
do zaciskania. Mozliwe jest takze jego wygiecie. Pierwszy typ niestabilnosci (tzw. niestabilnosc
"serdelkowa") przedstawiony jest na rysunku 5, drugi (niestabilnosc wyboczeniowa) - na
rysunku 6.
Obliczenia teoretyczne wykazaly, ze niestabilnosci jest nieskonczenie wiele, ale opisane
niestabilnosci podstawowe narastaja najszybciej i dlatego sa najbardziej niekorzystne. Znaleziono

. równiez proste kryterium stabilnosci ukladu naladowanych czastek i pól magnetycznych.
Okazalo sie mianowicie, ze pelna stabilnoSc bylaby zapewniona tylko wtedy, gdyby plazme
udalo sie ograniczyc polem magnetycznym o liniach wypuklych do wnetrza obszaru uwiezienia.
Jest to jednak zadanie niewykonalne. Kryterium daje jednak pewna orientacje, jak nalezy

projektowac elektromagnesy majace wiezic plaz~e. Nalezy dazyc do zminimalizowania obszarów,
w których linie pola magnetycznego nie sa wypukle. Tak powstala koncepcja tzw. pretów
Joffego. Na zewnatrz z-pinchu uklada sie równolegle do osi sznura plazmowego cztery prety,
w których plynie prad w kierunkach zaznaczonych na rysunku 7. Pozostaly wprawdzie cztery
obszary, w których plazma moze opuszczac uklad (tzw. stozki ucieczki), ale prety zlikwidowaly
podstawowe niestabilnosci i znacznie poprawily parametry pinchu.
Aby uniknac strat plazmy na elektrodach, pinch zwinieto w torus. Taki toroidalny z-pinch
pobudza sie w ukladzie pokazanym na rysunku 8, gdzie sznur plazmowy stanowi po prostu
wtórne uzwqjenie duzego transformatora.

'Okazalo sie, ze jeszcze bardziej stabilna jest konfiguracja zwana 6-pinchem. Jest to uklad
podobny do z-pinchu (bez pretów Joffego), w którym zamieniono linie pola magnetycznego
liniami pradu i odwrotnie (rys. 9). Przy odpowiednim doborze kierunku pradów sily Lorentza
dzialajace na plazme beda takie jak w z-pinchu i sznur plazmo~y bedzie znów adiabatycznie
sciskany.
Poza omówionymi buduje sie wiele innych urzadzen (tokamak, stellarator itp.) sluzacych do
podgrzewania i utrzymywania plazmy. Wszystkie dzialaja na podobnej zasadzie. Najbardziej
obiecujacy jest tokamak, w którym osiagnieto juz warunki bliskie spelnienia tzw. kryterium
Lawsona. Kryterium to orzeka, ze ilosc energii otrzymywanej w wyniku reakcji syntezy
przewyzszy energie konieczna do podgrzewania i utrzymania plazmy wtedy, gdy liczba Lawsona
bedzie wieksza od lQ'4 cm-3• s. Rysunek 10, przedstawiajacy temperatury' plazmy i wartosci
liczby Lawsona w kilku istniejacych i budowanych urzadzeniach plazmowych, pokazuje, jak
niewiele brakuje do osiagniecia sukcesu.
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Kacik olimpijski

(XIV-I-l Q)

... ~ a. oraz

(ai+a2+ ... +a.)(b,+b2+ ... +b.) ~

~ n(a,b, +a2b2+ ... +a.b.),

przy czym równosc ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
a, = a2 = ... = a. lub b, = b2 = ... = b•.

(XV-UI-2)

Michal WOJCIECHO WSK/

wierzcholkami sa te punkty. Znów latwo wykazac, ze funkcja f
jest ciagla oraz, podobnie jak na poczatku, ze jesli wielokat
odpowiadajacy punktom (x" y,), ..., (x., y.) nie jest foremny, to
jego pole nie jest maksymalne. Tak wiec uklad punktów
(x" y,), ..., (x., y.) dajacy kres górny funkcji f musi odpowiadac
wielokatowi foremnemu.
Metoda powyzsza daje sie stosowac do rozwiazywania zadan,
w których nalezy pokazac, ze pewna funkcja I osiaga w jakims
punkcie a kres górny (dolny). Korzystajac z podanego
twierdzenia stwierdzamy, ze funkcja Imusi osiagac kres górny
(dolny), a nastepnie pokazujemy, ze w punktach róznych od
punktu a funkcja f kresu nie osiaga.
Oto przyklady zadan, w których mozna skorzystac z powyzszego
sposobu.
l) W czworoscianie abcd mamy db .l dc i spodkiem
prostopadlej opuszczonej z punktu d na plaszczyzne trójkata abc
jest punkt przeciecia wysokosci tego trójkata. Udowodnic, ze
(ab+bc+ca)2 ~ 6(ad2+bd2+cd2). Dla jakich czworoscianów
zachodzi równosc? (XII MOM zadanie 5)
2) Dowiesc, ze ze wszystkich czworokatów opisanych na danym
kole najmniejszy obwód ma kwadrat. (IX OM etap III zadanie 6)
3) Udowodnic, ze dla dowolnych n, k E N, a" ... , a. > Q,

n

L a~+t n

zachodzi i=~ ~ nal.
L a~ i=1

i=1

4) Udowodnic, ze jezeli a, ~ a2 ~
b, ~ b2 ~ ... ~ b., to

Skorzystamyz twierdzenia:
Funkcja ciagla okreslona na zbiorze zwartym jest ograniczona
i osiaga kresy, tzn. jesli K jest zbiorem zwartym, a I: K ....•R
funkcja ciagla, to istnieja takie punkty a, b E K, ze dla dowolnego
x e K mamy f(a) ~ f(x) ~ I(b).
W przypadku, gdy zbiór K jest podzbiorem przestrzeni
euklidesowejRm, jest on zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ograniczony (tzn. gdy istnieje taka liczba M, ze dla kazdego
(x" ... , xm) E Kmamy lXII ~ M dla i = l, , m) i domkniety
(tzn. jesli (X\k), ••• , x~» E K dla k = l, 2, i lim xlk) = XI

k-+oo

dla i = l, ... , m, to (x" ... , xm) E K).
Wrócmy do zadania. Oznaczmy przez K zbiór n-tek punktów
z okregu. Kazdy punkt okregu to para wspólrzednych, a wiec
kazdy element zbioru K moze byc traktowany jako punkt
(x" h, X2, Y2, ... , x., Y.) przestrzeni 2n-wymiarowej R2n. Latwo
udowodnic, ze zbiór K jest ograniczony i domkniety, a wiec
zwarty. Funkcja f przyporzadkowuje elementowi (x" y" ... , x., y.)
pole najmniejszego zbioru wypuklego zawierajacego punkty
(x" y,), ..., (x., y.), tzn. wielokata wypuklego, którego

Rozwiazmy zadanie: Pokazac, ze wsród n-katów wpisanych
w ustalony okrag najwieksze pole ma n-kat foremny.

DoSC latwo wykazac, ze jesli
wielokat wpisany w okrag nie
jest foremny, to pewien inny
wielokat o tej samej liczbie boków
(i wpisany w ten sam okrag) ma
~ieksze pole. (Patrz rysunek 
jesli AB 'i= BC i AB' = B' C, to
Sl;AOB+Sl;BOC < Sl;AOB'+
+Sl;B'OC.) Jesliby bylo wiadomo,
ze wsród interesujacych nas
wielokatów istnieje wielokat
o najwiekszym polu, to musialby
byc foremny i koniec
rozwiazania.
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00

< + 00 (tzn. szereg L a. jest bezwzglednie
n=1

Metoda "wedrujacego garbu"

Dr Zbigniew SAWON

W Analizie Matematycznej, w szczególnosci w dowodach nie
wprost, czesto stosuje sie pewna metode, która zargonowo nazywa
sie metoda wedrujacego garbu. Jest ona matematycznie finezyjna
i nawet jezeli jest stosowana w podrecznikach Analizy
Matematycznej, .to autorzy nie zaznaczaja tego. Dlatego wydaje
sie celowe zapoznanie z nia Czytelnika przez podanie przykladu
jej zastosowania. Autor siegnal do przykladu z dziedziny bliskiej
jego zainteresowaniom, a mianowicie do Teorii Limesowalnosci.
Autor pozostawia domyslnosci Czytelnika to, dlaczego ta metoda
nosi taka, a nie inna nazwe.

Zaczniemy od rozwiazania pewnego problemu z teorii szeregów
bezwzglednie zbieznych.

Pytanie:-JiiK:fewarunki musi spelniac ciag (a.);:'=" aby dla
kazdego ciagu (t.);:",.1 E Co (tj. ciagu zbieznego do zera) szereg

00

L a.t. byl zbiezny?
n=1

00

Oczywiscie kazdy ciag (a.);:",., taki, ze L: la.1 < + 00 jest
n=1

W ten sposób otrzymalismy

Twierdzenie O. Dla ciagu liczbowego (a.);:",.1 nastepujace
warunki sa równowazne

00

(a) dla kazdego ciagu (t.);:",.1 E Co szereg L t.a. jest zbiezny,
11=1

00

(b) L la.1
n=1

zbiezny).

Definicja. Mówimy, ze macierz liczbowa A = (at, .)t .• =" 2, •••

jest macierza Toeplitza, jezeli dla kazdego ciagu x = (t.);:'." E Co
00

(I) szereg L at .• t. jest zbiezny, gdy k = 1,2, ...
n=1

00

(2) lim At(x) = O, gdzie At(x) = L at, .t •.
k-+oo n=1

Czy1dniku. s_dz, ~ z nastepu.Mc>dt macierzy sa macierzami Toeplitza.

{~ dla" == l.2. •..• k j3). "" •• = (1- et)' e:. gdzie (et)~ Il) aI;,. = "jjest ciagiem o wyrazach z przedzialu (O.O dla II > k j jest zbiezny do zera.

1(-1)"+1 dla = 12, kj {O dian =1.2, .• k

l"i. " •...• 4) """. = ai' l .e. dla n ,. k
2) Illc". = . 00 •••

1 dla" = k+ 1 19dzic (",,)ii = l JeStCIagIem° wyrazachO dla" > ,,+ 1 dodamich j takim, ze
li::> 00

I: ""< + 00. a Ott oznacza ~ et.
.=1 n=~

At(xo) = k dla k = 1,2, ...

Na mocy twierdzenia O warunek (I) powyzszej definicji jest
równowazny warunkowi

00

W tym przykladzie mamy La~?~= P dla dowolnego k.
n=1

Oznaczmy przez e. E Co ciag, którego n-ty wyraz jest równy l,
a pozostale sa zerami. Wówczas At(e.) = at,., wiec z punktu (2)
definicji wynika nastepujacy warunek

kopn

k=n

lim at,. = O dian = 1,2, ...
k-+oo

00

L lat .• 1 < + 00 dla k = 1,2, ...
n=1

(ii)

Warunki (i) oraz (ii) nie sa jednak dostateczne. Swiadczy o tym
nastepujacy przyklad

(O) _ JO gdy
at .• - l 2 dn g y

(i)

Warunki (i) oraz (ii) sa oczywiscie spelnione, ale przyjmujac
1

tJO) = -- dla n = 1,2, ... stwierdzamy z latwoscia, ze
n

k,+,

L la.l:> 2'+1 dla i = O, 1, 2, ... (przyjmujac ko = O).
n=k,+1

Okreslimy teraz pewien ciag Xo = (tJO»;:",.,.
Dla kazdego n E N istnieje dokladnie jedna liczba i(n) taka, ze
k,(.) < n ~ k,(.)+,. Zdefiniujemy

k, 00

+ 00. Istnieje takie k" ze L la.1 > 2', ale 2: la.1
n=1 n=k,+1

k,

+ 00, wiec istnieje takie k2, ze L la.1 > 22 i znowu
n=k,+1

00 k,

L la.1 = + 00, istnieje wiec k3 takie, ze L: la.1 > 23
n=k,+1 n=k,+1
itd. Mozna wiec okreslic rosnacy ciag liczb naturalnych k, <
< k2 < ... < k, < ... taki, ze

00

Przypuscmy wiec, ze ciag (a.);:",. l jest "dobry" i ze L la.1 =
n=1

tJO) = 1
i(n) + 1 sgn ano

"dobry".

{I dlaa>O
sgn a oznacza. znak a, tzn. sgn a = O dla a = O

-1 dla a < O

00

Przypuscmy teraz, ze ciag (L lat .• I)~ l jest nieograniczony.
n=1

Jest rzecza oczywista, ze t~O) -+ O, tzn. Xo E Co. Ale

k'+1 1 kl+' l
I ~ tJO)a.1 = -.- ~ lani;;' -.-. 2'+' dla i = O, 1,2, ...I ~ 1+1 ~ 1+1
n=k,+1 n=k'TI

00

Szereg L a.t~O) nie jest zbiezny (nie spelnia warunku
n=1

Cauchy'ego).

00

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego j ciag ( L lat.n!)~:1
n=j+1

j

jest nieograniczony, gdyz lim L lat .• 1 =0 dla kazdego j.
k-+oo n=1

Teraz przystepujemy do wlasciwej pracy.
, 00

Istnieje liczba naturalna k, taka, ze L lak"nl > 22• Istnieje
n=1

równiez j, takie, ze

Zaczniemy teraz po kawalku okreslac pewien ciag
Xo = (tJO»;:",.1 E Co.

1
Zdefiniujmy t~O) = - sgnat"., dla 1 ~ n ~ il.l

00

Szereg ~ cJ spelnia warunek Cauchy'ego, gdy dla dowolnego ~ > Omozna
j=1

znaleZCtaka liczbe naturalna N. ze dla dowolnych liczb naturalnych II. k. przy
n+k

czym n > N, zachodzi l ~ ej: < €.
j=n

Szereg jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek Cauchy'ego.

i,
L lat, •• 1 > 2

n=1

00

L lak".1 < 1.
n""h+1
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Wtedy oczywiscie spelniona jest nierównosc

j, 1

I~ tIO)I>- .21IL.. at,.•• ""T .
n=1

j,
Ale Iim L at .• tJO) = o; istnieje wiec k~ takie, ze gdy

k-...oo.=1
li 00

k > k;, to IL ak •• tJO) I < 1. Poniewaz ciag ( L lak •• 1):': 1
.=1 n=j,+1

jest nieograniczony, wiec istnieje k2 wieksze od k~ i ki takie, ze
00 "-

L lak ••• 1 > 23 + 2 . 2. Istnieje teraz h > h takie, ze
'=h+l

00 00

L lak ••• 1 > 22+2 i L lak,.• 1 < 1.
'=h+l n=h+2

Definiujemy dalej ciag Xo :

° 1,
tJ ) = - sgnak, •• dla h < n .;; h·2

Otrzymujemy teraz

i1 j, 1.
1'\ ....• t'O)I- I ~ tlO) + ~ tlO)1 -L.J at,_" n. - L..J ak2.1I n L ak2.n n -
.=1 n=1 n=j,+1

\j, 1 h I 1= L ak ••• tJO)+- L lak, .• 1 ~ _(22+2)~
,.=1 2 n=j,+1 2
h 1 1

-II: ak ••• tJO)1 ~ -22+1-1 = -' 22•
n=1 2 2

Wykonamy dla wygody czytajacego jeszcze jeden krok dla
okreslenia rosnacych ciagów liczb naturalnych (k,){;. 1 i (j,)r;" 1
oraz ciagu Xo = (tJO»~ 1 majac nadzieje, ze pozwoli to uchwycic
pewne prawidlowosci potrzebne do indukcyjnego zdefiniowania
tych trzech ciagów. _ '

h
Wiemy, ze Iim L ak .• tJO) = O, istnieje wiec k; takie, ze

k-...oon= 1

h 00

gdy k> k;, to I L ak •• tJO)1 < 1. Ciag ( L at •• ):':l
n=1 ' n=J.+l

jest nieograniczony, mozna wiec znalezc k3 wieksze od k; i k2
00

takie, ze L lak] •• 1 > 24 + 2· 3. Istnieje h > i2 spelniajace
. '=i1+1

1. 00

L lak] •• 1 > 23+3 i L lak] •• 1 < 1
.=i1+1 n=1.+l

Definiujemy

Postepujac jak poprzednio stwierdzamy z latwoscia, ze

1. 1
~ tlO) >- .23L.,;a"3.n n ~ 3 .
n=1

W ten sposób mozna indukcyjnie okreslic dwa ciagi liczb
naturalnych ki < k2 < ... < ki < o •• ;il <h < ... <il <
oraz ciag Xo = (tJO»~ 1 E Co tak, aby

Mamy wiec

00 h 00

IAk,(x)1 = IL ak/ •• tJO)1 = I L akl •• tJO)+ L ak, •• tJO)1 ~
• =1 n=1 n=h+l

1r 00 21

~ILak,.•tJO)I- L lakl .• I·ltJO)I~--l dla/=1,2, ...
.=1 '=1,+1 /

Zatem Iim Ak,(xo) = + 00, wbrew zalozeniu, ze A jest·
1-"'00 .

macierza Toeplitza.

W ten sposób otrzymalismy trzeci warunek konieczny
00

(iii) ciag (L lak •• 1):': 1 jest ograniczony.
n=1

Poniewaz warunek (iii) zawiera warunek (ii), to rekapitulujac
mozna powiedziec, ze jezeli A = (ak .• )k •• ='.2 .... jest macierza
Toeplitza, to
(*) Iim ak •• = O dla k = 1,2, ... ,

k---+-'oo

00

(**) istnieje M > O takie, ze 2: lak .• 1 .;; M dla k = 1,2, ...
.=1

Wykazemy teraz, ze waruI).ki te sa równiez dostateczne.

Rozwazmy x = (t.)::":: 1 E Co i e > O. Istnieje wówczas no E N
e

takie, ze It.1 < -- dla n > no. Wtedy tez dla dowolnych k
2M

mamy
00 no 00

IAk(x)1 =! L ak .• t·1 = I L ak .• t• + L ak •• t·l.;;
n=1 n=1 n=no+1

no 00 no E

.;; IL ak;.t·1 + L lat.• I· [t.i .;; I L ak •• t·1 + 2M-' M =n=1 n=no+1 n=1

no ,e

= IL at .• t·I+-·
n=1 2

no

Zarazem - poniewaz lim L ak •• t. = O, to is~nieje ko
k-...oo n= l .

"o e
takie, ze dla k > ko mamy IL ak •• t.1 < -, czyli IAk(x)\ <

n=1 2
e e

< 2+2 = e.

Otrzymalismy w ten sposób nastepujace twierdzenie Toeplitza.
Macierz A = (ak •• )k •• = 1. 2.... jest macierza Toeplitza wtedy
i tylko wtedy, gdy -
1) lim at .• = O dla n = 1,2, ... ,

k-...oo
00

2) ciag (L ak •• ):'= 1 jest ograniczony.
n=1 .

Teraz juz z latwoscia Czytelnik stwierdzi, ze wszystkie podane wczesniej
macierze poza jedna byly macierzami Toeplitza. A czy nastepujaca modyfikacja
przykladu (4)-1 .
ak•• = ak-' (-1)'+1 . P.
daje macierz Toeplitza? A moze to jest macierz Toeplitza. gdy nalozy sie jakies
dodatkowe warunki na. ciag (P.)~ l?

Definicje macierzy Toeplitza mozna uogólnic zadajac w punkcie
(2) zamiast tego, zeby lim Ak(x) = O warunku, by lim Ak(x)

k-+oo k-..oo

istniala dla dowolnych x E CO. Analiza funkcjonalna
dostarcza metod, które w bardzo latwy spo~ób pozwalaja uogólnic
twierdzenie Toeplitza. Okazuje sie mianowicie, ze warunek 1)
trzeba wtedy sformulowac w nastepujacy sposób

lim ak •• = (J. dla n = 1,2, ...
k-...oo

Mozna tez wykazac, ze w tym przypadku dla kazdego
x = (t.)~ 1 E Co jest

00

Iim Ak(X) = L {J.t •.
k--+oo n= I

Autorowi nie jest znany za.den dowód tego faktu wykorzystujacy
tylko metody Analizy Matematycznej i bylby bardzo wdzieczny
Czytelnikom, gdyby którys z nich zechcial oswiecic go nieco
w tym wzgledzie ..

Na zakonczenie autoJ chcialby jeszcze powiedziec, ze twierdzenie
Toeplitza jest fundamentalnym twierdzeniem macierzowej Teorii
Limesowalnosci, ale to bedzie, byc moze, tematem innego
artykulu. ·



Kosmiczne

superwybucby

Pokryte gwiazdami nocne niebo jest symbolem spokoju. Jednak ewolucja gwiazd, mówiac
obrazowo: ich zycie, zawiera czasem momenty, które smialo mozna nazwac dramatycznymi.
Zycie gwiazdy to nieustanne zmaganie miedzy silami grawitacji dazacymi do scisniecia kuli
gazowej, jaka jest gwiazda, do jak najmniejszej objetosci oraz cisnienia, które przeciwstawiajac
sie silom grawitacji dazy do zwiekszenia objetosci i promienia gwiazdy. Spokojne zycie gwiazdy
to efekt równowagi miedzy tymi dwiema przeciwstawnymi silami.

w której wyniku powstaje ogromna ilosc neutrin elektronowych. Wzrostowi gestosci az do ponad
1014 g/cm3 towarzyszy ogrzanie do okolo lOtt K. Produkowane w wielkich ilosciach neutrina sa
czastkami bezmasowymi (o zerowej masie spoczynkowej) i w normalnych warunkach niezwykle
slabo oddzialuja z materia. Aby te wlasnosc· zilustrowac, wystarczy wspomniec, ze srednia droga

Kazdemu wychwytowi towarzyszy wiec zmniejszenie liczby protonów o jeden oraz emisja
neutrina. Wychwyty elektronów prowadza do zwiekszenia liczby neutronów (neutronizacja
materii) oraz do produkcji neutrin. Oba procesy: dysocjacja i wychwyt elektronów prowadza do
obnizenia cisnienia plazmy. Narusza to delikatna równowage miedzy silami grawitacji
i cisnienia: sily grawitacji zwyciezaja i rdzen Fe-Ni ulega gwaltownej implozji. W ciagu okolo
0,3 sekundy wewnetrzna czesc rdzenia zmniejsza swoje wymiary ponad" 100-krotnie.

Zgeszczenie kurczacego sie rdzenia i jego rozgrzanie prowadzi do calkowitej dysocjacji jader
Fe i Ni na nukleony. Elektrony supergestej plazmy wychwytywane sa na protonach w reakcji

p+e- -+ n+v.,

(A, Z) + e- -+ (A, Z-l) + v•.

(3)

(2)

Badania astrofizyczne rozpoczete w latach piecdziesiatych i rozwijane w latach szescdziesiatych
i siedemdziesiat}:ch doprowadzily do wniosku, ze okres, w którym gwiazda prowadzi spokojny
zywot zachowujac - w przyblizeniu - stala jasnosc, a wiec - jak mówimy - znajdujac sie na
tzw. ciagu glównym cyklu ewolucyjnego, w istotny sposób zalezy od jej masy.

Dobra jednostka masy gwiazd jest masa naszego Slonca, oznaczana symbolem MO. Wartosc
liczbowa MO = 1,989' 1033 g. Jak wynika z badan teoretycznych, przeprowadzonych w latach
szescdziesiatych i siedemdziesiatych, dla gwiazd masywnych - o masie wiekszej niz okolo 8 MO,
a mniejszej niz okolo 20 MO - czas spokojnego zycia na ciagu glównym jest rzedu IQ7 lat. Czas
ten maleje wraz ze wzrostem masy. Gwiazdy masywne przebywaja w stadium ciagu glównego
tysiac razy krócej niz gwiazdy takie jak nasze Slonce!

Rozwazmy gwiazde o masie 15 MO, której wiek liczony od momentu jej powstania z obloku
materii miedzygwiezdnej (zakladamy, ze materia ta skladala sie glównie z wodoru) wynosi 107 lat.

Przez 10 milionów lat swiecila ona z prawie niezmienna jasnoscia, czerpiac energie z reakcji
syntezy wodoru na hel. To spalanie termojadrowe zachodzilo w rdzeniu gwiazdy, gdzie panowala
temperatura ponad 107 K. Rosnie masa produktu reakcji syntezy, helu. Wodoru do spalania
jest coraz mniej. Z powodu braku paliwa wodorowego spalanie w centrum gwiazdy w koncu
ustaje. Wodór spalany jest juz tylko na zewnetrznym brzegu jadra zbudowanego z helowego
"popiolu". Hel zgromadzony w rdzeniu gwiazdy nie moze byc spalany, gdyz do tego potrzebna
jest temperatura okolo 1,5' 108 K. Zahamowanie spalania wodoru narusza równowage
w centralnej czesci gwiazdy, gdzie w wyniku ustania procesu produkcji ciepla grawitacja zaczyna
przewazac nad cisnieniem. Rdzen helowy zaczyna sie kurczyc. W konsekwencji prowadzi to do
jego zgeszczenia i ogrzania. W momencie, gdy temperatura w srodku rdzenia osiagnie wartosc
1,5' 108 K, rozpoczyna sie proces syntezy helu na wegiel, tlen i neon. Jak wykazaly badania
teoretyczne, kurczeniu sie rdzenia helowego towarzyszy gwaltowne rozdymanie otoczki
wodorowej. Gwiazda gwaltownie zwieksza blisko stokrotnie swój promien - do ponad IQ8 km.
Dla porównania: promien Slonca wynosi 7, 105 km, a odleglosc Ziemi od Slonca -1,5 .IQ8 km.
Slusznie wiec gwiazde taka nazywamy nadolbrzymem. Poniewaz barwa widzialnego
promieniowania, emitowanego przez rozdeta wodorowa otoczke gwiazdy, jest czerwona, pelna
nazwa nadana gwiazdom tej klasy brzmi: czerwony nadolbrzym. O dalszych losach gwiazdy
decyduja procesy zachodzace w jej rdzeniu. Proces kurczenia sie jadra zlozonego z produktów
syntezy jadrowej - prowadzacy do zageszczenia i rozgrzania rdzenia gwiazdy i w konsekwencji
do zapalenia "popiolu" - powtarza sie kilka razy, az do momentu, w którym "popiolem"
beda jadra zelaza i niklu. Rosnacy rdzen zelazno-niklowy jest plazma zlozona z jader zelaza,
niklu i elektronów; jego temperatura przekracza 3,5' 109 K, gestosc zas wynosi ponad 108 g/cm3•
Gestosc jest rzeczywiscie astronomiczna: 1 cm3 takiej plazmy wazylby na Ziemi 100 ton!
Schematyczny obraz struktury czerwonego nadolbrzyma na tym etapie zycia gwiazdy
przedstawiony jest na rysunkach 1 i 2. Materia, z której zbudowany jest rdzen zelazno-niklowy,
jest zdegenerowana: jej cisnienie zalezy tylko od gestosci elek.tronów w plazmie, a nie zalezy od
temperatury. Wraz z uplywem czasu masa rdzenia zelazno-niklowego rosnie, wzrasta jego gestosc
i temperatura. Zapalenie tej plazmy jest jednak niemozliwe. Plazma zelazno-niklowa to ostateczny
produkt nukleosyntezy, bowiem jadra Fe i Ni maja najwieksza energie wiazania ze wszystkich
jader atomowych. "Popiól" Fe-Ni nie moze sie zapalic, poniewaz wszelkie przemiany jader Fe
i Ni maja charakter endotermiczny. Równowaga rdzenia Fe-Ni zapewniona jest przez
zrównowazenie gigantycznych sil grawitacji dazacych do zmniejszenia promienia rdzenia
i cisnienia gazu zdegenerowanych elektronów w plazmie.

Rachunki teoretyczne wykazuja, ze w momencie, gdy masa rdzenia Fe-Ni wzrosnie do okolo
1,4 MO, temperatura w centrum gwiazdy osiagnie 7, 109 K, gestosc zas wyniesie 5, 109 g/cm3
(5 000 ton/cm3 l). W tak wysokiej temperaturze rozpoczyna sie dysocjacja jader Fe i Ni na
czastki alfa (jadra helu) i neutrony. Reakcja jest endotermiczna:

(1) 56Fe -+ 13(X+ 4n -124,4 MeV

w zwiazku z tym prowadzi do obnizenia temperatury plazmy. Dysocjacja jednego jadra zelaza
pochlania ponad 124 MeV. Po drugie, przy tak duzej gestosci mozliwy jest tzw. odwrotny
rozpad beta - wychwyt elektronów przez jadra zelaza i niklu. Symboliczny zapis reakcji
wychwytu elektronów na jadrze o liczbie atomowej Z i liczbie masowej A ma postac:

Rys. 1. Czerwony nadolbrzym o masie 15 MO
ma promien 6 . J08 km. Sklada sie z rzadkiej
otoczki wodorowej oraz rdzenia zbudowanego
z produktów syntezy termojadrowej. Palenie
wodoru odbywa sie na brzegu rdzenia.
W rzeczywistosci promien rdzenia stanowi
10- 5 promienia otoczki.

Doc. dr Pawel HAENSEL

Rozwiazanie zadania M 442. Niech X

oznacza liczbe rzutów potrzebna do
otrzymania orla. Rozpatrzmy sytuacje po
pierwszym rzucie. Z prawdopodobienstwem

p otrzymalismy orla (wtedy X = l)
a z prawdopodobienstwem l-p reszke.
W drugim przypadku srednio potrzeba
l + EX rzutów do zakonczenia gry, jako ze
poszczególne rzuty sa niezalezne. Zatem
EX = p' 1+(l-p)' (l + EX), stad p' EX = l,

czyli EX = -~.
p

Rys. 2. Struktura rdzenia czerwonego
nadolbrzyma w okresie bezposrednio
poprzedzajacym implozje.

--
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swobodna neutrin o energii 10 MeV w materii, z której zbudowana jest Ziemia, wynosi
1015 km ~ 1 rok swietlny! Neutrino takie przeleci przez Ziemie po torze przechodzacym przez
jej srodek nie ulegajac w praktyce ani razu rozproszeniu na nukleonach i elektronach, z których
zbudowana jest nasza planeta. Ale w niezwyklych warunkach, gdy materia ma gestosc ponad
1012 g/cm3 i temperature ponad 1010 K, zderzenia neutrin z nukleonami i elektronami beda
znacznie czestsze. Rachunki teoretyczne wskazuja, ze zderzenia te sa wówczas tak czeste, ze od
momentu, w którym'gestosc rdzenia osiagnie wartosc lOtz g/cm3, neutrina sa "uwiezione": ich
droga swobodna zmniejsza sie do kilkudziesieciu metrów i czas potrzebny na wydostanie sie
z kurczacej sie materii jest dluzszy od czasu implozji rdzenia gwiazdy, w którym powstaja.

(4)

1

(3M. )3
R, = -- = 13 km.

4ne·

Na ten niezwykle gesty rdzen gwiazdy spadaja pod wplywem sily ciezkosci kolejne jej warstwy, co
R' zostalo uwidocznione na rysunku 3a. Pod ich ciezarem rdzen ulegnie jedynie lekkiemu scisnieciu,
. a nastepnie gwaltownie "zasprezynuje" odbijajac od siebie stykajaca sie z nim bezposrednio

warstwe materii. To niezwykle gwaltowne odbicie wewnetrznej czesci otoczki rdzenia od jego
powierzchni prowadzi do powstania - wskutek zderzenia ze spadajacymi bardziej zewnetrznymi
warstwami gwiazdy - fali uderzeniowej, która rozchodzi sie od srodka gwiazdy ku jej
powierzchni (rys. 3b). Szczególowe obliczenia wskazuja, ze fala uderzeniowa rozChodzi sie
z predkoscia poczatkowa ponad 60 000 km/s, odrzucajac na zewnatrz kolejne, coraz rzadsze
warstwy otoczki (rys. 3c). Duza role w procesie propagacji fali uderzeniowej odgrywaja neutrina,
które dopiero teraz wydostaja sie z goracego i gestego rdzenia. W warstwie polozonej tuz za
czolem fali uderzeniowej panuje temperatura okolo 1011 K. W takiej temperaturze typowa
(srednia) energia ruchu cieplnego czastek (w tym równiez neutrin) wynosi 10 MeV. Fala
uderzeniowa i neutrina przekazuja otoczce, która w przypadku naszej gwiazdy stanowi 90%
masy, czesc ogromnej energii, która wydzielila sie w wyniku implozji rdzenia.

Gdy gestosc kurczacego sie rdzenia osiagnie wartosc okolo 2,4' lOt4 g/cm3, równa
w przyblizeniu gestosci materii jadrowej, z której zbudowane sa jadra atomowe, materia staje sie
tak sztywna (twarda), ze ogromne cisnienie jest w stanie w koncu zrównowazyc sily grawitacyjne.
Oszacujmy promien rdzenia w momencie, gdy jego "zapadanie sie" zostalo zatrzymane.
Zakladajac, ze jego gestosc wynosi e. = 2,4' lOt4 g/cm3 przy masie M. = 1,4 MO otrzymujemy

Rozwazmy proces implozji rdzenia o masie 1,4 MO. Przed implozja, przy zalozeniu stalej
gestosci, jego energia potencjalna wynosila:

Zaledwie okolo 2% energii LlE, a wiec w naszym przypadku okolo 4, 1051 ergów, bedzie
przekazane przez fale uderzeniowa otoczce, która zostanie wyrzucona z duza predkoscia na
zewnatrz. Reszta energii zostaje uzyta na emisje róznego typu promieniowania, w tym takze
widzialnego, oraz na ogrzanie materii.

- 2,4' 1053 ergów.

.dE = El - Ez = 2,3 . 1053 ergów.

(6)

(5)

(7)

3GM:'
El = - --'- = -2' 1051 ergów.

5R1

Podobnie jak na rysunku 2 zalozylismy, ze R1 = 1 500 km. -Po implozji R = R. = 13 km (patrz
równanie (4», energia potencjalna równajest

(8)

3GM;-----
5R.

W wyniku implozji wydzieli sie wiec energia

Ogromna wiekszosc tej energii (98%) zostanie uniesiona przez neutrina. Neutrina wyemitowane
przez fale uderzeniowa bez trudnosci przelatuja przez otoczke nadolbrzyma. Ich typowa energia
równa sie energii cieplnej czastek przy temperaturze 1011 K, a wiec Ev = 10 MeV. W wyniku
implozji zostanie zatem w ciagu kilkunastu sekund wyemitowany na zewnatrz gwiazdy potezny
impuls neutrin o energii okolo 10 MeV. Ilosc ich wynosi

Implozja rdzenia gwiazdy zamienia sie wiec w wybuch otoczki (rys. 3d), która rozszerza sie
w ciagu setek lat z predkoscia tysiecy km/s. Promieniowanie otoczki wodorowej widzimy na
Ziemi jako rozblysk supernowej (dokladniej: superrrowej typu 11). Jasnosc supernowej w ciagu
pierwszych kilku tygodni moze dorównywac jasnosci galaktyki, w której supernowa rozblysla.
Tak wiec bezposrednio po eksplozji czerwonego olbrzyma jasnosc supernowej moze byc miliard
razy wieksza od jasnosci "typowej gwiazdy, takiej jak nasze Slonce! Supernowe, które rozblysly
w naszej Galaktyce, wzbudzaly ogromne zainteresowanie z powodu swej ogromnej jasnosci oraz
naglosci, z jaka sie pojawialy. Najslawniejsza chyba supernowa byla obserwowana w 1054 roku
przez astronomów chinskich i zostala przez nich nazwana gwiazda-gosciem.

Rys. 3. Najwazniejsze etapy 'wybuchu. Nie

jest zachowana rzeczywista skala elementów
rysunków.

al Po implozji rdzenia Fe-Ni (czarne kólko)

spadaja nall kolejne warstwy gwiazdy. Czarne

kólko to protoplasta gwiazdy neutronowej.
b) Po odbiciu od powierzchni zapadnietego

rdzenia najbardziej wewnetrzne warstwy

poruszaja sie na zewnatrz, zderzajac sie

z opadajacymi bardziej zewnetrznymi
warstwami. Powstaje fala uderzeniowa,

zaznaczona jako czerwony, rozszerzajacy sie

pierscien.

c) Fala uderzeniowa pociaga za soba kolejne

warstwy otoczki.
d) Rozszerzajaca sie otoczka tworzy swiecaca

mglawice. Wewnatrz mglawicy znajduje sie
gwiazda neutronowa.

Stopniowo, w ciagu setek lat, otoczka rozszerza sie twor;zac swiecaca mglawice. Wybuch
supernowej z 1054 roku pozostawil po sobie Mglawice Krab. Bezposrednim produktem implozji,
która dala poczatek supernowej, jest w omawianym przez nas przypadku kula o masie nieco
wiekszej od masy Slonca i promieniu kilkunastu kilometrów, która w konsekwencji
neutrónizacji materii sklada sie glównie z neutronów. Ten zadziwiajacy twór - to gwiazda
neutronowa (patrz Delta 7/1980), obserwowana w przypadku Mglawicy Krab jako pulsar (patrz
Delta 8/1980).
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Witamy pierwszego czlonka Klubu 44 F,
kt6rym zostal pan Piotr Bala.

Klub 44
Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 F"

po uwzglednieniu ooen rozwiazan
zadan 23 jWT-2,40/ i 24 /WT-2,19/

z numeru 2/1986

Skrót regulaminu

Redaguje dr Andrzej NA DOLNY

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n +4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na
oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. 'Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki naleZy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 P.
Oceniamy zadania w skali od Odo I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 - 3SIN, gdzie S'oznacza sume ocen za rozwiazanie tego zadania, a N -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji
(M lub P), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
cz/onlmstwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

'Zadania z fizyki nr 31, 32

47,54pkt
32,53pkt
22,37pkt

- Torun
_ Gliwice

- f>tyszk6w

Piotr' Bala
Tomasz Rawlik
Aleksander Surma

I, ,,- -
I I

31. Obliczyc stosunek E./Eb wartosci natezenia pola elektrycznego, wystepujacego
\\ bezposrednim sasie~twie powierzchni jednorodnie naladowanej ladunkiem o gestosci
powierzchniowej a, gdy E. i Eb odpowiadaja nieskonczonej powierzchni plaskiej i powierzchni
kuli.

32. W badaniach dna oceanicmego wykorzystuje sie miedzy innymi prowadzone za pomoca .
sztucznych satelitów Ziemi pomiary ksztaltu powierzchni oceanu, która- jak sie okazuje - ma
lokalne wzniesienia oraz depresje. Jakie informacje dotyczace dna oceanu mozna uzyskac na
podstawie wyników takich pomiarów? Przytoczyc tok rozumowania.
Zadanie 31 nadeslal pan Robert Repucha z Goldapi.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 X 1986 Rozwiazania zadan z Jayki z numeru 4/1986

Przypominamy tresc zadan:

'2'1. W chwili poczatkowej wszystkie 'wlaczniki w obwodzie z rysunku I sa rozwarte, a kondensatory (pojemnosc C,
i Co) nie naladowane. Zwieramy W, i W3, po pewnym czasie rozwieramy i zwieramy Wo. Wyznaczyc wartosc i znak
koncowego napiecia na Co. Sila elektromotoryczna ogniwa wynosi 8, opór wewnetrzny zaniedbac.

28. Traktujac czasteczke jodku cezu (Cs!) jako sztywny uklad dwóch ladunków (± 1,6' 10-l'C) o masach 2' 10-25 kg,
oddalonych od ~iebie o 3 . lO-lO m, obliczyc czestotliwosc drgan, jakie czasteczka bedzie wykonywala w jednorodnym
polu elektrycznym o natezeniu 3' lO· VIm po naglej zmian", kierunku pola o niewielki kat.

Ul = Uz+B.

(dodatni biegun na okladce oznaczonej kropka)·

CI Ul +C2U2 = (CI +Cz)B.

Rozwiazujac uklad równan (1) i (2) otrzymujemy poszukiwane wyrarenie

Cz
Uz=---B

Cl+Cz

(2)

(1)

Ladunki na obu kondensatorach wynosza teraz odpowiednio

Q~ = C1Ul = Ql+q oraz Q; = CzUz = Qz-q,

gdzie q jest ladunkiem, który przeplynal w obwodzie po zwarciu wylacznika W3• Suma tych
ladunków jest równa

27. Schemat ukladu przy zwartych wylacznikach Wl i W3 przedstawia rysunek 2a. 'Na obu
kondensatorach panuje napiecie U = B, a zgromadzony w nich ladunek wynosi odpowiednio
Ql = C1B oraz Qz = CzB, przy czym okladki oznaczone kr('~\::imi sa naladowane dodatnio.
Sytuacje koncowa - po rozwarciu Wl i Wz oraz zwarciu W3 - przedstawia rysunek 2b.
Oznaczaja2 panujace na kondensatorach napiecia przez Ul, Uz (dodatnie wartosci Ul, Uz

odpmyiadaja polaryzacji napiecia jak w poprzednim przypadku) mozemy napisac

IT~r L ·_ ..!!1L r.Rys. I

l -11lc1 I +

a) Cz Te

l-qlli'b) - c
Rys. 2

Rys. 3

JE

m
-E?

28. Przyjmijmy, ze dipolowa czasteczka CsI znajdowala sie pierwotnie w polozeniu równowagi
trwalej, tzn. byla skierowana równolegle do wektora natezenia pola elektrycznego E. Nagla
zmiana kierunku wektora E odpowiada wychyleniu czasteczki z polozenia równowagi. Dzialajace
na ladunki +e, -e sily elektryczne FI i Fz (patrz rysunek 3) powoduja obrót czasteczki dookola
jej srodka masy S. W wyniku tego czasteczka zaczyna drgac wokól swego polozenia równowagi
(na rysunku zaznaczone linia przerywana). Sytuacja kazdego z drgajacych ladunków jest
analogiczna"jak punktu materialnego w wahadle matematycznym o dlugosci d/2 (d - odleglosc
miedzy jonami w czasteczce) z ta róznica, ze zamiast sily przyciagania ziemskiego mg na kazda
z mas m dziala sila eE. Wobec tego we wzorze na okres drgan wahadla matematycznego

T ,,- V d/2 . ' .. , 'k' ., eE .
= ,<;JL -- zastepujemy przyspleszeme zlems IC g wyrazemem -, otrzymujac

, g , m

V-dm l VeET = 2n --. Czestotliwosc omawianych drgan wynosi zatem v = - --.
2eE ,3l Um

Po podstawieniu danych otrzymujemy v = 2· 1010 Hz.

1&



!=44
Czol6wka lJ ~i zadaniowej "KI ,b 44 M"

po uwzg:edn1eniu ocen rozwiazan
zadan 125 /WT-2,94/ i 126 /WT-2,32/

z numeru 2/1986

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Zadania z matematyki nr 133, 134 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

133. Dac przyklad wieloscianu wypuklego o nastepujacych wlasnosciach:
a) wszystkie krawedzie maja równe dlugosci oraz sa styczne do pewnej sfery;
b) nie istnieje sfera opisana na tym wieloscianie.
Rozwiazanie bedzie uwazane za tym lepsze, im mniej krawedzi bedzie mial wieloscian.

134. Rozwiazac równanie

x = 5+(5+(5+ ... +(5+(5+x-1)-1)-1 ...)-1)-1;

po prawej stronie wystepuje n piatek i n znaków odwrotnosci oraz n-l par nawiasów; n jest
ustalona liczba naturalna·
Zadanie 134 przyslal pan Stanislaw Wróbel z miejscowosci Mroczen w woj. kaliskim.

Piotr Jedrzejewicz - Torun 48,99pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 44,46pkt
Marian Roman - Elk 43 , 09pkt
Andrzej Sudol - NowySacz 42,56pkt
Kazimierz Serbin - Sanok 42, 54pkt

Marek Prauza - Poraj 41,30pkt Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 4/1986
TomaszRawl1k - Gliwice 41. 03pkt

Przypominamy tresc zadan:
Pan J edrze j ewic z to numer 42 w Klubie 44.
Pan Sowizdrzal _ juz po raz trzeci 129. Czy szesciokat wypukly o polu S musi miec trzy kolejne wierzcholki takie, ze pole T trójkata wyznaczonego
/i jest sz6stym Weteranem Klubu 44/. przez te wierzcholki spelnia nierównosc: a) T.;; S/6, b) T ~ S/6?

F'

Rys. 1

Rys. 2

130. Znalezc kres dolny liczb postaci m-li" + n-11m (m, n e N).

129. Odpowiedz: a) tak, b) nie. Uzasadnienie:
a) Przy oznaczeniach z rysunku 1 którys z czworokatów ABCP, CDEQ, EFAR ma pole ~ S/3.

Przypuscmy, ze jest to czworokat ABCP. Przekatna BP dzieli go na dwa trójkaty i którys z nich
ma pole ~ S/6. Niech to bedzie trójkat BCP. Jego pole jest niemniejsze od pola któregos
z trójkatów ABC, BCD. Stad teza.
b) Wezmy dowolny trójkat Al Az A3 o polu S. Na bokach wychodzacych:z. kazdego
wierzcholka Al obierzmy w niewielkiej od niego odleglosci punkty A;, A;' (rysunek 2). Gdy

punkty A;, A;' zblizaja sie do Al (i = 1, 2, 3), pole szesciokata A;A~ A;A;' A~A;' dazy
do S, podczas gdy pole kazdego z trójkatów wyznaczonych przez trzy kolejne wierzcholki tego
szesciokata dazy do zera.

"./_ "./ 1 m./- 1130. "m = "m' 1· 1· .... 1 ~ -(m+n-l) i podobnie "n ~ -(n+m-l).--.-- n mn-l
n m

Zatem rozwazane wyrazenie jest;;. ---- + ---- > 1. Przy tym liczba 1 jest kresemm+n-l m+n-l
dolnym: gdy m = 1 i n -> 00, badane wyrazenie dazy do 1.

_Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 442. Rzucamy moneta, dopóki nie wypadnie orzel. Ile srednio prób trzeba wykonac, jesli
prawdopodobienstwo otrzymania orla w pojedynczym rzucie wynosi p? Zakladamy, ze wartosc
srednia ilosci prób istnieje.
Rozwiazanie na str. 14

M 443. Udowodnic, ze funkcjaf(x) = sin x nie jest wielomianem.
Rozwiazanie na str. 2

1t

M 444. Znalezc pole figury ograniczonej wykresem funkcji sinz x i prostymi x = -, oraz y = O.2

Rozwiazanie na str. 1

Redaguja mgr Tomasz TRATKIEWICZ i mgr Wlodzimierz ZIELICZ

F 202. Gaz doskonaly o temperaturze T1 zamkniety jest w elastycznej, nie przewodzacej ciepla

powloce pod cisnieniem !'t. Wyznaczyc temperature gazu Tz po gwaltownej zmianie cisnienia do
wartosci Pz. Jaka bylaby zmiana temperatury, gdyby proces zachodzil odwracalnie?
Rozwiazanie na str. 2 ..

F 203. Izolowany cieplnie pojemnik z gazem doskonalym zawieszono na nici. Dzialanie sily
ciezkosci powoduje, ze gestosc gazu w dolnej czesci naczynia jest wieksza niz w górnej. Nic
przecieto. Czy temperatura gazu po dojsciu do stanu równowagi termodynamicznej w czasie
swobodnego spadku bedzie inna niz przed przecieciem nici?
Rozwiazanie na str. 7
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