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Holografia-mozliwosci i zastosowania

Dr Katarzyna CHALAS/NSKA-MACUKOW

Holografia jest to metoda zapisu i rekonstrukcji pelnej
informacji niesionej przez fale róznej natury: fale
elektromagnetyczne, akustyczne czy elektronowe.
Juz w samej nazwie, która mozna tlumaczyc jako
"pelny zapis" (z greckiego h%s = pelny, gramma =
= zapis), zaznaczona jest ta cecha. Wlasnie mozliwosc
pelnego zapisu rózni holografie od konwencjonalnej
fotografii i daje mozliwosc otrzymywania
trójwymiarowych obrazów.

Podstawy holografii zostaly sformulowane przez
Denisa Gabora w latach 1948-1951, za co w 1971 roku
otrzymal nagrode Nobla w dziedzinieJizyki. Prawdziwy
rozwój holografii przypada jednak dopiero na lata
szescdziesiate i jest scisle zwiazany z rozwojem
techniki laserowej. W tym czasie holografia i mozliwosci
jej zastosowania w wielu dziedzinach nauki i techniki
wzbudzily ogromne zainteresowanie. Byla ona przez
jakis czas dominujaca dziedzina optyki stosowanej.
Trójwymiarowe obrazy holograficzne fascynowaly
i pobudzaly wyobraznie. Dawaly wielkie nadzieje na
szybka realizacje trójwymiarowego kina i telewizji.
Tak sie jednak nie stalo. Zbudowanie holograficznego
kina okazalo sie bardzo trudne do realizacji i do
dzisiaj takie nie istnieje. Równiez hologram nie
stal sie natychmiast konkurencja dla fotografii i nie
wszedl do powszechnego uzytku. Coraz czesciej
zaczely pojawiac sie opinie, ze holografia jako metoda
zapisu informacji nie spelnila pokladanych w niej
nadziei, ze zawiodla i ze nie warto dalej na tak szeroka
skale w nia inwestowac.

Niemniej jednak w laboratoriach naukowych prace
trwaly nadal. W wielu dziedzinach nauki i techniki
holografia weszla na stale jako technika zapisu.
Poszukiwano równiez nowych materialów
swiatloczulych oraz opracowywano nowe metody zapisu

i rekonstrukcji hologramów. Rozwinela sie cala nowa
dziedzina holografii - hologramy odtwarzane w swietle
bialym. To spowodowalo, ze w ostatnich latach
holografia zaczyna znowu budzic zainteresowanie
i miec masowych odbiorców.

A wlasciwie na czym polega zapis holograficzny?
Wyobrazmy sobie pole swietlne pochodzace od dwóch
zródel punktowych, z których jedno traktujemy jako
przedmiot punktowy, a drugie jako zródlo odniesienia.
Rozklad maksimów fali stojacej, utworzonej przez
interferencje fal pochodzacych z obu zródel,
przedstawia rysunek 1. Aby zapisac hologram, nalezy
umiescic w tym polu material swiatloczuly. Sposób,
w jaki to robimy, determinuje wlasnosci zapisanego
hologramu oraz narzuca sposób jego odczytania.
Polozenie oznaczone na rysunku 1 jako A daje w efekcie
tzw. hologram plaski, to znaczy zapis powstaje na
powierzchni materialu swiatloczulego.

Przyklad prostego ukladu doswiadczalnego do zapisu
hologramu plaskiego przedstawia rysunek 2. Swiatlo
pochodzace z lasera jest dzielone na dwie czesci,
z których jedna oswietla przedmiot i odgrywa role
tzw. fali przedmiotowej, a druga, tzw. fala odniesienia,
jest skierowana bezposrednio w stróne hologramu.
Obie fale sa spójne, a wiec maja zdolnosc do
interferencji. Przypomnijmy sobie, ze kazda fale mozna
opisac poprzez podanie wartosci jej amplitudy i fazy
w danym momencie i punkcie przestrzeni. Gdy
rejestrujemy swiatlo rozproszone od przedmiotu,
czyli gdy fotografujemy, klisza rejestruje natezenie Ip
równe kwadratowi amplitudy fali rozproszonej. Faza
jest zgubiona. Dlatego tez fotografia wiernie
odwzorowuje rozklad oswietlenia obiektu (za to
odpowiada amplituda fali rozproszonej), ale jest
dwuwymiarowa. Zagubiony zostal relief i glebia
sceny - za to odpowiada wlasnie faza fali rozproszonej.

·przedmiot
punktowy

zródlo
• odniesienia
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W przypadku zapisu holograficznego klisza równiez
rejestruje tylko natezenie I fali, ale dzieki wprowadzeniu
fali odniesienia (i spójnosci swiatla) pojawiaja sie
w nim nowe skladniki. Natezenie I wynosi wtedy

1= Ip+lo+lpo,

gdzie Ip i I~ sa odpowiednio natezeniami fal
przedmiotowej i odniesienia, a Ipo jest wynikiem
interferencji miedzy obu falami i zawiera informacje
o ich fazie. Wlasnie dzieki dodaniu fali odniesienia
hologram zawiera pelna informacje o fali przedmiotowej,
a obrazy holograficzne sa trójwymiarowe.

Gdy hologram oswietlimy swiatlem laserowym
(prosty uklad przedstawia rysunek 3), otrzymamy
obraz trójwymiarowy rejestrowanego obiektu,
powstajacy w tej samej odleglosci, w jakiej znajdowal sie
przedmiot i widziany tak, jak go "widzial" hologram
przy zapisie. Umieszczajac oko za hologramem,
w sposób zaznaczony na rysunku, mozemy go
obserwowac "jak przez szybke". Scisle rzecz biorac,
podczas odczytu hologramu powstaja dwa obrazy:
rzeczywisty i urojony. Który z nich przedstawiony jest
na rysunku 3, a który na rysunku 5?

Hologram plaski sklada sie z mniej lub bardziej
skomplikowanych prazków interferencyjnych i dziala
jak superpozycja wielu siatek dyfrakcyjnych. Aby·
zrekonstruowac obraz z takiego hologramu, niezbedne
jest oswietlenie monochromatyczne, bo w przeciwnym
przypadku kazda barwa daje obraz nieco przesuniety,
co powoduje, ze rekonstrukcja .jest nieczytelna.

Koniecznosc uzycia swiatla laserowego do rekonstrukcji
byla wlasnie powodem, ze technika holograficzna
pozostawala technika laboratoryjna i nie wchodzila do
powszechnego uzytku. Jednym z wczesniejszych
sposobów ominiecia tej trudnosci bylo zastosowanie
zapisu objetosciowego. Kiedy gruba warstwe materialu
swiatloczulego umiescimy w polu interferencyjnym
w taki sposób, jak to zaznaczone jest na rysu!lku I
(polozenie B), to zapis powstaje w calej objetosci
materialu w postaci warstw mniej lub bardziej
naswietlonych. Tak wykonany hologram nazywamy .
hologramem objetosciowym. Moze on byc odtwarzany
w swietle bialym, gdyz ma wlasnosc selektywnosci
chromatycznej i kierunkowej. W pierwszym przyblizeniu

mozna go potraktowac jako filtr interferencyjny,
który wycina z widma tylko te dlugosc fali, która
spelnia warunki Bragga (patrz nizej). Na ogól warunki
te sa spelnione dla dlugosci fali uzytej do zapisu.

Filtr interferencyjny sklada sie z wielu naswietlonych
plaszczyzn równoleglych odbijajacych swiatlo (podobnie
jak warstwy atomów w krysztale). Fala padajaca
(np. swiatlo biale) ulega ugieciu (rozproszeniu) na
róznych plaszczyznach (patrz rysunek 4), uzyskujac
rózne przesuniecie fazowe. W efekcie interferencji tych
fal nastepuje wzmocnienie ich lub oslabienie
w zaleznosci od dlugosci fali A, kata obserwacji e
i odleglosci d miedzy plaszczyznami, zgodnie
z warunkiem Bragga (warunek wzmocnienia)

2dsine = mA, gdzie m = 1,2,3 H ••

Selektywnosc chromatyczna i kierunkowa polegaja
na tym, ze wzmocnienie dla róznych dlugosci fal
wystepuje pod róznymi katami e.

Technika objetosciowa pozwala uzyskiwac obrazy
holograficzne w naturalnych barwach. Wymaga to
wielokrotnych naswietlen, z których kazde tworzy
hologram odpowiadajacy innej barwie, uzytej do zapisu-:
W procesie rekonstrukcji swiatlem bialym otrzymujemy
superpozycje odtworzen wiernie odpowiadajaca
obiektowi pierwotnemu. Ta technika jest w tej chwili
bardzo rozwijana na calym swiecie przez milosników
holografii artystycznej. Coraz czestsze sa wystawy
hologramów artystycznych. Powstaly równiez muzea
holograficzne, cieszace sie wielka popularnoscia.
W sklepach spotyka sie reklamy holograficzne,
a w kioskach z upominkami mozna kupic 'breloczki
hologramy. Dzieki uzyskiwaniu coraz to lepszych
materialów swiatloczulych jakosc obrazów bywa w tej
chwili taka, ze do zludzenia przypominaja one oryginal.

Ale kazdy hologram wykonany technika objetosciowa
jest jak dzielo artysty - trudny do skopiowania.
Mozna wiec miec pojedyncze egzemplarze, ale nie ma
mowy o masowym powielaniu dla celów komercyjnych.
Ogromnej rewolucji w tej dziedzinie dokonaly tzw.
hologramy teczowe, zaproponowane przez Bentona.
Jego idea sprowadza sie wlasciwie do wykonania
hologramu z hologramu, przy czym zapis hologramów

. jest plaski. Pierwszy hologram jest zapisany w ukladzie
konwencjonalnym z boczna fala odniesienia (rys. 2).
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Drugi etap, polegajacy na zapisie hologramu
z hologramu, przedstawiony jest na rysunku 5. Pomysl
Bentona polegal na uzyciu w tym drugim etapie
szczeliny przeslaniajacej hologram pierwotny.
Odtwarzany z tak zamaskowanego hologramu obraz
jest równoczesnie rejestrowanym przedmiotem na
drugim hologramie, czyli na hologramie Bentona.
Hologram Bentona rejestruje równiez obraz szczeliny
maskujacej hologram pierwotny.

Podczas rekonstrukcji (rys. 6) miedzy obserwatorem
a hologramem powstaje obraz przedmiotu oraz,
w innej plaszczyzn(e, blizej obserwatora, obraz
szczeliny maskujacej. Jesli taki hologram oswietlimy
swiatlem bialym, to wraz ze zmiana dlugosci fali
obrazy szczelin i obrazy przedmiotu dla róznych
dlugosci fal wypadaja w innym miejscu, na róznych
wysokosciach. Obrazy szczelin, odpowiadajace róznym
barwom, sa rozdzielone przestrzennie. Umieszczajac
oko w plaszczyznie szczeliny na danej wysokosci
bedziemy obserwowali obraz przedmiotu, dawany
przez jedna tylko dlugosc fali. Przesuniecie oka
w kierunku prostopa'dlym do szczeliny daje zmiane
barwy obrazu - od fioletu do czerwieni, stad nazwa
"hologramy teczowe". Jak widzimy, szczelina
wprowadza w proces rekonstrukcji selektywnosc
chromatyczna - dziala jak szczelina wyjsciowa
monochromatora. Barwa zrekonstruowanego
przedmiotu nie jest barwa oryginalu, jednak obraz jest
czytelny, a efekt jest zadziwiajacy.

Bardzo wazny jest fakt, ze metoda Bentona otrzymujemy
hologram plaski. Proces kopiowania jest wiec duzo
prostszy niz w przypadku hologramów objetosciowych.
Bardzo latwe jest tez wykonanie hologramu
odbiciowego, czyli takiego, na którym informacja
zapisana jest nie w postaci rozkladu zaczernienia na
kliszy, lecz w postaci zmiennego reliefu proporcjonalnego
do padajacego natezenia w trakcie zapisu.
Rekonstrukcja z takiego hologramu powstaje w swietle
odbitym, a nie przechodzacym (Jak to jest
przedstawione na rysunku 6). Te cechy umozliwily
w ostatnich latach masowa produkcje "hologramów

. teczowych", które zaczely sie pojawiac
konkurencyjnie z konwencjonalna fotografia.
Ozdabiaja one karty kredytowe, sa na pocztówkach
czy koszulkach typu T-shirts. Jedno znajpoczytniejszych
czasopism na swiecie The National Geographic juz
dwukrotnie "zafundowalo" sobie okladke
7 hologramem Bentona. Juz widze oczyma wyobrazni,

HOLOGRAM
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jak mój syn kupuje Delte z trójwymiarowym obrazem
holograficznym na okladce.

Na zakonczenie chcialabym omówic jeszcze jeden,
chyba najnowszy, rodzaj hologramu. Mam na mysli

/"11olografie komputerowa. Na czym ona polega? Aby
to zrozumiec, nalezy zdac sobie sprawe z tego, ze
swiatlo rozproszone, niosace informacje o przedmiocie,
moze byc zapisane w postaci mniej lub bardziej
skomplikowanej funkcji matematycznej, opisanej
macierza n x n punktów, odpowiadajacych punktom
przestrzeni, w których znamy zarówno amplitude,
jak i faze fali przedmiotowej. Stosunkowo proste
operacje matematyczne pozwalaja na obliczenie,
za pomoca komputera, rozkladu natezenia pola
odpowiadajacego plaszczyznie hologramu dla dowolnie
danych rozkladów fali przedmiotowej. Otrzymane
wartosci liczbowe natezenia dla poszczególnych
punktów hologramu mozna za pomoca specjalnych
urzadzen przerzucic na klisze w taki sposób, ze
zaczernienie kliszy w danym punkcie bedzie
proporcjonalne do obliczonego natezenia. Tak
otrzymany hologram odtwarza sie swiatlem laserowym
analogicznie jak plaski hologram konwencjonalny.

Komputerowy zapis hologramu rokuje ogromne
nadzieje i ma zastosowanie w wielu dziedzinach
techniki. Pozwala na rejestracje dowolnych rozkladów
pola odpowiadajacych abstrakcyjnym, trudno
realizowalnym w praktyce obiektom. Ma to
zastosowanie w optycznym przetwarz,aniu informacji,
czyli m.in. w analizie zdjec lotniczych, zdjec
z mikroskopu elektronowego czy diagnostyce medycznej.
Ta metoda wykonuje sie hologramy dzialajace jak
bezaberracyjne soczewki czy cale zestawy soczewek,
idealnie dopasowane do potrzeb ukladu, w którym
maja pracowac.

Jak widzimy, zastosowania techniki holograficznej sa
ogromne i bardzo róznorodne. Omówilam tu tylko
niektóre, te, które w tej chwili walcza o swoje miejsce.
Jest wiele innych zastosowan, takich jak np.
interferometria holograficzna, które sa powszechnie
stosowane juz od lat. Dzieki realizacji pelnego zapisu
informacji holografia otworzyla mozliwosci dotychcza1>
niedostepne. Opracowanie nowych materialów
swiatloczulych i nowych metod zapisu umozliwia
coraz to nowe zastosowania i ciagle poszerzanie grona
odbiorców. Chyba nie zostalo powiedziane jeszcze
ostatnie slowo w tej dziedzinie.
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Czy zbiory nieskonczone moga róznic sie liczba elementów? Zeby móc sensownIe 'postawic takie
pytanie, spróbujmy uogólnic pojecie równej liczebnosci zbiorów. Dla stwierdzenia, ze skonczone
zbiory A i B maja po tyle samo elementów, wystarczy elementy zbioru A polaczyc z elementami
zbioru B w rozlaczne pary w taki sposób, zeby zaden z elementów któregokolwiek ze zbiorów
nie pozostal bez pary. Kazdemu elementowi zbioru A odpowiada wówczas dokladnie jeden,
wystepujacy z nim w parze, element zbioru B i odpowiedniosc ta jest wzajemnie jednoznaczna.
Na odwrót: kazda funkcja f dzialajaca róznowartosciowo z A na B laczy elementy tych zbiorów
w pary postaci <a, (a», gdzie a E A. Powyzsze uwagi prowadza do nastepujacej definicji.

Zbiory X i Y sa równoliczne (równej mocy, oznaczenie; X ~ Y), jesli istnieje róznowartosciowa
funkcja przeksztalcajaca zbiór X na zbiór Y.

~,cY,c~,.o.

cA,cl, c}, 000

~,cf,c~, ...

Jesli przy tym liczba ma dwa rozwiniecia (np. 0,500 ... = 0,499 ... ), to wypisujemy jeden po
drugim obydwa odpowiadajace jej ciagi. Chcemy znalezc liczbe a w postaci O, aOa,a2 ... Bedzie
ona rózna od wszystkich liczb {xn; n E N}, o ile tylko ciag ao, al' ... bedzie rózny od wszystkich
wypisanych powyzej ciagów. Polózmy wiec dla n = O, 1,2, ...

Pojecie równo licznosci ma sens dla dowolnych zbiorów i, jak widzielismy, w przypadku zbiorów
skonczonych oznacza po prostu posiadanie tej samej liczby elementów. Zauwazmy tez, ze jesli
X ~ Y i Y ~ Z, to X ~ Z (sprawdzenie 'pozostawiamy Czytelnikowi). Przygladajac sie zbiorom
nieskonczonym natrafiamy jednakze na nowe zjawisko: zbiór moze byc równoliczny ze swoim
podzbiorem wlasciwym. Przykladowo, funkcjaf(n) = 2n ustala równo licznosc zbioru N liczb
naturalnych ze zbiorem liczb parzystych (rys. 2).

jesli c~ = 9,

jesli c~ '# 9.{O,an = c~+l,

Zbiory równoliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywamy przeliczalnymi. Przeliczalnosc
zbioru X oznacza mozliwosc ponumerowania wszystkich jego elementów i ustawienia ich w ciag
nieskonczony Xo, x, , ... , w którym wyrazy sie nie powtarzaja. Róznowartosciowa funkcja z N
na X jest wlasnie taka numeracja: wy.starczy polozyc Xn = f(n). Tak wiec nie tylko zbiór liczb
parzystych, ale w ogóle kazdy nieskonczony zbiór zlozony z liczb naturalnych jest przeliczalny
(dlaczego?). Z drugiej strony, zbiory intuicyjnie znacznie "wieksze" od zbioru liczb naturalnych
tez moga byc przeliczalne. Przykladem takiego zbioru jest zbiór liczb wymiernych. Oczywiscie
ustawienie wszystkich liczb wymiernych w ciag nie ma nic wspólnego z ich naturalnym
porzadkiem wedlug wielkosci.

Pora zatem zapytac, czy w ogóle istnieja zbiory nieskonczone, które nie sa przeliczalne? Odpowied:
na to pytanie jest twierdzaca, a podstawowy przyklad stanowi zbiór R liczb rzeczywistych.
Zeby tego dowiesc, pokazemy, ze zaden nieskonczony ciag liczbowy nie wyczerpuje wszystkich
liczb rzeczywistych. Dla dowolnego danego ciagu (xn ; n E N) znajdziemy mianowicie liczbe a,
której w tym ciagu nie ma. Utwórzmy najpierw rozwiniecia dziesietne liczb xo, Xl, ... W kazdym
z rozwiniec bedzie nas interesowac jedynie ciag zlozony z cyfr od O do 9 wystepujacy po
przecinku. Wypiszmy wiec te ciagi kolejno:

Definicje równolicznosci jako pierwszy podal
Bernard Bolzano w roku 1847. Jednakze
w pelni zrozumial znaczenie tego pojecia

i dokladnie je zbadal dopiero w latach
1873-1890 Georg Cainor, twórca teorii
mnogosci.

I{~'\. 2

o istnieniu odpowiecniosci wzajemnie

jednoznacznej miedzy liczbamj naturalnymi
a ich kwadratami wiedzial juz Galileusz

w roku 1638. Wyciagnal stad wniosek,
ze aksjomat "calosc jest wieksza od czesci"

nie moze byc zastosowany do zbiorów

nieskonczonych.

--

" To- T LII = LeJx,x

a po przejsciu granicznym LIt -.. O równanie
rózniczkowe

Rozwiazanie zadania F 209. Niech x bedzie
gruboscia lodu po czasie t. Poniewaz proces
nie zachodzi bardzo szybko, temperatura

w warstwie lodu bedzie zmieniala sie liniowo
od temperatury topnienia To = O'C do
temperatury otoczenia T = - IOce. Utrata
ciepl a z jednostki powierzchni lodu w krótkim

czasie .dt jest równa '" To - T dl i towarzyszyx
jej przyrost grubosci lodu o tlx. Wynika stad
równosc

j\~~
h ~ ; ~ ~ ~

dt Le

(jX'= ,,(To-TlX.

Rozwiazanie tego równania (przy zaloze,niu,
ze dla I = 0, x = O)daje szukana grubosc
warstwy lodu

x = .• /21>«To-Tj '" 8 cm.V Le

Taka definicja gwarantuje, ze dla kazdego n E N ciagi ao, a l, ... i co, cj, ... sa rózne, gdyz

róznia sie n-tym wyrazerp!
Tym samym dowód jest zakonczony.

Zbiory równoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy continuum.
Przykladem zbioru mocy continuum jest dowolny przedzial liczbowy (z koncami lub bez jednego
badz obu konców). Dowód tego faktu rozbijemy na trzy kroki;
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runkcjafprzeksztalca Pufy} róznowartosciowo na P.

l. Przedzial otwarty (- I, I) ma moc continuum.
Równolicznosci R z (- I, I) dowodzi funkcja:

dla x E R (rys, 3).

jesli x = y

jesli x = Xn

dla pozostalych punktów przedzialu P.

x

lex) = 1+ lxi

,xolex) = ;n+1

2. Kazde dwa przedzialy otwarte sa równoliczne.
Jesli bowiem mamy dane liczby a,b,c,d, gdzie a < b i c < d, to funkcja liniowa:

c-d ad-be
g(x) = --x+---

a-b a-b

przeksztalca róznowartosciowo przedzial (a, b) na przedzial (c, d) (rys. 4).

Punkty l, 2 i 3 sa udowodnione. Jesli teraz mamy dane dowolne liczby a i b, a < b, to:

(a, b) ~ R na mocy I i 2,

(a, b) ~ [a, b), (a, b) ~ (a, b] i (a, b) ~ [a, b] na mocy 3.

Kazdy przedzial ma wiec "tyle samo elementów" co caly zbiór liczb rzeczywistych.

Nastepny przyklad jest jeszcze bardziej zaskakujacy. Wiadomo dobrze, ze istnieje wzajemnie
ednoznaczna odpowiedniosc miedzy liczbami rzeczywistymi a punktami prostej (os liczbowa).
Prosta ma wiec moc continuum. Z kolei polozenie punktu na plaszczyznie okreslamy za pomoca
dwóch liczb rzeczywistych - wspólrzednych w ustalonym ukladzie wspólrzednych.

3. Jesli P jest przedzialem, a y dowolna liczba spoza P, to Pu {y} ~ P, tzn. dolaczenie jednego
elementu nie zmienia mocy przedzialu.
Wezmy bowiem dowolny róznowartosciowy ciag (xn: n E N) elementów P (jesli a i b sa koncami

b-a
p i a < b, to mozna np. polozyc x. = a+ -- dla n = O, I, ... ). Zdefiniujmy (rys. 5):

n+2

I I
dt.------.L I1-----1

I 1

I I
I I
I I

I
I -,---I I
I I
I I
I I
l 1
a 'b

R~~.). I Ullh.CJ;J IIllU"i pucprO\\;Jd/dl,."

punkt)' na pewien punkt -"o E p. punkt XI)

na pewien punkt Xl E P"- {xo}. ten z kolei na

punkt x, E p,," {XO, X,) itd. - stad bierze sie
nasza definicja.

~-------~
( r t l I ) I
a .. X3 X2 XI Xo b y

Cantor przez trzy lata usilowal udowodnic,

ze zbiór punktów prostej nie jest równoliczny
ze zbiorem punktów plaszczyzny. Gdy

przekonal sie, ze jest przeciwnie, napisal

w liscie do Oedekinda: "Widze, ze tak jest,

ale nie wierze".

Okazuje sie jednak, ze ... zbiór punktów plaszczyzny tez ma moc continuum!

Znaczy to, ze do okreslenia polozenia punktu na plaszczyznie wystarczy jedna wspólrzedna!

Dla dowodu ustalmy na danej plaszczyznie pewien uklad wspólrzednych prostokatnych.

Zauwazmy najpierw, ze kwadrat K = {<x,Y~: ° < x.s; l i 0< y.s; l} jest równoliczrty
z plaszczyzna. Jesli bowiem f jest jakakolwiek. funkcja przeksztalcajaca róznowartosciowo
przedzial (0, I] na R, to funkcja

g«x, y» ;= <f(x),f(y» dla x, y E K

Wsród matematyków znany jest pomysl

hotelu Hilberta o nieskonczonej liczbie

miejsc. W tym hotelu zawsze znajdzie sie

miejsce dla spóznionego podróznego 

wystarczy kazdego z dotychczasowych gosci
przeniesc do pokoju o numerze o jeden

wiekszym niz zajmowany poprzednio.

przeksztalca róznowartosciowo K na cala plaszczyzne. Poniewaz przedzial (O, l] ma moc
continuum, wiec wystarczy pokazac, ze K ~ (0, I]. Znowu posluzymy sie rozwinieciami
dziesietnymi. Dla unikniecia niejednoznacznosci uzywajmy wylacznie rozwiniec, w których
wystepuje po kolei nieskonczenie wiele cyfr róznych od zera. Wezmy wiec punkt <x, y) E K
i niech:

y = 0, YOY1Y2 ...

Wyjasnienie zagadki ze strony 14, dotyczacej
zadania I z XXVII MOM.

Zbiór Su {d} nadal ma wlasnosc: dla

dowolnych róznych liczb a, b nalezacych do S

liczba ab - l jest pelnym kwadratem.

Chcemy mu przyporzadkowac liczbe z = 0, ZOZ1 Z2 ... nalezaca do przedzialu (O, l]. Jak to
zrobic? Problem sprowadza sie do tego, by z pary nieskonczonych ciagów: (xn : n E N)

i (Yn : n E N) utworzyc jeden ciag (zn : n E N). Najprosciej byloby przeplatac kolejne wyrazy
danych ciagów dostajac w wyniku ciag: XoYo x IYI X2 '., ... Ta metod·a jest jednak zla, gdyz
zdefiniowana na jej podstawie funkcja nie przeksztalcalaby K na (O, l]. Przykladowo,
na liczbe 0, 1010 ... nie przeszedlby zaden punkt z K. Mozna jednak przeplatac nie pojedyncze
wyrazy, lecz cale ich bloki. Odpowiednie bloki otrzymamy stawiajac w naszych ciagach kreski
po kazdym wyrazie róznym od zera. Na przyklad parze liczb:

x = O, 112103[0041 ... , y = 0,081519100021 ...

przyporzadkujemy liczbe z = 0,108250390040002 ...

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze tak okreslona funkcja przeksztalca
róznowartosciowo K na (O, 1].

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy do

dalszej lektury ksiazke Waclawa Sierpinskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii oraz
ksiazke Kazimierza Kuratowskiego pod tym
samym tytulem.

Powrócmy do pytania, od którego zaczelismy. Wiemy juz, ze odpowiedz na nie jest twierdzaca.

Znamy przyklady zbiorów przeliczalnych i zbiorów mocy continuum. Czy moga jednak istniec
zbiory nieprzeliczalne innej jeszcze mocy? Okazuje sie, ze tak. Swiat zbiorów nieskonczonych
jest bardzo bogaty. Zachecamy Czytelnika do lepszego poznania rzadzacych nim praw.
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-- Kwazary mieszkaja w galaktykach
Rozwiazanie zadania M 453. Rozwiazanie
przedstawione jest na rysunKu.

Dr Bronislaw RUDAK

Rekordowa wartoscia parametru z szczyci sie obecnie kwazar PKS 2000- 330:

Najbardziej charakterystyczna cecha kwazarów jest znaczne przesuniecie ku czerwieni
powstajacych w tych obiektach linii widmowych. Miara tego przesuniecia jest parametr

gdzie A'"b oznacza laboratoryjna dlugosc fali linii widmowej (np. dla linii Lyman C1. wodoru
;"Ob = 1215 A), natomiast AOb' jest obserwowana dlugoscia fali tejze linii.
Jezeli Wszechswiat ekspanduje zgodnie z prawem Hubble'a, to odleglosci Ukladu Slonecznego
do poszczególnych obiektów rosna wraz ze wzrostem z.

AOb' - A,.b

A'.b
z=zdefiniowany jako

Pola pro'ltoLtlÓ\' dajij w sumie P. a pola

wycinków kolowych daja w sumie pole kola

O promieniu l, czyli ;r.

z(PKS 2000- 330) = 3,78.

Objetosc bryly powstalej w wyniku obrotc
szesCianu o krawedzi a wokól glównej

przekatnej wynosi

~a3
~.

W drobiazgu 122 z'Delty 6/1986 podalismy
bledny wynik. Przepraszamy naszych

Czytelników.

Dziekujemy panom: Rafalowi Augustynowi
z Katowic, Janowi Okoniewskiemu i
Ryszardowi Szelidze z Zar za zwrócenie

nam uwagi na blad.

Rozpietosc wartosci z w calej grupie znanych kwazarów jest znaczna - spotyka sie wsród nich
obiekty, których przesuniecie ku czerwieni niewiele przekracza 0,01. Wartosci z dla galaktyk
sa srednio mniejsze niz dla kwazarów. Dla wielu z nich z < 0,01, ale jest sporo galaktyk, które
leza znacznie dalej niz niejeden kwazar. Obecny rekord dla galaktyk wynosi;: = 3,2. W sumie
jednak to wlasnie kwazary sa najodleglejszymi obserwowanymi przez czlowieka obiektami
materialnymi.

W pierwotnej, roboczej definicji kwazarów istotna role odgrywala "nibygwiazdowosc" tych
obiektów. Slowo angielskie quasar jest skróceniem sformulowania quasi-stel/ar objeet. Kwazary to
ciala, które na "pierwszy rzut oka" (umówmy sie, ze oko to duzy astrograf) wygladaja jak
gwiazdy. Na kliszy fotograficznej obraz kwazara czy gwiazdy jest dokladnie taki, jaki daje
punktowe zródlo promieniowania. Oba typy obiektów sa nierozróznialne dopóty, dopóki nie
mamy moznosci zobaczenia ich widma elektromagnetycznego za pomoca spektrografu. Widma
kwazarów sa tak rózne od widm gwiazdowych, ze pomylki zdarzaja sie bardzo, bardzo rzadko.
Z galaktykami nie ma tego problemu. Sa to obiekty rozciagle (mówimy czasem - daja rozdzielom
obrazy). Moze nie wszystkie sa tak pieknie widoczne jak slynna galaktyka w Andromedzie,
ale na kliszach fotograficznych wyraznie róznia sie od gwiazd.

--
Rozwiazanie zadania F 208. Jesli zalozymy.
ze woda jest niescisliwa, to s'V = S' V, gdzie
V - predkosc opadania górnego poziomu
wody, S - jego pole powierzchni,

a v - predkosc wyplywu przez dolny otwór
o powierzchni s. Z zasady zachowania energii
mamy: v2 = 2gy, gdzie y - glebokosc wody
(rysunek). Zaniedbalismy przy tym energie
kinetyczna górnych warstw wody ze wzgledu
oa warunek S ~ s.

Z warunku stalej predkosci przesuwania sie
poziomu wody wynika:

:z:x2 S

Y2gy = V = const.

Stad - ksztalt klepsydry opisany jest funkcja
y = kx', gdzie k = :t2V2/2gs2.

y

Kwazary leza na krancach Wszechswiata (prawdziwie kosmologiczne odleglosci), a mimo to
daja sie zaobserwowac - swiadczy to o olbrzymich ilosciach energii wysylanych przez nie
w kazdej chwili w postaci promieniowania elektromagnetycznego. Zwykla gwiazda podobna do
Slonca wypromieniowuje w ciagu jednej sekundy mniej wiecej J033 ergów. Typowa galaktyka
zawiera JOli takich gwiazd, a wiec swieci z moca J044 ergów na sekunde. Istnieja wsród galaktyk
monstra - gigantyczne galaktyki eliptyczne, których moc przekracza J045 ergów/s. Nie sa to
jednak liczby, którymi mozna zaimponowac kwazarom. W tej familii 1047 ergów/s to
przecietnosc, a najjasniejszy do tej pory znany obiekt w kosmosie - kwazar S50014+ 81 
promieniuje z moca 1048 ergów/s!

To, co jest zadziwiajace, to fakt, iz tak olbrzymie energie wyzwalane sa w obiektach o rozmiarach
nieporównanie mniejszych niz rozmiary jakiejkolwiek galaktyki. Niezbyt duza galaktyka osiaga
srednice kilku tysiecy parseków. W tym obszarze jest wystarczajaco duzo miejsca dla
kilkudziesieciu miliardów gwiazd i to wlasnie gwiazdy sa zarówkami w galaktyce-zyrandolu.
Kwazar jest natomiast obiektem jakosciowo odmiennym. Ksztaltu jego widma nie da sie
wytlumaczyc jako superpozycji wi'elu widm gwiazdowych, a co wazniejsze - praktycznie cala
energia wypromieniowywana przez kwazar generowana jest w obszarze dajacym sie wpisac
w sfere o promieniu zaledwie. jednego parseka. Opisanie tego, co dzieje sie w obrebie tego
parseka, nie nalezy do tematu artykulu. Warto jednak wspomniec, ze wedlug obecnych koncepcji
centralnym motorem kwazara jest czarna dziura o masie bliskiej miliarda mas Slonca.
Promieniowanie kwazara jest nastepstwem dyssypacji energii kinetycznej materii gazowej
akreujacej (spadajacej) na czarna dziure. Zeby kwazar byl w stanie emitowac wlasciwa dla niego
ilosc energii w jednostce czasu, w ciagu jednego tylko roku musi spasc na czarna dziure materia
o masie blisko stu mas Slonca.

y

x x

Mozna teraz zastanawiac sie skad mialaby sie brac owa materia. Jakim sposobem kwazary
zapewniaja sobie dostateczna ilosc "paliwa", aby swiecic? Nie moze to byc w zadnym wypadku
gaz miedzygalaktyczny. Gestosc materii miedzygalaktycznej jest zbyt niska. Kwazary z cala
pewnoscia musza byc "podlaczone" do niewidocznych do tej pory poteznych "zbiorników"
z materia. Gdyby takich zbiorników nie udalo sie odkryc, kto wie, jakie mialoby to reperkusje
w calej kosmologii. Jedynym ratunkiem byloby przyjecie, ze kwazary znajduja sie duzo blizej
niz sadzimy, wobec czego promieniuja znacznie mniej energii niz wynikaloby to z zalozenia

&



Rozwiazanie zadania M 451. Suma cyfr
szukanej liczby wynosi 10. Oznaczmy przez k

l iczbe zer. Przypuszczenie,.ze k = Oprowadzi
do sprzecznosci, gdyz k to liczba zer. Suma

tO-k liczb róznych od zera jest równa tO,
a po odrzuceniu cyfry k zostaje 9 - k cyfr

róznych od zera, które daja w sumie lO-k.
W takim razie jest wsród nich 8 - k jedynek

i jedna dwójka. Mamy zatem k zer, 8-k
jedynek, jedna dwójke i cyfre k. Pokazemy,

ze k ;. 3. Zauwazmy, ze jest 8 - k cyfr,

które wystepuja raz. Stad

o + I + 2 + ... + (8 - k - I) ,. 10.-~~-
Zatem (7 - k)(8 - k) ,. lO, czyli k ;. 3.2

Jedyna cyfra wystepujaca dwukrotnie jest
wiec jedynka, stad k = 6 i liczba ma zapis
dzie,ietny 621000 I000.

'\.,00 .•......L?

Rozwiazanie zadania M 452. Niech qn

P(X" II); niech q\ q. Mamy teraz

P(lX~m+Il}("')·X~m) P(X"?n)

X P(X ' m). Lewa strona to po prostu

P(X ~ m + n), wiec am • n a/tl .an Wynika
stad, ze qn = qn. Dalej, P(X co 1/) P(X

., II)-P(X;' 11+ l) ,qn_qn+l = qn(l_q).
if'

Poniewaz ~ P(X 11) I, wiec szer~g
11=0

<Xl

:E qn(l- q) musi byc zbiezny, zatem
11=0

O<q<l.

Uwaga. Wlasnosc, o której mowa w zadaniu,
nazywana jest wlasnoscia "braku pamieci".
Jesli X bedziemy interpretowac jako czas
oczekiwania na zajscie jakiegos zjawiska, to
prawdopodobicnstwo tego, ze zjawisko
zajdzie w ciagu najblizszych 11 jednostek

czasu, nie zalezy od tego, jak dlugo juz
czekamy. Taka wlasnosc ma na przyklad czas

oczekiwania na pierwszy sukces w ciagu prób
Bernoulliego.

o ich kosmologicznych odleglosciach. Nalezaloby odrzucic ekspansje Wszechswiata jako czynnik
powodujacy poczerwienienie kwazarów i galaktyk i szukac innego przekonywajacego rozwiazania.
A rezygnacja z rozszerzajacego sie Wszechswiata narobilaby wielu klopotów kosmologom,
niekoniecznie dlatego, ze 90% z nich zarabia na chleb badajac modele Wszechswiata z ekspansja.

Na szczescie Natura okazala sie laskawa. Dzieki wyrafinowanym technikom obserwacyjnym,
rozwinietym w ostatnich latach, udalo sie znalezc dla kilkudziesieciu kwazarów upragnione
zbiorniki z paliwem. "Kilkadziesiat" - to liczba nieduza, zwlaszcza iz kwazarów znamy obecnie
ponad 1500, ale poczatek zostal zrobiony.

Owymi zbiornikami kwazarowego paliwa okazaly sie byc calkiem zwykle galaktyki. Co wiecej,
kazdy z kwazarów rezyduje w samym centrum (jadrze) swojej galaktyki. Mechanizm zasilania
w tym wypadku kwazara materia jest na tyle skomplikowany i trudny, ze mozna go zamknac
w jednym zdaniu: glówne elementy galaktyki - gwiazdy - w swojej wedrówce po galaktyce
moga zabladzic w poblize jadra, gdzie potezne sily przyplywowe czarnej dziury rozrywaja je
bezlitosnie, po czym tak "skruszona" materia przez owa dziure jest pochlaniana.

Czy odkrycie wokól kwazarów wlasnie galaktyk, a nie innych tworów, moglo byc dla astronomów
zaskoczeniem? Raczej nie. Zeby zrozumiec dlaczego, musimy przyjrzec sie niektórym osobnikom
w menazerii galaktyk.

Pod wzgledem morfologicznym galaktyki mozna z grubsza podzielic na trzy grupy: spiralne,
eliptyczne i nieregularne. W kazdej z tych grup znajduje sie calkiem liczna gromadka galaktyk
olbrzymów, których rozmiary dziesieciokrotnie przewyzszaja rozmiary osobników typowych.
Niezwykle ciekawymi obiektami, stanowiacymi zaledwie kilka procent olbrzymich galaktyk
spiralnych, sa galaktyki Seyferta.

Fascynujaca cecha galaktyk Seyferta jest bardzo silnie swiecace, najczesciej punktowe, jadro.
Moc wypromieniowywana przez takie jadra wynosi od 1042 do 1044 ergów na sekunde. Zatem
samo jadro wyswieca ilosc energii porównywalna z iloscia energii wyswiecanej przez cala reszte
galaktyki Seyferta.To jeszcze nie wszystko. Widmo punktowego jadra jako zywo przypomina
widmo typowego kwazara (gwoli scislosci: mowa tu o jadrach galaktyk Seyferta typu 1).
Spektroskopowo jadra galaktyk Seyferta sa nieodróznialne od kwazarów! 'Czy w takim razie

kwazary i jadra galaktyk Seyferta nie stanowia przypadkiem dwóch róznych klas jasnosci (mocy
promieniowania) jakiegos jednego typu obiektów? Dlaczego nie? Pierwotnej definicji kwazarów
mozna wiele zarzucic. Zgodr.ie z nia kwazar to obiekt punktowy, nie rozdzielony na kliszy
fotograficznej. A przeciez stopien rozdzielczosci zalezy istotnie od wielu czynników. Techniki
obserwacyjne sa coraz skuteczniejsze i to, co bylo niewidoczne na poczatku lat szescdziesiatych,
moze zostac zaobserwowane obecnie lub w bliskiej przyszlosci. Czy kwazar, wokól którego
zdolamy zaobserwowac slabiutka galaktyke, przestanie byc z tego powodu kwazarem?

Badania galaktyk Seyferta wskazuja dosc jednoznacznie, ze ich jadra sa "kwazarami malej mocy":
zawieraja masywna czarna dziure (okolo 10"_109 mas Slonca), która akreuje materie w tempie
jednej masy Slonca na rok.

Wrócmy wreszcie do galaktyk odkrywanych wokól kwazarów. Na pierwszych zdjeciach
wykonanych kilka Jat temu galaktyki te wygladaja jak bardzo slabe mgielki otaczajace Kwazary.
Zeby udowodnic niezbicie, iz mgielki te w istocie sa galaktykami, trzeba bylo posluzyc sie
spektroskopia i zbadac ich widma. Udalo sie to w kilkunastu przypadkach (pamietajmy, ze
fotografowac mozemy obiekty slabsze od tych, dla których mozliwe jest otrzymanie widma).

Problem, który fascynuje obecnie badaczy, to pytanie, jaka jest morfologia galaktyk zawierajacych
kwazar. Jezeli marzy sie nam pelna unifikacja kwazarów i jader galaktyk Seyferta, to chcialoby sie,
zeby byly to galaktyki spiralne. Tak jednak nie jest. Tylko okolo 40% zaobserwowanych do tej
pory galaktyk z kwazarem w srodku to rzeczywiscie galaktyki spiralne. Mniej wiecej drugie
tyle obiektów wykazuje wszelkie cechy olbrzymich galaktyk eliptycznych. O pozostalych 20%
trudno cokolwiek zdecydowanego powiedziec - material obserwacyjny jest zbyt niepewny.
We wszystkich natomiast przypadkach jasnosc jadra, czyli kwazara, jest okolo stu razy wieksza
niz jasnosc samej galaktyki.

Rok 1985 przyniósl nieoczekiwana obserwacje. Otóii..w galaktyce otaczajacej kwazar QSO
1059 + 73 (w odleglosci okolo 400 milionów parseków) zauwazono "jasny, nietiieski obiekt".

Wedlug odkrywców jedynym sensownym wytlumaczeniem jest zjawisko supernowej. Czy jest to
istotne w kontekscie poruszonego tematu? Alez bardzo! Pomijajac fakt, ze bylaby to najdalsza
zaobserwowana do tej pory supernowa, mielibysmy w reku
- dowód na kosmologiczne odleglosci do kwazarów (pamietajmy, ze supernowe umozliwiaja
niezalezny pomiar odleglosci),
- jeszcze jeden dowód na obecnosc gwiazd w "mgielce" otaczajacej kwazary,
- dowód, ze przynajmniej niektóre kwazary wystepuja w galaktykach spiralnych (do szacowan
statystycznych przydaloby sie nieco wiecej takich odkryc).
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maladella
NAJKRÓCEJ

Aby znalezc trójkat o najmniejszym obwodzie, który
ma jeden wierzcholek w punkcie A wewnatrz danego
kata ostrego, a dwa pozostale na ramionach tego kata
- odbijamy punkt A symetrycznie wzgledem tych
ramion otrzymujac punkty A' i A",
- poszukiwane wierzcholki B i C znajdujemy
w przecieciach odcinka A'A" z ramionami kata.
Istotnie, wybierajac na ramionach kata dowolne
punkty P i Q stwierdzamy, ze obwód trójkata APQ
ma te sama dlugosc co lamana A'PQA", a ta jest
najkrótsza, gdy P = B i Q = C, poniewaz odcinek
jest krótszy od innych lamanych laczacych jego konce.

Mozna rozwiazac trudniejsze zadanie: problem Fagnano
(fanjano) - znalezc trójkat o najmniejszym obwodzie
majacy po jednym wierzcholku na kazdym z boków
danego ostrokatnego trójkata KLM.
Gdybysmy znali polozenie jednego z wierzcholków
(np. A) - zadanie sprowadzaloby sie do poprzedniego.
Wezmy wiec jakikolwiek punkt A na boku KL
i znajdzmy pozostale wierzcholki trójkata jak
w poprzednim zadaniu. Obwód trójkata ABC to
dlugosc odcinka A'A". Dla jakiego sposród mozliwych
punktów A odcinek ten bedzie najkrótszy?
Zauwazmy, ze MA' = MA = MA". Trójkat A'MA"
jest wiec równoramienny i

A'A" = 2A'Msin l:A':A" = 2AMsin l:KML.

B



L

Wystarczy wiec znalezc
przeciecie luku okregu,
z którego odcinek KL widac
pod katem 120°, z takimz lukiem
dla odcinka ML i najlepszy
punkt P jest znaleziony. Przy
okazji odkrylismy jeszcze
jedna wlasnosc ostatniego
rysunku: przecinajace sie
w punkcie P odcinki dziela
plaszczyzne na jednakowe katy.

t1

Ze wzgledu na symetrie zalozen
szukany punkt lezec musi na
kazdym z odcinków laczacych
wierzcholek. trójkata z
wierzcholkiem trójkata
równobocznego zbudowanego na
przeciwleglym boku. Tylko czy
te trzy odcinki przecinaja sie
w jednym punkcie?

Tak rzeczywiscie jest. Dla tych,
którzy sami chcieliby przekonac
sie o tym, podajemy inny
sposób znalezienia najlepszego
punktu P. Lamana LPQL' jest
odcinkiem, gdy

1: KPL = 1:KQL' = 120°.

K'

Zatem odcinek A'A" jest najkrótszy, gdy najkrótszy
jest odcinek AM. Tak wiec rozwiazaniem problemu
Fagnano jest tzw. trójkat spodkowy -'0 bokach
laczacych punkty przeciecia wysokosci
z przeciwleglymi bokami.

L

Mala De/te opracowal Marek KORDOS

K

M

I jeszcze jedno zadanie: problem Fermata-
w trójkacie ostrokatnym znalezc punkt, którego suma
odleglosci od wierzcholków bedzie najmniej sza.
Wezmy w trójkacie KLM dowolny punkt P i obrócmy
trójkat KPM o 60° otrzymujac trójkat KQL'. Powstana
dwa trójkaty równoboczne KPQ i KML'.
W szczególnosci PL+PK+PM = LP+PQ+QL',
a zatem suma odleglosci punktu P od wierzcholków
trójkata jest równa dlugosci lamanej LPQL'. Szukany
punkt musi wiec lezec na odcinku LL'.
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Hipoteza ergodyczna i twierdzenie Sinaja

Dr Henryk ZOLADEK

Wstep

Jednym z podstawowych problemów mechaniki statystycznej jest wyjasnienie procesu dochodzenh
do równowagi termodynamicznej w ukladach makroskopowych, tj. zlozonych z wielkiej liczby
czastek (rzedu 1023 w 1 cm3). Stan równowagi termodynamicznej jest to taki stan ukladu (gazu,
~ieczy, krysztalu itp.), w którym wszystkie czastki sa "dokladnie wymieszane". (Definicje
IVprowad, mych tu pojec podamy pózniej.)

Przykladem procesu osiagania takiej równowagi jest rozprezanie gazu w próznie (: ,. 1).
Po usunieciu przegrody gaz w krótkim czasie wypelni caly zbiornik i nigdy nie powróci do stanu
poczatkowego .

Z drugiej strony wiadomo, ze klasyczny uklad zlozony z N czastek o masie m opisuje sie
równaniami Newtona

d2x·
m--' = F/(x" ..., XN), i = 1, ... ,N,

dr2

gdzie Xi oznacza polozenie i-tej czastki, a Fi sile na nia dzialajaca. Polozenia i predkosci czastek
ukladu w danej chwili okreslaja jego dalsza ewolucje. Wystarczy rozwiazac równania Newtona.

Znajac polozenia i predkosci czastek w danej chwili mozemy tez odtworzyc dotychczasowa
historie ukladu. Co wiecej, mozemy przypuszczac, ze uklad po pewnym czasie powróci do stanu
poczatkowego; przeciez zaden ze stanów nie jest wyrózniony. Stoi to w jawnej sprzecznosci

z ukladem z rysunku 1; jeszcze nikt nie zaobserwowal, zeby czastki gazu zebraly sie pono:-vnie
w jednej czesci zbiornika.

•
-<P

Rys. 2. P~zestrzcll. fazowa wabaula

matematycznego. Stan P odpowiada punktom

lezacym w zaznaczonym krazku, a stan P r
odpowiada punktom lezacym
w zdeformowanym pod wplywem ewolucji
obrazie tego krazka.

Sprzecznosc ta zostala sformulowana w zeszlym wieku, kiedy Maxwell, BoItzmann i Gibbs
tworzyli podstawy mechaniki statystycznej i po dzis dzien stanowi powazne wyzwanie dla
fizyków i matematyków.

Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie pewnego matematycznego podejscia do
powyzszego zagadnienia.

Stan ukladu

Stan ukladu mechanicznego jest zdefiniowany przez podanie polozen i predkosci wszystkich

czastek ukladu. Przestrzen fazowa jest to zbiór wszystkich stanów ukladu, czyli zbiór wszystkich
mozliwych zespolów polozen i predkosci czastek wchodzacych w uklad. Na przyklad:
przestrzenia fazowa jednej czastki znajdujacej sie w pudelku K jest iloczyn kartezjanski Kx R3,

(zbiór par (x, v), gdzie x oznacza polozenie, a v - wektor predkosci). Przestrzenia fazowa
ukladu zlozonego z N czastek w pudelku K jest K x R3 X ••. x K x R 3 (N razy).

W podobny sposób wprowadza sie pojecie przestrzeni fazowej innych ukladów mechanicznych
o skonczonej liczbie stopni swobody. Na przyklad przestrzenia fazowa wahadla matematycznego
jest nieskonczony walec SI x R, a stan jest wyznaczony przez podanie kata ({! wychylenia wahadla
od polozenia równowagi i predkosci katowej w wahadla (rys. 2.) ..

Wprowadzone powyzej pojecie stanu ukladu jest wygodne jedynie dla teoretyków.
W praktycznych zastosowaniach niemozliwe jest dokladne wyznaczenie stanu. Jest on okreslony
tylko z pewnym przyblizeniem. Poza tym im wiecej czastek uklad zawiera, tym wiecej polozen
i predkosci trzeba wyznaczac i juz dla N = 10 dostajemy 60 liczb. Widac, ze dla N rzedu 1023

nasze pojecie stanu traci jakikolwiek praktyczny sens. Z powyzszych powodów w mechanice
statystycznej wprowadza sie inne pojecie stanu ukladu.
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Z molekulami cieczy dyfunduje i znajdzi~ sie
w dowolnym miejscu, natomiast kropla soku

rozpusci sie jednostajnie w calej objetosci wody.

Wedlug nowej definicji stanem ukladu nazywa sie rozklad prawdopodobienstwa P (lub miare
probabilistyczna) na przestrzeni fazowej. Polozenia i predkosci czastek nie sa wyznaczone

jednoznacznie. Mozna jedynie mówic o prawdopodobienstwie P(A) tego, ze polozenia i predkosci
czastek leza w danym obszarze A przestrzeni fazowej. Przykladem takie$o stanu moze byc stan
wahadla matematycznego, w którym wychylenie ({J i predkosc katowa w moga z jednakowym
prawdopodobienstwem znajdowac sie w kuli o malym promieniu c i srodku «({Jo, wo) (rys. 2).
Jest to przyblizenie stanu «({Jo, wo) w sensie pierwszej definicji.

W dalszym ciagu polozenia i predkosci czastek wystepujacych w ukladzie bedziemy nazywali
punktem przestrzeni fazowej (lub prosto punktem) i oznaczac przez X. Punkt przestrzeni fazowej
w chwili t oznaczymy przez Xt.

Stan ukladu na ogól sie zmienia, jesli P jest stanem w chwili O, to stan w chwili t jest rozkladem
prawdopodobienstwa Pt, W którym P,(A) oznacza prawdopodobienstwo (wzgledem miary P)
tego, ze w chwili t punkt X bedzie sie znajdowac w obszarze A. Stan P nazywa sie stanem
równowagi termodynamicznej, jesli jest staly, tj. P, = P. Mówimy, ze uklad w stanie P dazy do
stanu równowagi p., jesli rozklad p. dazy do rozkladu p. przy t rosnacym do nieskonczonosci
(tzn. dla kazdego obszaru A w przestrzeni fazowej P,(A) -+ P.(A».

Poslugujac sie wprowadzonymi pojeciami opisany we wstepie problem mozna sformulowac
nastepujaco. Pokazac, ze:
J) istnieje tylko jeden stan równowagi termodynamicznej p.,
2) odpowiada on sytuacji, w której czastki sa wymieszane.

3) dla dowolnego stanu poczatkowego P mamy P, -+ p •.
Wlasnosc 2) oznacza, ze uklad w stanie równowagi mozna traktowac jako uklad makroskopowy,

w którym nie sa istotne polozenia poszczególnych czastek i który opisuje sie parametrami
termodynamicznymi, takimi jak temperatura, cisnienie, gestosc itp. Wlasnie przejscie od opisu
mikroskopowego (za pomoca równan Newtona) do makroskopowego stanowi te trudnosc,
z która matematycy i fizycy jeszcze nie uporali sie w zadowalajacym stopniu.

Ergodycznosc i mieszanie

~ ~ ~

Zalózmy, ze stan P ukladu jest stanem równowagi. Mówimy, ze uklad w stanie P jest ergodyczny,
jesli dla dowolnego obszaru A przestrzeni fazowej (takiego, ze P(A) > O) i dla dowolnego
punktu X przestrzeni fazowej punkt X. E A dla pewnego t, to znaczy, ze punkt w procesie ewolucji
znajdzie sie w dowolnym kawalku przestrzeni fazowej. Innymi slowy, trajektoria punktu X
(zbiór punktów X,) jest gesta w przestrzeni fazowej.

Definicje ergodycznosci przytoczylismy dla formalnosci. Z punktu widzenia mechaniki
statystycznej wazniejsze jest pojecie mieszania. Mówimy, ze uklad w stanie równowagi P

jest ukladem mieszajacym, jesli dla dowolnych obszarów A i B przestrzeni fazowej takich, ze
P(A) > O i P(B) > O, prawdopodobienstwo tego, ze punkt X startujacy z A(X E A) znajdzie sie
w chwili t w obszarze B (X, E B) dazy do P(B) przy t rosnacym do nieskonczonosci. Oznacza to
jednostajne rozplywanie sie dowolnego obszaru przestrzeni fazowej w calej przestrzeni fazowej.

Oczywiscie, kazdy uklad mieszajacy jest ergodyciny. Najbardziej obrazowymi przykladami
ukazujacymi róznice miedzy ergodycznoscia i mieszaniem sa: bardzo mala kropla oliwy w szklance
z wodnym roztworem alkoholu o gestosci równej gestosci oliwy i kropla soku w szklance z woda
(rys. 3). Na rysunku 4 przedstawione sa inne przyklady ukladów ergodycznych i nieergodycznych.

Rys. 4. Bilard w kwadracie K. Latwo
zauwazyc, ze ten uklad jest równowazny
swobodnemu ruchowi czastki w torusie Tl
(czterokrotnie wiekszemu od kwadratu K).
Zajmijmy sie zatem swobodnym ruchem w T2.
Jesli wybierzemy stan, w którym wszystkie

punkty przestrzeni fazowej (T2 x S') sa
jednakowo prawdopodobne, to uklad nie jest
ergodyczny, poniewa~ trajektorie leza na
powierzchniach qJ = const, które nie sa
geste w T2 x SI. Jesli wybierzemy stan,

w którym dopuszczone sa jedynie punkty
Z'P = 'Po, to ukladjestergodyczny,jesli tg'Po
jest liczba niewymierna i nie jest ergodyczny,
jesli tg 'Po jest liczba wymierna. W zadnym
ze stanów uklad nie jest mieszajacy.

Waznosc pojecia mieszania ilustruje nastepujace

Twierdzenie 1. Jesli uklad w stanie równowagi P jest mieszajacy, a Q jest innym stanem ukladu,
to Q, -+ P przy t -+ 00.

Nie bedziemy dowodzic tego twierdzenia, które w gruncie rzeczy jest prostym wnioskiem
z definicji mieszania (o ile znamy teorie calki i miary i zalozymy, ze stan Q jest dostatecznie
regularny).

Slynna Hipoteza Ergodyczna mówi:

uklady mechaniki statystycznej w stanie równowagi sa ukladami mieszajacymi.

Dazenie do równowagi nie jest jedynym wnioskiem plynacym z Hipotezy Ergodycznej. Wynika
z niej takze, ze dla typowego punktu przestrzeni fazowej czesc czasu, gdy punkt ten przebywa
w obszarze A, jest proporcjonalna do wzglednej objetosci obszaru A. W przykladzie z rysunku 1
wzgledna objetosc obszaru przestrzeni fazowej odpowiadajaca skupieniu czastek w jednej czesci

zbiornika jest rzedu (I /2)1'023. Zatem sredni czas powrotu do stanu wyjsciowego jest rzedu 21023 s
(wiek Wszechswiata wynosi okolo J017 s).

Nic dziwnego, ze Hipoteza Ergodyczna skupila swego czasu i skupia nadal uwage wielu badaczy.
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Rys.7

Rys.6

Zobaczmy, co bedzie sie dzialo z komórka w pózniejszych chwilach. Dopóki czastki z komórki
nie zderza sie z dyskiem D, dopóty komórka zachowuje swoja wyjsciowa forme. Natomiast
po odbiciu od dysku czastki rozbiegna sie (rys. 8). Widac, ze nasza komórka po odbiciu
rozplynie sie. Nastapi duzy rozrzut predkosci. W trakcie dalszego ruchu rozrzut predkosci nie
zmienia sie, natomiast rozrzut polozen stale powieksza sie. Przy nastepnym odbiciu zachodzi
nowy rozrzut predkosci i idacy za tym rozrzut polozen. Po kilku odbiciach nie sposób narysowac
obrazu wyjsciowej komórki. Jest on dokladnie rozmazany. Sinajowi udalo sie ujac to zjawisko
w scisle matematyczne formuly i udowodnic ergodycznosc bilardu na torusie.

Przyczyna ergodycznosci i mieszania ukladów mechanicznych lezy w ich niestabilnosci.
Zaprezentujemy to zjawisko na przykladzie bilardu na dwuwymiarowym torusie TZ,

z wyrzuconym dyskiem D (rys. 6). (Jest on równowazny bilardowi w kwadracie z wyrzuconym
dyskiem.) Wygodnie jest przedstawic ten uklad jako bilard na plaszczyznie z wyrzucona okresowa
rodzina dysków (rys. 7). Czastka (jedna) porusza sie prostoliniowo z predkoscia l i odbija sie
od dysków zgodnie z zasada: kat padania równa sie katowi odbicia. Utozsamiajac na
plaszczyznie punkty rózniace sie o wspólrzedne calkowite otrzymuje sie z powrotem toru~ i ruch
na nim. Punkt przestrzeni fazowej jest okreslony przez polozenie czastki (x, y) E TZ"-D

i kierunek predkosci (albo jej kat nachylenia 'P do osi OX, rpE S'). Zatem przestrzen fazowa jest
trójwymiarowa i równa (TZ"-D) x st. Z praktycznego punktu widzenia trudno jest sledzic jedna
czastke (patrz rys. 7). Wygodniej jest wybrac maly zespól (komórke) czastek lezacych w pewnym
malym kawalku TZ"-D z predkosciami lezacymi w malym otoczeniu wybranej predkosci.

Bilard

W 1963 roku matematyk radziecki Jakow G. Sinaj opublikowal twierdzenie o mieszaniu
powyzszego ukladu. Jest ono cytowane w niemal wszystkich podrecznikach fizyki statystycznej.
Jednak jego dowód nie zostal jeszcze do tej pory scisle i w pelni przedstawiony. Praca Sinaja
z 1963 roku liczy 4 strony i zawiera tylko ogólne wskazówki, jak powyzszego twierdzenia nalezy
dowodzic. W pracy z 1970 r. Sinaj udowodnil wlasnosc mieszania dla ukladu typu bilard.
Rozwinal tam technike, za pomoca której mozna rozwazac uklad sztywnych kul w pudelku.
Czesc trudnosci technicznych zwiazanych z ukladem kul zostala przezwyciezona w pracy ucznia
Sinaja, N. I. Czernowa, z 1982 r. Wydaje sie, ze do pelnego dowodu niewiele brakuje i wkrótce
zostanie on opublikowany.

Rozwazmy uklad N kul o jednakowej srednicy d, jednakowej masie i jednakowej szybkosci,
znajdujacych sie w prostopadlosciennym pudelku. Ruch oddzielnej kuli jest jednostajny
i prostoliniowy do momentu zderzenia sie z inna kula lub ze sciana pudelka. (Przy zderzeniu
kat padania równa sie katowi odbicia - skladowa styczna predkosci pozostaje taka sama,
a skladowa normalna zmienia znak - rys. 5.) Okazuje sie, ze stan, w którym wszystkie
konfiguracje kul i ich predkosci sa jednakowo prawdopodobne, jest stanem równowagi.

Twierdzenie Sinaja

o

o.

Rys. 8

~\ I~

Q
Rys.5 _

Rys. 9. Ewolucja (skokowa) ukladu dana jest
przeksztalceniem (r, rp) -+ (r, rp+ I + r). Okregi
r = const sa zachowywane i ewolucja na tych

okregach sprowadza sie do obrotu o kat
zmieniajacy sie z r. Uklad ten nie jest
ergodyczny, bo trajektoria dowolnego punktu
lezy na okregu i nie jest gesta. Rozwazmy
teraz przeksztalcenie plaszczyzny, które malo
rózni sie od powyzszego i zachowuje pole
(tzn. kawalek plaszczyzny przeprowadza na
kawalek o takim samym polu). Twierdzenie
KAM mówi, ze w nowym ukladzie czesc
trajektorii nadal bedzie lezala na zamknietych
krzywych (bliskich okregom r = const).
Przedstawiony tu uklad pochodzi od pewnych
rzeczywistych ukladów fizycznych.

Uklad dwóch kul w kwadracie jest ergodyczny (wynika to z twierdzenia Sinaja), natomiast uklad dwóch kul na
torusie T2 nie jest ergodyczny. Przyczyna nieergodycznosci ostatniego ukladu lezy w tym, ze suma predkosci Vl +~:z
obu kul jest stala w trakcie ruchu na torusie (ale nie w kwadracie). Stad wynika, ze trajektorie punktów nie sa zbiorami
gestymi (leza na powierzchniach tl1 +V2 = const).

Uklad zlozony z kilku kul mozna sprowadzic do ukladu typu bilard w przestrzeni
wielowymiarowej. Jesli oznaczymy przez qi, i = l, ... , N, polozenia srodków kul, a przez
q = (qt, ... , q,,) punkt w przestrzeni 3N-wymiarowej, to otrzymamy ruch czastki
w przestrzeni 3N-wymiarowej. Musimy jednak wprowadzic pewne ograni'izenia - odleglosc
miedzy srodkami kul nie jest mniejsza niz d i odleglosc srodków kul od scianek pudelka nie jest
mniejsza niz d/2. (Te ograniczenia odpowiadaja wyrzuceniu dysku D w przypadku
dwuwymiarowego bilardu.) Prawo - kat padania równa sie katowi odbicia - pozostaje nie
zmienione. Natomiast wyrzucony obszar nie jest scisle wypukly (dokladniej, brzeg jego zawiera
odcinki). W tym miejscu lezy trudnosc, która pokonal Czernow.

Uwagi koncowe

Na koniec powiemy kilka slów o ograniczonosci zastosowania Hipotezy Ergodycznej. Otóz uklad
sztywnych kul jest jednym z nielicznych ukladów ergodycznych. Wskazuja na to eksperymenty
numeryczne i wspólczesna teoria ukladów dynamicznych. (Wskazuje na to wazne twierdzenie
udowodnione przez A. N. Kolmogorowa, W. I. ArnoJda i J. Mosera, tzw. twierdzenie KAM.)
Tak wiec w tych przypadkach potrzeba innych podejsc do problemu nieodwracalnosci.
Oczywiscie takie podejscia istnieja, jednakze sa matematycznie trudne w realizacji ze wzgledu
na zlozonosc problemu i trudnosci rachunkowe.
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Kacik olimpijski Podamy teraz kilka zadan dla Czytelników.

Przy rozwiazywaniu niektórych zadan z geometrii bardzo
wygodnym narzedziem jest rachunek wektorowy. Oto jego zalety:
l ° Wiele pojec geometrycznych latwo jest wyrazic za pomoca
wektorów, np. : równoleglosc, prostopadlosc, dlugosc odcinka,
pole trójkata.r Rachunek wektorowy podlega prawom zwyklej algebry.

Jako przyklad rozwiazemy zadanie 4 z zawodów lII stopnia
XVIII Olimpiady Matematycznej.

Przekatne pewnego czworokata plaskiego, którego kolejne boki
maja dlugosci a, b, c, d, sa prostopadle. Udowodnic, ze
przekatne dowolnego czworokata plaskiego, którego kolejne boki
maja dlugosci a, b, c, d, sa prostopadle.

Rozwiazanie. Niech ABCD bedzie dowolnym czworokatem

plaskim. Obliczymy iloczyn skalarny AC, BD wektorów,
utworzonych przez jego przekatne.

AD2 = AD2 = (AB+BC+Crw = AB2 +BC2 +CD2 +
+2AB' BC+2AB' CD+2BC' CD = AB2+CD2-BC2+

+2(AB+BC)· (OC+CD) = AB2+CD2-BC2+2AC' BD,
~ -~ l

a stad AC, BD = - (AD2 + BC2 - AB2 - CD2) .
. 2

Okazuje sie, ze iloczyn ten zalezy tylko od dlugosci boków
czworokata. Poniewaz prostopadlosc przekatnych jest
równowazna zerowaniu sie tego iloczynu, wiec w czworokacie,
którego boki równe sa bokom wyjsciowego czworokata, przekatne
tez musza byc prostopadle, c.n.d.

l. Dane sa w przestrzeni punkty A, B, C, D. Niech M oznacza
srodek odcinka AC, zas N - srodek odcinka BD. Udowodnic, ze

AB2+BC2+CD2+DA2 = AC2+BD2+4MN2.

(zadanie 8 z II Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych)

2. Dana jest w przestrzeni kula K i punkty A, B poza kula takie,
ze odcinek AB przecina wnetrze kuli. Udowodnic, ze zbiór tych
punktów P, dla których odcinki AP i BP sa styczne do kuli K,

zawarty jest w pewnej plaszczyznie.
(zadanie 3 z zawodów II stopnia XXXI Olimpiady Matematycznej)

3. Udowodnic, ze jezeli punkt P przebiega okrag wpisany
w trójkat ABC, to wartosc a . PA 2 + b . PB2 + c . PC2 jest stala
(a, b, c sa odpowiednio dlugosciami boków lezacych naprzeciw

wie~zcholków A, B, C).
(6-II-XXXI)

4. Dana jest kula i wewnatrz niej punkt P. Punkty A, B, C sa
takimi dowolnymi punktami powierzchni tej kuli, ze odcinki
PA, PB, PC sa parami prostopadle. Niech p(j bedzie przekatna
wewnetrzna prostopadloscianu wyznaczonego przez odcinki- - -
PA, PB, Pc. Wyznaczyc zbiór punktów Q.
(zadanie 2 z XX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej)

Slawomir TOMASZEWSKI

Redaguje mgr Maciej JEDRZEJCZAK
F 208. Jaki ksztalt powinna miec klepsydra (rysunek) wypelniona woda, aby skala czasu byla
liniowa?

Rozwiazanie na str. 6

F 209. Jakiej grubosci warstwa lodu utworzy sie na spokojnej powierzchni jeziora w ciagu
12 godzin, jesli temperatura powietrza wynosi - JQoC, a poczatkowa temperatura wody O°c.
Wspólczynnik przewodnictwa cieplnego lodu x = 2,2 J jK . s .m, cieplo topnienia
L = 3,4 x 105 J jkg, a gestosc (! = 900 kgjm3•

Rozwiazanie na str. 4

Znalezc rozklad X.

Rozwiazanie na str. 7

M 453. Boki wielokata wypuklego o obwodzie p "rozsunieto" o 1. Udowodnic, ze przyrost
pola jest wiekszy niz p +n.
Rozwiazanie na str. 6

M 452. Niech X bedzie zmienna losowa, przyjmujaca wartosci calkowite nieujemne,
o nastepujacej wlasnosci

P(X',;:> m+n[X,;:> m) = P(X';:> n) dla m,nEN.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL
M 451. Znalezc liczbe dziesieciocyfrowa, której pierwsza cyfra jest zarazem liczba zer w jej
zapisie dziesietnym, druga liczba jedynek i tak az do ostatniej cyfry, która jest liczba dziewiatek.
Rozwiazanie na str. 7
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dr Marcin E. KUCZMA Nie mamy sie czym chwalic. Najlepszy z Polaków - w siódmej dziesiatce; polska ekipa
w nieoficjalnej klasyfikacji druzynowej - na 17 miejscu, z laczna zdobycza punktowa
w wyso!<,osci < 37% mozliwych do zdobycia punktów - oto nasze trofea w

XXVII MIEDZYNARODOWEJ
O LIMPIADZIE MATEMATYCZNEJ

(Warszawa, 8-14 VII 1986)

Zadanie l (propozycja RFN). Niech d bedzie

dowolna dodatnia liczba calkowita rózna od 2,

5 i 13. Udowodnic, ze w zbiorze (2, 5, 13, d}

mozna tak wybrac dwa rózne elementy G, b,

by ob - l nie bylo kwadratem liczby naturalnej.

StaU Al = f(A.J = '3lli), gULi" li ~ "'l(Al) =
= ,,(A,) (rysunek). Trójkaty A,A,B i BAJA,
sa równoramienne, maja równe katy (" Al. =
= "AJ = 1200)iwspólnybokA,B_sa
wiec przystajace. Wobec tego A,A,BAJ jest

rombem i A,A.AJ jest trójkatem
równobocznym.

Zadanie 2 (Chiny). Na plaszczyznie dany jest

trójkat A,A,A3 i punkt Po. Definiujemy

As = AS_3 dla wszystkich s ~ 4. Konstruujemy

ciag punktów po. Pl. P2. o •• tak, ze Pk+l jest
obrazem Pk przy obrocie wokól punktu
Ak+l (k = O, 1,2, ... ) o 120° w kierunku

wskazówek zegara. Udowodnic, ze jesli

P"S6 = Po, to trójkat A,A,A3 jest
równoboczny.

Dodajmy, ze w ostatnic!. latach rzadko siegalismy po wyzsze laury. Okazuje sie, ze atut wlasnego
terenu nie zdolal odegrac<wiekszej roli. Moze tym wlasnie rózni sie MOM od "prawdziwego
sportu"?
To teraz o XXVII MOM juz nie z punktu widzenia ambicji narodowych. Juz po raz trzeci
Polska byla gospodarzem (poprzednio: V MOM '63 i XIV MOM '72). Impreza miala rozmach
nalezyty: 210 uczestników z 37 panstw (odpowiednie liczby dla V MOM: 64 i 8; dla XIV MOM:
107 i 14); pelne szescioosobowe ekipy przyslaly 32 panstwa. Z przemówienia profesora Aleksandra
Pelczynskiego, Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego XXVII MOM, podczas uroczystosci
otwarcia w dniu 8 lipca: " ... dynamika rozwoju miedzynarodowych olimpiad matematycznych
ma wiec charakter wykladniczy".
Mimo niedociagniec organizacyjnych byla to wspaniala impreza. Ogromna, barwna,
wielonarodowosciowa grupa mlodziezy i opiekunów, przewodniczacych delegacji. Wspólnie
spedzony tydzien, nawiazane znajomosci i przyjaznie. Intensywna praca myslowa, intensywne
zycie towarzyskie. Spelnione nadzieje i zawiedzione ambicje. To wszystko na dlugo pozostanie
w pamieci.
Przez dwa dni, 9 i 10 lipca, trwaly zawody. Uczniowie (oraz uczennice, w liczbie 9) zmagali sie
z zadaniami konkursowymi. Przez Irzy dni poprzedzajace zawody trwala mozolna praca Jury
nad wyborem zadan oraz ich jednolitym zredagowaniem. Z okolo 80 zadan, zaproponowanych
przez uczestniczace panstwa, czteroosobowy zespól matematyków kraju organizator_'w (czyli
Polski) jeszcze w maju i czerwcu wstepnie wyselekcjonowal 2 I zadan, dazac do uzyskania mozliwie
szerokiego wachlarza tematyki i zróznicowania trudnosci, a w koncu kierujac sie kryteriami
estelycznymi. Wybór 6 zadan z tego zestawu nalezal do 38-osobowego Jury XXVlI MOM
(37 reprezentantów panstw uczestniczacych oraz Przewodniczacy Jury profesor Stanislaw
Balcerzyk). 8 zadan zostalo odrzuconych z przyczyn formalnych, jako zbyt podobne do zadan
wykorzyslanych w olimpiadach i konkursach w róznych krajach. Nad zadaniami pozostalymi
rozgorzala dyskusja, do glosu dochodzily emocje. Czy mozna dopuscic, zeby (hya zadania
pochodzily z propozycji jednego kraju? Czy mozna zrezygnowac ze stereometrii? Czy mozna
dac dwa zadania kombinatoryczne? Albo teorio-liczbowe? Czy moga byc dwa bardzo trudne'.
A jesli tak, to wlasciwie które sa bardzo trudne? A które, naszym zdaniem, wyrózniaja sie uroda?
Czy ktokolwiek z Szanownych Kolegów jest w stanie podac inne rozwiazanie zadania
z pieciokatem?
Potem bylo dopracowywanie sformulowan zadan. Odbywalo sie to w czterech zespolach
jezykowych (A, F, N, R). Teksty podane w propozycjach byly traktowane "roboczo", jako punkt
wyjscia do ostatecznej redakcji. Okazalo sie, ze teksty powstale w czterech zespolach sa do siebie
zupelnie niepodobne. I znów zazarta dyskusja. Który lepszy?
Dobra ilustracje moze stanowic zadanie nr 4. W oryginalnym sformulowaniu trójkat "slizga sie"
(glides) jednym bokiem po obwodzie wielokata. "Ja nie wiem, jak to jest w szkolach kraju
Szanownego Kolegi. W naszych szkolach uczniowie wiedza z lekcji matematyki, co to jest zbiór
punktów o danej wlasnosci, natomiast ze slizganiem maja do czynienia co najwyzej na lekcjach
wychowania fizycznego". Pada propozycja, by polecenie zadania brzmialo: wyznaczyc zbiór
punktów X wewnatrz wielokata, dla których istnieja punkty Y i Z na obwodzie wielokata takie,
ze trójkat XyZ przystaje do OAB. Kontrargument: "To jest wprawdzie precyzyjne, ale zatraca sie
intuicyjny sens, przejrzysty przy sformulowaniu dynamicznym". "Nikt z uczniów nie bedzie mial
watpliwosci, jak rozumiec ten ruch trzeciego wierzcholka". "To znaczy, zadamy od uczniów,
by ich dobra wola wyrównala nasza nieudolnosc w precyzyjnym podaniu tresci?" Emocje coraz
goretsze, problem dojrzewa do glosowania. Nieznaczna wiekszosc jest za sformulowaniem
dynamicznym. "Mam to rozumiec, ze wiekszosc jest przeciwna temu, by uczniowie mojego
kraju otrzymali sformulowanie rygorystycznie poprawne?!"
Zdarza sie czasem, ze logiczna usterka w tresci moze byc trudna do zauwazenia. Tak bylo
z zadaniem nr 1. Oryginalna propozycja brzmiala: Zbiór S = {2, 5, 13} ma te wlasnosc, ze dla
dowolnych róznych liczb a, b E Sliczba ab-l jest pelnym kwadratem; pokazac, ze dla zadnej liczby
naturalnej d <t Szbiór Su {d} nie ma tej wlasnosci. To sformulowanie wszystkim przypadlo do gustu,
niezgodnosci dotyczyly drobiazgów, "kosmetyki redakcyjnej". I gdy juz tekst taki zoslal
(w czterech jezykach) wlasciwie zaakceptowany, jeden z jurorów zauwazyl blad! Twierdzenie
podane w tym tekscie jest nieprawdziwe. Kto z naszych Czytelników zauwazy pulapke? Zagadka
dla sprytnych; rozwiazanie w numerze.

B

A2

A,

Rozwiazanie. Wystarczy dowiesc, ze co

najmniej jedna z liczb 2d - l, 5d - l, l3d - I

nie jest pelnym kwadratem. Przy dzieleniu

przez 16 kazda liczba bedaca kwadratem daje

reszte O, 1,4 lub 9, natomiast co najmniej

jedna z trzech napisanych wyzej liczb daje

inna reszte - o czym przekonujemy sie
obliczajac te reszty dla szesnastu mozliwych

wartosci reszt z dzielenia d przez 16.

Rozwiazanie. Zlozenie obrotów (o dowolnych

srodkach) o katy, których suma jest

wielokrotnoscia 3600, jest przesunieciem.

Jesli wiec Ti oznacza obrót (w ustalonym

kierunku) 0120° wokól Al (i = 1,2,3), to
f = r3r2rL jest przesunieciem o pewien

wektor v. Zatem rozwazane przeksztalcenie

przeprowadzajace Po na Pt986 jest

przesunieciem o wektor (1986/3)v = 662v,
a poniewaz P1986 = Po, wiec v = O if jest
przeksztalceniem identycznosciowym.

Zadanie 3 (NRD). Kazdemu wierzcholkowi

pieciokata foremnego przyporzadkowana jest
liczba calkowita w taki sposób, ze suma
wszystkich pieciu liczb jest dodatnia. Jesli
trzem kolejnym wierzcholkom

przyporzadkowane sa odpowiednio liczby

x, y, z i y < O, to nastepujaca operacja jest

dopuszczalna: liczby x, y, z zastepujemy

odpowiednio liczbami x+ y, - y, z+ y.
Powtarzamy te operacje dopóty, dopóki co

najmniej jedna z pieciu liczb jest ujemna.
Rozstrzygnac, czy ten proces koniecznie

musi sie zakonczyc po skonczonej liczbie
kroków.

Rozwiazanie. Przypuscmy, ze w pewnej chwili

kolejnym wierzcholkom pieciokata
przyporzadkowane sa liczby u,.... ,u. i ze

któras z nich jest ujemna (~p. Uj < O).
Niech V = (v" ... ,v.) bedzie ukladem liczb

otrzymanym z ukladu U = (u" ... , u.) po

wykonaniu opisanej w zadaniu operacji

(dla y = Uj). Rozwazmy funkcje F{U) =
= 1;{UI+1 - Ul_,)' {numeracja cykliczna:
"o = US,"6 = Ut}.· Bezposrednim rachunkiem

sprawdzamy, ze F{V)-F{U) = 2ujS, gdzie

S = 1;Uf = 1;VI > O; stad F{V) < F(U).
Zatem wartosci F w kolejnych krokach

procedury tworza malejacy ciag liczb

calkowitych nieujemnych. Ciag taki musi byc
skonczony.

Inna metoda (J. Keane, USA; nagroda

. specjalna). Przy oznaczeniach jak wyzej, niech

G(U) = 1;luII+ 1;lul+UI+11 + I:IUI+UI+1 +
+uI+,1 + 1;luI+UI+I +UI+2 +uI+3I.
Gdy porównamy 20 skladników definiujacych

G(U) z 20 skladnikami definiujacymi G{V),
okaze sie, ze 19 skladników ma te sama

wartosc, a ten jeden, który pozostaje, jest

wiekszy w G{U) niz w G(V). Konkluzja jak

w metodzie poprzedniej.
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Zadanie 4 (Islandia). Niech A iB beda
kolejnymi wierzcholkami n-kata foremnego
(n '" 5) O srodku O polozonego na plaszczyZDie.
Trójkat XYZ, który jest przystajacy do OAB

i który zajmuje poczatkowo poz,ycje OAB,

porusza sie na plaszczyznie tak, ze kazdy
z punktów Y, Z przebiega caly brzeg
wielokata, a X pozostaje wewnatrz wielokata.
Znalezc miejsce geometryczne punktów X.

Rozwiazanie. Niech C bedzie kolejnym za A,
B wierzcholkiem wielokata i przypuscmy,
ze y lezy wewnqtrz AS. a Z - wewnatrz Be.

B

X

Okrag o opi~any na XYZ przcchodLi przez B.

poniewaz ~ YXZ+ ~ YjJZ = ~AOB+

+ ~ABO + ~ OBC = 180". Promien tego
okregu równa sie r = RI2cosa, gdzie a =
= 180"ln, aR = OA jest promieniem okregu
opisanego na wielokacie. Katy XYZ i XBZ sa
ówne jako wpisane oparte na tym samym

luku. Stad ~ OBZ = ~ OBC = ~ XYZ =
= ~XBZ, czyli punkty B, O, X leza na jednej
prostej. Cieciwa BX okregu o najwieksza
dlugosc ma wtedy, gdy jest srednica. Zatem
maksymalna dlugosc odcinka OX wynosi
d = 2r-R = R«l/cosa)-I). Szukana
figura jest n-ramienna gwiazdka - suma n

odcinków dlugosci d lezacych na
prredluzeniach odcinków laczacych punkt O
z wier:<cholkamiwielokata.

Zadanie 5 (Wielka Brytania). Znalezc
wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze
nieujemnych liczb rzeczywistych

io wartosciach rzeczywistych nieujemnych, ze
(i) f(xJ(y» -j(y) = f(x + y) dla wszystkich

x,y~ O,

(ii) f(2) = O,

(iii)f(x) # O dla O ,; x < 2.

W koncu przeciez udalo sie (a bylo to juz dobrze po pólnocy 6/7 lipca) uSlalic kompromisowe
sformulowania wszystkich zadan, praktycznie jednobrzmiace w czterech jezykach. Te teksty,
przetlumaczone nastepnie przez poszczególnych jurorów na jezyki ojczyste, zostaly powielone
i w dniach zawodów rozdane uczniom.
Od chwili przybycia do Warszawy az do zakonczenia pisania w czwartek jurorzy nie mieli
moznosci kontaktu ze swymi podopiecznymi; byli zakwaterowani na przeciwleglym krancu
miasta i tam tez obradowali. Jedyny krótkotrwaly kontakt wzrokowy mial miejsce podczas
uroczystosci oficjalnego otwarcia MOM. Do sali, w klórej sie to odbywalo, Jury zostalo
wprowadzone innymi drzwiami niz uczniowie i zajelo wyznaczone miejsca w odrebnej czesci sali.
"Drut kolczasty", choc niematerialny, byl wyraznie wyczuwalny.
Zawody: dwa dni po trzy zadania. Dla zawodników - koniec wysilku i zdenerwowania.
Organizatorzy oferuja im program turystyczny. A dla Jury? Rozwiazania zadan sa napisane
w ojczystych jezykach uczniów. Rozpoczyna sie nastepny etap prac: koordynacja ocen.
32-osobowa ekipa koordynatorów (matematyków z róznych osrodków w Polsce) zostala
podzielona na szesc zespolów, do poszczególnych zadan konkursowych. Kto czytal w numerze
5/1986 Delty tekst pl. Bylem koordynatorem, ten wie, jak wygladala koordynacja ocen
w kameralnych warunkach XIV MOM. Przy obecnej liczbie uczestników Iryb tej pracy musial
zostac usprawniony. Do k-tego zespolu koordynatorów podchodzi (wedlug ustalonego "rozkladu
jazdy") reprezentant m-lego kraju w Jury (k ~ 6, m ~ 37) i przedstawia ocenione wSlepnie przez
siebie rozwiazania k-tego zadania wykonane przez swoich podopiecznych. Nieklóre prace trzeba
tlumaczyc slowo po slowie, inne wyslarczy pokrólce zreferowac. Ocene ustala juror wraz
z koordynatorami; zadaniem Iych ostatnich jest baczyc, by jednakowa miarka byly mierzone
prace wszystkich uczestników. Kontrowersje byly nieliczne. Zadna z nich, na szczescie, nie
trafila na plenarne posiedzenie Jury; we wszystkich przypadkach udalo sie wynegocjowac ocene
mozliwa do przyjecia dla obu stron. Niemala w tym zasluga Przewodniczacego Zespolu
Koordynalorów profesora Tadeusza Figla, klóry posredniczac w negocjacjach kilkakrotnie
wzniósl sie na wyzyny kunsztu dyplomacji.
Tak wiec koncowe posiedzenie Jury sprowadzilo sie do ustalenia barier punktowych dla
poszczególnych rodzajów nagród oraz przyznania nagrody specjalnej (za pomyslowe rozwiazanie
zadania nr 3). Decyzje Jury uwidocznione sa w tabeli wyników u dolu strony. Warto nadmienic,
ze wsród laurealów nagród III stopnia znalazl sie 10-lelni Auslralijczyk Terence Tao (19 pkt)
(a takze trójka Polaków).
MOM jesl oficjalnie rozgrywana tylko w konkurencji indywidualnej, ale kierownicy ekip
pracowicie sumuja punkty i tworza nieoficjalna klasyfikacje druzynowa. W tym roku na czele
znalazly sie ex aequo Stany Zjednoczone i Zwiazek Radziecki (po 203 punkty), a dalej RFN (196),
Chiny (177), NRD (172), Rumunia (171). Ekipa polska (z 93 punktami) byla siedemnasta,
za Australia (117) i Kanada (112), a przed Marokiem (90) i Tunezja (85). Najbardziej
wyrównana ekipe przyslala RFN; jej najsilniejszy zawodnik zdobyl 36 punktów, a dwaj
najslabsi- po 30. Druzyna polska byla jedyna, która nie zdobyla ani jednego punktu w zadaniu
nr 4. Z druzyn, o pelnych skladach taki sam wynik mialy dwie druzyny w zadaniu nr 6 i cztery
w zadaniu nr 3. Natomiast komplet punktów zdobylo siedem druzyn w zadaniu nr 2 i po jednej
w zadaniach 4 (!) i 5. Suma wszystkich ocen za rozwiazania zadan nr 1, 2, 3,4,5,6 wyniosla
odpowiednio: 800, 864, 176, 683, 881, 405. Widac, ze naj trudniejsze bylo zadanie nr 3 (zreszta
zgodnie z przewidywaniami). Ekipa radziecka zdobyla za to zadanie razem 22 punkty; ekipa
amerykanska - 17 punktów; rumunska - 16; chinska - 14 (inne mniej; np. poiska -1).
Na marginesach podane sa teksty zadan wraz ze szkicowymi rozwiazaniami. Dysponujac
rozwiazaniami pochodzacymi od autorów zadan, od uczestników olimpiady i od matematyków,
którzy rozwiazywali te zadania dla wlasnej satysfakcji, wybralismy rozwiazania najproslsze do
skrótowego zapisania. Zaznaczmy jednak, ze wszyslkie zadania, oprócz 3, byly przez
olimpijczyków rozwiazywane na wiele innych sposobów. Na przyklad zadanie nr 2 rozwiazuje sie
wygodnie przy uzyciu liczb zespolonych. W zadaniu nr 6 poznalismy chyba z szesc istotnie
róznych melod rozwiazania. Zachecamy naszych Czytelników do popróbowania wlasnych sil
na tym polu. Namawiamy do tego przede wszystkim tych, którzy sa jeszcze ucznia!l1i. Przeciez
za rok - XXVIII MOM. Na Kubie!

Rozwiazanie. Dla z '" 2 mamy f(z) =
=f«z-2)f(2»J(2) = O. Zatem

f(z) = O ~ z '" 2.

Dla O ~ Y < 2 zachodza wiec równowaznosci:
x", 2-y~x+y", 2~J(x+y) =
= O ~ f(xJ(y»f(y) = O ~ f(xf(y» = O ~

~ xf(y) '" 2 ~ x '" 2If(y). Znaczy to, ze
2- Y = 2If(y) dla O ,; Y < 2. Zatem f musi
byc dana wzorem

O,; y < 2.

Y'" 2.

Pozostaje tylko sprawdzic, ze funkcja ta
istotnie spelnia warunki zadania.

Zadanie 6 (NRD). Na plaszczyznie dany jest
skonczony zbiór punktów o wspólrzednych
calkowitych. Czy mozna pokolorowac pewne
punkty tego zbioru na czerwono, a pozostale
na bialo, w taki sposób, ze dla kazdej
prostej L równoleglej do jednej z osi
wspólrzednych bezwzgledna wartosc róznicy
pomiedzy liczba punktów bialych i czerwonych
lezacych na L jest nie wieksza niz 1?
Uzasadnij swoja odpowiedz.

WYNIKI XXVII MOM
Nagrody I stopnia:

Kós Geza (WegrY)l

Wladimir Roganow (ZSRR), 42pktStanislaw Smirnow (ZSRR)

Fang Weimin (Chiny)}
Jorg Jahnel (NRD) 41pkt
Joseph Keane (USA)
oraz 12 zawodników z ;;;.34pkt
(1 z Brazylii, 1 z Bulgarii, 2 z Chin,
I z Francji, 2 z RFN, 2 z Rumunii,
2 z USA i 1 z Wietnamu)

Rozwiazanie. Pokolorowanie takie jest zawsze
mozliwe. Dla dowodu wezmy dowolna linie
prosta L pozioma lub pionowa przecinajaca
rozwazany zbiór A i niech Pl' ... , Pr beda

punktami zbioru AnL, ponumerowanymi

w kolejnosci wzrastania wolnej ws.pólrzednej.
Laczymy odcinkami Pl z P2, P3 Z P4 itd.
(na koncu moze pozostac pojedynczy punkt).
Tak samo postepujemy z punktami na kazdej
takiej prostej L. Otrzymujemy rodzine
odcinków; kazdy punkt z, A nalezy co
najwyzej do dwóch odcinków. Suma
wszystkich odcinków rozpada sie na linie
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NagrodY II' stopnia:
41 zawodników z 20 krajów (;;;. 26 pkt)

NagrodY III stopnia:
48 zawodników z 25 krajów (;;;. l7pkt)
w tym Irzech Polaków
Piotr Jedrzejewicz 23pkt
Tadeusz Pezda 20pkt
Stanislaw Kasjan l7pkt

Nagroda specjalna:
Joseph Keane (USA)
(za oryginalne rozwiazanie zadania nr3)

lamane bez wspólnych wierzcholków,
zamkniete lub nie. Wierzcholki kazdej z nich
malujemy naprzemiennie (bialo, czerwono,

bialo itd.); jest to mozliwe, bo lamane
zamkniete maja parzysta liczbe wier:<cholków.
Jesli pozostaly punkty nie nalezace do zadnego
z rozwazanych odcinków, malujemy je

calkiem dowolnie. Nietrudno sprawdzic,
ze otrzymane pokolorowanie ma wymagana
wlasnosc.

Czas rozwiazywania 4t godziny kazdego dnia.
Za rozwiazanie kazdego zadania mozna bylo
otrzymac 7 punktów.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 1987

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n +4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwoch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na. kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik

trudnosci danego zadania: WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N
iczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) -i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest

zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo ---to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1986.

!=44
Zadania z matematyki nr 139, 140

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

139. Dane sa trzy ciagi nieskonczone (x,), (y,), (z,), ich wyrazami sa liczby naturalne. Dowiesc,

ze istnieja numery p i q takie, ze jednoczesnie spelnione sa nierównosci Xp ~ x., YP ~ Y., Zp ~ z.o

Próba ail Klubu 44 w XXVII MOM

140. Trójkat ABC ma pole S. Punkty E, F, G leza odpowiednio na bokach liC; CA, AB i dziela
te boki w nastepujacych stosunkach: AG = GB, 2BE = EC, 3CF = FA. Trójkat utworzony
przez proste AE, BF, CG ma pole S'. Obliczyc stosunek S'/S.

Zadanie 140 przyslal pan Tomasz Rawlik z Gliwic.

Rys. l

~ kierunek wedrowania zuczka

stan koncowy

p

stan poczgtkowy

37. Jednorodna, pozioma tarcza o masie M i promieni~ R moze sie obracac praktycznie bez
tarcia wokól pionowej osi przechodzacej przez jej srodek O - patrz rysunek l. Z punktu P
obwodu tej, poczatkowo nieruchomej, tarczy wyrusza zuczek (o rozmiarach znacznie
mniejszych ód R), który wedruje dookola tarczy po jej obwodzie i zatrzymuje sie w punkcie P
po dokonaniu okrazenia. Znajac kat IX, o jaki obrócila sie tarcza w czasie tej wedrówki,
wyznaczyc mase zuczka.

Zadania z fizyki nr 37, 38

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Na poczatku lipca byl jeszcze optymizm.

W wyniku selekcji opartej na ocenach

rozwiazan zadan z osmiu numerów Delty

joraz na zgodzie wyrazonej, a nastepnie

potwierdzonej przez kandydatów/ ~ostala

wyloniona szóstka reprezentantów:

~. Galecki, J. Komorowski, D. Kurpiel,

J. ~i~uta, A. Pawlowski, K. Serbin oraz

rezerwowy A. Bank. Niestety, trzej z nich
odwolali swój udzial doslownie

w ostatniej chwili. Do rozwiazywania

zadan XXVII MOM/przez ~~ godziny po
poludniu 9 i 10 lipca/ przystapila wiec
czteroosobowa ekipa Klubu 44 w skladzie:

Andrzej Bonk /Chelmza/. Marek Galecki

/Milanówek/, Dariusz Kurpiel /Zarszyn/,

Jerzy Mikuta /Zielona GÓra/. Ich prace

zostaly ocenione wedlug kryteriów

przyjetych na Olimpiadzie. Wyniki - bez

rewelacji, ale i bez wstydu; Klub 44

wypadl porównywalnie z reprezentacja

Polski. Marek Galecki zdobyl 21 punktów.

Z takim wynikiem mialby na XXVII MOM

nagrode III stopnia. Druzyna uzyskala

lacznie 59 punkt6w. W przeliczeniu na

ekipe szescioosobowa daje to rezultat

plasujacy w nieoficjalnej klasyfikacji

druzynowej miedzy r~okiem a Tunezja

/por. strona 15/.

Szkoda, ze ekipa nie byla w ~omplecie

38. Znalezc wypadkowa pojemnosc (miedzy punktami A i B) nieskonczonego lancucha
zlozonego z jednakowych pojemnosci C, jak na rysunku 2.

, , , I- -
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Rys. I. Wyglad nieba okolo godziny 22 na

przelomie listopada i grudnia.

Patrz w niebo

Zmiennosc blasku gwiazd, tak dobrze znana i zbadana we wspólczesnej astronomii, zostala
odkryta dopiero w 1596 roku przez pastora holenderskiego Davida Fabriciusa. Zaobserwowal
on osobliwe zachowanie gwiazdy oznaczonej symbolem o Wieloryba, która co 11 miesiecy'
z jasnego obiektu drugiej wielkosci gwiazdowej zmieniala sie w ledwie dostrzegalny golym okiem,
az wreszcie na pare miesiecy znikala. Dzis wiadomo, ze blask Miry (tak nazwal ja pózniej
Heweliusz) zmienia sie w tym czasie na skutek pulsacji o 8 wielkosci gwiazdowych - od 2
do 10 mag.

Druga w kolejnosci odkrycia gwiazda zmienna i jednoczesnie naj dawniej znana gwiazda
zacmieniowa jest Algol ({3Persei). Jego szczególne wlasnosci odkryl w 1667 roku Geminiano
Montrari z Bolonii. Jednak przez ponad 100 lat zmiennosc Algola nie wzbudzala zainteresowania
wsród astronomów. Dopiero w 1782 roku' angielski milosnik astronomii John Goodricke
przeprowadzil serie systematycznych obserwacji umozliwiajacych wyznaczenie okresu zmian
blasku Algola. On równiez jest autorem modelu objasniajacego okresowe zmiany jasnosci ukladu.
Wedlug Goodricke'a ich przyczyna jest wzajemne zakrywanie sie skladników róznej jasnosci
okrazajacych wspólny srodek masy.

Rys. 2. Krzywa zmian blasku Algola.

godziny
O 10 20 30 tO 50 60 70

~_: --~L __~~~B -----@---- B
A

Minima Algola w listopadzie 1986 r.
2 XI 8h41m

5 XI 5h29m

8 XI 2hl8m

10 XI 23h07m

13 XI 19h56m
16 XI 16h44m

19 XI 13h33m

22 XI IOh22m

25 XI 7hl\ m

28 XI 4hOOm

I XII Oh50m

Kilkugodzinne obserwacje przeprowadzone w pogodna noc w okolicy minimum blasku Algola
pozwalaja przekonac sie o jego zmiennosci. Przedsiewziecie wymagajace wiecej precyzji
i cierpliwosci polega na wyznaczeniu momentu glównego minimum blasku. Aby go wyznaczyc,
nalezy sporzadzic rysunek krzywej zmian blasku ukladu, odkladajac na osi pionowej jasnoSC
obserwowana, a na poziomej - czas. Oszacowania jasnosci Algola, przez porównanie z któras
z "gwiazd stalych" (np. ePer), dokonujemy co 15-20 minut przez kilka godzin przed i po
spodziewanym momencie minimum. Dokladny moment powinien wypadac na osi symetrii tego
fragmentu krzywej zmian blasku. Skladajac kartke z wykresem tak, by obie galezie - malejacego
i rosnacego blasku - pokryly sie mozliwie jak najdokladniej, na przecieciu zlozenia z osia czasu
odczytujemy zaobserwowany moment minimum blasku Algola.

mgr Joanna UDALSKA

Algol jest dla poczatkujacych milosników astronomii szczególnie wdziecznym obiektem dla
przeprowadzenia obserwacji zmian blasku. W fazie maksimum, tj. gdy widzimy z Ziemi obydwa
skladniki jednoczesnie (Algola C nie widac nigdy golym okiem), jest on gwiazda 2,1 wielkosci
gwiazdowej. Bez trudu odnajdujemy go wówczas jako druga co do jasnosci gwiazde
w Perseuszu. Warto porównac go wtedy z "gwiazda stala" (nie zmieniajaca jasnosci) o podobnym
blasku. Moze nia byc np. y Andromedy (rys. 1). Gdy skladnik B zasloni (dla ziemskiego
obserwatora) jasniejszy skladnik A, blask ukladu spada do 3,4 mag. Na krzywej zmian blasku
odpowiada to wystapieniu minimum glównego (rys. 2 punkt A). W tej fazie Algol jest znacznie
slabszy niz ePerseusza (2,9 mag) lezaca na przedluzeniu odcinka laczacego yAnd i {3Per. W miare
odslaniania Algola A blask ukladu wzrasta az do osiagniecia maksymalnej wartosci (rys. 2
punkt B). Cala faza minimum glównego trwa okolo 9 godzin. Na krzywej zmian blasku widzimy
równiez tzw. minimum wtórne (rys. 2 punkt C) odpowiadajace zakryciu skladnika slabszego
przez jasniejszy. Jest ono znacznie plytsze i tym samym trudniejsze do zaobserwowania.

Dzisiejsza nasza wiedza na temat tego ukladu przedstawia sie nastepujaco: Jest to uklad
potrójny odlegly od Ziemi o okolo 100 lat swietlnych. Najjasniejszy skladnik - Algol A to
gwiazda ciagu glównego okolo 90 razy jasniejsza od Slonca. Algol B jest podolbrzymem
okolo 3 razy jasniejszym od Slonca. Te dwie gwiazdy okrazaja wspólny srodek masy w ciagu
2 dni 20 godzin 49 minut i wlasnie je obserwujemy jako zmieniajacego swój blask Algola.
Trzeci skladnik - Algol C - okraza pare AB w duzej odleglosci z okresem 1,86 lat. Jest on
gwiazda osobliwa okolo 4 razy jasniejsza od Slonca. Caly uklad jest zródlem promieniowania
radiowego i rentgenowskiego.
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