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Mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Linijka, cyrkiel i przyblizone rozwiazania
wielkich problemów

•••

Delta

,
Najstarszymi przyrzadami, którymi poslugiwano sie w geometrii, byly linijka i cyrkiel (ten ostatni
pojawil sie pózniej, ale gdzie i kiedy - nie wiadomo). Pozwalaja one na:

l. kreslenie prostej przechodzacej przez dwa 'dane punkty,
2. kreslenie okregów o srodku w danym punkcie i promieniu równym odleglosci danych dwóch
punktów,
3. wyznaczanie punktów wspólnych linii otrzymanych wedlug powyzszych zasad.
Konstrukcyjne wyznaczenie jakiegos punktu (gdy dany jest pewien zbiór punktów) polega
na wykonaniu skonczonej liczby kroków opisanych,w 1,2,3. Dzisiaj konstrukcje takie nazywamy
platonskimi lub klasycznymi.

W roku 1637 Rene Descartes (Kartezjusz, 1596-1650) zapowiedzial nierozerwalny zwiazek
geometrii z algebra kladac podwaliny pod geometrie analityczna i algebraiczna. Stanowilo to
punkt wyjscia ogólnej teorii wielomianów i opartej na niej algebraicznej teorii konstrukcji
geometrycznych. Tej ostatniej pelny ksztalt nadali matematycy XIX wieku - P. Ruffini,
N. Abel, E. Galois, P. Wantzel, F. Lindemann. Wskazali oni ogólne twierdzenia podiljace
warunki koniecwe lub dostateczne na to, aby konstrukcje platonskie byly wykonalne oraz
dowiedli, ze nie wszystkie punkty mozna otrzymac konstrukcyjnie (patrz M. Brynski,
L. Wlodarski, Konstrukcje geometryczne, Biblioteczka Delty nr 1, WSiP, Warszawa 1979).

Danil Oranin, pisarz radziecki, w ksiazce Naprzeciw
burzy (PIW, 1964 r.) opisuje zycie naukowców 'konca
lat piecdziesiatych podczas ówczesnej odnowy .
Zamieszcza w niej (str. 280) nastepujaca wypowiedz
(z która sie, rzecz jasna, nie solidaryzuje):

- Wszyscy ci uczeni siedza na karku panstwa i tylko
pija krew. Taki ci przychodzi, do pracy, kiedy ma ochote.
Warto by ich do kopalni ... Od dwóch lat sie grzebia,
a gdzie'produkcja? Zebym mial wladze, to bym ich
wszystkich., , Najpierw oczywiscie po linii partyjnej.

.Aby z takimi wypowiedziami mozna sie bylo spotkac
tylko w opowiesciach o czasie minionym,

Czytelnikom i sobie zyczy

Potrafimy uzyskac dokladne (teoretycznie)

konstrukcje
podwojenia szescianu za pomoca paraboli,

trysekcji kata za pomoca ~onchoidy
Nikodemesa lub slimaka Pascala.

rektyfikacji okregu i kwadratury. kola
za pomoca kwadratrysy Hippiasza.

Zagadnienie warunków konstruowalnosci cyrklem i linijka stanowi tylko czesc problematyki
zwiazanej z konstrukcjami geometrycznymi. Juz sami Grecy poszukujac rozwiazan
prezentowanych nizej problemów uciekali sie « to z wielkim powodzeniem) do uzycia krzywych
bardziej skomplikowanych niz okregi i proste lub uzywali innych przyrzadów. Ich konstrukcje
sa tak wzorowe, ze pózniejsze pokolenia niewiele mogly je udoskonalic. Próbowano tez konstrukcji
srodkami ubozszymi niz platonskie. Konstrukcjami poslugujacymi sie tylko cyrklem zajmowal sie
matematyk dunski Georg Mohr (1640-1697). Popularnosc zyskaly one dopiero w 1797 roku
dzieki pracy L. Mascheroniego (1750-1800). Idee Mohra i Mascheroniego pozwolily
sformulowac i udowodnic twierdzenie, ze kazda konstrukcja wykonalna za pomoca cyrkla
i linijki jest tez wykonalna samym cyrklem. Konstrukcje z uzyciem samej linijki okazaly sie
mniej efektywne. Jakub Steiner (1796-1863) wykazal w 1833 roku, ze kazda konstrukcje
klasyczna mozna wykonac za pomoca samej linijki, jezeli na plaszczyznie dany jest pewien okrag
oraz jego srodek (patrz H. Rademacher, O. Toeplitz, O liczbach ifigurach, PWN, Warszawa
1956, str. 221-235).
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Po tych dygresjach wrócmy do konstrukcji platonskich. Oczywisty jest fakt, ze zaden rysunek
nie jest konstrukcja dokladna. Kreslac otrzymujemy przedmioty fizyczne, np. "punkty"

w ksztalcie kropek, "odcinki", "luki" majace gruboSC. Musimy pltem odrózniac rozwiazania
teoretyczne od ich praktycznej realizacji. W fazie analizy teoretycznej udzielamy odpowiedzi
na pytania:

Rys. I

A EO, b2 B

1. Czy istnieje konstrukcyjne rozwiazanie danego problemu, jezeli tak, to jak ono wyglada?

2. W przypadku odpowiedzi negatywnej, jakie jest konstrukcyjne przyblizone rozwiazanie tego
problemu? -'.

Wlasnie takie, teoretycznie przyblizone konstrukcje nazywamy "konstrukcjami przyblizonymi"
(nie nalezy tego terminu mylic z praktyczna realizacja konstrukcji).

Jak wiadomo z rozwazan XIX-wiecznych matematyków, szereg zagadnien starozytnosci nie jest
wykonalnych linijka i cyrklem. Mozna je rozwiazac dokladnie uzywajac krzywych
algebraicznych lub wykonac konstrukcje przybliz0l!e. Ponizej sformulujemy kilka takich
zagadnien oraz wskazemy ich przyblizone rozwiazania za pomoca konstrukcji platonskich.

A. Podwojenie szescianu - wyznaczyc krawedz szescianu, którego objetosc jest dwa razy
wieksza od objetosci danego szescianu.

- Konstrukcja Bunofalcego. Dana mamy sciane ABCD szescianu o krawedzi a (rys. 1). Dzielimyl
przekatna DB na szesc równych odcinków. Na boku DA odkladamy odcinek DE = - DB .

. 6
Wówczas

Wykonujac obliczenia z dokladnoscia do pieciu cyfr po przecinku i porównujac wynik
z dokladna wartoscia liczby 'Vi· a mamy:

0,001' a < 'Vi· a-EB < 0,002' a.

Dlugosc odcinka AE rózni si.e od dlugosci okregu O mniej niz 0,000002' OA.

Konstrukcja ta jest teoretycznie bardzo dokladna, ale malo dogodna w stosowaniu. Technicznie
prostsza jest

B. Trysekcja kata - podzial dowolnego kata na trzy równe czesci.

1. Konstrukcja Albrechta Dii.rera. Dany mamy kat ostry 1: AOB, który bedzie katem
srodkowym okregu 0(0, AO) (rys. 2). Dzielimy odcinek AB na trzy równe czesci:
AC, = Cl C2 = C2B. W punktach Cl, C2 prowadzimy prostopadle do AB, które przecinaja
luk A'"Bw punktach Dl, D2. Budujemy teraz sume odcinków ADl, Dl D2, D.,B i znajdujemy
trzecia czesc tej sumy. Odkladamy cieciwe AE równa otrzymanemu odcinkowi. Wtedyl .
1: AOE ~ - 1: AOB i blad jest mnie~zy niz 18", a ponadto maleje on, gdy kat zbliza sie

3

do zera. Konstrukcja ta ma piekna mysl przewodnia: punkty Dl, D2 dziela luk AR na nierówne
czesci. Gdybysmy przyjeli którakolwiek cieciwe ADl' Dl D2, D2B za cieciwe odpowiadajaca
trzeciej czesci kata 1: AOB, to popelnilibysmy duzy blad. Aby go zmniejszyc - poszukujemy
cieciwy AE, której dlugoSC jest srednia arytmetyczna dlugosci cieciw ADl. Dl D2• D2B.

V 121 V146 AE AD
AD =OB= OA2+-'OA2 =--·OA - =--

25· 5 ' AC AO'

13 ./-AE = - r 146· OA ~ 6,2831839' OA.
25

wiec

Dla malych katów (mniejszych od 2r 30') bardzo dokladna jest

2. Konstrukcja Finslera. Dany mamy kat 1: AOB, AO = BO (rys. 3). Odkladamy punkt C tak,
by byl on koncem srednicy AC okregu 0(0, AO). Na przedluzeniu OC odkladamy CP = OA

4
oraz odcinek OM = - OA. Okrag o,(M, MA) przecina pólprosta CB w punkcie D. Kat 1: DPA

5 .. '
mozemy uwazac za trzecia czesc kata 1: AOB (blad nie przekracza tu 0,074").

C. Rektyfikacja okregu - wyznaczenie odcinka o dlugosci równej dlugosci danego okregu.

1. Konstrukcja Spechta. Do okregu 0(0, OA) kreslimy styczna w punkcie A (rys. 4). Na stycznej
11 13

odkladamy odcinki AB = - OA, AC = - OA. Na pólprostej AO odkladamy odcinekI 5 5
AD = OB. Z punktu D prowadzimy równolegla do OC. Wtedy

Rys. 4

p

E

Rys. 2

Albrecht Diirer (1471-1528) - niemiecki
malarz, rzezbiarz, architekt.

Rys. 3

,
2



Adam Adamandy Kochanski (1631-1700)
Polak, nadworny matematyk króla Jana III
Sobieskiego, bibliotekarz w Wilanowie.

8
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2. Konstrukcja Adama A.Kochanskiego z 16S5 roku. Do okregu 0(0', DA) kreslimy w punkcie A
styczna AM (rys. 5) oraz cieciwe AD = AD'. Z punktu D kreslimy prosta przechodzaca przez
srodek cieciwy AD. Przecina ona styczna w punkcie C. Na tej stycznej odkladamy odcinek
CE = 3, DA. Wtedy

CA = ~3 DA, AE = (3- _~3).DA i BE = V :0 - y12' DA ~ 3,1415333' DA.

Zatem odcinek BE rózni sie od polowy dlugosci okregu o 'mniej niz 0,00006' DA.

D. Rektyfikacja luku - zbudowanie odcinka, którego dlugosc równa sie dlugosd danego
luku AR okregu 0(0', DA) odpowiadajacego katowi srodkowemu ostremu 1: ADB.

s

Rys. 6

Ry~. 7

Rys, S

Podamy rozwiazanie przyblizone dla katów 1:ADB nie przekraczajacych 30°. Na prostej AD

(rys. 6) odkladamy odcinek DS = 2· DA i styczna do okregu w punkcie A. Nastepnie
prowadzimy prosta przechodzaca przez punkty S i B, która na stycznej wyznacza punkt C.
WÓwczas jezeli O(jest miara lukowa kata 1:ADB, to

IARI = 0(' DA, SD = 2' DA+DD = (2+cosO()' DA,

AC AS 3
BD = sinO(' DA, a -- = -- = ---

, DB DS 2+cosO(

3sinO( n . ~
Stad AC = o DA. Dla O(= - dlugosc luku AB rózni sie od dlugosci odcinka AC

2+cosO( 6

o mniej niz 0,0005 . IABI.
, -

Dla katów ostrych wiekszych od 30° mozemy kazdy taki kat zapisac w postaci 30° + f3 lub

2· 30° + f3, gdzie'f3 < 30°, i wykonac rektyfikacje kazdego z tych luków oddzielnie. Wtedy blad
wzgledny takiej konstrukcji jest mniejszy niz 0,0015.

E. Kwadratura kola - wyznaczyc taki odcinek, aby pole kwadratu zbudowanego na tym odcinku
bylo {'ówne polu kola o danym promieniu.

1. Mozemy to wykonac wykorzystujac np. rektyfikacje Kochanskiego, co obrazuje rysunek 7.
Odcinek AB jest promieniem okregu, a odcinek AC polowa dlugosci okregu.

Zlotym podzialem odcinka nazywamy taki podzial odcinka
a dlugosci a na dwa odcinki o dlug.osciach x i a- x,
, - 'tS-l

ze a:x = x:(a-x), stad x = --2-·a. Odcinek o dlugosci

x nazywamy zlota czescia odcinka o dlugosci a. Konstrukcja

takiego podzialu znana byla juz Starozytnym. Oto konstrukcja
Herona z Aleksandrii (I wiek n.e.). Dany mamy odcinek OA.
Budujemy okrag 0(0, OA). Na odcinku OA jako na srednicy

kreslimy. okrag 01 (O', { OA) i z punktu O wyznaczamy
prostopadla OB = OA do odcinka OA. Odcinek O'B przecina
okrag 01 w punkcie M. Z twierdzenia Pitagorasa latwo mozna

d ... BM tS-l OA J ' l ..
spraw ZIC, ze = -2--' . est to zatem z ota czesc

odcinka OA.

2. Dany mamy okrag 0(0', DA) oraz jego srednice AB (rys. S). Na odcinku DB odkladamy
1

odcinek DF równy zlotej G:zesciodcinka DA, a nastepnie odcinek FH = - DF. Wtedy AH jest4

bokiem kwadratu, któreg9 pole rózni sie od pola kola ograniczonego okregiem 0(0', DA)

o mniej niz 0,001 . DA2• Oblic;:my

yS-1 yS-1 5 Y5+3
AH = DA+ -2-' DA+ --S-· OA = --S_o DA ~ 1,7725423~. DA.

Zatem róznica miedzy AH a yn· DA nie przekracza wartosci 0,0001 . DA.

Rys. 9

3. Dany mamy okrag 0(0', DA) oraz punkty A, B bedace koncami srednicy (rys. 9). Tworzymy
3 3

odcinki DD = -. DA, DF = -. DA i punkt E jako srodek odcinka DB. Nastepnie na
5 2

odcinkach DE i AF jako na srednicach budujemy pólokregi po przeciwnych stronach.
Prostopadla do AB poprowadzona w punkcie D przecina te pólokregi w punktach G i H.

Odcinek GH rózni sie od yn· DA o mniej niz 0,00002' DA (wystarczy zauwazyc,
ze DG2 = DD' DE, DH2 = DA, DF).

Mimo tego, ze kwadratury kola nie mozna wykonac srodkami klasycznymi, istnieja figury

ogranicz<?ne lukami okregów (tzw. ksiezyce Hipokratesa z V wieku p.n.e.), dla których jest to
mozliwe.
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Niech wiec dany bedzie n-kat W i niech l bedzie zbiorem jego izometrii. Zauwazmy, ze

Dr hab. Edmund PUCZYLOWSKI

Rozwazajac wielokaty o niewielkiej liczbie boków latwo spostrzec, ze liczba osi symetrii, jesli
tylko jest niezerowa, dzieli liczbe boków, Czy jest to prawda ogólna ?-Tak, i to wlasnie chcemy
udowodnic.

-
Rozwi~zanie zadania M 457. Uzyjemy
dwumianu Newtona. Z jednej strony

... ( l )" l lOCZYWISCle l + -;; ~ + " .-;;-= 2,

d .. ,(, ')" lz fugie] zas + -2n = l +n' z.-n..J...

+ _n_(n_-_'_),_~_l '_ + _n_(n_-_1)_(_n_-_2~),_~+2 (2n)' '·2, 3 (2np

+ + _1 __ < l+ ..t.. + _~ + + _'-o < 2
,,, (2n)" 2 2" ,,' 2"

o liczbie
.

OSI symetrii wielokata

1° jeslif,gEl, tofogElorazf-l El;

ze dowolna izometria przeprowadza wierzcholki na wierzcholki, przy czym wierzcholki sasiednie
przechodza na sasiednie. Co wiecej, izometria jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosci
na dowolnej ustalonej parze wierzcholków sasiednich, tzn. jesli f, g E l oraz P l, Pz sa
wierzcholkami sasiednimi if(Pl) = g(Pl) orazf(Pz) = g(Pz), to f = g.

Z 2° wynika, ze zbiór l mozna utozsamiac z pewnym zbiorem przeksztalcen zbioru
wierzcholków W. To w szczególnosci oznacza, ze zbiór l jest skonczony.

Powiemy, ze sasiednie wierzcholki Pl, P2 sa kolejne, gdy obiegajac brzeg W w kierunku.ruchu
wskazówek zegara po przejsciu przez Pl napotykamy jako nastepny wierzcholek Pz. Mówimy,

, ze f E l zachowuje oIientacje, gdyf(Pl)'!(Pz) sa kolejne; o ile tylko Pl, Pz sa kolejne. Nietrudno
spostrzec, ze powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru pary kolejnych
wierzcholków.

Rozwiazanie zadania M 458. Wystarczy

zauwazyc, ze pole kazdego rzutu

prostopadloscianu jest dwukrotnie wieksze

od pela rzutu trójkata ABC (jak na

rysunku). Wobec tego poje jest

maksymalne, gdy plaszczyzna, na której

lezy trójkat, jest równolegla do plaszczyzny
rzutu.

Oznaczmy przez Z zbiór izometrii zachowujacych orientacje: a przez S zbiór pozostalych
izometrii. Zauwazm)4- ze

3° i) przeks'ztalcenie tozsamosciowe id nalezy do Z;

ii) jesli f, g E Z, to f o g E Z orazf-l E Z;
iii) jesli f E Z i g E S, to f o g E S;
iv) jesli f, g E S, to f o g E Z.

/
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00 00 00

E P(;" II) ~ E E pc; = k) =
n=1 1I=lk~n

00 k 00

= E E pc; = k) = E k' pc; =
k=ln=1 k=l

= k) = E;,
Zmiana kolejnosci sumowania jest

dopuszczalna, bo sumowane wyrazy sa
nieujernne.

Moze sie zdarzyc, ze zbiór S jest pusty. Jesli jednak zbiór ten nie jest pusty, to ma on tyle samo
elementów co zbiór Z. Zalózmy bowiem, ze s E S. Wówczas na podl;tawie 3° iii) mamy f o s E S
dlafE Z: Przy tymjeslifl o S = fz o s, tOfl = Ul o s) o S-l = U2 o s) o S-l = fz. Kazdemu
wiec elementowi f E Z przyporzadkowujemy dokladnie jeden element f o s E S. Jesli jednak
Sl E S, to na podstawie 3° ii) i 3° iv) mamy SlO S-l E Z. Teraz (Slo S-l) o S = Sl' W wyniku
opisanej operacji kazdy element z S zostal przyporzadkowany pewnemu elementowi zbioru Z.
Zbiory Z i S maja wiec tyle samo elementów,

Oczywiscie dowolna symetria nalezy do S, Odwrotnie: jesli s E S, to dla pewnego wierzcholka
P mamy s(P) i'- P. Nietrudno teraz spostrzec, ze sjest symetria wzgledem symetralnej odcinka
Ps(P). W efekcie, jesli tylko W ma jakas os symetrii, to ich liczba jest równa liczbie elementów
zbioru Z. Zajmijmy sie wiec dokladniejszym zbadaniem tego zbioru.

Zauwazmy, ze

4° dowoln;l izometria z Z jest wyznaczona przez dowolny ustalony wierzcholek W. Dokladniej,
jesli P jest wierzcholkiem i dla pewnych f, g E Z mamy f(P) = g(P), to f = g.

5° jesli fE Z, a P, Q sa dowolnymi wierzcholkami, tof(P) jest k-tym liczac od P w kierunku
ruchu wskazówek zegara wierzcholkiem wtedy i tylko wtedy, gdy f(Q) jest k-tym wierzcholkiem'
liczac od Q w tym samym kierunku. Liczba k zalezy wiec tylko od f Oznaczmy ja lej).

(Przyjmujemy tutaj, ze l(f) jest liczba dodatnia, a wiec l(id) = n. )

6° prze~sztalcenie f, dla którego l(j) przyjmuje wartosc minimalna, mozna scharakteryzowac
w ten sposób, ze przy przejsciu od dowolnego wierzcholka P do f(P) zgodnie z ruchem
wskazówek zegara nie napotykamy dla zadnego g E Z wierzcholka g(P).

Z opisanych wlasnosci zbioru Z wynika, ze elementy tego zbioru mozna ustawic w ciag
f = fl ,/Z, ... , fr = id w taki sposób, ze lUl) < lUz) < ... < 1(/,) = n. Poniewaz dla dowolnego
1 ~ i ~r-l i dowolnego wierzcholka P, przechodzac od fi (P) do fa l (P) zgodnie z ruchem
wskazówek zegara, dla zadnego g E Z nie napotykamy wierzcholka g(P) oraz
UiH Ofi-l) (j,(P» = fi+l(P), wiec na podstawie 6° wnioskujemy, zefi+ l 0fi-l = f Zatem

fi =fofo ... ofdla 1 ~ i ~ r oraz lU i) = i·l(f).

i razy

W szczególnosci n = l(fr) = r' l(f). Oznacza to, ze liczba elementów zbioru Z, a wiec'i liczba
symetrii W, jesli nie jest równa zeru, to dzieli n,

4
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Rozwiazanie zadania F 213. Calkowita
energia wypromieniowana przez kuliste

cialo w ciagu jednostki czasu zgodnie
'ze wzorem Stefana-Boltzmanna wynosi.

E = 4:7R'aT4, a = 5,67' 10-8 W' m-2 K-4.

....Jednoczesnie powierzchnia satelity absorbuje
promieniowanie cieplne pochodzace
ze Slonca. Poniewaz przyjmujemy,
ze zdolnosc absorpcyjna powierzchni wynosi
l (cialo doskonale czarne), to zgodnie
z prawem Kirchhoffa moc promieniowania

absorbowanego przez powierzchnie jest
równa mocy promieniowania emitowanego
przez nia. gdy jej temperatura równa jest
temperaturze otoczenia. Wielkosc energii
zaabsorbowanej wyniesie wiec

gdzie przyjmujemy. ze satelita zwrócony
jest tylko jedna strona w kierunku Slonca.
Porównujac energie wypromieniowana
z pochlonieta otrzymujemy

T = 4y'C/(4a) '" 280 K.

~ azs

Rys. 1

Czy Ksiezyc jest satelita Ziemi?,

Dr Tomasz KW ASr

Ksiezyc znajduje sie w odleglosci ro = 3,844' 108 m od Ziemi o masie m = 5,974' 1024 kg
i w odleglosci R = 1,496' 1011 m od Slonca o masie M = 1,989' 1030 kg. Latwo sprawdzic,
ze m/r't, < M/R2, a dokladniej: przyspieszenie Ksiezyca wywolane przez Slonce jest ponad
dwukrotnie wieksze niz przyspieszenie- wywierane przez Ziemie. W ogólnosci obszar przestrzeni,
w którym przyspieszenie ze strony Ziemi dóminuje nad przyspieszeniem ze strony Slonca,
nazywamy strefa przyciagania Ziemi. Mówimy wiec, ze Ksiezyc znajduje sie poza strefa
przyciagania Ziemi. Skutkiem tego wokólsloneczna orbita Ksiezyca jest wygieta stale w te sama
strone - Slonce zawsze znaj,duje sie po jej wkleslej stronie. Wyglada to tak, jakby Ksiezyc byl
planeta, której ruch jest lekko zaburzany przez Ziemie. Tymczasem kazdy widzi, ze Ksiezyc
jednak obiega Ziemie!

Dopóki mówimy tylko o kinematyce Ksiezyca, to obojetne jest, czy jego ruch przedstawimy jako
geocentryczny perturbowany przez Slonce, czy heliocentryczny perturbowany przez Ziemie.
Spodziewamy sie jednak, ze dynamika powinna podpowiedziec, która sytuacje nalezy uznac za
"prawdziwsza". Czyzby wiec nalezalo uznac Ksiezyc za planete, skoro Slonce dziala nan silniej

niz Ziemia? Otóz nie. Zauwazmy bowiem, ze prawie takiemu samemu przyspieszeniu ze strony
Slonca podlega Ziemia. Widocznie wiec nie ma znaczenia, jakie rzeczywiscje przyspieszenie
Ksiezyca wywoluje Slonce, a tylko wazna jest róznica ap miedzy tym wlasnie przyspieszeniem aKS

i przyspieszeniem Ziemi azs, która to róznice nazwijmy przyspieszeniem perturbacyjnym. Ruch
Ksiezyca mozna bedzie uznac za geocentryczny (jedynie perturbowany przez Slonce), jezeli jego
przyspieszenie perturbacyjne ze strony Slonca bedzie dostatecznie male w porównaniu

z E!zyspieszeniem centralnym, czyli tu ze strony Ziemi.

Ale, jak powiedzielismy, równie dobrze mozna opisywac ruch Ksiezyca jako heliocentryczny

perturbowany przez Ziemie. Wtedy przyspieszeniem perturbacyjnym bedzie róznica ap miedzy
jego przyspieszeniem aKZ wywolanym przez Ziemie i przyspieszeniem Slonca asz wywolanym
tez przez Ziemie. Analogicznie ruch Ksiezyca uznalibysmy za heliocentryczny, gdyby w tym
ujeciu przyspieszenie perturbacyjne bylo dostatecznie male w porównaniu z centralnym, czyli
ze strony Slonca.

Widzimy wiec, ze dla obu wersji opisu ruchu Ksiezyca mozna utworzyc stosunek

przyspieszenie perturbacyjne

przyspieszenie centralne

i jezeli bedzie on mniejszy w wersji geocentrycznej, to uznamy Ksiezyc za satelite Ziemi, jesli
zas wiekszy, to za planete. W ogólnosci obszar przestrzeni, w którym y jest mniejsza w wersji
planetocentrycznej niz heliocentrycznej, nazwiemy strefa oddzialywania planety.

Nietrudno jest znalezc przyblizony wzór na rozmiar strefy oddzialywania. Kto nie ma na to
ochoty, moze kontynuowac. czytanie dopiero od slowa ostatecznie.

a. Opis geocentryczny (rys. 1).

op = 0KS-OZS = [_GM cOS'!!- GM, GM Sin'!!].rl R2 eZ

r
Nalezy teraz uwzglednic, ze cos,!! ;;:; 1, sin,!! = sin/j?-, e2 = R2+r2-2Rrcos/j?, nastepnie

e

rozwinac w szereg wzgledem malej wielkosci r /R i zachowac tylko pierwsze jej potegi.
Dostaniemy wtedy

GMr
Op = --3- [2cos/j?, sin/j?],R

GMr .1-ap = --3- V 1+3cos2/j?,R
3

_ a / Gm = M ~Vl+3cos2/j?Y.eoc - P r2 m RI
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Yhell~C = ap I~~= : ~:.
Przyrównujac oba wyrazenia na y dostajemy ostatecznie wzór na rozmiar strefy oddzialywania
planety

Rys. 2 "

b. Opis heliocentryczny (rys. 2).

[Gm Gm Gm ]
Op = OKZ-OSZ = --cosrp---, --sinrp

r2 R2 r2

Gm- -,
ap - r2

Gm
:;:::-2- [cosrp, sinrp]r

r = R V_=m:::::2:::::I:::::M:::_2_

Podstawiwszy dane liczbowe stwierdzamy, ze strefa oddzialywania Ziemi rozciaga sie do
odleglosci co najmniej 800 tys. km, a wiec Ksiezyc jest stale wewnatrz niej. Oddychamy z ulga 

Ksiezyc rzeczywiscie jest satelita Ziemi. To samo zreszta dotyczy satelitów innych planet. Pojecie
strefy oddzialywania mialo dawniej duze znaczenie praktyczne, np. przy numerycznym sledzeniu
ruchu komet zblizajacych sie do Jowisza. Przy obliczeniach recznych cenne byly wszelkie chwyty
usprawniajace rachunki. Okreslenie strefy oddzialywania dawalo obiektywna wskazówke,
w którym momencie formalnie heliocentryczny ruch komety staje sie jowicentrycznym
i odwrotnie, czyli kiedy nalezy zmienic procedure rachunkowa. Obecnie, kiedy z zastosowaniem
k~mputera mozna sledzic ruch komety scisle w kazdej chwili, nie ma to praktycznego
znaczenia - pozostalo nadal znaczenie poznawcze.

Moment bezwladnosci w geometrii

Radoslaw SZMYTKO WSKI

Pojecie momentu bezwladnosci zostalo wprowadzone do fizyki przez Eulera, gdy ten podawal
równania ruchu bryly sztywnej. Od tej pory udowodniono wiele wlasnosci momentu, np.
twierdzenie Steinera, twierdzenie o osiach prostopadlych, wlasnosc nierównosci trójkata i inne.
Okazalo sie równiez, ze pojecie momentu bezwladnosci moze byc przydatne przy rozwiazywaniu
problemów geometrycznych. Przedstawimy tu kilka zastosowan do figur plaskich. Pierwsze z nich
dotyczy

Twierdzenia o siecznych przechodzacych przez srodek ciezkosci trójkata:

Jezeli przez srodek ciezkosci trójkata przeprowadzona jest prosta, to suma odleglosci od tej
prostej dwóch wierz9holków trójkata, znajdujacych sie po jednej stronie, równa jest odleglosci
trzeciego wierzcholka od tej prostej.

Dowód. Zarówno w tym dowodzie, jak i w nastepnych bedziemy korzystali z nastepujacego
faktu, który latwo udowodnic: srodek ciezkosci trójkata pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci
figury zlozonej z trzech punktów materialnych o równych masach umieszczonych w wierzcholkach
tego trójkata.

Moment bezwladnosci wyzej opisanego ukladu punktów materialnych wzgledem osi K
przechodzacej przez srodek ciezkosci tego ukladu i lezacej w plaszczyznie trójkata jest dany
wzorem

gdzie a, b, c sa odleglosciami odpowiednich"wierzcholków od osi K, a m - suma mas (rys. 1).
Moment bezwladnosci wzgledem osi równoleglej do K i przechodzacej przez punkt A jest dany
wzorem JA = J 0+ ma2. Z drugiej strony

czyli

(2)

(1)

Rys. 1

&



Podobnie, wykorzystujac wlasnosci momentu bezwladnosci mozna udowodnic nastepujace

Twierdzenie Leibniza:

Suma kwadratów odleglosci dowolnego punktu P od wierzcholków trójkata równa jest sumie
kwadratów odleglosci wierzcholków od srodka ciezkosci trójkata i potrojonego kwadratu
odleglosci punktu P od srodka ciezkosci (rys. 2).A

skad

oraz

2 Z 2-ma --ma(b-c) = O
3 3 '

a+c = b c.b.d.o.

Rys. 2

R02:wiazanie 2:adaoia F 212. Aby oblic2:Yc.
ile enerbPjj zaabsorbuje powierzchnia rakiety.
musimy obliczyc zdolnosc absorpcyjna
zewnetrzn.ej powierzchni. Zdolnosc
absorpcyjna .A jest stosunkiem energii
absorbowanej z padajacego promieniowania
do energii calkowitej tego promieniowania.
Na podstawie wzoru Stefana-Boltzmanna
calkowita zdolnosc emisyjna E,••, tzn. ilosc
energii wypromieniowanej przez jednostke
powierzchni w ciagu i s dla danej
temperatury jest równa:

E,m = AaT4, stad A = E,m/(a· TO),

gdzie a jest stala Stefana-Boltzmanna równa
5,67' 10-8 W/m-2 K-o. Na podstawie
danych otrzymujemy A = 0,88. Energia
absorbowana Eabs ~ AE. która oswietla
powierzchnie P = vts, musi byc co najmniej
równa ilosci ciepla potrzebnej na stopienie
masy m = pPh metalu o gestosci p.
Otrzymujemy stad energie
wypromieniowana przez laser

E = I!Utsh cw(T. - n,
A

gdzie efekty przewodnictwa ciepla zostaly
pominiete. Przyjmujac dane dla stali
p = 7700 kg/m3, Cw = 460 J/(kg' K),
T. = l8oo°C otrzymujemy E ;; 512000 J.

Dowód. Ponownie zastepujemy trójkat trzema masami, m/3 kazda, umieszczonymi w jego
wierzcholkach. Moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez punkt P i prostopadlej
do ~laszczyzny trójkata jest równy

gdzie PA, PB, PC sa odpowiednio odleglosciami punktu P od wierzcholków A, B, C trójkata.
Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Steinera, moment ten jest równy

Jp = Ja+m' paz,

gdzie Ja - moment bezwladnosci wzgledem osi równoleglej do poprzednio rozwazanej
i przechodzacej przez srodek ciezkosci O trójkata, a PO - odleglosc od punktu P do punktu O.
Przy~ównujac oba wyrazenia na Jp i uwzgledniajac, ze

gdzie a, b, c sa odpowiednio odleglosciami wierzcholków A, B, C od punktu O, otrzymamy

m m

3" (PAZ+PBz+ PCZ) = 3" (az+bz+cZ)+m' paz,I

skad natychmiast wynika teza twierdzenia.

Czytelnikowi proponujemy, aby korzystajac z wlasnosci momentu bezwladnosci rozwiazal
nastepujace

Problemy:
l) udowodnic, ze suma kwadratów srodkowych trójkata jest równa 3/4 sumy kwadratów boków,
2) znalezc dlugosci srodkowych trójkata majac dane dlugosci jego boków,
3) znalezc odleglosc srodka okregu opisanego na trójkacie od srodka ciezkosci tego trójkata.

Oczywiscie, moment bezwladnosci mozna wykorzystac nie tylko do dowodzenia wlasnosci
trójkata. Ilustruje to nastepujacy przyklad.

Problem.
Pokazac, ze dla cienkiego pierscienia w ksztalcie elipsy o masie m i duzej pólosi a zachodzi

2Llm,.l,=m·a,i
gdzie Llm, - masa nieskonczenie malego elementu pierscienia odleglego o I, od jednego z ognisk
elipsy.

Rozwiazanie. Momenty bezwladnosci wzgledem osi przechodzacych przez ogniska F1 i Pz
(rys. 3), prostopadlych do plaszczyzny rysunku, sa oczywiscie równe:

(3) 2 Llm,·lt = 2 Llm,'k't,
i i

gdzie Llmt - jak wyzej, 1" kt - odpowiednio odleglosci tego elementu od ognisk F1 i Fz.
Korzystajac z nastepujacej wlasnosci elipsy k,+l, = 2a i podstawiajac to do (3) mamy

2 Llm, 'lf = 2 Llml(2a-l,)Z,
i i

Uwaga. WlasnoSC powyzsza mozna tez udowodnic nie korzystajac wcale z pojecia momentu
bezwladnosci. Jak?

Czytelnikowi zainteresowanemu opisywanym tutaj zagadnieniem polecamy artykul w radzieckim
czasopismie Kwant 7/1984 pod tym samym tytulem co ten. Mozna tam znalezc wiele innych
geometrycznych twierdzen uzyskanych uzyta tu metoda.Rys. 3

co po przeksztalceniu daje

i ostatecznie

(4)

4m' aZ = 4a' 2 Llm, . I,i

2 Llm,'l, = m' a.i

(2 Llm, = m)i

7
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Kolory motyli

Skad biora sie kolory?

Biora sie ze swiatla slonecznego. Jest ono biale,
co oznacza, ze jest mieszanina wszystkich barw-

zawiera fale o dlugosciach od 2;00 mm (fiolet)

do 13100mm (czerwfen). Kolor przedmiotu, jaki

obserwujemy, nie jest jednak zwiazany z wpadaniem
do naszego oka falo odpowiadajacej mu dlugosci.
Tak jest tylko dla przedmiotów swiecacych. Kolor
wszystkich innych przedmiotów to wrazenie wywolane
w naszym oku przez brak pewnych barw (zupelnie
innych od tych, które postrzegamy) w pelnym widmie
swiatla bialego.

Pigmenty, czyli pochlaniacze

to, z punktu widzenia fizyki, rezonatory. Np. chlorofil
jest "nastrojony" na barwe czerwona. Energia fali
o dlugosci okolo 0,001 mm jest wiec mu przekazywana
i fala ta ginie. A my widzimy "reszte", co robi na nas
wrazenie zielonosci. I taki wlasnie kolor maja dla nas
rosliny. W ten sposób dzialaja wszystkie pigmenty.

Barwa przeciw barwie

Jezeli nakladaja sie dwie fale tej samej dlugosci, ale
przesuniete w fazie, nastepuje ich interferencja. Gdy
przesuniecie to wynosi polowe okresu - fala wygasza
sie. I to jest drugi sposób powstawania obserwowanych
kolorów. Jesli swiatlo odbije sie od zewnetrznej
i wewnetrznej scianki przezroczystej plytki, to dla
pewnej barwy róznica fazy obu odbitych fal moze
spowodowac jej wygaszenie. Zalezy to tylko od grubosci
plytki - nie zalezy od materialu, z którego jest ona
zbudowana. Np. plytka o grubosci 0,002 mm wygasi,

. barwe czerwona (dlaczego akurat ja?) i bedziemy plytke
widzieli jako zielona. Podobnie plytke o grubosci
0,001 mm zobaczymy jako czerwona - prawda?
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W ten sposób powstaja róznorodne kolory masy

perlowej - slimak czy malz na~ladaja warstwe szkliwa
o nierównej grubosci. Bardziej prymitywny przyklad
to cienka warstewka (tez niocówna) rozlanej na kaluzy

- benzyny .

Interferencja powodujaca wygaszanie moze miec
miejsce nie tylko w przypadku przezroczystych plytek.
Interferowac moga równiez fale odbijajace sie od
nierównej powierzchni. Wówczas to, która barwa sie
wygasi, zalezy od kierunku patrzenia.

A jak to "robia" motyle?

Oczywiscie wszystkimi sposobami. Jako luskoskrzydle
uzywaja, rzecz jasna, lusek. Róznego ksztaltu luski,
w ogromnej liczbie (200-600 na mm2) pokrywajace
skrzydla i zawierajace rózne pigmenty, sa zródlem
calej gamy kolorów. Kazda luska zawiera co prawda
tylko jeden pigment, a pigmentów "do wyboru" motyl
ma na ogól nie wiecej niz piec, jednak przy tej liczbie
mozliwe jest tyle róznych kombinacji, ze nie powinno
dziwic obserwowane bogactwo.

Te same luski pozwalaja, przez swa budowe, uzyskac
kolor i metoda interferencji. Najczesciej luska ma dwie
warstwy: dolna -- gladka, zawierajaca pigment
i górna - o regularnie pozalamywanej powierzchni
wywolujacej interferencje. Bywa tez odwrotnie:
widoczne na okladce niebieskie pólksiezyce skrzydla
rusalki pawika powstaly przez interferencje na dolnej
pozalamywanej powierzchni lusek (górna ich
powierzchnia jest gladka i bez pigmentu, czyli
przezroczysta).

Motyl wasik swój kolor zielony uzyskuje i przez
pigment, i przez interferencje.

Piekny modry kolor modraszków to wynik
wielokrotnej interferencji - ich luski sa
wielowarstwowe.

Zmiane koloru przy zmianie kierunku patrzenia (a wiec
jest to kolor powstaly przez interferencje)
najefektowniej prezentuje mieniak teczowiec.
Metaliczny polysk jego skrzydel to z kolei wynik
dzialania pigmentu.

Jest rzecza ciekawa, ze u motyli (i w ogóle u zwierzat)
prawie nigdy kolor zielony nie powstaje w wyniku
dzialania samego pigmentu. Sadzi sie nawet, ze zielony
kolor ich larw to po prostu wynik przyswojonego
przez nie chlorofilu, czyli zwyczajnie jest on
"pozyczony" od roslin.

A na koniec zagadka: jak sa wo'bec tego zbudowane
luski skrzydel motyli bialych?

Mala Delte przygotowali
Maciej JEDRZEJCZAK i Janusz KUPRYJANOWICZ



Kiedy swiatlo biegnie po okregu? Jacek DAMEK

Rys I. Przejkie czastki przez bariere
potencjalu.

o

Rys. 2

Nasze poszukiwania osrodków optycznych, w których mozliwie duzo promieni swietlnych
"zatacza" okregi, beda po trosze przypominaly postepowanie magika wyciagajacego królika
z kapelusza. Tym królikiem beda pewne zasady optyki geometrycznej, a kapeluszem
powszechnie znane prawa mechaniki.

Zaczniemy od rozpatrzenia dwóch obszarów rozdzielonych plaszczyzna, w których dana czastka
przyjmuje energie potencjalna równa odpowiednio Vl i V2 (rys. l). Podczas przejscia czastki
przez granice obszarów zmienia sie tylko jej skladowa predkosci prostopadla do "bariery".

M' . sin oc V2 -. IE2;;;;; -. I E- V2amy WieC sinp = -v;- = V Elkin = V E- Vl '

gdzie E jest stala podczas ruchu calkowita energia czastki. Wielkosc v' E- V(r) odpowiada wiec
dokladnie optycznemu wspólczynnikowi zalamania. Zrozumiale jest teraz, ze zasad,zie Fermata
w optyce (patrz Delta 6/1985), mówiacej, iz promien swiatla biegnie miedzy punktami A i B

B '

po torze, wzdluz którego calka J n(s)ds przyjmuje wartosc ekstremalna, odpowiada
A

B

W mechanice zasada Jacobiego, wedlug której wzdluz toru ciala I v' E- V(r)ds = extremum.
A

Z tego wynika, ze jesli cialo o energii E zakresla w polu o potencjale V(r) pewna krzywa, to po tej
krzywej moze biec swiatlo w osrodku o wspólczynniku zalamania ner) = v' E- V(r)
(z dokladnoscia do stalego czynnika).

Na poczatek postaramy sie "wyciagnac" pewna zasade optyki geometrycznej z prawa zachowania
momentu pedu w polu sil centralnych. Prawo to mozna zapisac w postaci mvrsin<p = const,
gdzie r jest odlegloscia od centrum sily, m - masa ciala, v jego predkoscia, a <p katem miedzy
predkoscia i promieniem wodzacym (rys. 2).

Z rozw~zan wstepnych wiemy, ze ner) ~ v' Ekin ~ v, czyli zasadzie zachowania momentu pedu
odpowiada w optyce zasada

nrsin')? = const;

jest to tzw. prawo Bouguera dla osrodków o symetrii sferycznej, spelnione wzdluz kazdego
promienia swietlnego ...

Aby otrzymac równanie promienia swietlnego we wspólrzednych biegunowych (r, O),
. ,. r(O)

zauwazymy, ze sm')? = --==========-

-.1 (d 2'V r2(O)+ d;)
a nastepnie z prawa Bouguera

gdzie C - stala.(l)
dr r

dO = Cv'n2r2-C2,

Z powyzszego widac, ze jesli ner) = kir, to z dowolnego punktu osrodka mozna wyslac promien,
który bedzie biegl po okregu wokól punktu O.

(2)

Omówimy teraz osrodek, zwany "rybim okiem", o wSP<?Jczynniku zalamania

ner) = no ., no 'i a - stale. Jego wlasnosci badal Maxwell.
1+ (rla)2

Podstawiajac ner) do (l) otrzymujemy po scalkowaniu

f K(l+e2)deO = --=--=--=---_-_-_-_-_-_~_~_-, gdzie wprowadzilismy oznaczenia e = rla, K = Clano.
ev' e2 - K2(l + (2)2

Stanislaw Lem w swoJeJ pierwszej powiesci
fantastyczno-naukowej Astronauci umiescil

wyjasnienie przez chinskiego fjzyka Lao Czu
sytuacji, w której promienie swiatla biegna

po okregach (rozdzial "Profesor ·Lao Czu").
Tam przyczyna tego zjawi.ka byla bardzo
silna grawitacja. Obok zamieszczamy opis

podobnej sytuacji, ale majacej zupelnie
inne przyczyny.

Latwo wykazac, ze

gdzie oc- stala calkowania.

K(l +(2)

ev' e2 - K2(l + (2)2 = d: [arcsin( v'1~4K2 _e_2;_1_)]-

C r2_a2
mozemy wiec przepisac (2) w postaci sin(O-oc) = --========

]ia2n6 - 4C2 ar

Dla jednoparametrowej rodziny promieni przechodzacych przez punkt (ro, (0) mamy

Jak widac, przy dowolnej wartosci parametru ocrównanie to jest spelnione przez rl = a21ro
i Ol = n+Oo, skad wynika, ze wszystkie promienie wyslane z dowolnego punktu P zbiegaja sie
w punkcie Pl, lezacym na prostej laczacej Po i O; Po i Pl polozone sa po przeciwnej stronie O,
oraz OPo . OPl = a2 (rys. 3). Obraz punktu otrzymujemy wiec przez inwersje.

rsin(O- oc)

r6-a2

ro sin(Oo- oc)

Rys. 3. Promienie w "rybim oku"
Maxwella.

Czytelnik sam sprawdzi na podstawie ostatniego wzoru, ze kazdy promien przecina okrag r = a
w koncach jego srednicy.
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Patrz w niebo

Najjasniejsza gwiazda nieba - Syriusz (~ Canis Majoris) góruje
w Nowy Rok o pólnocy miejscowego czasu lokalnego. Swieci
wtedy pieknym, jasnym blaskiem okolo 20° nad poludniowym
horyzontem.

Lokalny czas miejscowy jest równomiernie plynacym czasem okreslajacym
polozenie tzw. Slonca sredniego w danej miejscowosci. Poniewai plynie

równomiernie, móglby byc. wskazywany przez zegarki. Jednak koniecznosc
ciaglej jego zmiany przy podrózowaniu spowodowala wprowadzenie czasu
strefowego. Jest to czas miejscowy pewnego wybranego poludnika,
obowiazujacy na okreslonym obszarze. Aby w danej miejscowosci znalezc
moment czasu lokaln~go. wystarczy do czasu strefowego (zegarkowego)
doo.. i:. róznice dlllgO~d geograficznej miejscowosci i poludnika danej strefy
WYL..~~!. ;T)a Vi minl1ta~+ C.7.asowych.

Niemal w tym samym momencie, w którym góruje Syriusz,
doluje inna bardzo jasna gwiazda - Wega (ex Lyrae). Mieszkancy
Polski na pólnoc od szerokosci geograficznej 51° 20' maja Szanse
zaobserwowac ja tuz nad pólnocnym horyzontem. W Polsce
poludniowej Wega nie jest gwiazda okolobiegunowa, a wiec
w momencie dolowania nie jest widoczna.

Syriusz góruje nad tzw. punktem poludnia (miejsce przeciecia
poludnika niebieskiego z horyzontem), a Wega doluje nad
punktem pólnocy. Obserwacje tych jasnych, a wiec latwych
do odnalezienia gwiazd, w momencie ich kulminacji pozwalaja
na dobre zorientowanie stron swiata. W dniach poprzedzajacych
Nowy Rok i nastepujacych po nim momenty kulminacji mozna
latwo wyznaczyc, pamietajac, ze dnia nastepnego gwiazda góruje
lub doluje o 4 minuty wczesniej ..

W naszych szerokosciach geograficznych na skutek niskiego
polozenia nad horyzontem Syriusz silnie migoce mieniac sie przy
tym róznymi barwami, widzimy go bowiem przez gruba warstwe
ruchomej atmosfery. W rzeczywistosci jednak gwiazda ma barwe

biala· SCislej - biala barwe ma jasniejszy skladnik tego ukladu
podwójnego (Syriusz A). Jest on gwiazda ciagu glównego,
podobna pod wzgledem zaawansowania ewolucyjnego do Slonca,
choc masywniejsza i jasniejsza od niego. Drugi skladnik ukladll
(Syriusz B) - bialy karzel - jest trudny do zaobserwowania.
Dostrzezenie go jest mozliwe pod warunkiem zastosowania
specjalnych technik oslabiajacych silny blask Syriusza A.

Wzmianki o Syriuszu pochodzace ze starozytnej Grecji, Babilonu
czy Rzymu wprawiaja astronomów w pewne zaklopotanie. Moga
one bowiem sugerowac, ze w ciagu zaledwie kilkunastu wieków
uklad przeszedl faze gwaltownej ewolucji. Starozytni kronikarze
nazywali go "Czerwonym Syriuszem", co moze oznaczac,
ze w ich czasach gwiazda swiecila zdecydowanie czerwonym
blaskiem. Rzeczywiscie teoria przewiduje, ze Syriusz B
- obecny bialy karzel - byl kiedys czerwonym olbrzymem.
Niewatpliwie pare AB mozna bylo wtedy obserwowac z Ziemi
jako czerwona i bardzo jasna gwiazde (- 4 mag), niewiele
slabsza niz Wenus w maksimum blasku. Zachecajace byloby
zatem przyjac, ze przeksztalcenie Syriusza B z czerwonego
olbrzyma w bialego karla nastapilo niemal na "oczach ludzkich"
w ciagu ostatnich dwóch tysiecy lat.

Jednak tejemnicze zmiany barwy i jasnosci Syriusza nie sa do
konca wyjasnione. Zgodnie z teoria ewolucji gwiazd przejscie
od fazy czerwonego olbrzyma do fazy bialego karla zajmuje
gwiezdzie typu Syriusza B o wiele wiecej czasu niz owe
2-3 tysiace lat, które uplynely od historycznych przekazów.
Przejsciu takiemu powinien towarzyszyc wyplyw materii, której
pozostalosci powinny byc do dzisiaj zauwazalne w ukladzie,
a której jednak nie obserwuje sie. Wydaje sie wiec, ze tajemnicza
czerwona barwa Syriusza wymaga innego niz "ewolucyjne"
wyjasnienia, jesli, oczywiscie, bez zastrzezen wierzymy
starozytnym kronikom.

mgr Joanna UDALSKA

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

'dania l
M 457. Udowodnic, ze - <

2n

Rozwiazanie na str. 4

n./- 1l' 2- l ~ - dla n EN.
n

M 458. Przy jakim polozeniu prostopadloscianu wzgledem plaszczyzny jego rzut prostopadly
na te plaszczyzne ma najwieksze pole?
Rozwiazanie na str. 4

M 459. Niech; bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartosci O, I, 2 .". Wykazac, ze zachodzi
nastepujacy wzór na wartosc oczekiwana

00

E; = }; P(; ~ n)""

n=!

Rozwiazanie na str. 4

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 212. Jaka co najmniej musi byc energia E wypromieniowana przez laser impulsowy
umieszczony na orbicie, aby wiazka swiatla mogla naruszyc powloke rakiety transkontynentalnej?
Predkosc rakiety w górnej czesci toru nie przekracza wartosci v = I km/s. Czas trwania
impulsu lasera wynosi t = 0,1 ms, a sr".:Inica wiazki s = 1 cm. Wiadomo tez, ze metalowy
korpus rakiety rozgrzewa sie na skutek tarcia w atmosferze do T = 527°C, a jego
zdolnosc emisyjna wynosi E.m = 2.104 J/(m2 s). Grubosc powloki jest równa 10 cm.
Przyjmujemy, ze wlasnosci emisyjne i absorpcyjne nie zaleza od dlugosci fali promieniowania.
Niezbedne dane nalezy odszukac w tablicach traktujac powloke rakiety jako stalowa plyte.
Rozwiazanie na str. 7

F 213. Nieczynny satelita telekomunikacyjny krazy wokól Ziemi. Oszacuj, do jakiej temperatury
rozgrzewa sie on w czasie przebywania w naslonecznionej czesci orbity. Dla uproszczenia
przyjmij, ze satelita jest cialem doskonale czarnym w ksztalcie kuli o promieniu R. Ilosc energii
slonecznej padajacej w ciagu I s na 1 m2 powierzchni wynosi C ~ 1,4.103 J/(sm2).

Rozwiazanie na str. 5
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i \1echaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delt}

Pora na doroczne omówienie ligi zadaniowej. Po podsumowaniu
punktów za zadania i matematyki z numerów ~ 4/1986
Klub 44 M liczyl 42 czlonków. Dwie osoby, które przekroczyly
sume 44 po ocenieniu zadan z numeru 5, "zaokraglily" te liczbe
do 44. A wiec mamy jubileusz!
Jak co roku, drukujemy obszerniejsza tabele ligowa.
W nastepnych miesiacych bedziemy znów podawac tylko scisla
czolówke (6-8 nazwisk). Zaprzestaniemy jednak' podawania
nazwisk tych uczestników, którzy osiagnawszy stan konta bliski
44 punktów zatrzymali sie i przestali przysylac rozwiazania.
Przyjmiemy zasade, ze nazwisko uczestnika moze byc wymienione
w czolówce z nie zmieniona suma punktów co najwyzej
trzykrotnie. Nastepny raz ukaze sie dopiero wtedy, gdy wykona
ruch w góre. Jedynie w noworocznym omówieniu beaziemy
stale oglaszac obszerna czolówke (okolo 60 nazwisk)
w komplecie.

Korzystamy z okazji, by zwróciC sie do Czytelników z prosba
o opinie na temat zadan ligowych, ich trudnosci i tematyki 
czego brakuje, a czego jest, byc moze, za duzo - i o wszelkie
uwagi dotyczace ligi zadaniowej. Prosimy przy tym,
by ewentualne uwagi tego typu byly pisane na oddzielnych
kartkach (nie razem z rozwiazaniami zadan), a takze oddzielnie
od innej korespondencji kierowanej do redakcji Delty.
Uczestników startujacych jednoczesnie w lidze M i F prosimy
ponadto o przysylanie wszelkiej korespondencji (rozwiazan,
propozycji, uwag) dla M i F w oddzielnych kopertach .

I jeszcze jedna prosba. Choc nie jest to wymagane regulaminem,
milo nam, gdy uczestnik ligi, czy to w momencie rozpoczecia
swego udzialu, czy to po jakims okresie startów, decyduje sie
napisac pare slów osobie (wiek, zawód, praca, inne dane, które
moga byc interesujace). Zdecydowanie natomiast wymagamy,
by kazde rozwiazanie bylo podpisane imieniem i nazwiskiem.
Gdy ktos chce poznac swoje oceny (patrz omówienie sprzed roku),

powinien nam przyslac kartke pocztowa (oddzielna dla M. i F),
ofrankowana i zaadresowana do siebie, ze sporzadzona tabelka
z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen.

Przejdzmy do zadan z matematyki z ubieglego roku.

W nielicznych tylko przypad~ach udalo sie uczestnikom znalezc
rozwiazania wyraznie zgrabniejsze od naszych, i to glównie
w zadaniach najlatwiej szych (z czego by wynikalo, ze my mamy
sklonnosc do zbednego komplikowania rzeczy prostych ... ).
Za to nierzadko byly znajdowane interesujace uogólnienia.
Jak co roku, przedstawiamy szkice ciekawszych rozwiazan
i uogólnien oraz odnotowujemy zadania, które zostaly rozwiazane
prawidlowo przez niewielka liczbe uczestników. Brak komentarza
przy informacji o rozwiazaniach oznacza, ze nie odbiegaja one
w istotny sposób prostota ani ogólnoscia od rozwiazan
podanych przez nas.

Zadanie 109 [Wielomiany o wspólczynnikach ± 1 i pierwistkach wylacznie
rzeczywistych] (WT = 3,33) rozwiazali poprawnie tylko M. Mazur,
A. Pawlowski, T. Szymczyk, P. Figurny, P. Jedrzejewicz, Z. Koza,
D. Kurpie!.

Zadanie 111 [Zbiór wypukly oll.raniczony w R3, nie bedacy kula, którego
brzeg ma w kazdym punkcie plaszczyzne styczna i przez którego kazdy

punkt przechodzi srednica] (WT = 3,60). Przyklad (taki sam, jak
w rozwiazaniu w Delcie) skonstruowali: M. Galecki, J. Janowicz, Z. Koza
(z dowodem) oraz J. Ciach, T. Józefczyk, K. Kowalkowski (bez dowodu).
Ponadto T. Rawlik dal dobry przyklad: kolo( l) - sprytnie wykorzystujac

.. przeoczenie w sformulowaniu tresci (brak zadania, by zbiór mial
niepuste wnetrze).
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Zadanie 117 [Dla czworoscianów A,A2A,A. opisanych na kuli K(O, l),
OA, ~ ... ~ OA., inf OAI = ?I (WT = 3,31). Tylko D. Kurpiel, K. Serbin,
T. Szymczyk, M. Galecki, M. Mazur, J. Uryga, Z. Galias, J. Janowicz,
P. Jedrzejewicz.

Zadanie 114 ran > O, Xn = (al o •• an)! In, n = 1,2, 0'0 => Qn+ 1+ o-o + an+m ~
~ (n+m)xn+m-nxn] (WT = 2,18) ma bardzo proste rozwiazanie,

/ znalezione przez wielu uczestników:
, 1

1 n ~
n+m (nXn+an+l + 0.0 +an+m) ~ (XnDn+l "0 an+m) = Xn+m.

Zadanie 118 [x" ... ,xnER, pEN nieparzyste =O>.Exf+1.EX~-l ~ (.Ex~)2]

(WT = 1,15). Komentarz jak wyzej; natychmiastowy dowód z-nierównosci

Schwarza (l;UtVi)2 ~ Eu;Ev7 zastosowanej do liczb Ul = X}P+l)/2,

Vi = X~P-l)/2.

Zadanie 122 [f: N ...•R, lim f(x) E R, f(xy) = f(x) +f(y), gdy
x...•00

NWD(x, y) = I; wyznaczyc fi (WT = 2,02). Sytuacja, jak w poprzednich
dwóch zadaniach. Krótkie rozwiazanie: ustalmy x E N i niech (Pn) bedzie
ciagiem wszystkich liczb pierwszych > x; wtedy f(xPn) = f(x) +f(pn)

i w granicy g = f(x) + g, skad f'" o.

Zadanie 124 [u, v, w wektory o dlugosci l =O>którys z wektorów ± u ± V ± w

ma dlugosc'; II (WT = 2,75) zostalo rozwiazane poprawnie przez ponad
20 uczestników. Wyrózniamy za urode i oryginalnosc dwa rozwiazania:
l (P. Jedrzejewicz). Sformulowanie równowazne: Dane 3 proste przechodzace
przez wspólny punkt O =O>istnieja punkty A, B, C, po jednym na kazdej
z tych prostych, takie, ze OA = OB = OC = l, 10:4 + OB+ OCI .; l.
Pomijamy przypadek trywialny, gdy dwie (lub trzy) proste pokrywaja sie.
Rozbijamy kazda prosta na dwie pólproste (o poczatku O) i obieramy
punkty A, B, C na "co drugiej" z powstalych szesciu pólprostych. Trójkat
ABC jest wówczas ostrokatny. O jest srodkiem kola opisanego =>

••.01+ 0.8+ OC = OH, gdzie H - ortocentrum trójkata ABC. Wobec
ostrokatnosci, H E intABC ••• OH < l.
II (M. Galecki). Mozemy przyjac, ze v ~ ± w. Niech u = OS. Konce
wektorów u ± v ± MI sa wierzcholkami rombu o boku 2 i srodku S E w,
gdzie w = 0(0, l). Nalezy dowiesc, ze jeden z wierzcholków lezy w kole K
ogranLczonym okregiem w. Pólprosta SO- przecina brzeg rombu w punkcie
p E K. Niech P lezy na boku AB i niech proste SA, SB przecinaja w
(poza punkte~ S) w punktach E, F (w razie stycznosci, E = S lub F = S).
Poniewaz SAJ.SB, punkty E i F sa koncami srednicy okregu w. Odcinek
AR przecina pólprosta SO-+, wiec A E SE-. B E SF-+ i z równosci AB = 2 = EF

wnosimy, ze A E SE lub B E SF. Stad A E K lub B E K.

Zadanie 125 [Cykliczne uporzadkowanie pewnego zbioru ciagów skonczonych
z relacja bliskoscil (WT = 2,94). Dwanascie dobrych rozwiazan. S. Solecki
znalazl takie uogólnienie: Niech

z = Z(m" ... , mn) = ((x" , xn): XI E (l, ... , mi}, i = l, ... , n};

ciagi (x" ... ,xn), (y" ,Yn) sa bliskieeo. .Elxl-Yll = l.

Istnienie cyklicznego uporzadkowania zbioru Z, przy którym sasiednie ciagi
sa bliskie, jest równowazne alternatywie warunków: a) E mi E {n, n + l},
b) istnieja i,jE {l, ... ,n}, i #;j, takie, ze mi jest parzyste, a mJ > 1.

Zadanie 128 [Istnienie p punktów (p -liczba pierwsza) bez trójki
wspólliniowej w zbiorze ((x,Y):X,YE (l, ... ,p}}] (WT= 3,16) rozwiazali
poprawnie: A. Bank, P. Jedrzejewicz, M. Mazur, H. Mikolajczak, J. Mikuta,
Z. Surduka, Z. Koza. W jednym z listów znalezlismy nawet dowód tezy
bez· zalozenia, ze p jest liczba pierwsza, niestety, niepoprawny. A szkoda;
nie wiadomo bowiem, czy w tej ogólnosci twierdzenie zachodzi - jest to
otwarty problem. (tzw. no-three-in-line problem). Jesli przez M(n)
oznaczymy maksymalna liczbe punktów bez trójki wspólliniowej
w kwadracie kratowym n x n, a przez N(n, M) -liczbe róznych
rozmieszczen .Al takich punktów, to zgodnie z teza zadania M(n) ~ n, gdy
n jest liczba pierwsza (spostrzezenie pochodzace od P. Erdosa). Jednak
poza oczywistym oszacowaniem M(n) ::s:;;2n - nic wiecej nie wiadomo

o zachowaniu wielkosci M(n) dla duzych n, mimo ze eksperymentalnie
stwierdzono w przyblizeniu wykladniczy wzrost wielkosci N(n,2n) dla n

niezbyt wielkich l (zob. artykul R. K. Guya w ksiazce Combinatorial

Malhematics and lts Applicalions, Acad. Press, Londun, New York 1971

str. 124 - cyt. za p. J. Celem, który ~danie zaproponowal).
I

Zadanie 129 [Czy w szesciokacie wypuklym o polu S musi istniec
przekatna odcinajaca trójkat o polu'; S/6? ~ S/6?] (WT = 3,18). Tylko

P. Jedrzejewicz, D. Kurpiel, J. Uryga, J. Klisowski, P. Kumor,_ Z. Galias.



Zadanie 130 [inf (m-1I"+n-1/m) = ?] (WT = 1,71). Duzo poprawnych
m,neN

rozwiazan. Dwa ciekawe uogólo.ienia:

I (P .. ledrzejewicz). inf (x> +yX) = 1. Dowód z nierównosci miedzy
x,y€(O,l]

srednia arytmetyczna wazona i srednia geometryczna wazona

xV+yX = ((~rJl->r + ((+f- Jl-xt' ~

(1 )-1 I 1 )-1~ Y' X + (1 - y) . 1 + \x . y + (1- x) . 1 > 1.

II (I. Kaja). Niech A c (1,00), supA = 00, k€N,

k k

Z = {1: « 1: at) -aj)-1f"j:·a1, ... , ak E A}.
j=l i=l

WówczasinfZ = 1. Dowód z uogólnionej nierównosci Bernoulliego

«1 +x)' ~ 1 +tx dla x ~ O, t> 1) przez podstawienie t = aj,
x = aj1«1:aj)-aj-l), j = 1, ... ,n, proste przeksztalcenie i zsumowanie

powstalych nierównosci.

Zada!lie 132 [(1:IIalj)k .;;II1:a~j(af} > O, i';; n,j';; k)] (WT = 1,71)
i j j i

bylo rozwiazywane na wiele ~posobów: tak, jak w Delcie, badz przez

indukcje (po k, po n), indJJkcje wsteczna (k -+ 2k, k -+ k-l), pracowite

wymnazanie sum, wreszcie stosowanie znanych nierównosci (Jensena,

Holdera). Przytoczona w omówieniu zadania 130 nierównosc miedzy

srednimi wazonymi posluzyla M. Mazurowi (który zreszta to zadanie
zaproponowal) i R. Mitraszewskiemu do uzyskania uogólnienia w postaci

dla k = 2 nierównosc. ta redukuje sie do zwyklej nierównosci H6ldera

(a nierównosc wyjsciowa - do nierównosci Schwarza).

wychylenie

Zadanie 22 [Przelewanie cieczy lewarem] (WT = 3,81) okazalo sie
najtrudniejsze w minionym roku. Tylko J. Osada zwrócil uwage na role
cisnienia pary nasyconej cieczy, natomiast opory przeplywu jako jedyny

uwzglednil I. Stelmach.

czas

ruchu

a~~
k •

o

a

-a

Zadanie 21 [Elektryczna czarna skrzynka] (WT = 1,96) zostalo przez kilku

uczestników (R. Pluta, J. Stelmach, T. Wieczorek) rozwiazane z uzyciem

zródel pradowych. Niestety, tylko jedno z nich (T. Wieczorka) bylo

satysfakcjonujace. Mniej wiecej w polowie nadeslanych rozwiazan
zastosowano uklad "gwiazdy".

L-2a

Zadanie 26 [Pocisk wystrzelony z Ksiezyca] (WT = 2,27). Dz. Lipniacki

rozpatrywal ruch pocisku w nieinercjalnym ukladzie zwiazanym z, Ziemia

i Ksiezycem, co znacznie komplikuje problem. Przy okazji p0prawiamy

bledy liczbowe, które wystapily w naszym rozwiazaniu (Delta 7{1986):
najwieksza odleglosc, na która moze pocisk oddalic sie od powierzcbni Ksiezyca,

wynosi 1/5R, a przyciaganie ziemskie jest na calym torze pocisku
co najmniej 400 razy mniejsze od przyciagania :Ksiezyca.

Zadanie 29 [Ruch klocka pod wplywem dzialania sprezyny i tarcia]

(WT = 1,70). W wiekszosci nadeslanych rozwiazan (m.in. P. Miloszewski,
I. Osada, L. Szal as t, P. Wach) wykorzystano zasade zachowania energii:

p'rzyrównujac p;ace wykonana na pokonanie sily tarcia W = [mgs(J
wspólczynnik tarcia, m - masa klocka, g - przyspieszenie ziemskie,

s - szukane przesuniecie klocka} do róznicy energ9 sprezyny w pozycji

pierwotnej i koncowej LlE = ~ k(L' - x2) (x - odksztalcenie sprezyny2

w koncowym polozeniu klocka) otrzymuje sie

([mg) [mg [mg
S = 2 L - -- dla L > --- oraz s = O dla L .;;--

k kk'

Kilku ucze;tników (A. Gluza, Dz. Lipniacki, I. Sobon) rozwiazywalo

równanie ruchu klocka, co bylo metoda bardzo pracochlonna.

I. Lipkowski stwierdzil, ze ruch klocka jest typowym ruchem
harmonicznym tlumionym, jakrozpatrywany w podrecznikach.
Dokladnie to tak nie jest: w naszym przypadku sila tarcia jest niezalezna

od predkosci i ruch miedzy zatrzymaniami klocka ma charakter taki, jak bez
tlumienia, natomiast kolejne ruchy klocka maja skokowo malejaca amplitude

i rózne ••punkty równowagi" (patrz rysunek).

Rozwiazanie zblizone do naszego (Delta 9{1986) nadeslal jedynie

M. Wójcicki, który podal jeszcze jedna ciekawa melode wykorzystujaca

fakt, ze dzialajaca na klocek wypadkowa sila w momencie pierwszego

zatrzymania (scisle: graniczna wartosc sily, odpowiadajaca zatrzymaniu sie

klocka) jest równa co do wartosci wypadkowej sile dzialajacej na klocek

ruszajacy z polozenia startowego i ma przeciwny do niej znak.

Nalezy jeszcze zwrócic uwage, ze dosc powszechnie przyjmowano sile tarcia

statycznego w przypadku klocka nieruchomego jako równa T = [mg,
niezaleznie od wartosci sily dzialania sprezyny na klocek F. Tymaczasem

dla Img > F zachodzi T = F, inaczej sila tarcia spowodowalaby ruch klocka!

Zadanie 17 [Przesuwanie po podlozu preta z górnym koncem mocowanym

w wiezach prostoliniowych] (WT = 1,65) pomimo niskiej wartosci WT
nastreczalo powazne trudnosci. Swiadczy o tym mala liczba nadeslanych

rozwiazan oraz fakt, ze niektórzy czolowi uczestnicy ligi mieli wiele trudnosci

z poprawnym rozlozeniem wszystkich sil i sformulowaniem warunków, które

sily musza spelniac. Otrzymalismy nawet list od Czytelnika wytykajacy nam
rzekomy blad w rozwiazaniu zamieszczonym w numerze 3/1986. Rozwiazanie

to jednak, jesli tylko nie liczyc pewnych niedokladnosci rysunków,

jest poprawne.

Zainicjowana przed dwoma laty liga fizyczna zdazyla sie juz
na dobre zadomowic na lamach Delty i okrzepnac. Przez pierwsze
póltora roku jej istnienia uczestniczylo w niej ponad 120 osób,
jest tez juz pierwszy czlonek Klubu 44 w tej konkuren_cji.
Wsród uczestników (którzy zechcieli sie blizej przedstawic) tak jak

przed rokiem przewazaja uczniowie i studenci. Spory wzrost
liczby nadsylanych prac nastapil po wydrukowaniu w numerze
1/1986 omówienia poczatków dzialalnosci or;z pierwszej tabeli
ligowej. Liczymy na podobne skutki obecnego, kolejnego
podsumowania.

Lektura nadsylanych rozwiazan sklania nas do zamieszczenia
paru, zdawaloby sie oczywistych, rad:
1. Na gotowe rozwiazanie zadania powinno sie spojrzec krytycznie,

by stwierdzic, ~zy na pewno wynik ma sens fizyczny (np.
moglismy pomylic sie w przeksztalceniach).

2. Wyznaczane wielkosci "liczbowe" nalezy podawac
z dokladnoscia odpowiadajaca dokladnosci zastosowanej metody
oraz uzytych danych wyjsciowych (w tresci zadan podajemy je
zwykle z dokladnoscia do dwóch miejsc znaczacych, taka sama
dokladnosc proponujemy stosowac podczas korzystania z tablic).
Pamietajmy o jednostkach!

A teraz 'omówienie wybranych zadan.

Zadanie 11 [Wyznaczanie masy przedmiotu zawieszonego wewnatrz gablotkil

(WT = 2,63). Wszyscy rozwiazujacy podali (przynajmniej obok innych metod)

metody wykorzystujace drgania przedmiotu na sprezynie, ewentualnie drgania

calej gablotki, zawieszonej na sprezynie O znanej stalej sprezystosci (jak

podali P. Figurny i T. Rawlik, uklad ten ma dwie czestosci rezonansowe).
Najladniejsze rozwiazanie podal M. Semla: gablotke z przedmiotem

wprawionym w drgania pionowe o amplitudzie A stawiamy. na szybko
reagujacej. wadze i odczytujemy amplitude wahan ciezaru F, stad znajdujemy

stala sprezystosci zawieszenia przedmiotu k = F{A. Znajac dodatkowo okres

drgan przedmiotu T wyznaczamy jego mase jako

kT2 T2F

m = ~2-- = 4n:2 A .

Zadanie 15 [Petla z izolowanego przewodu w zanikajacym polu

magnetycznym] (WT = 3,10). Rozwiazania zblizone do naszego nadeslali
W. Bartz, M. Semla, L. Szalast, P. Zawadzki. W rozwiazaniu opublikowanym

w numerze 2/1986 powinno sie dla poprawnosci toku rozumowania umiescic

miedzy punktami P i S opornik, odpowiadajacy izolaCji dzielacej dwa

przewody w miejscu ich styku. Dzieki duzej wartosci oporu nie bedzie on

wplywal na wystepuja~e w petli napiecia i prady, jego umieszczenie
spowoduje natomiast, ze omawiane obwody przyjma postac dwóch

zamknietych oczek. Jest to o tyle wazne, ze sila elektromotoryczna indukuje

sie w o,bwodach zamknietych (chociazby przerwa iskrowa); dla obwodu
nie zamknietego strumien indukcji magnetycznej nie jest okreslony.

W omawianym rozwiazaniu przyjeto za promienie okregów podane w tresci
zadania wartosci srednic. Wplynelo to na koncowe wartosci napiec, nie

zmieniajac jednak ostatecznego wniosku.
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Klub 44 Regulamin

20,07

1-19,73

4-19,58

19,03

1-19,00

5-18,76

18,72

Przypominamy tresc zadan:

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1986

!=44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 143, 144

143. We wnetrzu kwadratu rozmieszczono w dowolny
sposób skonczona liczbe rozlacznych kól domknietych
(o róznych promieniach). Udowodnic, ze mozna ten
kwadrat podzielic na )Vielokaty wypukle o rozlacznych
wnetrzach tak, by we wnetrzu kazdego wielokata
zn,illazlo sie dokladnie jedno z k6l. '

144. Dowiesc, ze równanie 1987yZ = l +X+X2+X3+ x~
nie ma rozwiazan W liczbach wymiernych x, y.

Zadanie 144 przyslal pan Jaroslaw Cel z Lodzi.

135. Okregi K i L sa wpisane w ramiona kata o wierzcholku O. Trfeci okrag jest styczny zewnetrznie do K i L
w punktach P i Q. Dowiesc, ze punkty O, P, Q sa wspólliniowe.

136. Udowodnic, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych a) liczb naturalnych, b) liczb parzystych,

c) liczb nieparzystych - mozna przedstawic na dwa rózne sposoby jako róznice kwadratów dwóch liczb
naturalnych.

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja
miesiecznika Delta organizuja 'konkurs - lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po 4 zadania w kazdym

numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).
3. Uczestnikiem ligi moze byc kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przesylaniu opracowanych rozwiazan
do Redakcji Delty. Aby zostac uczestnikiem, wystarczy przeslac rozwiazanie chocby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania zadan z kazdego
miesiaca.

6. Rozwiazania zadan z enumeru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 2 (dodawanie modulo 12, np. termin

nadsylania rozwiazan zadan z nr 1I{1987 uplywa 31 stycznia 1988). W numerze n+ 4 podane sa szkicowe
rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnym arkuszu papieru i podpisane. Uczniowie

proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przysylac w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F. '

8. Prace powinny byc samodzielne. Serie rozwiazan jednobrzmiacych nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Przy ocenie jest

brana pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowos,\ metod.r
i eleganc::ja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu nadsylania rozwiazan.

Wspólczynnik ten jest liczba miedzy 1 a.4 ustalana wedlug nastepujacej zasady: jezeli N oznacza liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru, w danej konkurencji (matematyka
lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez wszystkich uczestników za dane zadanie, wówczas

otrzymuje ono wspólczynnik trudnosci WT = 4 - 3S{N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji
ligowej liczbe punktów równa iloczynowi uzyskanej oceny przez wspólczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwóch miejsc po przecinku).

11. Punkty z<jobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczególnych zadan (obliczone wedlug podanej
wyzej zasady) sa sumowane, oddzielnie dla matematyki i dla fizyki. Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów
w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu brac udzial
w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na poczet ponownego
uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

14. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta.
15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, które beda organizowane w Warszawie
raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosc zmian RegularrliJ?u.

Lista uczestników ligi
zadaniowej Klub 44 M'
po uwzglednieniu Poeen rozwiazan

zadan 131 (WT = 2,00) i 132 (WT = 1,71)

Zbigniew Galias - Kraków 45,62

Robert Mitraszewski- Wroclaw 45,19

Marian Roman - Elk 1--43,09

Zbigniew Koza -Jelenia Góra 1--43,03

Andrzej Sudol - Nowy Sacz 42,56

Tomasz Rawlik - Gliwice 2-41,48

Marek Prauza - Poraj 1--41,30

Jerzy Mikuta - Zielona Góra 1-40,50

Grzegorz Kus - Kraków 39,93

Henryk Mikolajczak - Walbrzych 39,26

Zbigniew Zaus - Kraków 36,93

Michal Marczak - Radom 36,56

Wojciech Krzyzanski- Zywiec 34,45

Edward Orzechowski- Warszawa 2-34,31

Artur Smolczyk - Tarnów Op. 1-33,68

Slawomir Solecki. - Ostrów Wlkp.I-33,35

Jerzy Tyszkiewicz - Warszawa 33,28

Zygmunt Bartkowski- Warszawa 32,93

Mariusz Lopusiewicz- Legnica 32, t 5

Miroslaw Mikucki - Augustów 31,67

Piotr Figurny - Lubartów 1-31,39
Krzysztof Jakubczak - Kudowa Zdrój 31,00
Dariusz Kowalczyk - Warszawa 29,81

Krzysztof Jedziniak - Katowice 1-29,49

Wladyslaw Wasiak - Torun 28,92

Jaroslaw Kaczynski - Starogard Gd. 28,31
Stanislaw Dorosz - Kraków 28,06

Maciej Gluszek - Wroclaw 27,85

Janusz Prajs - Opole 27,57

Jan Ciach - Ostrowiec Sw.I-27,2l

Tomasz Komorowski- Swidnik 2-26,82

Tadeu'sz Józefczyk - Poznan 1-26,60

Jerzy Cislo - Wroclaw 26,56

Radoslaw Za pert - Kielce 26,51
Krzysztof Zygan - Lubin 24,98

Adam Stadler - Rzeszów 24,94

Zbigniew Krylow - Sopot 24,93

Miroslaw Matlega - Skoczów 24,82

Karol Jachacy - Tluszcz 24,67

Tomasz Maslowski - Torun 24,40

Krzysztof Trautman - Warszawa 1-24,31

Jerzy Malopolski - Kraków 1-24,23
Adam Wyrwa - N. Wisnicz 1-23,43

Lech Bartlomiejczyk - Gliwice ' 22,50

Ryszard Pagacz - Zawadzkie 2-22,16
Malgorzata Czernia- - Gdansk 1-20,54

ko~ka
Dzierzysla~ Liimiacki - Lublin
Józef Siwy - Laziska G.
Pawel Kaminski - Warszawa

Piotr Wach - Katowice

Piotr Jedrzejewicz - Torun

Jerzy Janowicz - Boleslawiec
Adam Ruszel - Krosno

Legenda (przykladowo): stan konta 5-18,76

oznacza, ze uczestnik juz pieciokrotnie

zdobyl (14 punkty, a w kolejnej (szóstej)

rundzie ma 18,76 p.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestników,

którzy zgromadzili co najmniej 18 punktów.
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M

(alfabetycznie) (cyfra w nawiasie wskazuje,

ile razy uczestnik przekroczyl bariere
44 punktów): Z. Bartold (2), T. Bieganski

(1), A. Bonk (I), W. Boratynski (1),

M. Fiszer (1), M. Galecki (5), A. Gluza

(I), D. Kurpiel (I), J. Mandziuk (I),

M. Mazur (2), R. Mazurek (1),
J. Milczarek (1), W. Olszewski (I),

A. Pawlowski (3), K. Serbin (2),
D. Sowizdrzal (3), T. Szymczyk (I),

W. Szymczyk (1), J. Uryga (4), K. Witek (1).

135. Niech O" O2, r" r2 ozmczaja odpawiednio srodki i promienie okregów Ki L; przez
03, r3 oznaczmy srodek i promien trzeciego okregu. Jednokladnosc o srodku O i skali r2/r,
przeprowadza okrag K na okrag L; stad proporcja 002 :00, = rz :r,. Punkty P i Q leza na
bokach 0,03 i 036, trójkata 0,0302, a punkt O lezy na przedluzeniu boku 0,02,

, ,. O,P 03Q 020 -f, r3 r2 / ..
Z rownOSCl--- . -.-- .. -- = -. - .- = l na mocy tWlerdzema Menelausa

. P03 Q02 00, r3 r2 rt
wynika wspólliniowosc punktów P, Q i O.

136. Dla dowolnych liczb a, b, x, y i dla e = ± l zachodzi równosc

(ab+exy)2-(bx+eay)2 = (a-x)(a+x)(b-y)(b+y).

Gdy a, b, x, y sa liczbami naturalnymi, otrzymujemy przedstawienie iloczynu po prawej stronie
w postaci róznicy dwóch kwadratów na dwa rózne sposoby przyjmujac e = 1 oraz e = - 1.
Dla b = a+x, y = x dostajemy po prawej stronie iloczyn (a-x)a(a+x)(a+2x); przy
stosownym wyborze wartosci a, x E N (O < x < a) czynnikami tego iloczynu beda dowolnie
zadane cztery liczby naturalne w postepie arytmetycznym. Stad teza zadania W kazdym z trzech
przypadków.
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41, Fotografujac z brzegu jeziora o gladkiej powierzchni przeciwlegly brzeg otrzymano obraz
tego brzegu wraz z jego odbiciem w wodzie, jak na rysunku 1. W jaki sposób mozna okreslic,
co jest odbiciem w wodZie, jesli obie polowy zdjecia nie róznia sie pod wzgledem ostrosci ani
jasn<?sci?

42. Rysunek 2 przedstawia fragment sieci zlozonej z oporów o nie znanych wartosciach. W jaki
sposób mozna wyznaczyc wartosc oporu Rx nie przerywajac nigdzie sieci, jesli dysponuje sie
tylko omomierzem i przewodami do polaczen? Wyprowadzic odpowiedni wZór.

Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 1987

Zadania z fizyki nr 41. 42 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

34. Poslugujac sie argumentacja fizyczna ocenic, jaka czesc wokólslonecznego toru Ksiezyca ma wypuklosc
zwrócona ku Sloncu.

Rys. 2

,.,,

Rys. l

Przypominamy tresc zadan:

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1986

33. Gaz doskonaly (jednoatomowy) podlega odwracalnemu procesowi kolowemu, dla którego zaleznosc

cisnienia p od temperatury T jest przedstawiona na rysunku 3 (odcinek 1-3 opisywany jest zaleznoscia
fJ = const· YT). Podac wykres zaleznosci cisnienia od objetosci dla tego procesu i obliczyc sprawnosc silnika

cieplnego realizujacego taki cykl. w którym P2 = 2Pl. Czy dla gazu dwuatomowego wynik bedzie taki sam?

,, , ,- -, ,

o I j<ys. j

p

Rys. 4

Lista uczestników ligi
zadaniowej Klub 44 F

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestników, którzy zgromadzili co najmniej
8 punktów.

Jedynka przed stanem konta P. Baly

qznacza, iz zdobyl on juz raz 44 punkty
i obecnie odbywa druga runde.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 29 (WT = 1,70)
i 30 (WT = 2,52)

(n - liczba moli gazu, R - stala gazowa).

w
'Y}=Q'

13
Q = -nRTj.

2

(1)

(2)

(3)

1
Ostatecznie ze wzorów (1), (2), (3) wyznaczamy 'Y} = --o Dla gazu dwuatomowego mamy

13
5 7 19

Cy = - R oraz Cp = - R, zatem Q = - nRTj• Praca W jest nadal opisywana wzorem (2)
2 2 2l

i w rezultacie 'Y} = - ..
19

33. Zaleznosc cisnienia od objetosci dla danego procesu przedstawia rysunek 4. Przemiana 3-1
jest opisywana zaleznoscia p ~ V, wówczas bowiem - ze wzgledu na równanie Clapeyrona 
zachodzi pZ ~ .T. Mamy wiec Vz/Vj = P,/Pl = 2. Stosunki temperatur w odpowiednich
punktach cyklu wynosza: Tz/Tj = pz/Pt = 2, T3/Tj = (P2/Pl)Z = 4. ~
Sprawnosc silnika cieplnego wynosi

34. Rozwiazanie w artykule dr. Tomasza Kwasta.

Gaz pobiera cieplo w przemianach 1-2 oraz 2-3 (w przemianie 3-1 oddaje cieplo). Wobec tego

Q = n[Cy(T2 - Tj)+ Cp(T3 - T2)]

(Cy i Cp - molowe cieplo wlasciwe gazu odpowiednio przy stalej objetosci oraz przy stalym
cisnieniu).

3 5 ..
Po dokop.aniu podstawien Cy = -R, Cp = -R (dla gazujednoatomowego) oraz Tz = 2T1,

22.
T3 = 4 Tj otrzymujemy

gdzie W - praca wykonana przez gaz w jednym cyklu,
Q - cieplo pobrane przez gaz w jednym cyklu.
Praca W jest róznica pracy wykonanej przez gaz w przemianie 2-3 i pracy wykonanej nad
gazem w przemianie 3-1.
Wartosci W odpowiada pole powierzchni zakreskowanego trójkata na rysunku 4:
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Latwo sprawdzic, ze

1 1
Zatem lacznie, wobec --- + --~ = O, mamyl-x x-l

x 1 l l l 1----- = - +- -- + - + - + - +l x x2 x3 x4 x5l--
x

x-I

l-x
Istotnie, wystarczy pomnozyc obie strony przez (1- x) i gotowe.
Podobnie

Naj mniej sza ilosc energii, na jaka moze zareagowac nasze oko,
wypoczete przez dluzszy czas w ciemnosci, odpowiada
w przyblizeniu energii 20 fotonów swiatla zielonozóltego.
Wrazliwosc oka jest tak duza, ze mozemy w pewnych warunkach
"zaobserwowac" pojedyncze fotony. Uzyjmy zródla swiatla
o natezeniu nieco ponizej progu widzialnosci; do oka dociera
wtedy srednio troche mniej niz 20 fotonów jednoczesnie. Liczba
ta ulega jednak fluktuacjom i moze co pewien czas przekroczyc
wartosc progowa. Obserwowac bedziemy nieregularne krótkie
blyski. Preciki sa bardziej wrazHwe na swiatlo niz czopki, dlatego
blyski widzimy nie na zóltej plamce (najwieksza gestosc czopków),
lecz na bocznych czesciach siatkówki (najwieksza gestosc
precikÓw), tj. patrzac nie na wprost. Preciki nie daja jednak
wrazen barwnych i rozblyski sa z reguly biale.

dla kazdego x 'I 1. Gdzie tu tkwi blad?

Kalendarz z roku 1975 nadawal sie do uzytku w 1986 roku,
obecnie jednak nie mozemy poslugiwac sie kalendarzem
z 1976 roku - nie pasuje. Powstaja dwa pytania: z jakich lat
kalencfarze nadaja sie dla 1987 roku i ile trzeba miec kalendarzy,
zeby "zawsze" którys z nich byl zgodny z biezacym.

...+ 1 1 3+ ---+ -+1+x+x2+x +
x3 x2 x

00 l
2.;"7 = O,
-00

Katenoida (powierzchnia, utworzona przez blone mydlana,
rozpieta na dwóch okregach prostopadlych do odcinka
laczacego ich srodki), wykonana np. z blachy, po rozcieciu da sie
ulozyc w ksztalt helikoidy (powierzchni utworzonej
z przecinajacych linie srubowa prostych, przecinajacych równiez
pod katem prostym os sruby).

Cialo swobodnie spadajace w osrodku plynnym (cieczy lub gazie)
nie porusza sie bynajmniej ruchem jednostajnie przyspieszonym.
Przeciwnie - po pewnym czasie jego ruch staje sie jednostajny.
Kiedy - zalezy zarówno od osrodka, jak i ksztaltu ciala.

Konstruowane obecnie pulapki elektrostatyczne umozliwiaja
uwiezienie, w temperaturze cieklego helu, pojedynczej czastki
naladowanej. Fizykom z Uniwersytetu Waszyngtonskiego udalo
sie utrzymac jeden elektron przez dziesiec miesiecy w pulapce
o objetosci okolo milimetra szesciennego. Oznacza to,
ze w przyszlosci mozliwe bedzie badanie np. ruchu wyizolowanego
elektronu przy oddzialywaniu z promieniowaniem
elektromagnetycznym.

Wielkosc i odleglosc od Ziemi Slonca i Ksiezyca sa tak "dobrane",
ze ich katowe srednice obserwowane z Ziemi sa prawie równe,
o czym mozna sie przekonac podczas zacmien. Jak sie wydaje,
nikt nie sprawdzil dotad, czy taka zaleznosc ma miejsce jeszcze
dla jakiegos satelity jakiejs innej planety.

Punkty stycznosci boków trójkata opisanego na okregu z tymokregiem tworza trójkat wpisany w ten okrag. To oczywiste.
Mniej oczywiste jest, ze albo oba trójkaty maja boki odpowiednio
równolegle, albo proste zawierajace nie przecinajace sie boki
tych trójkatów przecinaja sie w punktach lezacych na jednej
prostej.

Johann Bernoulli wyrazil zyczenie, by na jego nagrobku
znajdowala sie spirala logarytmiczna - wdzieczni (i chyba
niedouczeni) potomni ozdobili jego gról> spirala Archimedesa.
Carl Friedrich Gauss zyczyl sobie, by jego nagrobek nie zawieral
napisów, a jedynie rysunek siedemnastokata foremnego - na
nagrobku sa napisy, nie ma natomiast rysunku siedemnastokata.
Blizsze badania (bo na oko nie sposób tego stwierdzic)
pozwalaja jednak siedemnastokat znalezc - taki ksztalt ma
postument pomnika.

Z nowym rokiem rozpoczynamy nowy serial obrazkowy na ostatnich stronach okladki. Bedzie
to przeglad rozmaitych charakterystycznych obiektów mikro- i makroswiata. Serial
zaprojektowany·jest nastepujaco. W roku mamy do dyspozycji 24 strony. Zwazywszy, ze w glab
mikroswiata powinnismy dojsc do odleglosci rzedu 10- 20 m, zas w glab Wszechswiata siegamy
do odleglosci rzedu 10 Gpc (3 . 1026 m), latwo zrozumiec, ze musimy co miesiac prezentowac
skale 100-razy mniejsza i tylez razy wieksza. Inaczej mówiac, z miesiaca na miesiac bedziemy
ogladac obiekty o dwa rzedy wielkosci mniejsze i wieksze.

Nie wynika wszakze z tego, Drogi Czytelniku, ze dowiesz sie wreszcie, jak wyglada np. atom
lub kwark. Chyba zrozumiale, ze obiekty mniejsze od dlugosci fali swietlnej w ogóle nie
"wygladaja" - zobaczyc ich juz nie mozna przy zadnym powiekszeniu. Mozna jedynie posrednimi
sposobami odtwarzac ich strukture i przedstawiac ja za pomoca mniej lub bardziej
symbolicznych rysunków. Tego rodzaju informacje znajda sie wlasnie w naszym serialu. Przy
zglebianiu Wszechswiata nie ma tych klopotów, sa za to inne. Mianowicie - obrazy odleglych
galaktyk uzyskuje sie wprawdzie latwo, trzeba jednak miec na wzgledzie, ze tak jak na zdjeciu
wygladaly one tyle czasu temu, ile potrzebuje swiatlo na przebycie odleglosci od nich do nas.
Inaczej mówiac, im dalej siega!llY w przestrzen, tym dawniejsza faze zycia Wszechswiata widzimy.

Rozpoczynamy nowy serial od skali 10-2 i 102• Mamy tu do czynienia z obiektami dobrze
znanymi. Za miesiac chyba juz tak nie bedzie i z biegiem czasu bedziemy ogladac coraz bardziej
"egzotyczne" obiekty otaczajacego nas swiata. Mamy nadzieje, ze te 24 obrazki sklonia
Czytelnika do samodzielnego zastanowienia sie nad "znikomoscia" lub "wielkoscia" czlowieka.
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