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Chirurgia

Wsród róznych przestrzeni, których badaniem zajmuje sie

topologia, szczególne miejsce zajmuja rozmaitosci, czyli
przestrzenie, których kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne
z otwarta kula (dyskiem) w przestrzeni euklidesowej.

Sa one wazne z jednej strony dlatego, ze pojawiaja sie w naturalny
sposób w wielu dzialach matematyki, a nawet poza nia (juz
Poincare na przelomie XIX i XX wieku zaczal badac rozmaitosci

pojawiajace sie w zagadnieniach mechaniki teoretycznej),
z drugiej zas - poniewaz ich regularnosc w skali lokalnej
pozwala na formulowanie silnych twierdzen dotyczacych ich

Dr Krzysztof S. NOWINSKI

"globalnego" ksztaltu. Przykladem takiego twierdzenia moze

byc klasyfikacja rozmaitosci dwuwymi.arowych, czyli powierzchni:
dowodzi sie, ze kazda powierzchnia zwarta jest homeomorficzna
ze sfera, z której wycieto pewna liczbe kól "zaklejajac" powstale
dziury "rurkami", czyli zbiorami homeomorficznymi
z powierzchnia walca, lub wstegami M6biusa. Liczba doklejanych
rurek i wsteg M6biusa moze byc przy tym wyznaczona z·pewnych
algebraicznych niezmienników powierzchni.

Dwa zbiory sa homeomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoznaczna
funkcja ciagla z jednego na drugi i taka, ze funkcja do niej odwrotna tez

jest ciagla.

Rys. 1

Podobne twierdzenia, dajace klasyfikacje rozmaitosci wyzszego
wymiaru, sa znacznie trudniejsze i wymagaja dosc wyrafinowanych
srodków technicznych. Jedno z takich narzedzi, z~ane
chirurgia, spróbujemy tu opisac.

W ogólnym przypadku chirurgia polega na tym, ze
w n-wymiarowej rozmaitosci M wybieramy podzbiór A

homeomorficzny z iloczynem kartezjanskim p-wymiarowej sfery
SP i q + l-wymiarowej kuli D" + l, przy czym p +q + 1 = n.
Brzegiem zbioru A jest iloczyn SP x S". Usuwamy teraz z M

wnetrze zbioru A i wklejamy inny zbiór B = DP+ l X S"; brzegiem
B jest równiez SP x S", a wzdluz niego wlasnie kleimy. Otrzymana
w ten sposób nowa rozmaitosc M'nazywamy wynikiem chirurgii
typu (p, q).

A oto kilka prostych przykladów. Gdy M jest okregiem, musi
byc p = q = O; pamietajmy, ze Sa, czyli brzeg odcinka Dl
to po prostu dwa punkty.

Gdy Mjest powierzchnia (n = 2), mamy juz wiecej swobody: oto przyklady chirurgii typu (1,0) i (0,1) dokonanych na sferze,

sfera

Rys. 3

dwie sfery

1

Rys. 4



trzech chirurgii typu (1,0) na torusie,

Rys. 5

oraz chirurgii typu (0,1) na takim samym torusie.
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Rys. 7

Rys. 6
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Zauwazmy tutaj, ze w pewnych przypadkach dwie chirurgie moga
byc wzajemnie odwrotne: chirurgia typu (0,1) zrobilismy ze sfery
torus - rysunek 4, gdy chirurgia typu (1,0) z rysunku 5 lub 6
robi z torusa sfere.

"biegun pólnocny"
-srodek rzutowania

Znacznie trudniej wyobrazic sobie chirurgie na rozmaitosciach
trójwymiarowych. Juz najprostszy przyklad takiej rozmaitosci 
sfera S3 - nie daje sie narysowac bezposrednio. Warto jednak,
przypomniec sobie znany z kartografii rzut stereograficzny, dzieki
któremu na plaszczyznie mozna przedstawic mape sfery bez

jednego punktu. Rysujac analogiczny rzut okregu na prosta
mozna sobie wyobrazic, ze przechodzac do wymiaru 3 otrzymamy
rzut sfery trójwymiarowej bez punktu na trójwymiarowa przestrzen.

B

(nieco wygiete)

M ""wnetrze A

torus M

C _-;rA.~ ~

Rys. 8

Rys. 10

precel

Rys. 9

NajciekawszYJIl przykladem chirurgii trójwymiarowej jest chirurgia
typu (1,1). Zbiorem A bedzie (pelny) torus SI x D2 przedstawiony
na rysunku 10. Czym jest jego dopelnienie (zbiór zakreskowany.
na rysunku 10, przedstawiajacym sfere trójwymiarowa w rzucie
stereograficznym, a wiec przestrzen R3)? Okazuje sie, o czym
spróbujemy sie przekonac, ze otrzymamy znowu pelny torus.
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Pomoze nam w tym nastepny rysunek przedstawiajacy analogie naszej konstrukcji w przypadku dwuwymiarowym.

Obracamy nasz rysunek

wokól' OSI p.

Otrzymujemy w ten sposób

sfere _rzutowariq stereogra

ticznie na plaszczyzne

powstajqcg z obrotu prostej I
wokót punktu O.

Rys. 11

Rys. 12

Dwie "dziury" na sferze

rzutuja Sie no dwa

kola na ptaszczyznie

'P
Rysunek musielibysmy obrócic w przestrzeni czterowymiarowej

wokól ptaszczyzny n. Mozemy jedynie narysowac to, co

wyniknie z obrotu plaszczyzny.

na którg rzutujemy,

wokót prostej p.

Rys.13

Jedyna trudnoscia jest wyobrazenie sobie, co powstanie
z zakreskowanej czesci sfery dwuwymiarowej z rysunku 12, gdy
zaczniemy ja "obracac". Gdy jednak zauwazymy, ze "obracamy"
zbiór homeomorficzny z powierzchnia walcowa, przy czym jeden
jej równoleznik pozostaje ustalony (jest to przeciecie sfery
z plaszczyzna ",,), mozemy narysowac torus wypelniony rodzina
powierzchni stozkowych '(w szczególnych przypadkach bedzie
to powierzchnia walcowa i pierscien kolowy, majace wspólny
okrag)·

M '\ wnetrze A

Pozostaje juz tylko _opis drugiego stadium chirurgii: do torusa
T = S3,,(SI XD2) musimy dokleic znowu torus B = D2 XSI.
Tym razem doklejenie wyglada tak, ze utozsamiamy punkt
z powierzchni torusa T z jego lustrzanym odbiciem na powierzchni .
B. W rezultacie z dwóch zakreskowanych na rysunku 14 kól
sklejamy jedna dwuwymiarowa sfere; sklejenie takie odbywa sie
nad kazdym punktem okregu bedacego "rdzeniem" torusa ~
otrzymujemy ostatecznie iloczyn kartezjanski il = SI XS2.

sklejenie

B
Rys. 14

3



M

Opisana tu chirUrgia typu (1,1) ma pewna szczególna ceche:
usuwany torus A i wklejany torus B sa homeomorficzne. Róznica
miedzy rozmaitoscia M i Nt polega na róznych sposobach
sklejania - róznych utozsamieniach powierzchni torusa z nia
sama. Gdy jeszcze dodamy mQzliwosc róznego polQzertia A
w sferze S3 (mógl on byc np. zawiazany w wezel), otrzymamy
wielka róznorodnosc moi'liwyqh chirurgii, zwanych chirurgiami
Dehna. Stanowia one bardzo precyzyjne, choc trudne w uzyciu
narzedzie do badania rozmaitosci trójwymiarowych, uzywane

m.in. w ostatnio przedsiewziet~j przez Anglika Rourke
i Portugalczyka Rego próbie dowodu znanej od 87 lat hipotezy
Poincarego.

W Delcie nr 8/1986 informowalismy o udowodnieniu liczacej ponad 80 lat
hipotezy Poincarcgo. Dowód okazal sie bardzo trudny i do chwili obecnej
nie ma pewnosci, czy jest on poprawny.

Warto moze jeszcze przedstawic ogólna idee wykorzystania
chirurgii. Uzywamy jej do ••upodobniania do siebie" zadanej
pary rozmaitosci. Wyobrazmy sobie na przyklad, ze z sumy precla
i sfery przedstawionej na rysunku 15 pragniemy zrobic torus.

Zauwazamy przede wszystkim, ze na M znajda sie dwa punkty,
który.ch nie potrafimy polaczyc lukiem, Dwa punkty to jednak

So, a ich otoczenie to So x D2, a wiec ~ozna przeprowadzic
chirurgie, której wynikiem jest spójna juz rozmaitosc Ml -
czyli precel.

Rys. 16

s

Precel ten rózni sie jednak jeszcze od torusa; mamy na nim
cztery petle (zbiory homeomorficzne z okregami), przecinajace

sie w pojedynczych punktach i ~akie, których nie mozna sciagnac
do punktu nie opuszczajac przy tym powierzchni. Na torusie
petli takich mozna znalezc dwie (rys. 16). Wybieramy wiec

jedna z dwóch "zbytecznych" ~telek,»ierzemy jej otoczenie
tym razem ma ono postac Sl x Dl i wykonujemy chirurgie. Jej

wynikiem jest torus.

Rys. 15

W ogólnym przypadku historia komplikuje sie nieco, mozna
jednak efektywnie wyznaczyc pewien obiekt algebraiczny - tzw.

przeszkode do chirurgii stanowiaca pewne kryterium rozróznienia,
a wiec ~lasyfikacji. W rezultacie topologiczne zagadnienie
porównania dwóch rozmaitosci sprowadza sie do problemu
wyliczenia pewnego elementu pewnej grupy - a to jest wlasnie
celem rachunków-znanych pod nazwa topologii algebraicznej.



Patrz 'W niebo mgr Joanna UDALSKA

Rozwiazanie zadania M 460. Rozpatrzmy
trójkat ABC, gdzie ~A = 36°,
i: B = ~ C = 72°. Poprowadzmy dwusieczna
BD. Trójkaty ABC i BCD sa podobne. Jesli
AB = l, BC = x, to CD' = x', jednoczesnie
l-x' = AD = BD = x. Zatem x'+x-I = O,

l· Y5-1 .. 180 1 Y5-1
czy 1 X = -2-- l SIn = 2 x = --4-'

A '8

Podzial nieba na gwiazdozbiory, a takze nazwy wiekszosci z nich pochodza z czasów

starozytnych. Szczególna uwage zwracano wówczas na te gwiazdozbiory, przez które przechodzi
ekliptyka (krzywa, po której "wedruje" Slonce w swym rocznym ruchu po niebie). Najdawniej
nazwanymi sa wiec gwiazdozbiory Pasa Zodiaku, zwanego takze Zwierzyncem, gdyz wiele z nich
nosi nazwy róznych zwierzat. Ich nazwy i granice pochodza od astronomów i astrologów
babilonskich ..

Pas Zodiaku rozciaga sie na szerokosc 15-20 stopni symetrycznie po obu stronach ekliptyki.
Poniewaz plaszczyzny orbit wiekszosci cial Ukladu Slonecznego niemal.pokrywaja sie
z plaszczyzna orbity Ziemi, w obszarze Zwierzynca oprócz ruchu Slonca odbywaja sie ruchy
Ksiezyca, planet i prawie wszystkich planetoid.

Obszar jednego gwiazdozbioru zodiakalnego (okolo 300 dlugosci na ekliptyce) Slonce pokonuje
w ciagu okolo miesiaca. Nie oznacza. to jednak, ze przejscie przez granice gwiazdozbiorów
odbywa sie na przelomie miesiecy. Natomiast przejscia Slonca przez okreslone punkty - granice
znaków zodiaku - zwiazane sa z poczatkiem astronomicznych pór roku. Na przyklad okolo
21 marca Slonce przechodzi przez punkt Barana i w tym momencie rozpoczyna sie astronomiczna
'wiosna.

Bezposrednie obserwacje ruchu Slonca na tle gwiazdozbiorów zodiakalnych nie sa mozliwe
z powodu silnego rozpraszania promieni slonacznych w atmosferze ziemskiej. Mozna jednak
dokonywac takich obserwacji w spo-sób posredni. Wystarczy obserwowac gwiazdozbiory Pasa
Zodiaku górujace w danym miesiacu o pólnocy. Wiadomo bowiem, iz Slonce przechodzi wtedy
przez gwiazdozbiór lezacy po przeciwnej stronie ekliptyki. Gdy np. o pólnocy góruje Panna,
to w poludnie góruja Ryby, slowem - Slonce znajduje sie akurat w gwiazdozbiorze Ryb
i zgodnie z przedstawionymi wczesniej.uwagamijest ono w znaku Wodnika.

STRZELEC SkORPION
- GRUDZIEN-

Noca widoczne sa gwiazdozbiory lezace po przeciwnej, w stosunku do
Slonca, stronie ekliptyki.

~
iy,~'

60.~
Po 13 tys. lat punkt Barana
bedzie "z drugiej strony"
ekliptyki.

W ciagu owych 2000 lat takiemu samemu przesunieciu ulegly polozenia innych, ustalonych przez
Hipparcha znaków zodiaku. Gdy mówimy na przyklad, ze w momencie rozpoczecia zimy Slonce
wchodzi w znak Koziorozca, naprawde znajduje sie ono akurat w sasiadujacym od zachodu
z Koziorozcem gwiazdozbiorze Strzelca. Nazwy zwrotników ziemskich z powodu "wedrówki"
znaków zodiaku równiez nie sa aktualne. Dzis zamiast zwrotnikiem Raka i Koziorozca

nazwalibysmy je raczej odpowiednio zwrotnikiem Blizniat i Strzelca. W ciagu 26 000 lat, gdy os
ziemska zatacza w przestrzeni pelny stozek, kazdy ze znaków zodiaku przechodzi przez
wszystkie gwiazdozbiory Zwierzynca.

13000 lat

Data rozpoczecia wiosny, jak zreszta kazdej pory roku, niejest w kazdym roku taka sama.

Ten szczególny moment zwiazany jest z przejsciem srodka tarczy slonecznej przez punkt przeciecia
ekliptyki z równikiem niebieskim (punkt Barana). Odstep miedzy dwoma kolejnymi takimi

przejsciami, zwany rokiem zwrotnikowym, nie jest calkowita wielokrotnoscia dób ziemskich.
Jest on odzwierciedleniem ruchu obiegowego Ziemi wokól Slonca i nie ma zadnego zwiazku
z obrotem Ziemi wokól osi. Dlatego równonoc wiosenna moze wypadac 20, 21 lub 22 marca.
W tym roku wiosne powitamy 21 marca o godzinie 04hS2m (czasu zimowego).

Historyczna nazwa punktu Barana pochodzi od greckiego astro~oma Hipparcha
(180-110 r.p.n.e.). Zostala ona nadana okolo 2000 lat temu, gdy punkt Barana lezal
w zodiakalnej konstelacji Barana. Wskutek zjawiska precesji osi ziemskiej przesuwa sie on na

zachód wzdluz ekliptyki o niecala minute katowa w ciagu roku. Do czasów dzisiejszych przesunal
sie o 30° i "zawedrowal" do sasiadujacego z Baranem gwiazdozbioru Ryb, jednak jego historyczna
nazwa pozostala nie zmieniona.

Do momentu wlaczenia silnika statek

porusza sie po kolowej orbicie z predkoscia,
która latwo mOZlla obliczyc,
Vo = ygR~/(Rz+h). Silnik powinien
zmniejszyc predkosc statku o wielkosc

Mvo = (M-m)(Vo-Llv)+m(u+vo),

gdzie vA' VB sa predkosciami W punktach
A i B orbity, h - wysokoscia orbity
w punkcie A. Z powyzszych równan wynika
ze predkosc statku w punkcie A, po
wlaczeniu silnika jest równa

gdzie m - masa wyrzuconego w postaci

gazów paliwa, u - ich predkosc wyJotu.
Przeksztalcajac ostatnie wyrazenie
otrzymujemy

VA = Y2gR);J[(Rz + h) '(2Rz + h»).

m = M· Llv/(u+Llv):::: M· Llv/u:::: 17S kg. _

Llv= Vo-VA =,1 gR~ '(1-,1 2Rz )::::1/ Rz+h 1/ 2Rz+h

::::voh/4Rz ::::14S m/s,

Poniewaz silnik pracuje jedynie krótka
chwile, wiec mozemy pos!uZyc sie zasada
zachowania pedu:

1 1
2" (Rz+h)' VA' LlI = 2 RZVB' LlI,

b) w tym wypadku postepujemy analogicznie
jak W a) z ta róznica, ze wektor v bedzie
skierowany prostopadle do wektora tlo.

Dlatego tez LIv = YV5-V~. A zatem .•
Llv = 1480 m/s. co daje wieksze zuzycie
paliwa m ::::M' Llv/u:::: 1800 kg.

Rozwiazanie zadania F 215. a) Prawo
zachMvania energii przy przelocie statku
z punktu A do B daje

Mv;'/2-GMMz/(Rz+/j) = MvA/2
-GMMz/Rz· Zgodnie z drugim prawem
Kepiera promien wodzacy statku liczony
od srodka Ziemi w r6wnych odstepach
czasu zakresla r.ówne powierzchnie. Jesli
odstep czasu LlI jest dostatecznie maly,
to powierzchnia ta beJzie w przyblizeniu
równa powierzchni, tr6jkata o podstawie
V· LlI i-wysokOsci R:
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Jak wyglada nasza Galaktyka? Dr Jacek CHOLONIEWSKI

Nasza Galaktyka widoczna na niebie jako Droga Mleczna
(rys. 1) sklada sie z gwiazd oraz gazu i pylu. Jasne obszary Drogi
Mlecznej to gwiazdy. Ciemne obszary widoczne na Drodze

Mlecznej, bez gwiazd, swiadcza o obecnosci zimnej, nieswiecacej
materii - gazu i pylu. Ta wlasnie ciemna materia w sposób

drastyczny utrudniala i nada~ bardzo utrudnia badania Galaktyki.

Mimo to wiemy juz o Galaktyce kilka rzeczy na pewno:
- Galaktyka ma ksztalt dysku o srednicy okolo 30 kiloparseków,
- Slonce lezy w plaszczyznie tego dysku i odlegle jest od jego

srodka o okolo 8,5 kiloparseków,
- Galaktyka obraca sie.

l parsek = 3,0857' 10'6 ID

Rys. l

.·

Opierajac sie na przedstawionych powyzej informacjach
o Galaktyce trudno byloby odpowiedziec na zawarte w tytule

tego artykulu pytanie - jak wyglada nasza ,Galaktyka? Klopotów
takich nie mamy z innymi galaJctykarni, poniewaz widzimy je
po prostu "z zewnatrz" (w przeciwienstwie do Galaktyki, która
widzimy "od srodka" jako jej mieszkancy). Z podobna sytuacja
spotykamy sie w zyciu codziell1'lym - lepiej znamy przeciez
wyglad innych ludzi niz swój wlasny. Jesli wiec zalozymy, ze
Galaktyka nie jest zbudowana w jakis skrajnie nietypowy sposób,
to wynika z tego, ze któras z widocznych na niebie galaktyk
musi byc podobna do naszej.

Powyzsze dane znane od ponad 50 lat, uzyskane zostaly na
podstawie obserwacji ruchów i polozen gwiazd i gazu
znajdujacych sie stosunkowo niedaleko Slonca. Do dalszych
rejonów Galaktyki obserwacje siegaja z trudem wlasnie na skutek

absorbujacego dzialania gazu i pylu. I tak, polozenie gwiazd
w Galaktyce, promieniujacych glównie w dziedzinie optycznej,

znane jest jedynie do okolo 3 kiloparseków - patrz rysunek 2

(kropkami oznaczono polozenia otwartych gromad gwiazd).
W dziedzinie radiowej absorpcja jest mniejsza i z tego powodu
obloki wodoru (promieniujace glównie radiowo) sa widoczne na
wiekszych odleglosciach (rys. 3a).
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Istnieja dwa zasadnicze rodzaje galaktyk : eliptycme i spiralne

(pomijamy tu, dla uproszczenia, galaktyki soczewkowate
i nieregulame). Nasza Galaktyke na pewno nalezy zaliczyc do
galaktyk spiralnych. Swiadcza o tym miedzy innymi:
- niejednorodnosci rozkladu materii (patrz rys. 2 i 3a), które

moga wynikac z istnienia ramion spiralnych,
- duze ilosci gazu i pylu, który nie wystepuje w tak macmych
ilosciach w galaktykach eliptycmych,
- ruch obrotowy Galaktyki (ruch gwiazd w galaktykach
eliptycmych jest "nieuporzadkowany").

So SbSc

SBo

SBbSBc

-l/l'
@2z poprzeczka

Rys. 4

Rys. 5

Galaktyki spiralne mozna z kolei podzielic na szesc podgrup
w zaleznosci od dlugosci i "stopnia nawiniecia" ich ramion
spiralnych, wielkosci czesci centralnej w stosunku do rozmiarów
dysku oraz od wystepowania lub braku tzw. poprzeczki. Podzi~l
ten jest schematycznie przedstawiony na rysunku 4. Próba

dopaso~ania dwóch symetrycmych ramion spiralnych do
obserwowanego rozkladu obloków wodoru (rys. 3b) wskazuje
na to, ze nasza Galaktyke nalezy zaliczyc do typu Sbc
(posredniego miedzy Sb i Sc). Na rysunku 5 przedstawione sa
galaktyki M31 i ~81 (typ Sb), M33 i M74 (typ Sc). Nasza
Galaktyka powinna wiec miec wyglad "posredni" (galaktyki
M31 i M33 sa najblizszymi duzymi galaktykami spiralnymi
i, co ciekawe, ich podstawowe parametry ograniczaja z góry
i z dolu odpowiednie parametry Galaktyki - patrz tabela).

M 31GalaktykaM 33

typ morfologiczny
I

Sb SbcSc

masa [MO]

1,78' 10"1,31' 10"0,13' 10"
srednica [kiloparsek]

553018

moc promieniowania w barwie V [LO]

I2,'5' 1010 0,9' 10100,3' 1010

Rzeczywistosc jest jednak bardziej skomplikowana niz to
przedstawiono powyzej. Istnieja bowiem galaktyki spiralne
m~jace wiecej niz dwa ramiona, a takze z ramionami
rozdwajajacymi sie lub nawet dzielacymi sie na wieksza liczbe
odnóg (patrz rys. 6). Musimy wiec dopuscic mozliwosc, ze takze

Galaktyka moze miec taka budowe. Jak widac z rysunku 3c,
dane obserwacyjne równiez dobrze pasuja na przyklad do
galaktyki z czterema ramionami spiralnymi. W literaturze
fachowej znalezc mozna równiez i inne ksztalty, i liczby ramion,
które przypisuje sie Galaktyce.

Rys. 6
MS! (Sb)

M33 (Sc)

7

Czytelnik oczekujacy zdecydowanej odpowiedzi na tytulowe
pytanie czuje sie zapewne zawiedziony. Tak, to prawda - my,
mieszkancy Galaktyki, jeszcze dokladnie nie wiemy, jak ona
wyglada. Postep w zrozumieniu jej struktury bedzie sie dokonywal
w przyszlosci zapewne dwutorowo. Przede wszystkim koniecme
sa dalsze obserwacje polozen gwiazd i gazu w samej Galaktyce.
Wazna rzecza powinno byc takze dokladniejsze poznanie wygladu
innych galaktyk i zrozumienie ich budowy. To, ze obie te drogi
byly i dotychczas sa równie wazne, wynika, mam nadzieje,

M74(Sc) z tego artykulu.



mala delia

Ryby i brylanty

-Ogladajac lyzeczke zanurzona w szklance wody
przekonujemy sie doswiadczalnie, ze swiatlo zalamuje
sie p~zechodzac z jednego osrodka do drugiego.

Przyjrzyjmy sie dokladniej szklance z lyzeczka.
Powierzchnia wody ogladana przez dno naczynia jest
przezroczysta. Gdy jednak spojrzymy na nia od dolu
pod pewnym katem, zachowuje sie jak bardzo dobre
lustro. Mówimy w tym przypadku o zjawisku
calkowitego wewnetrznego odbicia. O rysowaniu drogi
promienia swietlnego, przechodzacego przez granice
dwóch osrodków, pisalismy juz w Malej Delcie 2/1985.
Tutaj opiszemy, jak zwierzeta i ludzie wykorzystuja

-zjawisko calkowitego wewnetrznego odbicia.

Tylko czesc swiatla wysylanego przez zanurzona pod .
woda zarówke wydostaje sie nad powierzchnie.
Wszystkie promienie, które biegna poza katem
pokazanym na rysunku, ulegaja calkowitemu odbiciu
od wewnetrznej powierzchni lustra ·wody.

Ta sama droga, która przebywa ~wiatlo zarówki,
docieraja pod wode promienie sloneczne.

Wykonano nastepujacy eksperyment. Do zwróconego
ku górze najprostszego aparatu fotograficznego (tzw.
camera obscura) wlozono klisze. Aparat wypelniono
woda i zrobiono zdjecie. Cóz mozna zobaczyc na
fotografii? Obraz przedmiotów znajdujacych sie
pionowo w górze jest niemal wierny - biegnace od
nich swiatlo niewiele zalamuje sie na powierzchni wody.
Im blizej jednak brzegu fotografii, tym obraz swiata
jest bardziej znieksztalcony.

Camera obscura to pudelko z otworkiem w jednej ze scianek.
Obraz "fotografowanego" przedmiotu powstaje na przeciwleglej
do otworu sciance.



Calkowite wewnetrzne odbicie sprawia, ze brylanty
pieknie blyszcza. Dla diamentu kat, poza którym
wszystkie promienie swietlne pozostaja uwiezione
wewnatrz, wynosi 24°. Odpowiedni dobór katów szlifu
sprawia, ze brylant ogladany od strony koletu jest
ciemny. Prawie cale swiatlo wpadajace do niego przez
stolik powraca odbite w róznych kierunkach. Ogladamy
to w postaci swietlistego iskrzenia.

Przekrój bry[antu

/;',;'

3 3
2 \1 2

j' I.\ ..
+~ i.. i\ .

3 2 1 .I I. :l l
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Tak wyglada .wykonana w opisany sposób fotografia
mostu widzianego z rybiej perspektywy.

kolet

32 "gwiazdy /I

pas

Mala De/te przygotowali Krzysztof BIESAGA
i Maciej JEDRZEJCZAK

kol et

Widok brylantu

Wlókno szklane moze dzieki calkowitemu
wewnetrznemu odbiciu dzialac jak przewodnik swiatla
(swiatlowód) i wykorzystywane jest do przesylania
obrazów i sygnalów.

Tak korzystaja z calkowitego wewnetrznego odbicia
ryby. Moga one widziec przedmioty, które na ladzie
bylyby niewidoczne za przeszkodami.



Jak rozwiazac równanie trzeciego stopnia

To równanie jest tego samego ksztaltu co pierwsze, wiec zakladamy, ze sa one jednakowe.
Mamy stad dwa równania

Robiono to geometrycznie. Z kwadratu o boku A ~ycinamy w rogu kwadrat o boku B

i najwiekszy kwadrat, jaki zmiesci sie w przeciwleglym rogu - jego bok oznaczamy przez x.
"Reszta" kwadratu to dwa jednakowe prostokaty o bokach B i x.

Najpierw nauczono sie rozwiazywac równania kwadratowe postaci

xZ+px = q, dla p i q dodatnich.

BZ+xZ+2Bx = AZ,

xZ +2Bx = AZ_Bz.

Mamy wiec

czyli

8

• 2B = p i AZ-Bz = q.

pZ
AZ = q+Bz = q+_.

4

I w ten sposób znamy juz x:

Wówczas

Na poczatku XVI wieku udalo sie zastosowaC te metode do rozwiazania równania trzeciego
stopnia. Zrobiono tak.

Jest to (choc wyglada inaczej) znany ze szkoly wzór na rozwiazanie równania kwadratowego.
Pózniej bowiem zgodzono sie, by ten wzór stosowac równiez wtedy, gdy nie da sie go
geometrycznie: zilustrowac.

x

III
I I
I I__L I1--- ....-
I //
V/

I
I
l"

"",--/

A/1-----
// I/ .L ~----I I

I I
I
I

Z szescianu o krawedzi A wycinamy w rogu szescian o krawedzi B i najwiekszy szescian, jaki
zmiesci sie w przeciwleglym rogu - jego krawedz oznaczamy przez x. "Reszta" szescianu to
trzy jednakowe prostopadlosciany o krawedziach A, B i x. Mamy wiec

B3+x3+3ABx = A3,

Porównujac takie równanie ze znalezionym równaniem geometrycznym otrzymujemy

3AB=p i A3_B3=q.

Wprowadzajac pomocnicze zmienne K = A3 i L = B3 mamy

p3 .
KL = - l K-L = q

27 '

dla p. i q dodatnich.

Mozemy wiec rozwiazywac równania trzeciego stopnia postaci

x3+px = q,

czyli

.&
Rozwiazanie zadania M 461. Dowodzimy
nierównosci dla a#b. OznaczmJC
s = (a+ b)/2. Zauwazymy, ze nierównosc
z tresci za~ania jest równowazna nierównosci

log.a . log.b.;; l,

. czyli

skad

p3
K(K-q) = - i L = K-q,

27

gdyz

a wiec

Nierównosc te otrzymujemy korzystajac
dwukrotnie z nierównosci miedzy srednia
geometryczna i srednia arytmetyczna oraz
z monotonicznosci funkcji logarytmicznej

.1 log.a+IOg.b .1-V log.a . log.b ~ 2 = log. V ab .;;

.;; log a+b = I• 2 .

W ten sposób znamy juz x:

• 3 - 3 - V../ p3 qZ q ~ / .• / p3 qZ qX = A-B = yK- yL = JI 27+4+2- V JI 27+4-'2'
7

Na rysunku (w centymetrach) jest A = - i B = 2, czyli rozwiazujemy równanie2

l 3
Uwaga. Dla a = 4' b = 4 mamy

log s = ~ = log t ~-,. log b
• 2 2 V2" • '

l 127
dla a = 256' b = 256 mamy

l l
log.s = - = logt •• J;; '" log.b.4 "2 V 2

x3+21x = 279
8 .

Gdybysmy nie znali A i B, moglibysmy znalezc x z podanego WZOl"U. Potworne rachunki
3

prowadzace do wyniku - pokazuja, czym rózni sie rezultat matematyczny, gotowy wzór,2 .

od obliczenia konkretnej wartosci.
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Ro~iazanie zadania F 214. Zgodnie
z warunkami zadania predkosc ladownika

na wysokosci H = RK powinna byc równa
co do modulu predkosci statku-bazy.
Predkosc jego mozemy obliczyc z równosci
sily prz.vciagania grawitacyjnego i sily
odsrodkowej: GMKm/(2R)2 = mv2/(2RK).
Jesli dodatkowo zaniedbamy ruch obrotowy
Ksiezyca i skorzystamy z relacji

GMK = gKRk, otrzymujemy predkosc
statku-bazy v2 = gKRK/2; MK jest masa
Ksiezyca, gx przyspieszeniem swobodnego
spadku na Ksiezycu, m - masa ladownika.
Stosujac teraz zasade zachowania energii

dla ladownika

mvJ GmMK mv2 GmMK

-2--~=-2--~
i podstawiajac wyrazenie na predkosc v
otrzymujemy niezbedna predkosc ladownika

Jest to jedynie wartosc predkosci, jaka musi
miec ladownik. Niestety, jej kierunek nie

pokrywa sie z kierunkiem predkosci
statku-bazy na orbicie. Aby zetkniecie bylo
miekkie, niezbedna jest korekcja kierunku
predkosci ladownika przy uzyciu
pomocniczych silników.

Pominmy ten problem. Nasuwa sie jeszcze pytanie, na ile ogólny jest uzyskany rezultat.

Po pierwsze: czy w kazdym równaniu stopnia trzeciego

x3+ax2+bx+c'= O

a

mozna "zgubic" wyraz zawierajacy x2? Tak - nalezy podstawic x = y-].
Po drugie: co sie stanie, gdy zrezygnujemy z warunku dodatniosci p i q? To powazna sprawa.
W przypadku'równania kwadratowego rezygnacja z tego warunku nie powodowala zadnych
komplikacji - jezeli we wzorze na x dzialania nie daly sie wykonac (w obrebie liczb
rzeczywistych), znaczylo to, ze równanie nie ma (rzeczywistych) pierwiastków. A nie dawaly sie
te dzialania wykonac, gdy pod pierwiastkiem (kwadratowym) znajdowala sie liczba ujemna.

W przypadku równania trzeciego stopnia w analogicznej sytuacji pierwiastek (rzeczywisty) moze
jednak istniec. I da sie uzyskac z tych wzorów pod warunkiem, ze zaczniemy uzywac równiez
liczb zespolonych. Ale to juz inna historia.

Opracowal M.K.

n

.• Rozwiazanie zadania_ M 462. Niech f(x) = (l +x)" = kf Oil (~)(z dwumianu Newtona).
. n

Wtedy f'(x) =n(l+x)"-' = E kxk-'(~), Podstawiajac x = I otrzymujemy teze·k=1

Jak co roku organizujemy Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Zapraszamy do wziecia udzialu.

Oto regulamin:

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego
Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.

. 3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial uczen, który w terminie do dnia 1 maja
przesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres
prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres
nauczyciela - opiekuna pracy.
5. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje

o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda
dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu
i kompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki
konkursu, zostana przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze
prace do finalu, który odbedzie sie w trakcie dorocmej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Piotr Jedrzejewicz
w karykaturze
prof. L. JeSmanowicza.
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7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac
oraz nauczycielom - opiekuilom prac przed koncem rok"u szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu
Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa .
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas
specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz
15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla
praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz
merytorycznej wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia
tematu oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i 1?razowy, wyróznienia oraz nagrody pienjezne fundowane przez Ministerstwo
Oswiaty i Wychowania.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia
Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa.
Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane
w miesiecmiku Delta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad Glówny PTM
na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.

Protokól

Jury konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki na posiedzeniu
w dniu 17.09.1986 r. obradujac w skladzie:
•
prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy, dr hab. Marek'
Kordos, dr Jerzy Ryli, dr Jan Waszkiewicz, dr Jerzy Bednarczuk,

biorac pod uwage prace oraz przebieg jej obrony postanowilo:

10 przyznac Piotrowi Jedrzejewiczowi zloty medal i nagrode
w wysokosci zl 12000,- za prace ,,0 pewnych wlasnosciach
przestrzeni euklidesowych",

20 przyznac opiekunowi pracy Piotra Jedrzejewicza, koledze
Miroslawowi Usckiemu nagrode w wysokosci zl 5 000,-.



Klub 44

'~zolówka ligi zadaniowej "Klub 44 F"
po uwzglednieniu ocen rozwiazan"

zadan 31 /WTs1,65/ i 32 /'IIT-3,31/
z numeru 8/1986

Zadania z fizyki nr 43, 44

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

43. Bombe kalorymetryczna napelniono w temperaturze 18°C mieszanina tlenu i metanu pod
cisnieniem 1 MPa, przy czym cisnienia czastkowe obu gazów byly jednakowe. Po szczelnym
zamknieciu bomby wywolano w niej reakcje spalania metanu. Jakie cisnienib bedzie panowalo
w bombie po jej ostygnieciu do pierwotnej temperatury?

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1987

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

44. Wiadomo, ze hamowanie przez górne warstwy atmosfery wplywa na tory sztucznych satelitów
powodtijac ich stopniowe przyblizanie sie do powierzchni Ziemi, czemu - paradoksalnie 
towarzyszy wzrost predkosci. Przyjmujac, ze tor satelity ma ksztalt spirali o stalym kacie
pochylenia e (rysunek), wykazac, ze miedzy skladowa przyspieszenia w kierunku ruchu ar

a sila oporów F zachodzi zwiazek mIlr = - F (m - masa satelity). Wyjasnic pozorna sprzecznosc
z druga zasada dynamiki.

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadyslac rozwiazania czterech, trzech,. dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fiiyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N
liczbe osób, które nadeslaly. rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadyslajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem K1,!bu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana .•
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.

35,OOpkt
34',26pkt
24,63pkt
23,63pkt
20,80pkt
20, 14pkt
19,23pkt

37,84pkt

••

-, , , ,- -, ,

- Gliwice

- Lublin

- Myszków
- Torun

- Legnica

- Zabrze
- Torun

- Goldap

'l!'omaszRawlik

Dzierzyslaw
Lipniacki

Aleksander Surma
Anna Gluza

Pawel Rogacz
Jacek Stelmach
Piotr Bala
Robert Repucha

Rozwiazania zadan z fizyki z numel1l 10/1986

Przypominamy tresc zadan:

polozenie belki jest polozeniem równowagi trwalej, chwiejnej czy obojetnej?
Czy rodzaj równowagi zalezy od wymiarów belki, a jezeli tak, to w jaki
sposób? Zakladamy, ze mi.edzy belka a walcem nie ma poslizgu.

35. Na unieruchomionym~ poziomym walcu o promieniu R znajduje si~
jednorodna, prostopadloscienna belka o dlugosci 1 i grubosci h, oparta
na walcu w srodku swej dlugosci i prostopadla do osi walca. Czy takie

36. Jak wyglada swiat nadwodny widziany z rybiej perspektywy? Podac
rozwartosc kata, pod jakim oko umieszczone na pewnej glebokosci pod
powierzchnia wody widzi swiat nadwodny i opisac ewentualne znieksztalcenia
obrazu.

35. Oznaczmy poczatkowy punkt podparcia belki (na srodku
podstawy) przez A. Po odchyleniu belki z pierwotnego polozenia
poziomego o maly kat (j styka sie ona z walcem w punkcie B
(rysunek). Wobec braku poslizgu zachodzi AB = R(j. Oznaczajac
srodek ciezkosci belki przez S mamy SA= h/2. Niechaj p bedzie
pionowa prosta przechodzaca przez punkt A, a C i D 
odpowiednio rzutami prostopadlymi punktów S i B na te prosta.
Jak wynika z rysunku (Q oznacza sile ciezkosci belki), rodzaj
równowagi zalezy od wartosci stosunku dlugosci odcinków
SCi BD:

SC SAsin(j h tg(jk=-=----=--
BD BAcos(j 2R (j

Poniewaz dla katów (j dazacych do zera tg (j/ (j dazy do jednosci,
pozostajac jednak wieksze od jednosci, równowaga trwala
(k < 1) zachodzi dla h < 2R, natomiast dla h ~ 2R mamy
k > 1 i równowaga jest chwiejna. Jak widac, rozwiazanie nie
zalezy od dlugosci belki. •

36. Jakosciowy opis zjawiska wraz z rysunkami zawiera Mala
Delta. Wartosc kata granicznego a., = 48°,5 oblicza sie na

1
podstawie prawa zalamania ze wzoru sina., = -, gdzie n jestn

wspólczy~nikiem zalamania wody. W poblizu horyzontu dla
rosnacych katów padania swiatla f3 tej samej odleglosci katowej
,1f3 odpowiadaja rózne, coraz mniejsze katy widzenia ,10(:

,10( cosf3

,1f3 yn2-sin2f3
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Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1986

Przypominamy tresc zadan:

1234 56 I
7

BRBGGR I
6

BGGRB

5

RRGB

4

GBR

3

RB

~
~

--";"kotor8
---kotorG
---kolorR

Rys. 2

Rys. 1

Zadania z Dlatematyki nr 145, 146

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

145. Rysunek 1 przedstawia siedmiokat, którego wszystkie boki
i przekatne pokolorowano trzema kolorami tak, ze zadne trzy
odcinki (boki lub.przekatne) tego samego koloru nie tworza
trójkata. Dac przyklad wielokata o wiekszej liczbie wierzcholków
(im wiecej, tym wyzsza ocena) z bokami i przekatnymi
pomalowanymi trzema kolorami, z zachowaniem powyzszego
warunku. Rozwiazania nalezy pisac w formie tabelki, jak na
rysunku 2. Kolory kodujemy symbolami B, G, R; wierzcholki
wielokata - cyframi. W okienku na przecieciu wiersza x i

kolumny y umieszczamy symbol koloru odcinka laczacego
wierzcholki x i y. (Tabeika z rysunku 2 opisuje siedmiokat
z rysunku 1.)

146. Rozwiazac (w liczbach rzeczywistych x, y) równanie

(x+y-1)z+x+y

(x-y-3)z+1

Zadanie 146 przyslal pan Piotr Jurczyszyn z Opola

137. Na sferze rozmie~zczono 1Q6punkttw. Dowies~, ze sa wsród nich
takie trzy, ze jesli x, y,: z oznaczaja odleglosci katowe miedzy tymi punktamT,
to liczby cos(l06X), cos(l06y), cos(l06Z) 'a jednakowego znaku (+ i -, O)
i liczby sin(l06x). sin(106y), sin(1Q6z) sa jednakowego znaku.

n

138. Dowiesc, ze 1: [k'f41 = [n(n+ 2)(2n d)f241 dl.l n 1,2,3, ....
k=l

Pan Koza konczy drugie, a pan Rawlik

- trzecie okrazenie.

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 133 /IIT=3,23/ i 134 /vlT=2,28/
z numeru 8/1986

Zbigniew Koza - Jelenia G.
Tomasz Rawlik _ Gliwice

V~rek Prauza - Poraj

Jerzy Mikuta - Zielona G.

Henryk Mikolajczak - Walbrzych
Zbigniew ZauB - Kraków

45,08pkt
44,06pkt
43, 58pkt
42, 78pkt
40,63pkt
36,93pkt

137. Oznaczmy krótko:f(x) = cos(106X), g(x) = sin(106x) ..Jest dziewiec (a wlasciwie osiem)
mozliwych ukladów znaków pary liczb (f(x), g(x»: + +, + -, +0, - +, - -, -0,0+,0-,
00 (ostatni nalezy wykluczyc, bo sinus i cosinus nie moga byc jednoczesnie zerami). Ponumerujmy
dopuszczalne uklady cyfral1Ji od 1 do 8. Kazdej parze punktów sfery przyporzadkujmy jedna
z tych cyfr, w zaleznosci od tego, który uklad znaków przyjmujaf(x);, g(x), gdzie x jest odlegloscia
katowa danych punktów. Nalezy udowodnic, ze istnieja w rozpatrywanym zbiorze trzy' punkty
a, b, c takie, ze parom {a, b}, {b, c}, {c, a} zostala przyporzadkowana ta sama cyfra.

-'"Lemat. Przyjmijmy n, = 2, nk:;;= knk_l + 1 dla k = 2,3, .... Ustalmy k; niech J bedzie zbiore!JI
k-elementowym i niech M bedzie dowolnym zbiorem majacym wiecej niz nk elementów. Oznaczmy
przez X zbiór wszystkich (nieuporzadkowanych) par róznych elementów zbioru M. Przypuscmy,
ze dana jest funkcja rp:X -+ J. Wówczas istnieja elementy a, b, c E M takie, ze parom {a, b},
{b, c}, {c, a} funkcja rp przyporzadkowuje ten sam element zbioru J.

Z lematu natychmiast wynika teza zadania, wystarczy przyjac k = 8, J = {l, ... , 8}. M = dany
zbiór punktów sfery; zalozenia lematu sa spelnione, bo ns = 109601 < 106. Pozostaje udowodnic
lemat. .'
Dowód lematu. Dla k = 1 teza jest oczywista. Ustalmy k > 1 i zalózmy prawdziwosc tezy
lematu dla k -1. Niech J, M, rp spelniaja zalozenia lematu. Wybierzmy dowolny element mo E M
i wezmy pod uwage wszystkie pary {m, mo}, m E M, m =Fmo. Par tych jest tyle, ile elementów
w zbiorze M" {mo}, czyli co najmniej nk. Funkcja rp przyjmuje na tych parach kwartosci,
a poniewaz nk > knk_l' wiec co najmniej jedna z tych wartosci, p.9wiedzmy jo, jest przyjmowana
wiecej, niz nk_ I razy. Niech M' = {m E M: rp( {m, mo}) = jo}. Jesli sa w zbiorze M' dwa
elementy m, i mz takie, ze rp( {m" mz}) = jo, to trójka mo, m, , mz spelnia warunek z tezy
lematu. Jesli w zbiorze M' nie ma takich dwóch elementów, znaczy to, ze funkcja rp przyjmuje
na parach elementów zbioru M' wartosci ze ?:bioru J' = J- Uo}. Zbiór J' ma k- l elementów,
a zbiór M' ma wiecej, niz nk-I elementów. W mysl zalozenia indukcyjnego jest w zbiorze M'
trójka elementów spelniajaca zadany warunek. Stad prawdziwosc tezy lematu dla danego k
i - przez indukcje - dla wszystkich k ~ 2.
UW.l.g3..Z3.da.nie m3. ch3.rakter czysto kombinatoryczny, cala tresc geometryczna jest nieistotna.
D.l.ne funkcje fi g moZn3. za.stapic dowolnymi innymi fun~cjami. Jesli nawet nie da sie wykluczyc
mozliwoscif(x) = O = g(x) (a wiec bedzie dziewiec ukladów par znaków), to i tak rozumowanie
pozostanie w mocy, bo n9 = 986410.

138. Oznaczmy lewa i prawa strone dowodzonej równosci przez L. i p., a wyrazenie w nawiasach
kwadratowych po prawej stronie - przez R •. Zatem p. =' [R.l. Przyjmijmy dodatkowo Lo = O.
DIan = 2m mamy i

1 1 1
Rzm = - (2m)(2m+2)(4m-1) = - mZ(m+1)+ - m(m+ l)(m-1).24 . 2 6

!=44
Jest to liczba calkowita, a wiec Pzm = Rz~. Latwo sprawdzamy, ze

Pzm+z-Pzm = Rzm+z-Rzm = 2m2+3m+1 = Lzm+z-Lzm,

a poniewaz Lo = P~ = O, zatem przez indukcje Lzm = Pzm dla wszystkich m. Mamy ponadto

Pzm+l-Pzm = [Rzm+,]-Rzm= [Rzm+I-Rzml = mZ+m = LZm+1-Lzm.

Stad Ln = P n dla wszystkich n.
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bo A' M -L w l' A' S -L w, a w trójkacie prostokatnym KA' L jest
A'M2 = KM· ML.

Genialny pomysl Huygensa (zastepujacy uzycie równan
rózniczkowych) polega na wyobrazeniu sobie drugiej kulki, która
porusza sie po pólokregu w ten sposób, ze stale jest na tej samej
wysokosci co kulka tpczaca sie po cykloidzie. Warunek ten
oznacza, ze dla kulki poruszajacej sie po pólokregu z predkoscia
w skladowa pionowa w. tej predkosci jest stale taka sama jak v •.
Wyznaczmy w,

Dobre wahadlo:, czyli dobra geometria

Podstawowym elementem zegara jest i musi byc urzadzenie
zachowujace sie scisle okresowo. Dzis moze to byc krysztalek
kwarcu albo drgajaca sprezyna. W XVII wieku urzadzeniem
takim bylo wahadlo (dzis równiez, choc rzadko, spotykane).
Ale wahadlo "takie zwykle" ma przykra wlasnosc - okres
jego wahan zalezy od poczatkowego wychylenia. Powstal wiec
problem, czy mozna zbudowac wahadlo bez tej wady. Udalo sie
to Christiaanowi Huygensowi (1629-1695). Wykorzystal
do tego celu cykloide - krzywa, jaka zakresla punkt okregu
toczacego sie po prostej. A ze nie lubil powstajacej wlasnie
geometrii analitycznej i analizy, wiec uzywal w swoich badaniach
tylko bardzo prostej "zwyklej" geometrii.

Iw,1 A'Mj;i = A'S =
yKM'ML

A'S

YCH - h(t» . het)

H
2

Styczna do cykloidy
przechodzi zawsze przez najwyzszy punkt wyznaczajacego cykloide
okregu. Huygens dowiódl tego tak. Punkt na cykloidzie porusza

. sie równoczesnie ruchem jednostajnym po prostej i ruchem
jednostajnym po okregu. Poniewaz okrag sie toczy, a nie slizga,
wiec szybkosci obu ruchów sa jednakowe (AB = AC). Aby
przekonac sie, ze styczna (prosta o kierunku wypadkowej
predkosci) przechodzi przez punkt Z, wystarczy udowodnic,
ze ~ BAZ = ~ ZAC, bo ABDC jest rombem. Ale poniewaz
AP -L OZ, wiec trójkat AZP jest równoramienny. Stad
~ZAC = ~ZAP = ~ZPA. Równoczesnie ~ZPA = ~BAZ,
bo sa to katy wpisany i dopisany oparte na tej samej cieciwie AZ.

D

Cykloida jest tautochrona,
czyli krzywa, po kU>rej kulka (punkt materialny) stacza sie
w naj nizsze polozenie w takim samym czasie niezaleznie od tego,
w którym punkcie cykloidy ja polozymy. Oczywiscie tautochrona
jest cykl.oida polozona "do góry nogami~"

Na takiej cykloidzie wyznaczonej przez okrag o promieniu r
polózmy kulke w punkcie na wysokosci H i puscmy. Po pewnym
czasie t kulka bedzie juz na wysokosci tylko h(t). Zauwazmy,
ze nie tyle interesuje nas predkosc v kulki, co jej skladowa
pionowa v•. Wartosc tej skladowej mozemy obliczyc
wykorzystujac to, czego dowiedzielismy sie o stycznej do cykloidy
(lvi to dlugosc wektora v).

IV,I QZ QZ .• / QZ .• / het)I;J = AZ = YQZ.NZ = V NZ = Y -z,:-'

bo w trójkacie prostokatnym ZAN jest AZ2 = QZ' NZ.
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Poniewaz·v. i w. sa równe, wiec w szczególnosci Iv,1 = Iw.l .
Pozwala to wyliczyc lwi za pomoca lvi. Mamy bowiem

yh(t) 2 Y(H-h(t))·h(t)lvi - = Iv,1 = Iw,1 = lwi ------,
2r H

czyli

HV lIwl=lvl- --
2 .

Wartosc lvi mozemy obliczyc z prawa zachowania energii
mechanicznej: strata energii potencjalnej przy przejsciu kulki
z wysokosci H na wysokosc het) jest 'równa uzyskanej energii
kinetycznej

mg(H-h(t» = mv2
2 '

czyli

lvi = yv2 = Y2g(H-h(t».

Stad

lwi = ~ .•/ g.2 JI r

A wiec szybkosc zastepczego ruchu po pólokregu okazuje sie
stala! Latwo teraz obliczyc czas, w którym druga kulka'
przebiegnie pólokrag

T=

czyli rzeczywiscie czas ten nie zalezy od wysokosci, na jakiej
polozylismy kulke. A tak samo jest dla rzeczywistego ruchu
po cykloidzie.

'-
Ewolwenta, czyli rozwijanie nici,

Przywrócmy cykloidzie nonnalne polozenie i postawmy na jej
"wierzcholkach" druga taka sama. Polózmy tez na cykloidzie
nic zamocowana w "dziobku" X i siegajaca akurat do
"wierzcholka" Y, a nastepnie rozwijajmy nic z cykloidy stale ja
napinajac az do polozenia pionowego. Okaze sie, ze koniec nici
bedzie sie poruszal wlasnie po wyzszej cykloidzie (uczenie
mówiac: wyzsza cykloida jest jedna z ewolwent nizszej).
Sprawdzmy to.



W tym celu musimy zajac sie dlugosciami luków cykloidy
i okregu, który ja wyznacza. Ze sposobu powstawania cykloidy
wiemy, ze luk ZA: górnego okregu ma dlugosc YZ - prawda?
Poniewaz X'X = 2nr, wiec YZ = X'N-nr. Ale luk NZA
dolnego okregu ma dlugosc X'N. Zatem dlugosc luku ZA'
jest równa dlugosci luku ZA. Czyli rzeczywiscie punkty A, Z i A'
leza na jednej prostej, co oznacza, ze koniec naciagnietej nici
(poruszajacy sie stale prostopadle do nici) przejdzie przez punkt
A' - dowolny punkt górnej cykloidy.

Zupelnie przy okazji obliczylismy dlugosc pelnego luku cykloidy,
jest ona równa 2XY', czyli 8r, osmiu promieniom wyznaczajacego
cykloide okregu.

A gdzie dobre wahadlo,

bo dobra geometria juz byla? Znów obrócmy cykloide do góry
nogami. Jesli pomiedzy dwoma lukami cykloidy wyznaczonej
przez okrag o promieniu r zawiesimy ciezarek na nitce o dlugosci
4 r, to bedzie sie on wahal "po cykloidzie", a poniewaz cykloida
jest tautochrona, wiec okres jego wahan nie bedzie zalezal od
wychylenia - zawsze bedzie równy

4nV~,

Opracowal M. K.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 460. Obliczyc sin18°.

Rozwiazanie na str. 5

M 461. Wykazac, ze dla dowolnych liczb a > 1, b > 1 zachodzi nierównosc

Rozwiazanie na str. 10

a+b
loga--;;;' loga+b b.

2 -2-
W. Mnich

M 462. Niech (n) bedzie wspólczynnikiem Newtona, tj. (n) = n! dla O ~ k ~ n.k k k!(n-k)!
n

Udowodnic, ze }; k(:) = n·2H.k=l
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje mgr Rafal STARONSKI
\

F 214. Wyobrazmy sobie kolejna wyprawe na Ksiezyc, nie mniej pechOwa niz ekspedycja
Apollo 13. Po wyladowaniu na powierzchni Ksiezyca komputer pokladowy odmawia
posluszenstwa. W jaki sposób astronauci moga samodzielnie obliczyc wartosc predkosci tJ,

z jaka musialby wystartowac ladownik, aby polaczyc sie na orbicie ze statkiem-baza?
Statek-baza krazy po kolowej orbicie na wysokosci równej promieniowi Ksiezyca
RK = 1700 km. Przyspieszenie swobodnego spadku CK na Ksiezycu wynosi okolo 1,7 m/s2•

Rozwiazanie na str. 11

F 215, Tej samej ekspedycji udalo sie dotrzec z powrotem na kolowa, orbite wokól Ziemi,
na wysokosci h = 500 km. Aby zejSCna orbite, z której mozliwe jest ladowanie, nalezy na
krótki czas wlaczyc silnik. Predkosc wylatujacych z dyszy silnika gazów wynQsi u = 1()4 m/s.
a) Jaka minimalna masa paliwa powinna zostac uzyta do tego, aby po wlaczeniu hamujacego
silnika w punkcie A (patrz rysunek) trajektoria statku osiagala Ziemie w punkcie B?

b) Jaka mase paliwa nalezaloby zuzyc, aby statek osiagnal Ziemie w punkcie C, jesli wlaczony
na krótko silnik nada dodatkowy ped w kierunku centrum Ziemi? Masa statku wynosi
M = 12 ton. Przyspieszenie swobodnego spadku na powierzchni Ziemi g = 9,81 m/s2•

Rozwiazanie na str. 5
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W peryhelium (najblizszym wzgledem Slonca punkcie orbity)
Ziemia oddalona jest od Slonca o 147117000 km, zas w aphelium
(najdalszym punkcie swej orbity) - o 152083000 km.
W momencie przejscia,przez peryhelium (miedzy 2 a 5 stycznia)
na pólkuli pólnocnej p:muje zima, a przy przejsciu przez aphelium
(miedzy l a 5 lipca) - lato. Mozna by przypuszczac, ze ma to
znaczenie dla ksztaltowania sie róznic klimatycznych na obu
pólkulach. Jednak o wiele wazniejsza sprawa sa w tym wypadku
róznice powierzchni zajmowanych przez wody i lady na
pólkulach pólnocnej i poludniowej.
Wiosna, lato, jesien i zima trwaja na naszej pólkuli odpowiednio
(dlugosci pór roku liczy sie od odpowiednich przesilen do •
odpowiednich równonocy): 92d19h, 93d15h, 89d19h, 89dooh•
Na pólkuli pólnocnej naj dluzej wiec trwa lato, a na poludniowej
najdluzsza pora roku jest zima. Róznice w dlugosci trwania
poszczególnych pór roku zwiazane sa z faktem, ze w poblizu
peryhelium predkosc Ziemi na jej orbicie jest najwieksza (30,29
km/s), a w okolicy aphelium - najmniejsza (29,29 km/s).

Dowolny, nawet wklesly, clworokatjest dobrym ksztaltem na
kafelki, z jakich mozna ulozyc posadzke. I sposób ulozenia jest
prosty - wystarczy pamietac, by w kazdym wierzcholku schodzily
sie wszystkie katy tego czworokata - rzecz jasna - kazdy
z innego kafelka.

Soczewka wykonana z jednego rodzaju szkla nie moze skupic
wszystkich barw w jednym punkcie. Zawsz~ bowiem przy
zalamaniu swiatla promienie niebieskie odchylane sa silniej niz
czerwone. Dlatego przystosowanie soczewki oka do obserwacji
przedmiotu czerwonego wymaga wiekszego wysilku niz
przystosowanie do obserwacji, znajdujacego sie w tej samej
odleglosci, przedmiotu niebieskiego. Jest to przyczyna omylek
w ocenie odleglosci; przedmioty czerwone wydaja sie blizsze od
niebieskich.
Trzy pionowe pasy flagi francuskiej nie maja jednakowej
szerokosci. Poczatkowo ich szerokosc byla taka sama, ale wtedy
mialo sie wrazenie, iz pas niebieski jest szerszy od czerwonego.
Sprawe zbadala specjalna komisja i zalecila wybranie szerokosci
pasów niebieskiego, bialego i czerwonego w stosunku 30:33:37.

1&

W dyskusji nad literatura polska pomija sie na ogól fakt, ze
mamy w tej dziedzinie rekordziste swiata. Ksiega rekordów
Guinnessa podaje, ze "Józef Ignacy Kraszewski, który stworzyl
ponad 900 tomów powiesci i prac historycznych" jest w dalszym
ciagu niezagrozonym championem.
Nie odnotowany w tej ksiedze jest rekord w produkcji prac
matematycznych. Nalezy on od dwóch wieków do Leonharda
Eulera i wynosi 883 prace.

Siedmiokata foremnego nie mozna skonstruowac linijka i cyrklem.
Mozna natomiast to zrobic uzywajac jedynie paska papieru.
Nalezy w tym celu zawiazac ten pasek w wezel taki, jak na
rysunku. Pasek papieru pozwala skonstruowac dowolny wielokat
foremny.

Kazdy nadprzewodnik jest idealnym diamagnetykiem. Oznacza to,
ze pole magnetyczne, na tyle slabe, by nie zniszczyc stanu
nad przewodzacego, nie moze wniknac do wnetrza
nadprzewodnika. Pole magnetyczne indukowanych pradów
calkowicie kompensuje w tym przypadku pole zewnetrzne.
Dzieki tej wlasnosci nadprzewodniki doskonale nadaja sie na
oslony magnetyczne ..
Nie jest pewne, czy kazdy idealny diamagnetyk musi byc
nadprzewodnikiem. "Prawie idealny" diamagnetyzm odkryto
w chlorku miedzi i siarczku kadmu przy cisnieniu kilkuset .
megapaskali i temperaturze 150-200 K. Niektórzy uwazaja
jednak, ze jest to wynik blednej interpretacji danych
doswiadczalnych. Ostatecznego wyjasnienia dostarcza planowane
eksperymenty.

Nie chce sie wierzyc, ale znany jest wynalazca taczki. Jeszcze
trudniej uwierzyc, ze bylo to dopiero w XVII wieku 
wynalazca jest Blaise Pascal, a wynalazku dokonal dla wojska.
Istotnie, taczka znacznie usprawnia sypanie ~alów obronnych.

Sposród trójkatów o danej dlugosci podstawy i dlugosci wysokosc
naj mniejszy obwód ma trójkat równoramienny.

Energia. potrzebna na przebycie takiego samego dystansu
(w przeliczeniu na kilogram wagi ciala) przez rybe jest dwukrotnie
mniejsza niz energia zuzywana przez ptaka. Ewentualne
zdziwienie (woda stawia wiekszy opór niz powietrze) bierze sie
stad, iz zapominamy o grawitacji. Lecacy ptak przede wszystkim
walczy z grawitacja, a nie z oporem powietrza - ryba pokonuje
tylko opór wody.
Jak jednak wytlumaczyc fakt, ze odpowiednia energia zuzywana
przez ssaka na ladzie jest kilkadziesiat razy wieksza?
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