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Christian Huygens (1629-1695), uczony

holenderski, znany ze swej zasady rozchodzenia

sie fal. Skonstruowal wahadlo izochroniczne
(tj. takie, którego okres drgan nie zalezy od

amplitudy). Wlasnie do tej konstrukcji byly

mu potrzebne wlasnosci ewolwent.

Alexis-Claude Clairaut (1713-1765),
matematyk francuski, z.ajmowal sie m.in.

krzywymi przestrzennymi, powierzchniami

obrotowymi (takze ksztaltem Ziemi) i ruchem
Ksiezyca. Pierwsza prace o krzywych napisal

majac 12 lat, ksiazke o krzywych wspomniana
w tekscie obok - cztery lata pózniej, w wieku
lat 17 zostal czlonkiem Paryskiej Akademii

, Nauk.

Gaspard Monge (1746-1818), matematyk,

fizyk, chemik i inzynier francuski. Za czasów

Napoleona minister marynarki, byl jednym z
zalozycieli akademii wojskowej Ecole

Polytechnique. W matematyce zajmowal sie

geometria i równaniami róznicz.kowymi.

Leonhard Euler (1707-1783), jeden

z najwiekszych matematyków XVIII wieku.

Zajmowal sie wieloma dziedzinami
matematyki.

Ewolwenta krL.ywcj.

Huygcns wykaLal, ze jesli B -<- A, to D' dazy

do pewnej granicy D. Jest to dowód l:lolnienia

srodka krzywizny.

Okrag scisle styczny I promien krz.ywizny
krzywej C w punkcie p.

Plaszczyzna scislt: styczna.

Krzywe o stalej krzywiznie i stalym

skreceniu - to linie srubowe. Krzywe
o zerowym skreceniu to krzywe plaskie.

I Dclta 2. XX

Dr Jerzy KONARSKI

W jezyku potocznym termin krzywizna ma, przynajmniej w odniesieniu do linii krzywych. dosc
jasne znaczenie. W geometrii rózniczkowej nazwa ta okresla sie rózne wielkosci zwiazane z
krzywymi i powierzchniami (a takze innymi obiektami geometrycznymi) i majace uogólniac to
najprostsze, intuicyjne znaczenie. Omówimy tUlaj w skrócie rozwój tych pojec, zajmujacych
centralne miejsce w geometrii rózniczkowej, oglaniczymy sie jednak tylko do krzywych
i powierzchni.

Najpierw zajmiemy sie krzywymi plaskimi. Zaczniemy od roku 1673, w którym Christian Huygens
opublikowal prace o ewolwenlach. Przypomnijmy; ze ewolwenta ("odwijana") danej krzywej
plaskiej nazywamy krzywa, która zakresli "koniec sznurka, pierwotnie przyklejonego wzdluz
danej krzywej, a nastepnie z niej odrywanego". Mozna powiedziec, ze rysowanie ewolwenty
przypomina kreslenie okregu, ale ze zmiennym srodkiem przesuwajacym sie wzdluz danej
krzywej i o zmiennym promieniu. W swojej pracy Huygens m.in. udowodnil, ze mozliwa jest
tez konstrukcja odwrotna: dla danej krzywej mozna znalezc nowa krzywa (tzw. ewolute), której
ta pierwsza jest ewolwenta. Znaczy to, ze jesli przez wybrany punkt p na krzywej poprowadzimy
do niej proSla pwstopadla, to mozna na niej znalezc "srodek owego 7mieniajacego sie okregu"
wystepujacego w konstrukcji ewolwenty. Srodek i promien lego okregu nazwano pózniej
odpowiednio srodkiem i promieniem krzywizny krzywej w punkcie p. Odwrolnosc dlugosci
promienia krzywizny nazywa sie krzywizna krzywej w punkcie p, a sam okrag - okregiem
scisle stycznym do krzywej w tym punkcie. Ta ostatnia nazwa pochodzi stad, ze jak w kilka lat po
Huygensie wykazal Newton, miedzy tym okregiem a krzywa nie da sie "zmiescic" zadnego
innego okregu stycznego. Okrag scisle styczny najlepiej ze wszystkich okregów przybliza krzywa
w okolicy danego punktu. Zauwazmy, ze powyzsza definicja krzywizny zgadza sie z okresleniem
potocznym: za krzywizne okregu przyjmujemy' odwrotnosc jego promienia (im promien wiekszy,
tym krzywizna mniejsza), a za krzywizne krzywej - krzywizne okregu, który ja przybliza.

Przejdzmy do krzywych przestrzennych. Pomysl, aby okreslic dla nich dwie krzywizny, pojawil sie
po raz pierwszy w ksiazce A. C. Clairaut, jednak proponowana przez niego metoda badania

- krzywych za pomoca ich rzutów na plaszczyzny rozpiete przez osie ukladu wspólrzednych nie dala
dobrych wyników. Krzywizne krzywej przestrzennej jako pierwsi okreslili G. Monge i L. Euler
w roku 1775. Pierwszy z nich uogólnil geometryczny dowód Huygensa, rozpalrujac zamiast
prostych prostopadlych - plaszczyzny prostopadle do krzywej. Drugi zaproponowal naslepujacy
sposób. Sparametryzowal krzywa dlugoscia luku, co umozliwia traktowanie jej jako drogi punktu
poruszajacego sil,'w przestrzeni ze stala szybkoscia (skalarna). To nam daje wektor s'tyczny do
krzywej w kazdym jej punkcie (jednostkowy, bo szybkosc jest stala). Pomysl Eulera polegal na
tym, zeby mierzyc krzywizne szybkoscia zmian kierunku tego wektora. Scislej mówiac, Euler
przeniósl ten wektor do poczatku ukladu wspólrzednych. Koniec tego wektora opisywal zalem
pewna nowa krzywa, tzw. indykatryse sfetyczna, na slerze jednoslkowej. Krzywizna byla okreslona
jako stosunek dlugosci króciutkiego odcinka indykatrysy sferycznej do dlugosci odpowiadajacego
mu luku danej krzywej.

Krzywa ijej indykatrysa sferyczna. Na luku miedL)' Vt a V2 ku:ywiLna je~t mala. miedzy V4 a V'S -~ duza.

Druga krzywizne, zwana pózniej skreceniem, wprowadzil dopiero uczen Monge'a, M. Lancret.
Gdy poruszamy sie po krzywej, wektory styczne w "sasiednich" punktach (Iakiej terminologii
wówczas uzywano) wyznaczaja tzw. plaszczyzne scgle styczna. Jesli np. krzywa jest plaska, to
zawierajaca ja plaszczyzna jest jednoczesnie plaszczyzna scisle styczna w kazdym jej punkcie.
Dzisiaj powiedzielibysmy, ze plaszczyzna ta jest rozpieta na wekIorze stycznym (wektorze

, predkosci) i na wektorze przyspieszenia punktu poruszajacego sie po krzywej. Lancret nazwal
kierunek prostopadly do krzywej i lezacy w plaszczyznie scisle stycznej kierunkiem normalnym
glównym (jesli poruszamy sie ze stala szybkoscia skalarna, jest to dokladnie kierunek wektora
przyspieszenia), a kierunek prostopadly do plaszczyzny scisle stycznej - kierunkiem binormalnym.
Druga krzywizna, czyli skrecenie, miala mierzyc, na ile dana krzywa nie jest plaska. O ile

- krzywizna byla okreslona jako szybkosc zmian wektora stycznego, skrecenie zostalo zdefiniowane
jako szybkosc zmian plaszczyzny scisle stycznej lub, co na jedno wychodzi, jednostkowego
wektora binormalnego. Jakie jest znaczenie skrecenia? Otóz okazuje sie, ze znajomosc krzywizny
i skrecenia (w przypadku plaskim - samej krzywizny) wystarcza juz do pelnego opisu krzywej,
oczywiscie tylko z dokladnoscia do jej polozenia w przestrzeni. '
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Krzy~jzna przekroju normalnego walca waha

sieodOdo~. r

Równolegle z teoria krzywych zaczela sie rozwijac teoria powierzchni. Za twórce jej podstaw
nalezy uznac L. Eulera. Powierzchnie w.okolicy danego punktu badal rozpatrujac wszystkie
mozliwe przekroje tej powierzchni plaszczyznami prostopadlymi do niej i przechodzacymi przez
dany punkt. Wsród tych plaszczyzn wybral Jedna, a pozostale parametryzowal za pomoca kata rp,
który tworza one z ta wybrana. Nastepnie znalazl zaleznosc krzywizny otrzymanego przekroju
prostopadlego od'kata rp.Byla ona postaci x = L+Mcos2rp+Nsin2rp, gdzie L, M, N oznaczaly
pewne wspólczynniki zalezace od danej powierzchni. Aby znalezc wartosci ekstremalne krzywizny
przekroju, Euler zrózniczkowal to wzgledem rp, przyrównal do zera i otlzymal równanie

N
tg2rp = M' Z olcresowosci funkcji tangens wynika, ze istnieja dwa prostopadle <!) rozwiazania.
Znaczy to, ze jesli w jednym z kierunków krzywizna pnekroju jest najwieksza, to w prostopadlym
do niego - najmniejsza. Kierunki te nazywaja sie obecnie kierunkami glównymi, a odpowiednie
krzywizny przekroju - krzywiznami glównymi. Latwo je dostrzec np~ na walcu: krzywizna
przekroju waha sie tam od zera (przekrój równolegle do osi) do odwrotnosci promienia
"podstawy" (przekrój prostopadle do osi). Na sferze wszystkie przekroje sa jednakowe, wiec
wszystkie kierunki sa glówne ..

Skoro mówimy o krzywiznie przekroju plaszczyzna, to warto wspomniec' równiez twierdzenie
udowodnione przez matematyka francuskiego Meusnier'a i mówiace o przekroju dowolna
plaszczyzna (niekoniecznie prostopadla). Otóz jesli taka plaszczyzna jest odchylona od kierunku
prostopadlego o kat {l, to aby obliczyc knywizne otr'lymanego przekroju, prowadzimy najpierw
przekrój plaszczyzna prostopadla. w tym samym kierunku stycznym, obliczamy jego krzywizne,
a nastepnie-rlzielimy ja przez cosf3. Nalezy równiez dodac, ze juz wtedy rozpatrywano krzywizny
glówne opatrzone znakiem. W zaleznosci od tego, czy odpowiednie srodki krzywizny lezaly po tej
samej, czy po przeciwnych stronach powierzchni, krzywizny glówne byly tego samego albo
róznych znaków. Na przyklad na torusie po stlOnie zewnetrznej (dalszej od srodka) obie krzywizny
sa tego samego znaku, a po stronie wewnetrznej - róznych.znaków. Widac wiec, ze powierzchnia
ma lokalnie Ksztalt "górki" (lub "dolka"), jesli krzywizny glówne sa jednego znaku i ksztalt
"przeleczy", gdy sa róznych znaków. -

Meusnier udowodnil jeszcze inne ciekawe twierdzenie. Wykazal mianowicie, ze jesli ~~wierzchnia
jest ograniczona krzywa zamknieta i ma najmniejsze pole sposród powierzchni ograniczonych ta
krzywa (np. blonka mydlana rozpieta na petelce z drutu), to w kazdym punkcie tej powierzchni
suma krzywi.zn glównych wynosi zero.

Decydujacego kroku w rozwoju teorii powierzchni dokonal Gauss. Miedzy innymi wprowadzil
nowy rodzaj krzywizny, dzisiaj zwany krzywizna Gaussa. Mianowicie, rozpatrywal na
powierzchni jednostkowe pole normalne, tzn. w kazdym punkcie powierzchni zaczepil jednostkowy
wektor prostopadly. Nastepnie skorzystal z pomyslu Eulera zdefiniowania krzywizny krzywych za
pomoca indykatrysy sferycznej. Przypomnijmy, ze tam krzywizna byla mierzona szybkoscia zmian
wektora stycznego. Tutaj - szybkoscia zmian pola normalnego. Gauss przeniósl wektory normalne
do poczatku ukladu wspólrzednych i otrzymal tzw. odwzorowanie sferyczne f} z powierzchni
w sfere jednostkowa, przyporzadkowujace punktowi na powierzchni koniec wektora normalnego
w tym punkcie (przesunietego do poczatku ukladu). Nastepnie dla dowolnego punktu p rozpatrzyl
jego male otoczenie U na powierzchni i porównal jego pole powierzchni z polem powierzchni jego

b (U) K· . h' k . k 'l'j' k "1 pole f}(U) Uo razu f} • rzywlzne powlerzc m w pun cle p o res I Ja o gramce l orazu ---- przy
pole U

malejacym do punktu p (zaopatrzona jeszcze w znak" - ", jesli odwzorowanie sferyczne zmienia
orientacje, tzn. w przypadku powierzchni typu "przel~cz"). Zobaczmy lo na kilku przykladach.

pole rytU)

KrLywiLna Gaussa mala, bo pole U male.
Krzywizna Gaussa wieksza. bo po~!~ wieksze.

poje V

Dla plaszczyzny odwzorowanie sferyczne jest stale, zatem krzywizna Gaussa jest równa zeru
(f}(U)jest zawsze jednym punktem). Dla walca obrazem '1jest kolo wielkie na sferze i znowu
obraz dowolnego otoczenia ma zerowa powierzchnie. Krzywizna Gaussa, jak poprzednio, wynosi
zero.

o
Tf(U) = punkt = K ~ O

2
.,(Uj = krLywa = K = O



1
Dla sfery o promieniu r odwzorowanie sferyczne jest jednokladnoscia o skali -, a wiec dlar

1 1
dowolnego U pole 1}(U) = -. pole U. Wynika stad, ze krzywizna Gaussa jest równa -.? - ?

l
K= ---;:2

Gauss podal wzór pozwalajacy wyliczyc krzywizne dowolnej powierzchni, gdy dana jest jej
parametryzacja. Ze wzoru tego wyprowadzil wniosek, ze nowa krzywizna jest akurat równa
iloczynowi krzywizn glównych okreslonych pól wieku wczesniej przez Eulera, K = "1' "2' Latwo
t o sprawdzic na przykladach rozpatrzonych przed chwila. Wynikiem, który Gaussowi sprawil
najwieksza radosc, bylo twierdzenie mówiace, ze nowa krzywizna nie zmienia sie przy
Lginaniach powierzchni (bez rozciagania). Sam okreslil je jako "theorema egregium"

(twi~rdzenie wspaniale, chwalebne). Wyobrazmy sobie np. kawalek gumowej pilki. Gdy próbujemy
ia w jednym kierunku nieco wyprostowac, w drugim zagina sie sama - a krzywizna Gaussa,
czyli iloczyn krzywizn glównych, nie zmienia sie. Inny przyklad: rury walcowej nie da sie zagiac
hez jej rozciagania - inaczej krzywizna Gaussa musialaby sie zmienic. Z tych samych powodów
nie da sie wykonac mapy kuli ziemskiej (ani jej czesci) z zachowaniem wszystkich odleglosci.

k>O

k<O-

k>Ok=O

Aby wspomniec o jeszcze jednym z wyników Gaussa, przypomnijmy najpierw, ze geodezyjna na
powierzchni nazywamy krzywa, która spelnia jeden z równowaznych warunkQw: 1) lokalnie
minimalizuje odleglosc miedzy swoimi punktami, 2) jej plaszczyzny scisle styczne sa' prostopadle
do powierzchni (tzn. posuwajac sie po niej nie skrecamy na boki). Otóz wspomniany wynik
Gaussa mówi, ze jesli na powierzchni dany jest trójkat geodezyjny A (tzn. figura ograniczona
trzema geodezyjnymi), to calka z krzywizny Gaussa po tym trójkacie jest równa sumie jego katów
wewnetrznych minus :re. Wynika stad np., ze na sferze suma katów trójkata geodezyjnego
jest zawsze wieksza niz :re.

'.II; '+iH-)'-n Postaramy sie teraz scalkowac krzywizne Gaussa na dowolnej domknietej i ograniczonej
powierzchni M. Najpierw dzielimy ja na trójkaty geodezyjne M =: vAt. Oznaczmy przez W, B
i S odpowiednio liczbe wierzcholków, krawedzi i scian tego podzialu. Ze wzoru Gaussa mamy

SUllla wSLystkich wystepujacych tu katów

wewnetrznych wynosi 2nW.

f f K = }; f f K = 2:rcW-JTS = 2:rc(W-B+S) = 2:reX(M).
M At

Skorzystalismy tu z tego, ze kazdy trójkat ma trzy boki, a kazda krawedz jest bokiem dwóch
3

trójkatów, co daje B = TS. Liczba X(M) = WrB+S nazywa sie charakterystyka Eulera
powierzchni M i Wiadomo o niej, ze nie zalezy od podzialu na trójkaty, a ponadto, ze nie zmienia
sie przy pewnych ciaglych odksztalceniach M (mozna rozciagac, ale nie przecinac ani sklejac).
Jest wiec tzw. niezmiennikiem topologicznym. Wynika z tego bardzo ciekawy wniosek, ze calka
krzywizny Gaussa jest tez takim niezmiennikiem. Zatem obliczajac te calke gubimy niemal
wszystkie informacje o geometrii powierzchni (potrzebne do obliczenia samej krzywizny)!

f f A· = 4rr, bo ogórek "" sfera, wiec X = 2.

\

J J 1;- ~ O, bo babk;a - torus, wiec X - o.

Na zakonczenie wymienmy jeszcze twierdzenie Mindinga mówiace o tym, ze dwie powierzchnie
o stalej i równej krzywiznie Gaussa lokalnie powstaja jedna z drugiej przez zginanie.
W szczególnosci aby wiedziec, czy dana pow;erzchnia rozwija sie na plaszczyzne, wystarczy
sprawdzic, czy jej krzywizna Gaussa jest równa zeru. Ten przyklad, jak i inne wspomniane
poprzednio, swiadczy o duzym znaczeniu róznych rodzajów krzywizny w geometrii.
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Uran widziany z Voyagera 2

Jak juz pisalismy (Delta 8/1986) - 24 11986 amerykanska sonda _
Voyager 2 minela Urana (rys. 1). Spotkanie zakonczylo sie p~lnym
sukcesell), co jest tym bardziej imponujace, ze po spotkaniu
z Saturnem w 198l r. ulegly awarii radioodbiorniki Voyagera
oraz mechanizm sterujacy kamerami telewizyjnymi. Usterki te
zostaly zdalnie usuniete, tak ze przelot kolo Urana zostal w pelni
wykorzystany. Zauwazmy przy tym, ze sygnal radiowy do Saturna
leci juz ponad 10 minut, do Urana zas dwukrotnie dluzej._/

Rys. I. Tra::.a PrLclotll Voyagt.:r..l 2 w 6uhliLU Ur"1I1i.l.

Obserwacje prowadzone z Ziemi nawet za pomoca
naj potezniej szych teleskopów nie sa w stanie ujawnic zadnych
szczególów na tarczy Urana. Okazalo sie; ze ta wodorowo-helowa
planeta nawet z bliska ma wyglad zielono-niebieskiej, niemal
jednolitej kuli, czyli chmur w atmosferze praktycznie nie widac.
Za te barwe odpowiedzialny jest nastepny (po wodorze i helu)
skladnik atmosfery Urana - metan - który szczególnie silnie
absorbuje promieniowanie czerwone. Sporadycznie dostrzegalne
chmury Dozwolily na bezposrednie sprawdzenie okresu rotacji
Urana, a w kazdym razie jego wysokich warstw atmosfery. Okres
ten jest rzedu -16h i jest rózny w róznych szerokosciach
uranograflcznych, przy czym róznice siegaja godziny. Dowodzi to
istnienia silnych systematycznych wiatrów.

Ujemny okres obrotu oznacza, ze planeta wiruje w kierunku
wstecznym, czyli przeciwnym do kierunku obiegu wokól Slonca.
Pólnocny biegun swiata na Uranie ma wspólrzedne IX = 17h09m,
{j = -15°05' i lezy zaledwie 8° na pólnoc od plaszczyzny orbity,
blisko gwiazdy 1)Oph. Voyager 2 zblizajac sie do Urana "widzial"
w pelni oswietlona jego poludniowa pólkule·

Osobny problem to wyznaczenie okresu rotacji sztywnego wnetrza
planety. Wyznaczono go z obserwacji zmian pola magnetycznego
i zmian gestosci uwiezionych w nim czastek naladowanych, gdyz
rozsadnym wydaje sie zalozenie, iz pole magnetyczne jest sztywno
zwiazane' z "twardym" (prawdopodobnie skalnym) jadrem planety
(rys. 2). Jako wynik otrzymano -17hI4m• Widac, ze atmosfera
rotuje szybciej, inaczej mówiac - wiatry wieja przewaznie
w kierunku obrotu Urana. Jak wiadomo na Ziemi równiez mamy
przewage wiatrów zachodnich, klopot jednak w tym, ze Ziemia
jest nagrlewana glównie w strefie równikowej. podczas gdy Uran
glównie w strefach polarnych. Badacze zwiazani z misja
Voyagera twierdza zatem, ze mechanizm tego zjawiska jest - jak
na razie - nieznany.

Uran jako calosc jest w równowadze termodynamicznej
z otoczeniem, tzn. z padajacym nan promieniowaniem slonecznym.
Niemniej jednak sondowania atmosfery planety wykazaly pewne
jej lokalne osobliwosci. Sondowania te polegaly na obserwacji
krawedzi tarczy Ulana w podczerwieni, przesledzeniu przebiegu
zakrycia gwiazdy yPeg w nadfiolecie oraz obserwacji z Ziemi
promieniowania radiowego nadajników sondy, gdy znikala za
tarcza Urana, a nastepnie pojawiala sie ponownie. Okazalo sie,
ze najwyzsze warstwy atmosfery na oswietlonej stronie maja
temperature 750 K, podczas gdy na stronie ciemnej 1000 K.
Przypuszcza sie, ze nieoswietlone, a bardzo rozrzedzone górne
warstwy atmosfery po prosfu bardzo powoli stygna. Nizej

Dr Tomasz KWAST

Ry ..•.2. U ..•lawll..:nic dipola i schemat pola magnctYI.:/;lll.:gu Ziemi, Jo\'.i",/.;t.

Saturna i Urana.'Zwraca uwage wyjatkowa niezgodnosc osi dipola

magnetycznego i osi rotacji Urana - kat miedzy nimi wynosi okolo 60°.

- temperatura dosc gwaltownie spada i na poziomie cisnienia O, I
bara osiaga minimum-równe 51 K. Glebiej znowu rosnie.
Temperatury równika i bieguna sa tam praktycznie jednakowe.
Osobliwosc stanowia pierscieniowe obszary wokól obu biegunów
z temperatura o kilka stopni nizsza (w szerokosciach ± 30°).

Obszerna magnetosfera Urana obejmuje wszystkie jego pierscienie
i wiekszosc satelitów. Sklad chemiczny plazmy wewnatrz
magnetosfery okazal sie zdecydowanie inny niz na zewnatrz,
mianowicie wewnatrz stwierdzono medobór ciezkich jonów helu,
wegla i tlenu. Liczba protonów i elektronów natomiast jest nie
zmieniona. Poniewaz ciezkie jony pochodza z wiatru slonecznego,
widac, ze magnetosfera skutecznie oslania Urana przed jego
wplywem. Protony i elektrony znajdujace sie wewnatrz
magnetosfery musza zatem pochodzic z samego Urana, z wysokich
warstw jego atmosfery. Nie moga natomiast pochodzic z lodowych
powierzchni ksiezyców, bowiem obfitosc protonów klóci sie tu
z niedoborem jonów tlenu.

Od 1977 r. znanych bylo dziewiec pierscieni otaczajacych Urana
w plaszczyznie jego równika (patrz tabelka i rys. 3). Voyager 2
odkryl dziesiaty pierscien oznaczony 1986UIR. W tej chwili jest
zupelna zagadka, jaki mechanizm powoduje, ze sa one tak
waskie i maja tak ostre brzegi, np. pierscien y ma zaledwie 700 m
szerokosci. Analiza odbitego od nich swiatla dowodzi, ze skladaja
sie one z brylek o rozmiarach rzedu metra. Struktura pierscieni
wyglada inaczej, gdy oglada sie je na tle samego Urana,
a inaczej - odtworzona na podstawie zakrycia gwiazdy lub przy
patrzeniu ostro "pod Slonce". Okazalo sie, ze przestrzen miedzy
dziesiecioma dobrze widocznymi piersciemami wypelniona jest
wieloma innymi, bardziej rozmytymi i zbudowanymi
z mniejszych czastek. Przy korzystnym oswietleniu caly uklad
pierscieni Urana przypomina wrecz pierscienie Saturna.

Osobny wreszcie rozdzial "uranologii" to jego satelity (patrz
tabelka-). Dotychczas wiadomo bylo o nich wlasciwie tylko tyle, ze
ich rozmiary zawieraja sie miedzy 500 a 1600 km oraz ze ich
powierzchnie pokrywa lód. Zupelnym zaskoczeniem okazalo sie
wykrycie przejawów geologicznej aktywnosci na tych zamrozonych
globach. Otóz np. na Oberonie, na bialym, a wiec pokrytym
rozkruszonym lodem, dnie niektórych kraterów uderzeniowych
zaobserwowano ciemne plamy zinterpretowane jako osady
pochodzace z brudnej wody wyciekajacej z tych kraterów. Jest to
jakby lodowy odpowiednik dzialalnosci wulkanicznej. Powstanie
niektórych rowów na Titanii (rys. 4) i Arielu przypisuje sie
rozsadzaniu zewnetrznej skorupy przez wode zamarzajaca w glebi
gruntu. Niestety, nie bardzo przy tym wiadomo, jakie moglyby
byc przyczyny okresowego topnienia zmarzliny. Umbriel,
najciemniejszy z pieciu wielkich satelitów, pozbawiony jest
"promieni" pokruszonego lodu rozchodzacych sie od kraterów
uderzeniowych; nie wiadomo w tej chwili, dlaczego tak jest.
Scisle mówiac, tylko jeden jego krater ma biale dno, tzn. tylko
jeden krater ukazuje czysty lócl spod ciemnej warstwy pylu
pokrywajacego calego satelite. Najbardziej zagadkowe formacje
geologiczne znaleziono na Mirandzie (rys. 5). Szeregi '
równoleglych walów i rowów ukladaja sie tam w jakies dosc



regularne figury. Przypuszcza sie, ze Miranda powstala ze
zlepienia sie wielkich bryl skalnych j lodowych i owe
geometryczne wzory sa wynikiem toniecia bryl skalnych
w bardziej plastycznym lodzie.··= /

Satelity i pierscienie Urana

Nazwa lub oznaczenie Promien orbity
(R oznacza pierscien)

lub promien pierscienia (km)

R6

41 837
R 5

42235
R4

42571
Ra.

44717
RfJ

45659

R1J

47174
Ry

47622
Ro

48296
1986U7

49284
Re

51 145

.1986U8 53290
1986U9

59080
1986U3

61740
1986U6

62690
1986U2

64340

1986UI

66080
1986U4

69910
1986U5

75080
1985UI

85970
Miranda

129400

Ariel

191 000
Umbriel

266300
Titania

435900
Oberon

-583400

Rys. 3. Dziewiec pierscieni widocznych na tle tarczy Urana.

Rys. 4. Titania widziana z odleglosci 370000 km.

Rys. 5. Osobliwe formacje geologiczne na Mirandzie.

Misja Voyagera 2 dostarczyla wiele nowych informacji o siódmej
planecie Ukladu Slonecznego, ale oczywiscie nie wyjasnila
wszystkich zagadek. Ciagle np. nie wiemy rzeczy chyba
najwazniejszej, mianowicie dlaczego Uran ma tak osobliwie
ustawiona plaszczyzne równika, w dodatku zgodna z plaszczyzQ.a
orbit satelitów. Tak zreszta najczesciej jest, ze nowe obserwacje
stawiaja badaczowi nowe pytania. Z cala pewnoscia powtórzy sie
to przy okazji spotkania Voyagera z Neptunem w 1989 r.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde

na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do O, t. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 - 3 SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

czlonkostwo - to tytul Weterana.

T . dl· .. 30 IV 1988 Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.ermm na sy anta rozwlazan:

Klub 44

Zadania z fizyki nr 63 i 64

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

11
~RYS.2

Rys. I

63 •.Na poziomym stole spoczywa "kielich" o masie M. Jego wewnetrzna powierZChnia jest
paraboloida obrotowa, której przekrój plaszczyzna przechodzaca przez os paraboloidy jest
(w ukladzie zwiazanym z "kielichem" - rysunek l) okreslony równaniem

Tf = kl;2 (-a < l; < a).

Na brzegu paraboloidalnej powierzchni umieszczono maly klocek o masie m i puszczono go.
Okreslic charakter !Uchu wykonywanego przez ten klocek przy zaniedbywalnym tarciu klocka
o "kielich" oraz "kielicha" o stól i znalezc równanie toru klocka (traktowanego punktowo)
w ukladzie zwiazanym ze stolem.

64. Zestawiono obwód jak na rysunku 2, zlozony ze zródla napiecia o sile elektromotorycznej
18 V i oporze wewnetrznym 3 D, kondensatora o pojemnosci 40 mF oraz opornika (o
nominalnej mocy 0,5 W) o oporze 10 D wiszacego na przewodach miedzy bateria a kondensatorem.
O ile wzrosnie temperatura opornika po zamknieciu obwodu, jesli jego masa wynosi 0,7 g,
a cieplo wlasciwe - przy traktowaniu opornika jako ciala termicznie jednorodnego -
0,7 Jg-t K-t? Czy wzrost temperatury opornika bylby taki sam, mniejszy· czy tez wiekszy,
gdyby jego opór wynosil 10 kD?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1987

Przypominamy tresc zadan:

55. Danych jest 15 oporników, z których jeden rózni sie oporem od pozostalych.
Dysponujac ogniwem, galwanometrem (z terem posrodku skali) i przewodami do

polaczen nalezy zidentyfikowac odmienny opornik i okreslic, czy jego opór jest
wiekszy, czy tez mniejszy od oporu pozostalych oporników.

W jaki sposób postepowac, aby tego dokonaC za pomoca jak najmniejszej liczby
pomiarów'!

56. P~trzac przymruzonymi oczyma na odlegle latarnie widzimy zwykle
dodatkowo "promienie" odchodzace ze zródla swiatla w góre i w dól. Podac

wyjasnienie tego zjawiska, mozliwie poparte wlasnymi obserwacjami.

Wskazówka: powierzchnia rogówki oka jest zawsze pokryta warstwa sluzowatej

cieczY4

55. Numerujemy oporniki kolejno od l do 15, oznaczajac ich opory odpowiednio przez R t,
R2, ••• R". Nastepnie laczymy po trzy oporniki szeregowo i zestawiamy uklad mostkowy jak na
rysunku 3, stosujac trzy kombinacje wyrazone w ponizszej tabelce.

RaRbReRd

I

Rl+R,+R,R.+R,+R.R7+R.+R9RIO+ Rl1 + RI2
11

R,+R2+R,R.+R,+R.RIO+Rl1+RI2Rt3+R14+RtS
III. R.+R,+R.

I R7+R.+R9RIO+Ru+RI2
R13+R14+R1S

Rys. 3

+

Rys. 4

Za kazdym razem notujemy wskazanie galwanometru: brak wychylenia swiadczy o tym, ze
nietypowy opornik znajduje sie poza mostkiem, wychylenie" +" oznacza, ze jeden z oporów R.,
Rd ma mniejsza wartosc lub jeden z oporów Rb. Re ma wieksza wartosc od pozostalych,
wychylenie" -" oznacza stwierdzenie przeciwne. Na podstawie tych trzech - co najwyzej 
pomiarów znajdujemy trójke oporników zawierajaca nietypowy opornik i okreslamy, czy jego
opór jest wiekszy, czy tez mniejszy od oporu pozostalych oporników.
Na przyklad wyniki I ,,+", II ,,+", III ,,-" wskazuja, ze nietypowy opornik znajduje sie
w trójce R4, R" R6 i jest wiekszy, w przypadku wskazan l ,,+", II ,,-" poszukiwany opornik
znajduje sie wsiód RIO, RlI, R'2 i jest mniejszy (pomiar Hl niepotrzebny).
W koncu rozlaczamy nietypowa trójke i dwa z oporników wstawiamy do mostka jako R. i Rb,

dajac w miejsce Re i Rd dwie inne - identyczne - trójki (lub tez pojedyncze oporniki). Ten
czwarty pomiar umozliwia ostateczna identyfikacje nietypowego opornika wraz z okresleniem
znaku odchylki jego oporu wzgledem reszty oporników.

56. Sluzowata ciecz pokrywajaca rogówke oka tworzy przy powiekach pryzmatyczny menisk,
który zalamuje swiatlo (patrz rysunek 4). Przy dolnej powiece promienie ulegaja zalamaniu w dól
dajac taki efekt, jakby przychodzily z góry - stad te widziane "promienie" odchodzace od
ogladanego zródla w góre. Podobnie pryzmat cieczowy przy górnej powiece odchyla promienie do
góry, 'dajac wrazenie "promieni" odchodzacych od zródla w dól. Warunkiem zajscia tego zjawiska
jest, oczywiscie, aby pryzmat cieczy znajdowal sie w obrebie zrenicy, co wystepuje wlasnie przy
przymruzonych powiekach. Podczas przekrecania glowy "promienie" równiez przekrecaja sie,
gdyz pozostaja prostopadle do krawedzi powiek. Poniewaz krawedzie te sa zaokraglone,
obserwowane wiazki "promieni" sa lekko rozbiezne, a podczas patrzenia katem oka pochylaja
sie wzgledem siebie.

&



Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1?87

Zadania z matematyki nr 165, 166

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

165. Funkcja f o wartosciach rzeczywistych, okreslona i rózniczkowalna w zbiorze liczb
dodatnich, spelnia warunek: lim (f(x)+ f'(x» = O. Czy stad wynika, ze lim f(x) = O?

x~OC) x~oo

i lezacych pomiedzy dwusiecznymi katów A i B. Pole tego zbioru
równa sie r' (dlugosc AB)+ (dwa przyczynki przy koncach). Jesli
kat przy wierzcholku (np. A) jest <n, musimy odjac trójkat
prostokatny o wysokosci r i kacie A/2; ma on pole wieksze niz
zawarty w nim wycinek kola o polu (r2/4) (n- A). Jesli kat przy
wierzcholku (np. B) jest ;; n, musimy dodac wycinek kola
o rozwartosci katowej (B-n)/2, o polu (rZI4) (B-n). Lacznie
wiec, pelna powierzchnia tych zbiorów jest ograniczona przez
r . obwód - (rZ 12) (suma katów zewnetrznych) = r' obwód - nrz,
a poniewaz z zalozenia suma tych zbiorów zawiera caly wielokat,
widzimy, ze pole ~r' obwód-nrz. Skoro to jest prawda dla
wszystkich r przekraczajacych maksymalny promien kola
wpisanego, zatem Sld jest dolnym ograniczeniem dlugosci tego
promienia.

166. W przestrzeni trójwymim owej z ustalonym kartezjanskim ukladem wspólrzednych
rozpatrujemy zbiór punktów kratowych, tj. punktów, których wszystkie wspólrzedne sa liczbami
calkowitymi. Niech K bedzie szesciane'm jednostkowym o wierzcholkach w punktach klatowych
i niech bedzie dany dowolny punkt kratowy P. Udowodnic, ze sposród osmiu odleglosci punktu
p od wierzcholków szescianu K co najmniej cztery sa liczbami niewymiernymi.
Zadanie 166 zaproponowal pan Werner Mnich z Opola.

Przypominamy tresc zadan:
157. Wielokat W ma pole S i obwód d, Dowiesc, ze W zawiera kolo o promieniu> Sld.
158. Dane liczby rzeczywiste Xl ~ ". ~ Xn. 2: Xl = O. Dowiesc, ze 1:; xT ~ -nXIXn i ustalif., kiedy zachodzi równosc.

!=44

157. Przypuscmy, ze nie istnieje kolo o promieniu r zawarte w W.
Wówczas kazdy punkt wielokata W jest odlegly nie wiecej niz
o r od brzegu. To znaczy, ze jesli wezmiemy paski szerokosci r
wzdluz kazdego boku, to ol1,e(w zasadzie) pokryja W. Problem
pojawia sie przy wierzcholkach, gdzie trzeba dokonac
staranniejszej kalkulacji. Mianowicie, jesli mamy bok od A do B,
budujemy nie pasek, ale zbiór punktów odleglych o ~r od AB

Ozel6wka ligi zadaBiowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen r.zw1~zanzadan 153 /WT_1,51/ i 154 /WT_2,52/
z numeru 8/1987

Marcin Mazur - Bialyetok 47,59pkt
Piotr Kumor - OlsztYB ,47.51pkt
JaB Ciaeh -Oatrewiec S 44.17pkt
Miroslaw Mikuoki - August6w 42,68pkt
Pietr Wach - Katowic •• 41,35pkt
Edward OrzechsWllki - Warszawa 41,15pkt
Tadeusz J6zefczyk - PozBan 41,10pkt
Krzysztof JedziBiak- Katowice 39,85pkt

Sume 44_ punkt6w przekraczaja: pan Mazur
po raz trzeci /6smy Weteran Klubu 44/,
pan Kumor po raz pierwszy i pan Ciaoh
po raz drugi.

158. Liczby Xl i x" sa pierwiastkami trójmianu kwadratowego
fet) = (2_ (X, +x") t+XIX". Zatemf(t) < Odla t E (X,; X"),
a stad O;; f(Xl)+ ... +f(xn) = Lxf- (x, +Xn)Lxl+nx, X" =
= L xf + nx, x"' przy czym nierównosc jest ostra, jesli choc jedna
z liczb Xl nalezy do przedzialu otwartego (x l;X"). Innymi slowy:
nierównosc prze<.:hodzi w równosc wtedy i tylko wtedy, gdy
x, = ... = Xk, Xk+ l = ... = X" dla pewnego k E {l, ... , n-l}.

Czytelnicy zapewne zauwazyli, ze podane tu rozwiazanie zadania
157 rózni sie stylem i charakterem od wiekszosci prezentowanych
w lidze rozwiazan. Byc moze, zauwazyli tez, ze jest ono w ogóle
niepoprawne. Zadanie to zostalo zaczerpniete z pewnego
amerykanskiego zbioru zadan. Znajduje sie ono tam wraz
z rozwiazaniem, którego doslownym tlumaczeniem jest przytoczony
tekst. O tym, ze zawiera ono istotny blad (niedokladnosc? luke?)
przekonalismy sie dopiero przy opracowywaniu rozwiazan do
naszego numeru, gdy temu rzeczywiscie sugestywnemu
rozumowaniu próbowalismy nadac bardziej precyzyjna forme. ,
Uznalismy jednak, ze warto to "firmowe" rozwiazanie pokazac'
Czytelnikom, zachecajac ich do przyjrzenia sie mozliwym
sytuacjom, wykrycia luki i do próby znalezienia poprawnego
rozwiazania. Dowód, który nam sie udalo dopracowac (zreszta

oparty generalnie na tym samym pomysle "brania pasków wzdluz
boków") jest - nie bedziemy tego ukrywac - dosc zawily.
Przedstawimy go Czytelnikom w odrebnym artykule w drugiej
polowie roku.
Moze uda sie komus z Czytelników znalezc rozwiazanie niezbyt
skomplikowane, a przy tym bezbledne. Prosimy wówczas
o przyslanie; oczywiscie juz nie w ramach konkursu ligowego
(zreszta, w chwili, gdy piszemy te slowa, nie wiemy jeszcze, co
znajduje sie w korespondencji od uczestników ligi). Jesli przyslane
rozwiazanie okaze sie istotnie prostsze czy nawet tylko istotnie
rózne od znalezionego przez nas, chetnie je wydrukujemy.
Problem wydaje nam sie na tyle ciekawy, ze warto do niego
powracac.

Przy redakcji "Delty" powstal ZERO KOPRU. czyli Zespól

Rozpowszechniania Konkursu Prao Ucznlowsklc~, zlozony z laureat6w

dotychczasowych konk-urs6w. Czlonkowie zespolu beda wyjezdzac

do szk6l srednich na spotke~ia z uczniami, wystarczy tylkO, aby

zainteresowane takim spotkaniem szkoly skontaktowaly sie

z redakcja "Delty" w celu uzgodnienia szczeg6l6w wizyty.

Liczymy na to, ze uda nam sie zachecic uczniów do szerszego

niz dotychczas udzialu w konkursis, a co najwazniejszs 

pom6c wwyborzs interesujacego tematu pracy konkursowsj.

Przypominamy, ze Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki

jest organizowany conocznie, a szczególOWY regulamin ukazal

sie w "Delcie" 2/1987, ukaze sie takze w "Delcie" 2/1988.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego

Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu

Ministerstwa Oswiaty i Wychowania.

2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial uczen, który VIterminie do dnia 1 maja pnesle
pod adresem Redakcji Delty jeden egremplarz swojej pracy matematycznej. Do

pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,

nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna pracy.,

S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje

o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda

dopuszczone do finalu konkursu.

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu

i kompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki

konkursu, zostana przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze

prace do finalu, który odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej

Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac

oraz nauczycielom - opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i naUCZyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu

Glównego PTM zaproszenie do ud.zialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez ucznia, podczas

specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz

15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, któremu poswiecona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedLie bralo pod uwage, oprócz

merytorycznej wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia

tematu oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny

i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez Ministerstwo

Edukacj i Narodowej.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia
Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Preies Towarzystwa.

Wszyscy uczestnicy finalu otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
Delta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad Glówny PTM

na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.
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Od tylu jest prosto

Najpierw "od przodu". Jak podzielic figure z rysunku l
na dwie jednakowe? A jak podzielic na dwie jednakowe
figure z rysunku 2? Zadania te nie wydaja sie bardzo
proste.

Zamiast je rozwiazywac spróbujmy najpierw zastanowic
sie, jak ukladac takie zadania. Pomysl nasuwa sie od
razu. Bierzemy byle jaka figure i przeksztalcamy ja
izometrycznie (to znaczy bez zmiany jakiejkolwiek
odleglosci) tak, by jej otrzymany drugi egzemplarz nie
nakladal sie na pierwotna figure bardziej niz brzegiem.

Rys. l

Rys.2

Suma pierwotnej figury i jej obrazu dzieli sie w sposób
oczywisty na dwie figury. Jesli jest to sytuacja
z rysunku 3, to zadnego zadania nie ma - podzial jest
widoczny na pierwszy rzut oka. Zadanie "robi sie"
dopiero wtedy, gdy obie czesci maja wiekszy kawalek
brzegu wspólny, a my nie zaznaczymy, gdzie jest brzeg,
a gdzie wnetrze figury. Nasze doswiadczenie wzrokowe
latwo podpowiada nam podzial wtedy, gdy uzyta
izometria jest przesunieciem lub symetria. Gorzej, gdy
uzyjemy obrotu lub symetrii z poslizgiem. Wlasnie te
gorsze sytuacje przedstawiaja rysunki l i 2.

Rys. 4. Figura uzyskana z takiej samej figury pierwotnej jak na
rysunku 3. ~

e



Ale jak zabrac sie do rozwiazywania zadania, a nie do
jego ukladania? Wydaje sie, ze najlepiej wyróznic
w brzegu figury, która mamy podzielic, jakis
charakterystyczny fragment i do tego taki, który
powtarza sie dwa razy. Nastepnie nalezy okreslic, jaka
izometria j naklada te wybrane fragmenty brzegu. Gdy

. taka izometrie znajdziemy, musimy ja "przepolowic",
to znaczy znalezc rozwiazanie równania

j= gg, Rys. 5

gdzie g oznacza szukana izometrie.

Rys. 6

Mala Delte opracowal Marek KORDOS

Rys. 7. Linia przerywana na rysunku lewym nie wyznacza
podzialu figury, bo wybiega poza nia.

I pQwstaje szereg pytan. Czy równanie j = gg (dla j nie
bedacego identycznoscia) moze miec wiecej niz dwa
rozwiazania? Czy figura moze sie dac podzielic na dwie
jednakowe na wieksza od dwóch, ale skonczona, liczbe
sposobów (bo nikt przeciez nie zada, by uzyc
zaproponowanego tutaj sposobu)? Jak poznac, ze
figura nie da sie podzielic na dwie jednakowe? Po czym
poznac, ze figure mozna podzielic na nieskonczenie
wiele sposobów (wystarczy np. by miala srodek
symetrii, ale czy innych nie ma?)? Pozostawiajac te
pytania Czytelnikom zwrócmy uwage na fakt, ze
znalezienie odpowiedniego fragmentu brzegu (aby dala
sie zastosowac zaproponowana metoda) moze nastreczac
trudnosci. Figura z rysunku 9 daje sie podzielic na dwie
jednakowe i to nasza metoda - ale jak wskazac dwa
fragmenty brzegu, które trzeba nalozyc? Dla
wszystkiego odpowiedz jest zamieszczona w tym
numerze.

11/'
11'1 'I ,, '/ "I, IIl

Ciekawa sytuacja powstaje wówczas, gdy nasze równanie
ma dwa rozwiazania. Tak jest w przypadku figury
z rysunku 2. Nasuwajace sie uznanie za j przesuniecia
powoduje, ze jako g mozemy wziac zarówno przesuniecie
(o wektor o polowe zmniejszony), jak tez i symetrie
z poslizgiem. W tym konkretnym przypadku tylko ta
druga mozliwosc nadaje sie go podzielenia .figury. Ale
nietrudno zmodyfikowac rysunek tak, by byly mozliwe
oba podzialy (rys. 8).

Rys.9

Ale co dalej? Poddajmy teraz wyrózniony fragment
brzegu znalezionemu przeksztalceniu g. Uzyskana linia
dzieli figure na dwie jednakowe lub przynajmniej
(jesli wzielismy zbyt maly fragment brzegu) wskazuje,
jak taki podzial ma wygladac.

Naturalne wyróznienie obu boków "z haczykami"
figury z rysunku l wskazuje nam, ze j jest obrotem o 90°
wzgledem "rogu" figury. Rozwiazaniem naszego
równania jest wobec tego obrót o 45° wzgledem tego
samego punktu.
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Rozwiazanie zadania z Malej Delty. o pewnym hokus-pokus w kombinatoryce

Dr Jerzy RUTKO WSKI

Jednym z dzialów kombinatoryki jest teoria tozsamosci kombinatorycznych, czyli takich

. tozsamosci, w których wystepuja symbole Newtona (~). Do tozsamosci kombinatorycznych
naleza np. równosci

(nEN, kENu{O}),

(n E Nu {O}).

Teoria tozsamosci kombinatorycznych jest bogata w metody i wyniki (utworzona przez
matematyka amerykanskiego GouJda lista najwazniejszych tozsamosci kombinatorycznych
zawiera ich 500). Z tozsamosci kombinatorycznych korzysta sie w rachunku prawdopodobienstwa,
teorii grafów, algebrze abstrakcyjnej, analizie matematycznej i w innych dzialach matematyki.

Przypomnijmy, ze jesli x E N, to

Powyzsze okreslenie wartoscI symbolu Newtona ma sens dla dowolnej (niekoniecznie naturalnej!)

liczby rzeczywistej x. Sluzy wiec ono za -definicje wartosci G) dla dowolnych x ER, k E Nu {O}.
Jako latwe cwiczenie polecam Czytelnikowi sprawdzenie, ze

(k E Nu {O}).

jesli k E N,

jesli k = O.

(-k) k(2k-:-l)
= (-1)

k k

(-1/2) = _ ~3 16 '

(X) = lx(x:-l)· (x-k+ 1)

k l· 2· k '
l,Rozwiazanie zadania M 496. Rozpatrzmy dwie

dowolne dziury. Zbiór,punktów przestrzeni

równo odleglych od srodków obu dziur jest

plaszczyzna; punkty, polozone blizej jednej

z dziur, tworza pólprzestrzen, która jest

zbiorem wypuklym. Wieloscian, zawierajacy

dana dziure, jest zbiorem punktów, których
odleglosci od srodka danej dziury sa mniejsze

niz od srodków pozostalych dziur. Taki

wieloscian jest wyptlkly, poniewaz jest czescia
wspólna zbiorów wypuklych (pólprzestrzeni).

Przyporza~kowanie dowolnej liczbie x E R przy ustalonym k E Nu {O} wartosci (~) jest funkcja.

Oczywiscie funkcja (:) jest wielomianem stopnia k. Np.

G) = 1, (;) = x, G) = ~ (x2-x), (X) _ x(x-l)(x-2) = ~(x3-3xZ+2x).3 - 1·2·3 6

Równiez dla tak ogólnych symboli Newtona sluszne sa pewne tozsamosci. Dla przykladu
sprawdzimy, ze

(porównaj te tozsamosc z (1)). Jesli k = O, to (3) redukuje sie do równosci l +x = x+ 1. Jesli
zas k E N, to

Rozwiazanie zadania M 498. Przypuscmy, ze

pionków jest skonczenie wiele i rozpatrzmy

najwyzszy wiersz szachownicy, w którym

jeszc2e sa pionki. Ostatni pionek z lewej strony

musi miec co najmniej pieciu sasiadów - wtedy

jcJnak ma sasiada z lewej - sprzecznosc.

(3) (x E R, k E Nu {O})

IX) (X) = (X) (X) x-k = (X) ~ = (X+I)\k + k+l k + k k+l ki k+l k+l·

A oto dalsze przyklady:

(4) (n EN, X ER),

Zaklecie to ma bardzo pozadana wlasnosc - jest ono liniowe. Oznacza to, ie dla dowolnych liczb
bl, ... , bn i dowolnych wielomianów Wl, ... , Wn zachodzi równosc

h(bl· Wl+ ... +bn, wn) = bl . h(Wl)+ ... +bn· h(wn).

(n E N, X ER) .

n

~(X:k) =(X+:+l)_lk=l

Przejdzmy wreszcie do naszego hokus-pokus. Otóz zaklecie h ("h" jak hokus-pokus) przemienia
w scisle okreslony sposób wieU)miany w liczby. Jesli 11' jest wielomianem, to h(w) jest jego
wspólczynnikiem przy zmiennej w pierwszej potedze, czyli jesli w(x) = CO+C1X+ ... +cnxn,
to h(w) = Cl.

• (5)

L;ltwo zohacl.Yc, ze liczby 5 w sformulowaniu

l.adanii.J nie da sie zastapic przez mniejsza.
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k l
'ak 'ak ~_ .. ... = a, .... L.; ajj=1

(:)li a-j
, j=O

a,' .... aj_" aj' aj+'

aj

jesli a rt {O, l, ... , k-l}.

jesli a E {O, l , ... , k - l }

(n EN),

, 1
·2· 1.(-1)' .... (a-k+ 1)= - a!' (k-a-l)!' (_l)"-kU

, k!

k

·a)_,·aj+,· ... 'ak= 2.;
j=1

l
c, = - a' (a-l)'

k! ...

( _l)a+kU

To konczy dowód naszego twierdzenia.

Z twierdzenia tego widac, ze zaklecie h przemienia kazdorazowo wyrazenie kombinatoryczne

(x+a)k w wyrazenie równiez kombinatoryczne. Teraz, gdy jestesmy juz wtajemniczeni w dzialanie
zaklecia h, mozemy przystapic do robienia sztuczek. Wezmy jako rekwizyt tozsamosc (4).
Zaklinajac lewa strone równosci (4) otrzymujemy

Przypadek II- kazda z liczb a" ... , adest rózna od O. Wspomniana wyzej sume iloczynów
mozemy w tym przypadku przeksztalcic nastepujaco

A oto dowód. Z definicji symbolu Newtona mamy

h((x:n) -l) = h( C:n)) -h(1) = (:) j~1 n~l -O = ~ ~.

W efekcie otrzymalismy nastepujaca, zupelnie niepodobna do (4) tozsamosc kombinatoryczna:

(x+a)Stad dla naszego wielomianu k mamy

, k-l

1 L 1CI = - a' (a-l)' ... ' (a-k+ 1) -- =
k! a-j

j=O

Zauwazmy, ze po wykonaniu mnozen w iloczynie dwumianów (x+al)· (x+a2)· .... (x+ak)
otrzymamy wielomian, którego wspólczynnik przy x jest suma k iloczynów postaci
a, ..... a)_1 • aH' ..... ak (j = 1,2, ... , k) - niech Czytelnik'sprawdzi to dla k = 2,3 i 4.
Rozwazmy teraz dwa przypadki:
Przypadek I - któras z liczb a" .. " ak, np. al, jest zerem. Wtedy wszystkie iloczyny zawierajace
czynnik al sa równe O i wspólczynnik przy x redukuje sie do jednego iloczynu

(x+a)a, ..... al_l' al+' ..... ak. W szczególnosci dla rozwazanego przez nas wielomianu k '
przy zalozeniu, ze a E {O, l, ... , k -l} mamy

(x+a) 1
= - [x+a]· [x+ (a-l)]' .... [x+ (a-k+ l)].

k k!

Fakt ten wynika wprost z definicji h oraz z okreslenia odpowiednich dzialan.

Istotna role w naszych czarach odgrywac bedzie nastepujace

Twierdzenie. Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista i niech k E N. Wtedy

( _1)"+k+1

k

2.; a, ....
j=!

1; (_~k+' (;) =1; ~k=1 ,k=1

Jesli w równosci (4) podstawimy x-l w miejsce x (wszak (4) jest równoscia wielomianów), to
otrzymamy nastepujaca tozsamosc wyjsciowa

,-

CO NOWEGO W

KW AZIKRYSZT ALACH?

Kwazlkrysztaly sa to krysztaly o
"medozwolonej" przez prawa klasycznej
krystalografii symetrn Jako pterwsze
odkryto kwazlkrysztaly o symetriI
pI~clOkrotnej zbudowane z 14% manganu I
86% aluminIum (patrz artykul w Delcie nr 8
z 1986 r ), a pózniej z innych stopów
metalt przejSciowych, W 1985 roku Leonid
Benderskt z Umwersytetu w Baltimore
(Maryland, USA) wykonal seri~ badan
stopów manganu i ghnu za pomoca
mIkroskopu elektronowego o wysokIej
zdolnoSct rozdzIelczej Udowodnil on, iz ze
wzrostem koncentracJI manganu
kwazlkrysztaly o symetnl pi~iokrotnej
"przechodza" w kwazlkrysztaly o OSI
dZlesl~ciokrótnej, Nastepme mieszana grupa z
Polttechmkt w Zurychu (Szwajcaria) i
Umwersytetu w Nagoja (Japoma) znalazla
badajac stopy mklu I chromu pewne dowody
na istnIeme kwazlkrysztal6w o symetrll
dwunastokrotnej Z koleI do badan wlaczyh
Ste uczem z Laboratorium Mikroskopti
Elektronowej ChInskiej Akademii Nauk w
Pektme, którzy najpIerw potwlerdzilt fakt
IstnIenIa kwazikrysztal6w osymetru
dZlesleclOkrotnej, Ostatmo zaS oglosllt o
odkrYCIUkolejnego, nowego gatunku
kwazlkrysztalów o symetrn oSmlOkrotnej
(Warto dodac, Ze mozltwoSc Istmema, takich
kwazlkrysztalów byla w 1986 roku
postulowana w pracach teoretycznych) Sa
to znów stopy metah przejSclOwych o
skladach Cr2Nt3Si2 oraz VlsNilOSI
Otrzymywano je w postacI cIenkich warstw
przez gwaltowne schladzanie rozpylonych
metalt i krzemu, Nastepnie próbki byly
badane przy u2yciu dyfrakcji elektronów
oraz mikroskopu elektronowego o wysokiej
zdolnoSci rozdzielczej (okolo 0,25 nm)
Otrzymane widma dyfrakcyjne wykazuja
bardzo wyraznie symetrie Mmiokrotna, Tzrt,
sa identyczne po obrocie o kat 21l/8 czyli
45·, Z kolei obrazy otrzymane w
transmIsyjnym mikroskopie elektronowym
wykazuj" brak symetrii periodycznej, co
jest wspóln" cech" wszystkich
kwazikrysztalów, Obrazy te moglI byc
natomiast symulowane za pomoc"
nieperiodycznej sieci otrzymanej z
kwadratów oraz rombów o identycznym jak
kwadraty boku i klIcie 45·, l-atwo narysowac
sobie tak" siec i przekonac sie, Ze istniej" w
niej punkty o symetrii oSmiokrotnej,
Obecnie jedynie 'slawny chemik i
krystalograt, laureat l)agrody Nobla, Linus
Paultng w dalszym ci"gu konsekwentnie
twierdzi, Ze kwazikrysztaly nie istnieja' i
usiluje wyjasnic istniej"ce dane
eksperymentalne przez wystepowanie w nich
tzw, wielokrotnych zblizniaczen, Natomiast
wiekszoSc krystalografów i fizyków ciala
stalego przekonana duz" ilMcia faktów
eksperymentalnych, jak i analiz
teoretycznych "pogodzila sie" z faktem
realnego istnienia kwazikrysztalów, Zapewnie
wiec w nowych podrecznikach z fizyki
kwazikrysztaly znajd" nalezne sobie miejsce,

FiZYCZnE nOWInHl
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(n E N)

I • I "I
I 1////// //1/.

S U //1 /1/1 111// LI o
p P'

Czyniac teraz hokus-pokus, otrzymujemy tozsamosc

n) k l l); (: (_1)1+1 }; j = --;;k=l j=l

(szczególy pozostawiam Czytelnikowi).

Czytelnik moze tez spra~dzic, ze z (5) mozna wyczarowac tozsamosc

n k l n+ I l
); ); -;- = (n+ l) ); -;- (n E N).
k=1j=1 ] j=2 ]

Np. dla n = 4 zachodzi równosc

( l) ( l l) ( l l l) (l l l l)
1+ 1+- + 1+-+- + 1+-+-+- = 5 -+-+-+- .2 23 234 2345

Takich zastosowan funkcji h (bo czymze jest h, jak nie funkcja?) jak te powyzsze mozna wskazac
jeszcze wiele.

_Zadania
Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 496. Udowoonic, ze prostopadloscienny ser szwajcarski mozna rozciac na wielosciany wypukle
w taki sposób, by w kazdym z nich znalazla sie dokladnie jedna dziura (dziury sa kuliste).
Rozwiazanie na str. 10

M 497. Niech x > O bedzie liczba niewymierna. Udowodnic, ze miedzy kazda para kolejnych
liczb naturalnych znajduje sie dokladnie jeden wyraz jednego z ciagów

l+x, 2(1+x), 3(1+x), ...

1+ :' 2(1+ :), 3(1+ :), ...
Rozwiazanie na str. 14

M 498. Na nieskonczonej szachownicy ustawiono pionki w taki sposób, ze kazdy ma co najmniej
pieciu sasiadów (przyjmujemy, ze kazde pole ma osiem pól sasiednich). Udowoonic, ze pionków
jest nieskonczenie wiele.

(Wlodzimierz Smolenski)
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 238. Miedzy dwa polaryzatory P i P' (patrz rysunek), których osie (kierunki polaryzacji

s~iatla przepuszczanego przez pryzmaty) tworza kat 45°, wstawiona jest rurka o dlugosci
l = 0,5 m wypelniona dwusiarczkiem wegla CS2• Zewnetrzne pole magnetyczne o indukcji B
skierowane jest równolegle do osi rurki. Jakie powinny byc zwrot i wartosc wektora B, aby jak
najwiekszy strumien swiatla docieral z punktu S do punktu O? Co sie stanie, gdy zamienimy
polozenia zródla swiatla S i punktu obserwacji O bez zmiany pozostalych elementów ukladu?
Stala opisujaca zaleznosc kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji swiatla w CS2 od dlugosci drogi
swiatla i natezenia pola magnetycznego (stala Verdeta) wynqsi V = 42"103T-l. m-l.
Rozwiazanie na str. 17

F 239. JasIro atomu wodoru (proton) i jadro atomu deuteru przyciagaja elektron z taka sarna
sila. Czy widma obu atomów beda takie same?

Rozwi~anie na str. 14
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A

o obrotach cial niewielkich (I)

Dr Jacek DOBACZEWSKI
Dr hab. Witold NAZAREWICZ

Rys.!. Trzy kulki A, B i C polaczone

sztywn~i pretami stanowia makroskopowy
model molekuly liniowej. Os symetrii tego

ukladu (os z na rysunku) jest, oczywiscie, jego

osia glówna. Pozostale dwie osie glówne (x i y)
sa prostopadle do osi symetrii i przecinaja

ja w srodku masy RM. Jesli srodek ladunku

RQ ukladu nie pokrywa sie ze srodkiem masy,
lo obrót wokól osi x (jak na rysunku)

spowoduje efektywny ruch ladunku

wypadkowego po okregu.

Wszyscy wiemy, ze Ziemia sie kreci"'. Wirowac moga tez mniejsze ciala, jak na przyklad grajace

baki, jojo, hula-hoop oraz latajace talerze. Czy mozemy jednak zaobserwowac wirujaca molekule?
atom? jadro atomowe? A jakze - mozemy. Obroty cial niewielkich maja jednak swoje cechy
szczególne, jakich prózno by szukac w makroswiecie. Zapytacie, jakie? Zaraz, zaraz, najpierw
przypomnijmy sobie, jak opisuje sie obroty cial "zwyklych".

Obrót ciala charakteryzuja trzy wielkosci fizyczne: predkosc katowa (1), moment pedu li moment
bezwladnosci J. Uklad wspólrzednych mozemy zawsze wybrac w taki sposób, aby skladowa I"

momentu pedu zalezala tylko od skladowej x predkosci katowej i aby tak samo bylo dla
skladowych y i z (uklad osi glównych):

(1)

• Patrz M. Kopernik O obrotach sfer

niebieskich (pierwsza czesc ukazala sie

w uaieglym roku nakladem Ossolineum).

Liczby J", J, i Jz nazyWamy glównymi momentami bezwladnosci ciala·sztywnego. Energie ruchu
obrotowego mozemy obliczyc ze wzoru:

I; J"; I; 1 2 1 2 1 2
(2a) E.br= --+--+-- = -J"w,,+-J,W,+-Jzwz,

21" 21, 21z 2 2 2
który w przypadku J" = J, = Jz = J sprowadzi sie do
(2b) E.br = JZ/21.

Ruch ciala sztywnego - nawet wtedy, gdy nie dzialaja na nie zadne sily - moze byc bardzo
skomplikowany. Pewne wyobrazenie o jego zlozonosci mozemy uzyskac wprawiajac w ruch
obrotowy podrzucany w reku przedmiot. Ruch ten wyglada "prosto", gdy uda nam sie wprawic
cialo w obrót wokól jednej z jego osi glównych. Wtedy os obrotu nie zmienia swojego kierunku
w przestrzeni, a wektory predkosci katowej i momentu pedu sa równolegle. Jesli cialo ma trzy
rózne glówne momenty bezwladnosci J" > J, > J., to nie bedzie sie ono trwale obracac wokól
osi o posrednim momencie bezwladnosci J, - obrotami stabilnymi moga byc tylko obroty wokól
osi o naj mniejszym i najwiekszym momencie bezwladnosci.

Zajmijmy sie teraz cialami, dla których dwa glówne momenty bezwladnosci sa identyczne,
a trzeci jest inny (ciala takle nazywa sie bakami symetrycznymi). Przyjmijmy, ze J" = J, > Jz.
Rysunek 1 przedstaWia cialo, które jest bakiem symetrycznym. Sa to tr:;.y kulki A, B i C polaczone
sztywnym pretem. Osia glówna tego ciala bedzie, oczywiscie, jego os symetrii OZ polozona
wzdluz preta oraz dowolne dwie osie prostopadle lezace w plaszczyznie prostopadlej do OZ.
Poczatek ukladu wspólrzednych umiescilismy w srodku masy ciala oznaczonym na rysunku
przez RM. Zalózmy równiez, ze kulki naladowane sa ladunkami QA, QB i Qc. Na osi OZ
zaznaczylismy srodek ladunku tego ciala, RQ•

Móglby sie ktos zapytac, po co "komplikowac" nasz przyklad przez dodanie ladunków
elektrycmych. Jakie to ma znaczenie?

Jak wiadomo, ladunek elektryczny (lub uklad ladunków) poruszajacy sie z przyspieszeniem
wysyla fale elektromagnetyczna.
Czestotliwosc tej fali zalezy odruchu ladunku, natomiast rozklad katowy promieniowania
okreslony jest przez rozklad przestrzenny ladunków zródlowych. Najprostszym przykladem jest
promieniowanie dipolowe wysylane przez ladunek drgajacy wzdluz prostej lub przez elektrony
w antenie (dipol elektryczny). Skomplikowany uklad ladunków moze wysylac promieniowanie
o bardzo zlozonym charakterze (kwadrupolowe, oktupolowe i in.). Jesli obracajace sie cialo jest
naladowane, bedzie, oczywiscie, emitowalo fale elektromagnetyczna, gdyz ladunki elektryczne

znajdujace sie w ciele poruszaja sie z przyspieszeniem. Z promieniowaniem zwiazana jest energia
pola elektromagnetycznego, która wysylana jest w przestrzen. Zgodnie z zasada zachowania
energii cialo bedzie stopniowo tracilo energie ruchu obrotowego, bedzie hamowane przez
promieniowanie. W tym miejscu bystry Czytelnik moze zadac pytanie: a co sie stanie z momentem
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Zbiór dyskretnych stanów (poziomów) rotacyjnych tworzy pasmo rotacyjne. Zgodnie ze wzorem
(4) róznica energii kolejnych stanów pasma:

gdzie li jest stala Plancka (Ii = 1,05' 10-34 J. s), natomiast liczbe calkowita / nazywamy liczba
kwantowa momentu pedu. Energie obrotowa czasteczki mozemy wiec przedstawic w nastepujacy
sposób:

pedu? Przeciez jesli na cialo nie dziala zewnetrzny moment sil, moment pedu baka nie powinien

ulec zmianie. Nie uwzglednilismy jednak tego1 ze z fala elektromagnetyczna tez zwiazany jest
moment pedu. A zatem wysylane promieniowanie zabiera zarówno energie, jak i moment pedu
baka. I nie ma paradoksu.

liz
E.br(J) = - I(H l).

2J
(4)

Przejdzmy teraz do swiata drobin i molekul. Sa one ukladami atomów zwiazanych silami

elektromagnetycznymi, które utrzymuja atomy skladowe w okreslonych wzajemnych
odleglosciach. Dla pIzykladu rozwazmy czasteczke dwutlenku wegla CO2• Ma ona budowe
liniowa, przy czym atom wegla znajduje sie miedzy atomami tlenu i w stanie równowagi
polozony jest dokladnie w srodku masy czasteczki (rys. 2). Ze wzgledu na symetrie ukladu
moment dipolowy tej czasteczki jest w stanie równowagi dokladnie równy zeru. Odleglosci
miedzy atomami tlenu a atomem wegla wynosza 1,16 A (lA = 10-10 m), sa wiec male i do
rozwazanego ukladu trzeba stosowac prawa mechaniki kwantowej opisujacej uklady
mikroskopowe. Okazuje Sie, ze energia rucnu obrotowego kwantowego baka wyraza sie wzorem
podobnym do wzoru (2b). Jedyna róznica polega na tym, ze moment pedu ukladu
mikroskopowego jest skwantowany, czyli moze przyjmowac tylko pewne szczególne wartosci:

(3) ,P ....•I;w=/(I+1)1i2 dla/=O,I,2,3, ... ,

Wrócmy teraz do przykladu z rysunku l. Wprawmy nasze cialo w obrót wokól osi OX i spójrzmy
na nie z kierunku wyznaczonego przez os OY. Co widzimy? Oto wokól pewnego nieruchomego
punktu w przestrzeni (RM) drga punkt RQ, w którym jest umieszczony wypadkowy ladunek
Q = Q,,+QB+QC. Jaki efekt musi sie pojawic? Oczywiscie, uklad bedzie emitowal
promieniowanie elektromagnetyczne. Poniewaz promieniowanie to pochoazi od obracajacego sie
dipola elektrycznego, bedzie to promieniowanie dipolowe. Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy masy,
ladunki i odleglosci miedzy nimi sa takie, ze srodek masy i srodek ladunku znajduja sie w tym
samym punkcie. Teraz nie ma juz wirujacego dipola elektrycznego. Uklad wyglada raz jak
ladunek skupiony blisko punktu RQ = RM (wtedy, gdy pret ustawiony jest w naszym kierunku),
a raz jak ladunek rozlozony po obu stronach tego punktu (wtedy, gdy pret jest ustawiony
prostopadle do kierunku, z którego patrzymy). Wyglada to zupelnie jak pulsowanie ladunku na
boki i do srodka. Taki zmienny rozklad ladunku bedzie równiez zródlem fali elektromagnetycznej
- bedzie emitowal tzw. promieniowanie kwadrupolowe.

n n n nx-- + --- = -- + -- = n.
l+x 1+~ l+x l+x

x

/'-- ...•,_ --- ,--.....•.• ,I \
I O C O ,'~I, 116 116 ,
\ I I I, ,'..••---,.......••• ---,......••.. --..,'

Liczby n/O +x) i n/(1 +~) maja niezerowe

czesci ulamkowe, których suma na mocy

powyzszej równosci wynosi l. Zatem

[n/O+x)l+[n/(I+~)] = n-I, czyli jest
n - l wyrazów obu ciagów mniejszych od n i n

wyrazów mniejszych od n + l, co konczy
dowód.

Rozwiazanie zadania M 497. Czesc calkowita

liczby Q bedziemy oznaczac przez [al.
Zauwazmy, ze zaden z wyrazów obu ciagów
nie jest liczba calkowita. Niech n bedzie liczba

naturalna. Jest [n/O + x)l wyrazów pierwszego

ciagu mniejszych od n i [n 1(1 + ~)] wyrazów
drugiego ciagu mniejszych od n.
Jednakze

Rys. 2. Molekula dwutlenku wegla CO,.
Odleglosci miedzy jadrami podane sa na

rysunku w angstremach. Linia przerywana
zaznaczono schematycznie rozmiar obszaru

zajmowanego przez elektrony molekul. Male
kulki reprezentujace jadra atomowe sa,
oczywiscie, na rysunku duzo za duze.

(Sa)

lub

(Sb)

Rozwiazanie zadania F 239. Atom deuteru ma

jadro dwa razy ciezsze od jadra atomu wodoru.
Jesli prtyjmiemy. ze elektron porusza sie wokól

nieruchomego jadra, to oba widma powinny
byc identyczne. W rzeczywistosci elektron

i jadro poruszaja sie wokól wspólnego srodka

masy. Poziomy energetyczne takiego ukladu sa

identyczne z pozi~mami energetycznymi" ciala
o ladunku równym ladunkowi elektronu e
i masie

Mm
JJ = M+m'

gdzie M - masa jadra, In - masa elektronu.

Energia fotonu wypromieniowanego przy
przejsciu ze stanu opisanego liczba kwantowa
ni do stanu 112 (nt'> n2) wynosi

gdzie €o - przenikalnosc dielektryczna prózni,
h -stala Plancka. Widma obu atomów beda

wiec rózne.

jest liniowa funkcja liczby kwantowej momentu pedu I. Uklad kwantowy przechodzac z danego
poziomu na poziom nizszy emituje kwant promieniowania elektromagnetycznego. Energia tego
kwantu musi byc dokladnie równa róznicy energii miedzy poziomami, a moment pedu kwantu
musi byc dokladnie równy róznicy momentów pedu dwu poz\omów. W kwantowej teorii pola
elektromagnetycznego fale elektromagnetyczna mozemy opisac jako zbiór czastek, fotonów.
Foton ma energie liw, ped liwie oraz moment pedu, który jest wielokrotnoscia li. Najmniejszy
moment pedu fotonu równy jest Iii i foton taki nazywamy fotonem dipolowym. Fotony
o momencie ped~ 21i nazywa sie fotonami kwadrupolowymi, o momencie pedu 31i 

oktupolowymi, itd.

Analizujac promieniowanie emitowane z gazowego dwutlenku wegla mozemy zaobserwowac
kwanty o okreslonych energiach i okreslonych momentach pedu i z tych obserwacji "ulozyc"
cale pasmo rotacyjne. Wyniki takiego pomiaru przedstawione sa na rysunku 3a. Jak widzimy,
pasmo rotacyjne sklada sie wylacznie ze stanów o parzystych momentach pedu. Energie
emitowanych kwantów promieniowania przedstawione sa na rysunku 3b. Ze znakomita
dokladnoscia rosna one liniowo wraz ze wzrostem momentu pedu - upewnia nas to o tym, ze .
znalezlismy prawdziwe pasmo rotacyjne. Dwutlenek wegla emituje wylacznie kwanty o momencie
pedu 21i. Dlatego momenty pedu stanów w pasmie zmieniaja sie co 2, a stanów o nieparzystym
momencie pedu po prostu nie ma. Przypomnijmy sobie nasza analize ukladu kul na precie -
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wystepowanie promieniowania kwadrupolowego przekonuje nas o tym, ze czasteczka dwutlenku
wegla nie ma momentu dipolowego, a wiec potwierdza to hipoteze, ze atomy tlenu polozone sa
symetrycznie po dwu stronach atomu wegla.

Czasteczka CO, jest bialym krukiem w swiecie molekul - wiekszosc z nich ma w równowadze
niezerowe momenty dipolowe. Dla przykladu popatrzmy na -wyniki pomiaru promieniowania

tlenku azotu N,O (rysunki 4a i 4b). Pasmo rotacyjne zawiera teraz poziomy o wszystkich liczbach
kwant.owych I; róznice momentów pedu miedzy kolejnymi poziomami sa równe l, a wiec kazdy
z kwantów promieniowania musi unosic moment pedu lli. Czasteczki N,O emituja wiec
promieniowanie dipolowe, a zatem maja w równowadze niezerowy moment dipolowy. Jest tak
dlatego, ze w czasteczce tlenku azotu atomy azotu sa po tej samej stronie atomu tlenu (rys. 5).

Dotychczas mówilismy tylko o obrotach wokól osi prostopadlej do osi symetrii. Uklad pretów
i kul makroskopowych, o jakim mówilismy na poczatku, moze sie, oczywiscie, obracac równiez
i wokól swojej osi symetrii. Mozna byloby wiec oczekiwac podobnego ruchu w przypadku
ukladu mikroskopowego. Natrafiamy tu jednak na powazny problem zwiazany z niemoznoscia
odróznienia czasteczki liniowej od takiej samej czasteczki obróconej Q jakis kat wokól osi
symetrii. W przypadku ukladu pretów i kul rozróznienia takiego mozemy dokonac; na przyklad
stawiajac pedzelkiem mala kropeczke na jednej z kul ukladu i obserwujac jej polozenie.
Czasteczki liniowe maja idealna symetrie obrotowa i z punktu widzenia mechaniki kwantowej
ruch obrotowy wokól ich osi symetrii po prostu nie istnieje. Natomiast kazde odstepstwo od
.liniowosci czasteczki prowadzi do pojawienia sie kilku pasm rotacyjnych.

Rys. 3. Pasmo rotacyjne gazowego dwuth:nku ;e
wegla CO, (a) otrzymane z jego widma <:...

absorpcyjnego (b).

------

H.ys. 4. Pasmo rotacyjne gazowego N20 (a l.g,

olu.ymane Z widma absorpcyjnego (b). e-
S;
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Rys. 5. Molekula tlenku aLotu.

Znajac energie emitowanych kwantów i wartosc stalej Plancka mozemy wyznaczyc momenty
bezwladnosci rozmaitych molekul. Dla naszych-czasteczek CO, i N,O wynosza one odpowiednio
0,72' 10-45 kg' m' oraz 0,67' ]0-45 kg' m', a wiec sa bardzo male. Nie oznacza to jednak, ze
czasteczki obracaja sie wolno! Aby przy tak malym momencie bezwladnosci móc zmagazynowac
"az" jednostke li momentu pedu, musza one wykonywac okolo ]010 obrotów na sekunde, co przy
ich malych rozmiarach wymaga,.by skrajne atomy poruszaly sie z calkiem spora predkoscia
kilkunastu metrów na sekunde. Z jeszcze wiekszymi predkosciami katowymi wiruja jadra
atomowe!

Czytelnicy pisza

75812394
-49321857

26490537
+73509462

99999999

Rozwazmy nastepujace zadanie: od danej liczby parzystocyfrowej, której pierwsza cyfra jest
wieksza od ostatniej, odejmijmy liczbe powstala z wyjsciowej przez zapisanie jej cyfr w odwrotnym
porzadku. Do otrzymanej w ten sposób liczby dodajmy liczbe z niej powstala znów przez
zapisanie jej cyfr w odwrotnym porzadku (jesli róznica miala mniej cyfr niz liczba, z której
startowalismy, to dopisujemy jej na poczatKu O i dopiero "odwracamy"). Okazuje sie, ze jesli
zaczynalismy od liczby 2n-cyfrowej, to w 45' przypadkach nasze postepowanie da w wyniku
liczbe 2n-cyfrowa skladajaca sie z samych dziewiatek. Wynik taki otrzymamy, jezeli tylko liczba,
od której rozpoczelismy, spelnia nastepujace warunki (al oznacza i-ta od konca cyfre danej
liczby) _

a" > a" a,n_l < a" a,,~, >~" ... , a,+l > an, jesli n nieparzyste,

a an .•. 1 < an, gdy n parzyste.
Jesli zas liczba nie spelnia powyzszych warunków, to opisane postepowanie prowadzi do liczby,
w której zapisie nie wystepuja cyfry 2, 3, 4, 5, 6, 7. '

Wynik ten wra~ z dowodem przekazal nam pan Tadeusz Boncler. Sadzimy, ze publikowanie
dowqdu zepsuloby Czytelnikom przyjemnosc, jaka bedzie przeprowadzenie go samodzielnie.
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Jedyna instytucja Watykanu zajmujaca sie badaniami
w dziedzinie nauk fizycznych jest zalozone w 1891 roku przez
papieza Leona XIII Watykanskie Obserwatorium Astronomiczne.

Liczby kardynalne to obiekty matematyczne odpowiadajace
liczebnosci zbiorów: dwóm zbiorom odpowiada ta sama liczba
kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy sa one równoliczne. Na
liczbach kardynalnych mozna rachowac (dodawac, mnozyc,
potegowac) - np. suma dwóch liczb kardynalnych,
odpowiadajacych rozlacznym zbiorom A i B, jest liczba kardynalna
odpowiadajaca zbiorowi AuB. Najbardziej znanymi liczbami
kardynalnymi sa liczby naturalne. Mozna je wyróznic sposród
innych liczb kardynalnych wlasnie za pomoca dodawania: liczba
kardynalna a jest naturalna wtedy i tylko wtedy, gdy

a+a =P a.

Zauwazmy, ze O -liczba kardynalna odpowiadajaca zl;>iorowi
pustemu - nie spelnia tego warunku. Dlatego tez wiekszosc
matematyków nie uwaza zera za liczbe naturalna.

Badanie wlasnosci mikroobwodów elektronicznych wymaga
stosowania bardzo krótkich impulsów elektrycznych.
W laboratorium IBM w Zurychu opanowano technike wytwarzania
rekordowo krótkich impulsów trwajacych pól piko sekundy
(5 . 10-13 s).

Dzieki ogromnej ilosci swiatla dochodzacej ze Slonca mozna przy
jego obserwacjach stosowac obiektywy o niezwykle dlugich
ogniskowych otrzymujac w ten sposób duza skale obrazu Slonca.
Bardzo dlugi teleskop bylby jednak bardzo niewygodny w uzyciu,
dlatego teleskop sloneczny jest z reguly nieruchomy (role tubusa
spelnia czesto tunel prowadzacy w glab Ziemi), a swiatlo
sloneczne kierowane jest don przez uklad dwóch plaskich luster,
tzw. celostat. Najwiekszy tego rodzaju teleskop znajduje sie w
obserwatorium na Kilt Peak (Arizona) i ma ogniskowa 90 m.

Wodór neutralny w stanie podstawowym nie powinien - na
zdrowy rozum - wysylac zadnego promieniowania, poniewaz stan
podstawowy ma energie najnizsza z mozliwych dla danego atomu.
Jednak w stanie podstawowym wodoru mozliwe sa dwa ustawienia
spinów protonu i elektronu: równolegle i antyrównolegle, przy
czym w pierwszym przypadku energia calego atomu jest odrobine
wyzsza niz w drugim. Przejsciu miedzy tymi poziomami odpowiada
emisja (lub absorpcja) kwantu o dlugosci fali 21 cm. Dlatego
neutralny, chlodny wodór mozna obserw0'rac metodami
radioastronomicznymi. Istnienie promieniowania wodorowego o
fali 21 cm przewidzial teoretycznie holenderski astronom
H.C. van de Hulst w 1945 r. Obserwacje tego promieniowania.
ogromnie przyczynily sie do poznania budowy naszej Galaktyki.

1&

W wielu przypadkach prawa opisujace zjawiska fizyczne sa
równowazne pewnej zasadzie,wariacyjnej, to znaczy zasadzie
okreslajacej, ze pewna wielkosc fizyczna przyjmuje wartosc
minimalna lub maksymalna dla rzeczywistego przebiegu zjawiska.
Na przyklad: w stanie równowagi ukladu mechanicznego wartosc
energii potencjalnej jest ekstremalna (dla minimum jest to
równowaga trwala); przy zadanym rozkladzie ladunku potencjal
elektrostatyczny rp(r) ma taki rozklad, ze wielkosc

~ eo f (V'rp)2dV- f e(r)rp(r)dV

ma wartosc minimalna (eo - jest przenikalnoscia dielektryczna
prózni, e(r) gestoscia ladunku); prad plynie przez przewodnik
w taki sposób, ze cieplo wydzielone w jednostce czasu ma wartosc
minimalna .... Tak sformulowane prawa sa punktem wyjscia
wielu metod znajdowania rozwiazan przyblizonych. Okreslamy
wówczas pewna klase "funkcji próbnych" o szczególnie prostej
postaci, zblizonej przy tym do spodziewanego rozwiazania (np.
postaci rozkladu potencjalu rp(r» i wsród nich znajdujemy taka,
która odpowiada minimum z zasady wariacyjnej. O ile nie
wybralismy zbyt waskiej klasy funkcji, to tak znalezione
rozwiazanie dobrze plzybliza rozwiazanie ogólne.

Istnieja prostokaty, które mozna podzielic na skonczona liczbe
róznych kwadratów (najmniejsza ich liczba to 9). Natomiast
prostopadloscianu nie mozna podzielic na rózne szesciany.

Srednia energia kinetyczna protonów we wnetrzu Slonca
(~1,3 keV) jest nieporównanie mniejsza od energii odpychania
kulombowskiego (~0,48 MeV) podczas zblizenia ich na odlegloSC,
przy której moga zaczac dzialac sily jadrowe. Czy w zwiazku
z tym temperatura we wnetrzu Slonca nie jest zbyt niska, by
mogly zachodzic tam procesy jadrowe? Odpowiedz przeczaca
daje mechanika kwantowa, której prawom podlegaja czastki
mikrokosmosu, a wiec i protony w gwiazdach. Bariera potencjalu,
stanowiaca przeszkode nie do przebycia dla czastki klasycznej,
staje sie przepuszczalna - zachodzi tu efekt tunelowy. Choc
prawdopodobienstwo przenikniecia przez bariere potencjalu dla
pojedynczej czastki wynosi w procesie tego rodzaju zaledwie
10- 9 na sekunde i tak mozemy spodziewac sie kilkuset tysiecy
takich procesów w ciagu godziny, skoro we wnetrzu Slonca
w reakcjach biora udzial setki miliardów protonów.

Która z liczb Y5 + V 22+ 2 Y5, V'11 + 2 y'29 +

+ V 16-2 Y29+2 V 55-10 Y29 jest wieksza?
Wystarczy w tozsamosci (dla c2 ;;;. d)

V c+ yd = ]i c+ y c2-d "11 / c- JI'C2=d2 + V 2

wziac c = 22, d = 20 i nastepnie sprawdzic (podnoszac obie
strony do kwadratu), ze

Y5+ Vl1-2y29 = V16-2 Y29+2 V55-10V29.

Tak wiec dwie poczatkowe liczby sa równe.



Rozwiezanie zadania F 238. Plaszczyzna
polaryzacji swiatla rozchodzacego sie w rurce
z es, ulegnie skreceniu o kat 6 = V' B' I.
Kierun~k obrotu plaszczyzny polaryzacji jest
taki jak kierunek pradu elektrycznego
wytwarzajacego pole B: dla obserwatora
w punkcie O skrecenie nastapi w strone
prawa, gdy pole skierowane jest od O do S.
Strumien swiatla docierajacy do O jest
maksymalny, gdy po przejsciu przez es,
swiatlo spolaryzowane jest równolegle do osi
polaryzatora P', a wiec gdy kat O = 45°.
Odpowiednia wartosc pola B wynosi wówczas

6

B = --v.T = 0,13 T.

Kierunek obrotu plaszczyzny polaryzacji zalezy
od zwrotu wektora B. Swiatlo wychodzace
z punktu O nie dotrze do S (jesli zwrot
i wartosc pola B pozostanie bez zmian), gdyz
bedzie spolaryzowane prostopadle do osi
polaryzatora P. Uklad opisany w zadaniu jest
.wiec "wentylem optycznym" przepuszczajacym
swiatlo tylko w jednym kierunku.

Patrz w niebo

Milosnicy astronomii nie powinni miec trudnosci w odnalezieniu na niebie jednej z najbardziej
osobliwych gwiazd zmiennych - e Aurigae. Lezy ona w bliskim sasiedztwie bardzo jasnej
gwiazdy - Capelli (Kozy) i wraz z dwiema slabszymi gwiazdkami (1] i C Aurigae) tworzy maly
trójkat zwany Kozletami. W maksimum blasku e Aurigae jest najjasniejsza wsród Kozlat
(3,5 mag), podczas gdy w minimum - naj slabsza (4,3 mag). Okres zmian jej blasku jest bardzo
dlugi - ponad 27 lat - nie sa wiec mozliwe amatorskie obserwacje zmiennosci. Warto jednak
wiedziec, jak astronomowie tlumacza jej szczególne zachowanie, bowiem przez kilkadziesiat lat
sprawiala im niemalo klopotów.

Podczas ostatniego zacmienia, które trwalo od lata 1982 roku do wiosny 1984 roku,
przeprowadzono szereg cennych obserwacji, które przyczynily sie do powstania modelu tej
gwiazdy. Oto jak sie on przedstawia:

Glówna gwiazda jest nadolbrzymem typu widmowego F, 120000 razy jasniejszym od Slonca.
Tak duza moc promieniowania stawia ja wsród najjasniejszych gwiazd w Galaktyce. Przy swej
ogromnej jasnosci nie jest zbyt goraca (typ widmowy F), a wiec jej rozmiary musza byc
kolosalne - srednice szacuje sie na 2 j.a. Gdyby znalazla sie w miejscu Slonca, pochlonelaby trzy
najblizsze planety, w tym Ziemie.

Do ciaglych, choc stosunkowo niewielkich zmian jej blasku przyczyniaja sie pulsacje (o okresie
3 miesiecy), a takze blyski na powierzchni trwajace po kilka minut. Prawdopodobnie gwiazde
otacza gazowy pierscien swiecacy dzieki promieniowaniu odbitemu od jego powierzchni.

Duza masa (15-30 MO) jest przyczyna szybkich (w skali czasu zycia gwiazd) zmian
ewolucyjnych. Choc zaledwie pare milionów lat temu opuscila ciag glówny, przeszla juz faze
czerwonego olbrzyma i moze wkrótce skurczyc sie do stadium bialego karla lub innej zwartej
gwiazdy.

Duza jasnoSC i masa glównej gwiazdy ukladu e Aurigae oraz jej silnie zaawansowany stan
ewolucyjny sprawiaja, ze jest ona rzadkoscia wsród gwiazd, jest jednak calkowicie "pospolita"
w porównaniu ze swym ciemnym towarzyszem.

To, ze jest on ciemny, wiemy w oczywisty sposób z faktu, ze wywoluje zacmienia. Jest zapewne
rozlegly, bowiem zacmienia trwaja dlugo - ponad rok. Zaburzenia, które wywoluje w ruchu
orbitalnym nadolbrzyma, wskazuja, ze powinien byc to obiekt dosc masywny - o masie rzedu
kilkunastu MO. Zasadniczy problem dla astronomów stanowilo stworzenie modelu obiektu
laczacego wszystkie te cechy. Do rozwiazania zagadki przyczynily sie obserwacje dokonane
w zakresie podczerwieni za pomoca satelity IRAS. Wynika z nich, ze podczas zacmienia przed
tarcza nadolbrzyma przesuwa sie chlodne cialo o temperaturze - 500 K. Nie jest to gwiazda, ale
dysk, którego rozmiary szacuje sie na 9 j.a. sredn~cy i 1 j.a. grubosci. W ciagu 27,1 lat okraza on
srodek masy ukladu po niemal kolowej orbicie o promieniu -25 j.a. Sam dysk nie móglby
jednak oprzec sie dzialaniu ogromnej sily grawitacyjnej nadolbrzyma. Wyglada na to, ze cos
masywnego znajduje sie w jego centrum. To "cos", niedostepne bezposrednim obserwacjom,
powinno promieniowac malo energii, bo inaczej nawet calkowicie zasloniete przez dysk,
pobudzaloby go do swiecenia, czego nie obserwuje sie. Poczatkowo przypuszczano, ze jest to
czarna dziura, jednak wobec braku potwierdzenia w postaci promieniowania rentgenowskiego
i ultrafioletowego hipoteze te odrzucono. W tej sytuacji jedyny, zgodny z obserwacjami, model
przewiduje istnienie w centrum dysku dwóch gwiazd ciagu glównego, kazda o masie 8 MO.

Caly uklad zawiera wiec trzy gwiazdy, dwa dyski i prawdopodobnie jako calosc otoczony jest
chmura gazu. W dodatku zaden z dysków nie jest równolegly do plaszczyzny orJ:>ityukladu.
Pierscien wokól nadolbrzyma jest silnie nachylony, znacznie jednak ciekawsze efekty obserwacyjne
wywoluje niewielkie nachylenie dysku otaczajacego uklad podwójny. Podczas ostatniego zacmienia
zaobserwowano pojasnienie ukladu w centralnej fazie zjawiska, poprzednio - w 1956 roku
pojasnienie bylo znacznie slabsze, a w 1928 roku nie obserwowano go w ogóle. Te fakty
obserwacyjne interpretuje sie wlasnie jako powolna (o okresie okolo ]000 lat) zmiane orientacji
(precesje) dysku, wskutek czego gwiazdy w jego centrum sa czasem zupelnie niewidoczne, innym
znów razem, przy wiekszym nachyleniu dysku, mozna zarejestrowac promieniowanie pochodzace
bezposrednio od nich. Astronomowie przewiduja, ze do nastepnego zacmienia dysk przechyli sie
jeszcze bardziej, a wiec silniej niz ostatnio wzrosnie na pare miesiecy jasnosc ukladu podczas
centralnej fazy zacmienia.

Spogladajac noca na te niepozorna gwiazdke - e Aurigae - nie domyslilibysmy sie, jak zlozona
jest jej budowa, ile ciekawych procesów za~hodzi w tym ukladzie. Nie nalezy jednak sadzic, ze
astronomowie widza go "bezposrednio" tak, jak np. na naszym rysunku na okladce. To, co
zostalo opisane wyzej, to tylko model, który, jak w przypadku tysiecy innych gwiazd, powstaje
na podstawie obserwacji natezenia ich promieniowania, jego polaryzacji czy wygladu widma.
Wszystkie gwiazdy, nawet w najpotezniejszych teleskopach, sa obiektami punktowymi, trzeba
wiec rzetelnej wiedzy (i duzej fantazji, rzecz jasna), by pogodzic wszelkie dane obserwacyjne
w modelach nierzadko bardzo skomplikowanych. Kolejne generacje astronomów, stosujac
nowoczesne techniki obserwacyjne, beda weryfikowaly poprawnosc modelu e Aurigae. Do
najblizszego zacmienia w 2010 roku zostalo jeszcze sporo czasu, moze wiec Ty, Czytelniku,
bedziesz mial swój udzial w rozwiazywaniu tajemnic tego osobliwego ukladu.

mgr Joanna UDALSKA
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