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Pro! dr Stanislaw HARTMAN

Manowce intuicji (II)
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Zajmiemy sie pewnym ciekawym zbiorem miary O. Podzielmy odcinek [0,1] na trzy równe

.. ( 1 2)czesci i wyrzucmy_ wnetrze czesci srodkowej, to jest przedzial otwarty 3' 3 .Nastepnie

podzielmy kazda z pozostalych czesci na trzy równe czesci i wyrzucmy wnetrza czesci

srodkowych, to jest przedzialy otwarte (~, ~) i (-~, ~-). Powtarzajmy te operacje9 9 \9 9 •

w nieskonczonosc (óczywiscie w mysli). Co pozostanie? Zbioru, który pozostanie, nie mozna
uwidocznic na rysunku, ale rysunek moze pomóc naszej wyobrazni. Oto "trzecie przyblizenie"
tego zbioru .

Pozostana I)a pewno konce usunietych przedzialów otwartych. Napisane w systemie trójkowym

Wygladaj~ one tak: O; 0,1 (= ~); 0,2 (= ~); 1; 0,01 (= ~); 0,02 (= ~); 0,21 {= ;);

0,22 (= :) itd. Zamiast 0,1 mozemy takze napisac 0,0222 ... , zamiast 0,01 mozemy napisac
, '\ '

0,00222 ... i tak dalej, to znaczy mozemy wystepujaca na koncu jedynke zastapic przez zero

i nieskonczony ciag dwójek, podobnie jak w systemie dziesietnym mozna zamiast 0,1 (= 1~-)
napisac 0,0999 ... A wiec wszystkieIiczby, które sa koncami usunietych przedzialów otwartych,
mozemy napisac w systemie trójkowym nie uzywajac cyfry 1. W ich rozwinieciach wystepuja
od pewnego miejsca same zera (dla prawych kODCÓW)lub same dwójki (dla lewych konców).
Istnieje wiec w [O, l] nieskonczenie wiele innych liczb, które mozna w tym ukladzie napisac bez
cyfry l, poniewaz kazdy ciag zer i dwójek wyraza taka liczbe. Te wlasnie "bezjedynkowe" liczby
pozostana po wyrzu,ceniu wszystkich "srodkowych" przedzialów, bo te srodkowe to takie,
których punkty maja w rozwinieciu trójkowym na któryms miejscu jedynke, na przyklad:

l 2
wyrzucone liczby miedzy - a - to te, w których rozwinieciu trójkowym wystepuje 1 na

3 3~
l 2 7 8

pierwszym miejscu za przecinkiem, wyrzucone liczby miedzy - a - i miedzy - a - to liczby,
, . 9 9 9 9

w których wystepuja na poczatku cyfry 01 lub odpowiednio 21 i tak dalej. A zatem mozemy
scharakteryzowac zbiór, który pozostanie po wszystkich "wyrzucaniach", jako zbiór liczb
w odcinku [O, 1], które mozna w ukladzie trójkowym napisac bez cyfry 1. Nazywa sie on
zbiorem Cantora od nazwiska odkrywcy. Oznaczmy go przez C. 'Widac, ze jest to bardzo
"dziurawy" z.biór: w kazdym odcinku lezacym w [O, 1] istnieje odcinek wolny od punktów C.

Wykazemy; ze zbiór C jest zbiorem miary O. To bardzo proste. Wybierzmy dowolna liczbe
\ e > O i zacznijmy usuwac "srodkowe" przedzialy tak, jak to czynilismy przy konstrukcji zbioru

. 1 (Cantora. Pierwszy krok polega na wyrzuceniu jednego przedzialu dlugosci "3 mianowicie

( l 2 )) . 1przedzialu 3' 3 .Drugi krok to wyrzucenie 2 przedzialów dlugosci '9' n-ty krok to
1

wyrzucenie 2"-1 przedzialów dlugosci -. W ciagu calej konstplkcji usuwamy w ten sposób
" 3"

.' ~ 2"-1
przeqzialy, których dlugosci maja sume )' --- = 1. A wiec dla pewnego no bedzie

. ,{;;;t 3"

no 2"-1 '. -
)' -- > 1- 8. Po no krokach zostaje w [O, l] zbiór zlozony z odcinków lezacych miedzy

n'7:t 3"

tymi, których wnetrza usunelismy, a suma dlugosci tych pozostalych jest mniejsza od 8. Ale ~

przeciez pokrywaja one lacznie caly zbiór C. Zatem zbió~ Cantora istotnie moze byc pokryty
ciagiem (nawet skonczonym) odcinków.o dowolnie malej sumie dlugosci. To konczy dowód.

1



Nic tu nie przeczy intuicji. Najwyzej sam zbiór Cantora moze sie wydac niezwykly. Ale ze taki
rozrzedzony, dziurawy zbiór jest miary 0, to nas nie dziwi. Moze jednak ktos potrafi troche
zmienic konstrukcje zbioru Cantora tak, zeby pozostal zbiór nie bedacy miary 0, ale tak samo
dziurawy, to jest taki, ze kazdy odcinek zawiera odcinek rozlaczny z tym zbiorem.

Postawimy teraz nastepujace pytanie:

(P) Czy wiór Cantora mozna pokryc ciagiem odcinków o dowolnie zadanych dlugosciach

(ta~ jak to jest dla zbiorów przeliczalnych)?

Odpowiedz brzmi: nie. Zatem istnieja zbiory miary ° bez takiej wlasciwosci. Oczywiscie, musza
to byc zbiory nieprzeliczalne, a wiec zbiór Cantora jest przykladem nieprzeliczalnego zbioru

miary O. O istnienie takich zbiorów pytalismy na koncu czesci I tego artykulu. Teraz naszym
zadaniem jest uzasadnic odpowiedz "nie" na pytanie (P). W tym celu udowodnimy, ze istnieje

funkcja ciagla w przedziale [0, l] slabo rosnaca, tj. taka, ze jesli X2 > x., to [(X2) ;;" I(x.),
przyjmujaca wartosc stala w kazdym przedziale stycznym do zbioru Cantora (tak bedziemy
nazywac przedzialy, które wyrzucilismy przy konstrukcji tego zbioru, bo to krócej i uprzejmiej),
wartosc ° dla x = ° i wartosc l dla x = 1. Istnieniu takiej funkcji chcialoby sie zaprzeczyc.
Bo jakze to? Przedzialy styczne maja w sumie dlugosc l, tak jak caly odcinek [0, l]; w tych

przedzialach naszej funkcji nie wolno rosnac, bo ma miec stala wartosc w kazdym z nich, nie
wolno jej w zadnym punkcie skoczyc w góre (na wzór funkcji czesc calkowita), bo jest ciagla,
a jednak ma wzrosnac od ° do l. Postaramy sie, zadac klam intuicji -' zbudujemy taka funkcje.

Zapiszmy kazde x ze zbioru C w systemie trójkowym nie uzywajac jedynki (tak mozna!).
Otrzymamy ciagi zer i dwójek (za przecinkiem). Napiszmy teraz zamiast kazdej dwójki wlasnie
jedynke, dotychczas zabroniona. Kazdy tak otrzymany ciag zer i jedynek odczytajmy jako
pewna liczbe napisana w systemie dwójkowym. Te liczbe przyjmiemy za wartosc funkcji I. l l
w punkcie x. Na przyklad dla x = - = 0,0222 ... mamy I(x) = 0,0111... =-.3 2

Okreslilismy w ten sposób funkcje Iw punktach zbioru C. Pozostaje okreslic ja w przedzialach
stycznych do C. Otóz na obu koncach kazdego takiego przedzialu (a one naleza do C)/ma te
sama wartosc. Istotnie: lewy koniec ma zawsze w rozwinieciu trójkowym od peWnego miejsca
same dwójki, a przed nimi zero. Prawy koniec tegoz przedzialu ma zamiast tego zera dwójke,

7 8

a zamiast tych dwójek zera, np. 9- = 0,20222..., 9" = 0,22000 ... Mamy wiec

I( ~) = 0,10111... = ~ (odczytujemy te liczbe w systemie dwójkowym) _

i I(f) = 0,11000 ... =+= I( ~).
Dokladnie tak samo "wychodzi" równosc funkcji/na koncach dowolnego przedzialu
stycznego do C. Teraz uzupelniamy definicje funkcji Inadajac jej w kazdym punkcie dowolnego
przedzialu stycznego do C taka wartosc, jaka przyjmuje na koncach tego przedzialu. Otol
przebieg funkcji Iw przedzialach stycznych dlugosci ;;" - -:
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FiZYCZnE nOWInHl

JAK CZLOWIEK MOlE

ZOBACZYC JEDEN FOTON?

Widzenie jest niezwykle fascynujacym.
bardzo zlozonym zjawiskiem, którego
wyjasnienie wymaga zrozumienia calego
szeregu procesów fizycznych. chemicznych.
biologicznych i psychologicznych. Siatkówka
ludzkiego oka zawiera bowiem dwa rodzaje
detektorów swiatla. W ciagu dnia uZywamy
okolo dwóch milionów mniej czulych
czopków. które umozliwiaja nam
rozróznianie barw, W ciemnosciach
wykorzystujemy z kolei okolo stu milionów
bardzo czulych precików. Poszukiwania
progu czulosci precików wykonywane przez
róznych badaczy doprowadzily do
zdumiewajacego wniosku. Stwierdzono
bowiem. ze w odpowiednich warunkach
(dlugotrwale przyzwyczajenie do ciemnosci)
mozliwe jest zaobserwowanie przez czlowieka
sygnalu swietlnego kilku fotonów. Zjawisko
to znane od kilkudziesieciu lat. nie bylo w
pelni zrozumiale. W ostatnich latach. bardzo
interesUjace eksperymenty przeprowadzone'
w USA. ZSRR i Japonii na komórkach
ocznych pozwolily na zrozumienie fizycznych
i chemicznych podstaw lancucha zjawisk
rozpoczynajacego sie absorpcja jednego
fotonu przez precik. Okazalo sie. ze w
"gotowym do dzialania" preciku wystepuje
tzw. ciemny prad wywolany przeplywem
jonów sodu i potasu. Absorpcja jednego
fotonu przez jedna ze stu milionów
czasteczek rodopsyny (purpury wzrokowej)
znajdujacych sie w preciku powoduje
gwaltowna redukcje tego ciemnego pradu
przez zablokowanie przeplywu milionów
atomów sodu przez membrane znajdujaca
sie w komórce. Ten bardzo zlozony proces
chemiczny. polegajacy na rozpadzie setek
molekul. naZywany jest "chemicznym
fotopowielaniem ". Z fizycznego punktu
widzenia istotny jest fakt, ze slaby sygnal
(foton) jest w stanie zamknac o wiele
silniejszy przeplyw (prad jonów Na+) i w
konsekwencji doprowadzic do przekazania,
poprzez uklad nerwów, pewnego sygnalu
pradowego do mózgu. Natezenie tego pradu
zostalo zmierzóne. W przypadku precika
absorpcja jednego fotonu prowadzi do
sygnalu rzedu jednego pikoampera (1 pA =
10-12 A) trwajacego okolo 0,3 sekundy. Jak
latwo obliczyc, oznacza to prz\plyw ladunk .•.•
okolo 3"10-13 kulomba, czyli okolo dwóch
milionów ladunków elementarnych. W
czopkach odpowiedni sygnal pradowy jest o
dwa rzedy wielkosci slabszy. Dla jednego
fotonu szacuje sie go na okolo dziesiec
femtoamperów (1 fA = 10-15 A). a na
dodatek jest on czterokrotnie krótszy.
Oznacza to przeplyw ladunku wynoszacego
"tylko" okolo pieciu tysiecy ladunków
elementarnych. liCZby te wyjasniaja
doskonale róznice w poziomie czulosci (jak i
szybkosci reakcjQ. czopków i precików. Przy
wolniejszej reakcji czopków czlowiek nie
b~lby w stanie obserwowac szybko
poruszajacych sie przedmiotów. Z kolei
proces "zliczania fotonów· w precikach jest
znacznie bardziej wydajny, ale za to
kilkakrotnie wolniejszy. Przed badaczami
mechanizmu widzenia stoi jeszcze wiele
pytan. Bardzo interesujacy jest na
przyklad problem separacji przez mózg
slabych pikoamperowych sygnalów z zawsze
obecnego szumu. Wspomniane powy2ej
pomiary sa jednak istotnym krokiem na
drodze ku poznaniu tajemnic wzroku.

Oczywiscie, mamy f(O) = O if(1) = l. Funkcja f jest slabo rosnaca. Istotnie: w przedzialach
stycznych pozostaje stala, a dla dwóch punktów Xl, X2 E C, Xl < X2, jesli n jest pierwszym
miejscem, na którym w rozwinieciu trójkowym Xl i X2 róznia sie, to n-ta cyfra liczby Xl jest O,

a n-ta cyfra X2 jest 2. Wtedy liczby f(Xl) i f(X2) róznia sie w rozwinieciach dwójkowych takze
dopiero na n-tym miejscu i n-ta cyfra liczby f(Xl) bedzie O, a n-ta cyfra liczby f(X2) bedzie 1,
zatemf(x2) > f(Xl)'

Pozostaje wykazac ciaglosc funkcji f Aby wykazac ciaglosc funkcji monotonicznej, wystarczy
dla kazdego punktu Xo znalezc chocby jeden ciag (x,D dazacy do Xo z lewej strony i jeden ciag
(x;) dazacy do Xo z prawej strony tak, by bylo lim f(x~) = Iim f(x;) = f(xo). Jezeli Xo lezy

poza C, a wiec w jakims przedziale stycznym, to nasza funkcja f ma w otoczeniu Xo stala
wartosc, wiec jest w Xo ciagla. Jezeli Xo nalezy do C, to Xo przedstawia sie w rozwinieciu

trójkowym za pomoca zer i dwójek. Jesli nadto Xo nie jest prawym koncem przedzialu
stycznego, to dwójek jest w tym rozwinieciu nieskonczenie wiele. Jesli któras z nich zamienimy
na zero, dostaniemy liczbe mniejsza. Jezeli te dwójke do zamiany bedziemy wybierali coraz
dalej, to otrzymamy ciag punktów zbioru C zbiezny z lewej strony do Xo. Wartosci funkcji f
w tych punktach beda sie w swym rozwinieCiu dwójkowym róznily od f(xo) tym, ze na jednym
miejscu, coraz dalszym, zamiast 1 wystapi O, a wiec ich ciag bedzie dazyl do f(xo). Znaczy to,
ze funkcja f jest ciagla w Xo z lewej strony. Jesli Xo jest prawym koncem przedzialu stycznego, to
w pewnym otoczeniu Xo z"lewej strony wartosc funkcji f jest taka jak w Xo, a wiec i wtedy
mamy ciaglosc w Xo z lewej strony. Prawostronnej ciaglosci funkcji f dowodzi sie analogicznie
(trzeba najpierw zalozyc, ze Xo nie jest lewym koncem przedzialu stycznego i zamieniac coraz
dalsze zera na dwójki).

Zbudowalismy w ten sposób funkcje spelniajaca wszystkie zadane warunki. Wymyslil ja na
poczatku naszego stulecia wielki matematyk francuski Henri Lebesgue (wymawia sie to mniej
wiecej Lebeg z akcentem na drugim e i z dzwiecznym g na koncu). Odegrala ona duza role
w nauce o funkcjach i znana jest pod nazwa funkcji schodkowej Lebesgue'a. A teraz,
korzystajac z niej, dowiedziemy, ze zbioru Cantora nie mozna pokryc ciagiem przedzialów
o dowolnie zadanych dlugosciach. Otóz funkcja f, jak kazda funkcja ciagla na odcinku, ma taka
wlasnosc, ze dla kazdego e > O istnieje takie o> O, ze jesli IX2-Xt! < a, to

1
If(X2)- f(Xl)1 < e. Niech e bedzie równe najpierw -, a odpowiednie a oznaczmy przez al'. 4

1
Potem wybieramy e = -, a odpowiednie a niech sie nazywa 152, I tak dalej, to znaczy za n-tym

8
1

razem przyjmujemy e = --, a odpowiednie a oznaczamy przez 1511, PrzypuSCmy, ze zbiór C
2"+1 .

mozna pokryc odcinkami dlugosci al, 152, ••• Na przedziale dlugosci a" fun~cja wzrasta najwyzej
1 <Xl 1 1

o --, a wiec suma tych przyrostów nie przekracza J; -- = -. Jednak, skoro te
2"+1 n=l 2"+1 2

przedzialy pokrywaja caly zbiór C, to ta suma wynosi co najmniej 1, gdyz o tyle funkcja f
wzrasta miedzy punktem x = O a punktem x = 1, a w przedzialach stycznych do C nie wzrasta
wcale - w kazdym z nich jest stala. Ta sprzecznosc dowodzi, ze przedzialami dlugosci 1511

nie mozna pokryc zbioru Cantora.

Z istnienia funkcji schodkowej Lebesgue'a wynika jeszcze jeden ciekawy wniosek oprócz tych,

które wyciagnelismy Z góry, mianowicie: zbiór Cantora jest równoliczny ze zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych w [0,1]. Istotnie, funkcja f przyporzadkowuje (trudno sie obejsc bez tego
niezgrabnego slowa) kazdemu punktowi zbioru C liczbe rzeczywista w [O, 1] tak, ze wszystkie te
liczby zostaja w ten sposób wyczerpane (bo otrzymujemy wszystkie rozwiniecia dwójkowe).
Wynika stad, ze liczb w [O, 1] jest co najwyzej tyle, ile punktów zbioru Cantora, a oczywiscie nie
jest ich mniej. Zobaczylismy wiec, ze z dwóch zbiorów nieprzeliczalnych równolicznych jeden
moze wygladac na duzo wiekszy od drugiego: caly od.cinek jest równoliczny z "dziurawym"
zbiorem C. Dla zbiorów przeliczalnych mielismy juz wczesniej podobny przyklad: gesty zbiór
liczb wymiernych i rzadki zbiór liczb naturalnych sa równoliczne. Widac stad, ze licznosc
(mówi sie czasem "moc") nieskonczonego zbioru punktów nie mówi jeszcze wszystkiego o jego
wielkosci, gdyz mozna ja okreslac za pomoca innych jeszcze cech. W szczególnosci wyróznilismy
pewien rodzaj zbiorów malych - to te, które mozna pokryc ciagiem odcinków o dowolnie
malej sumie dlugosci, czyli zbiory miary O. Pokazalismy, ze to nie to samo, co dac sie pokryc
ciagiem odcinków o dowolnych dlugosciach - ta cecha przysluguje, jak wiemy, zbiorom
przeliczalnym. Ale, dodajmy, istnieja takze zbiory nieprzeliczalne dajace sie pokryc ciagiem
odcinków o dowolnie zadanych dlugosciach.

Najwyzszy czas konczyc te pogadanke, naladowana pojeciami i tematycznie niejednorodna. Kto

doczytal do konca, niech ochlonie na swiezym powietrzu,
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Rys. 1. Rozklad energii (widmo) ciala
daskonale czarnego dla róznych temperatur.
Dokladniej: kazda krzywa przedstawia moc.
emitowana z jednostki powierzchni ciala
w jednostkowym przedziale dlugosci fali.

- Zwracamy uwage na znane cechy tych
krzywych: im wyzsza temperatura, na tym
krótszej fali wypada maksimum widma

(prawo Wiena) i tym wieksze jest pole •
powierzchni pod krzywa, czyli calkowita moc
jednostki powierzchni ciala (proporcjonalna
zreszta do czwartej potegi temperatury 
prawo Stefana-Boltzmanna).

Czy Slonce jest cialem doskonale czarnym?

Dr Tomasz KWAST

Na lekcjach fizyki w szkole slyszelismy o pewnym fikcyjnym obiekcie zwanym "cialo doskonale
czarne". Mówilo sie, ze (z definicji) pochlania cale padajace nan promieniowanie,
promieniowanie zas przezen wyswiecane ma specjalny rozklad widmowy okreslony prawem
Plancka (rys. 1). Wlasnosci te byly przypisywane róznym swiecacym cialom, w tym Sloncu
i gwiazdom. Pózniej, na studiach fizyki temat ten byl omawiany dokladniej i dowiadywalismy
sie, ze cialo doskonale czarne to takie, w którym panuje "równowaga termodynamiczna" (r.t.).
Oznacza to, ze w kazdej chwili tyle samo (srednio) czastek czy fotonów leci w lewo co w prawo,
w góre co w dól, tyle samo zachodzi pochloniec kwantów co ich emisji, tyle samo jonizacji co
rekombinacji itd., krótko mówiac - wszelkie procesy mikroskopowe sa dokladnie
"zrównowazone". W takim obiekcie ruchy czastek rzadzo!le sa praw~m Maxwella, obsadzenie
poziomów energetycznych prawem Boltzmanna, stan jonizacji prawem Sahy, a rozklad
widm~wy wypelniajacego ten obiekt promieniowania -'- jak sie rzeklo - prawem Plancka.
Ponadto, i jest to ogromnie wazne, wystepujaca w tych prawach temperatura jest w stanie r.t.
jednakowa dla nich wszystkich.

Tu mozna zaraz zauwazyc, ze stan r.t., jezeli nawet jest gdzies realizowany, to nie moze byc
widzialny. Zobaczenie bowiem takiego obiektu jest mozliwe tylko wtedy, gdy czesc jego
promieniowania wydostanie sie na zewnatrz, a wtedy nie ma juz doskonalego "równowazenia
sie" procesów mikroskopowych. W szczególnosci zatem Slonce nie moze byc cialem doskonale
czarnym, z banalnego powodu: bo swieci. I nie chodzi tu o potoczny sens tych slów: skoro

swieci, to nie jest czarne. Chodzi o to, ze przy powierzchni Slonca fotony w wiekszoSci wylatuja
na zewnatrz, a wiec nie ma pelnej równowagi, a wiec cialo takie z definicji .nie jest doskonale
czarne w sensie fizycznym. Wobec tego moze przynajmniej jego promieniowanie jest
w przyblizeniu zgodne z prawem Plancka? Spróbujmy to rozwazy~.

W naj prostszym modelu zewnetrznych warstw gwiazdy przyjmujemy, ze gwiazda ma

"powierzchnie", tzw. fotosfere, a wszystko co jest ponad nia to atmosfera. Fotosfere Slonca po
prostu widac -'- na niej sa granule, plamy i ona daje wrazenie ostrego brzegu tarczy naszej
gwiazdy. Czesc promieniowania wybiegajacego z fotosfery (niechby nawet o widmie
planckowskim) zostaje przechwycona przez gaz atmosfery - glównie, jak wiadomo, wodór,

mianowicie w tych miejscach widma ciaglego, gdzie energia k\yantu jest równa róznicy energii
jakichs dwóch poziomów energetycznych atomu wodoru. Inaczej mówiac, wskutek przejsc miedzy
poziomami energetycznymi wspólczynnik absorpcji wodoru ma przy pewnych czestosciach
(dlugosciach fali) ostre maksima, a zatem widmo promieniowania przenikajacego warstwe
wodoru musi miec w tych samych miejscach ostre minima - sa to linie absorpcyjne.

Ale mozliwe sa równiez przejscia elektronów w atomach wodoru z rozmaitych poziomów do
stanu lliezwiazanego, czyli jonizacje. Domyslamy sie, ze promieniowanie o dlugiej fali (czyli

niskoenergetyczne) praktycznie nie jest w stanie atomu zjonizowac, a je~1ijuz, to z poziomów
odpowiednio wysokich. Promieniowanie coraz bardziej krótkofalowe moze jonizowac wodór
z poziomów coraz nizszych, wreszcie promieniowanie o fali równej. 912 A i krótszej moze
jonizowac wodór nawet z poziomu podstawowego. Dlatego wykres wspólczynnika absorpcji
ciaglej wodoru ma tak charakterystyczna zebata postac (rys. 2a). Rzecz jasna, widmo ciagle

o) Wsp. 912,1,

ObsorPCji/[ 3646,1,
wodoru L-/l ...I

i. I :3 l 4 /5-v ,1 2 Ib)Widmo u
ciagle

gwiazdy

8206,1,

--I ".-I l ~
~ 8~ 9.103A

Rys. 2. Schematyczny przebieg zalezno~ci wspólczynnika absorpcji ciaglej dla wodoru (a) iwynikajacy z tego ksztalt

widma ciaglego gwiazdy z atmosfera wodorowa (b) i o typie zblizonym do AO. Cienka linia to widmo ciala

dosko~ale czarnego o tej samej temperaturze (la 500 K).
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W obu zadaniach nalezy przyjac: srednia
mase molowa powietrza równa 29 g/mol,
!/lolowe cieplo wlasciwe powietrza przy
stalym cisnieniu równe 29,3 J/mol . K, a takze
zalozyc, ze powietrze jest gazem doskonalym.

2. Delta 4/88

gwiazdy wodorowej równiez musi byc zebate, z ta róznica, ze odpowiednie zeby beda skierowane
w.dól (rys. 2b). Na rysunku tym zaznaczono ciensza linia rozklad Plancka dla temperatury
10500 K (taka temperature powierzchniowa maja gWiazdy typu AO), obie krzywe zas sa tak
wyskalowane, by pola pod nimi byly jednakowe. W ten sposób mamy zapewnione, ze jednostka
powierzchni gwiazdy i powierzchni ciala doskonale czarnego o tej samej temperaturze maja
jednakowa moc calkowita.

Zgodzimy sie wiec chyba, ze nazywanie gwiazd cialami doskonale czarnymi jest mala przesada,
albo - jak kto woli -poboznym zyczeniem. Zalozenie takie przyjmujesie, jezeli naprawde nic
lepszego nie mozna zrobic, np. gdy trzeba cos szybko oszacowac. Dlatego w dokladniejszych
obliczeniach zaklad~ sie, ze wprawdzie ruchy czastek, oosadzenie poziomów i stan jonizacji sa

takie jak w r.t., lecz rozklad promieniowania niekoniecznie. Mówimy wtedy, ze w atmosferze
gwiazdy panuje lokalna równowaga termodynamiczna. Oczywiscie i to jest przyblizeniem i cale
zagadnienie w zaleznosci od potrzeb mozna dalej uscislac. W ogóle w przyrodzie wystepuja
prawie wylacznie stany odlegle od r.t. Np. pokój o temperaturze powietrza 300 K jest
przenikniety albo promieniowaniem slonecznym o temperaturze 6000 K, albo swiatlem zarówki
o temperaturze 2000 K, korona sloneczna o temperaturze' gazów okolo miliona kelwinów jest
przeniknieta tez promieniowaniem slonecznym, osrodek miedzygwiazdowy moze byc bardzo
goracy (szybkie ruchy czastek), a praktycznie wcale nie swieci (wskutek wysokiego rozrzedzenia),
laser w temperaturze pokojowej moze miec ujemna temperature obsadzen poziomów
energetycznych (tzw. inwersja obsadzen), Ksiezyc pozornie swieci swiatlem slonecznym
(w kazdym razie ma sloneczne widmo optyczne), ale temperatura jego powierzchni jest rzedu
400 K itd. Przykladów takich mozna by podawac bez liku, a dowodza one znanego skadinad
faktu, ze przyroda jest bardziej skomplikowana, niz nam sie z poczatku wydaje.

Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 502. Udowodnic nastepujaca ceche podzielnosci przez 19. Odrzucamy ostatnia cyfre

i podwojona dodajemy do otrzymanej w ten sposób liczby. Operacje te powtarzamy, dopóki nie
otrzymamy liczby dwucyfrowej. Otrzymana liczba jest podzielna przez 19 wtedy i tylko wtedy,
gdy badana liczba jest podzielna przez 19.
Rozwiazanie na str. 6

M 503. Niech hl i h2 beda wysokosciami trójkata, a r promieniem okregu wpisanego. Wykazac, ze

l l I l-<-+-<-.
2r hl' h2 r

Rozwiazanie na str. 6

M 504. Nalezy zmierzyc dlugosc dwóch kijów (jeden z nich jest ,>,:yraznie dluzszy od drugiego).
Mozna wykonac dwa pomiary. Blad pomiaru jest zmienna losowa X o wartosci oczekiwanej

EX = O i odchyleniu standardowym }/D2X = G. Czy istnieje lepsze wyjscie, niz pomiar
dlugosci kazdego kija z osobna? -
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 242. Wyznaczyc moc spirali elektrycznej suszarki do wlosów przyjmujac, ze suszarka daje
72 kgjgodz powietrza ogrzanego' o 50°C. \

Rozwiazanie na str. 7

F 243. Ogrzane w poblizu, owierzchni Ziemi powietrze unosi sie do góry, rozszerzajac sie przy

tym z powodu spadku cisnienia. Rozszerzaniu towarzyszy ochlodzenie, poniewaz proces jest
w przyblizeniu adiabatyczny (mozna zaniedbac wymiane ciepla z otoczeniem). Zjawisko to jest

przyczyna powstawania chmur. Wyznaczyc spadek temperatury powietrza na kazde 100 m
wysokosci.
Rozwiazanie na str. 6
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Ro~wia~aDie ~adania M 502. Wyslarc~y

zauwazyc, ze

([xl Oznacza c~~sc calkowita lic~by x).

Ro~wia~anie ~adaDia M 503. Oznaczmy prze~

5 pole trójkata, a, b - dlugosci boków, na

które opuszczono wysokosc, c - dlugosc
trzeciego boku. Wystarczy wykazac, ze

25 25 25 25-- <--+-- <--
2r h, h, r

ale ~ = a + b'!:.." ~ = a ~ = b
r 2 h, 'h, '

zatem powyzsza nierównosc jest
równowazna z

a+b+c < a+b < a+b+c,-2-
odejmujac c od kazdoj ze stron otrzymujemy

a+b-c < a+b-c < a+b,--2--
co jest prawda, gdyz a+b- c> O i c> O. To

konczy dowód.

Ro~wiazaDie ~adania F 243. W c~asie

przl:mieszczania sie z obszaru o cisnieniu Pl
do obszaru o cisnieniu P2 jeden mol

powietrza wykonuje prace przeciwko sile
zewnetrznego cisnienia (porównaj rozwiazanie

zadania F 242) równa

P,V,-P,V, = R(T,-T,l = R.JT,

gdzie .J T jest poszukiwanym obnizeniem

temperatury, a V, objetoscia jednego mola

w temperaturze T,. Ponadto wznoszacy sie

mol powietrza wykonuje prace równa p.gh
przeciwko sile ciezkosci. Poniewaz nie ma
wymiany ciepla, cala praca wykonywana jest

kosztem energii wewnetrznej gazu

JU = Cv(T;-T,),skad

Cv(T,-T,) = R(T,-T,)+p.gh.

A wiec spadek temperatury wraz z..::wzrostem
wysokosci wynosi

AT = p.ghj(Cv+R) = l'ghjCp ~ l K.

Patrz w niebo

W pogodna noc na niebie dostrzegamy golym okiem zaledwie okolo trzech tysiecy gwiazd.
Zaledwie, bowiem stanowi to nikly procent znanych, tzn. osiaganych przez teleskopy (do 24 mag)
obiektów. W dzisiejszych czasach sprawa odszukiwania i identyfikacji gwiazd jest stosunkowo
prosta. Kazda z nich, o jasnosci powyzej ~ 10 mag, ma swoja "etykiete" w postaci dokladnie
okreslonych wspólrzednych (rektascensji ex i deklinacji 15). Kazda ma swoje miejsce w katalogu
(czasem nawet niejednym). Bardzo rozpowszechnione jest oznaczanie gwiazd ich numerami
z katalogu Bonner Durchmusterung (BD). Powstal on na podstawie obserwacji wykonanych
w polowie XIX wieku pod kierownictwem niemieckiego astronoma F. W. Argelandera. Gwiazdy
sa tam uszeregowane w pasach deklinacyjnych co 1° wedlug wzrastajacej rektascensji i pooznaczane
numerami w kazdym pasie. Cóz nam jednak mówi numer BD-16°1591? Któz by sie domyslil,
ze chodzi tu onajjasniejsza gwiazde nieba - Syriusza?

Do obserwacji amatorskich wystarczaja w zasadzie oznaczenia tradycyjne - polegajace na okreslaniu
polozenia danej gwiilzdy wzgledem innych jasnych obiektów. Gwiazdy wyrózniajace sie blaskiem
maja na ogól nazwy wlasne - w wiekszosci pochodzenia arabskiego. Pierwsza zasada oznaczania
gwiazd widocznych golym okiem w danej konstelacji pochodzi od J. Bayera. W sporzadzonym
przez niego atlasie (1603 r.) gwiazdy kazdego gwiazdozbioru oznaczone sa literami greckimi,
mniej wiecej w kolejnosci malejacej jasnosci. Gwiazdy, dla których zabraklo liter z alfabetu
greckiego, oznaczone sa literami lacinskimi. Jednak nie w kazdym przypadku zasada ta zostala
zastosowana konsekwentnie. W niektórych gwiazdozbi'orach, jak np. w Wielkiej Niedzwiedzicy,

kolejnymi literami (ex, PI y, 15, e, C, 'TJ) oznaczone sa gwiazdy dla podkreslenia charakterystycznego
ksztaltu - od "kól tylnych" Wielkiego Wozu do konca "dyszla".

Juz w polowie XIX wieku, wskutek wzrostu liczby odkryc gwiazd zmiennych, zaistniala
potrzeba wprowadzenia dla nich osobnych oznaczen. Do dzis korzystamy z dosc skomplikowanej

metody wprowadzonej prz~z Argelandera.
Poslugujac sie atlasem Bayera, stwierdzil on, ze ostatnia litera uzyta tam do oznaczania gwiazd

bylo q. Zaproponowal wiec, aby kazda pierwsza odkryta w danym gwiazdozbiorze zmienna
oznaczac litera R, druga S i tak az do Z - a wiec aby do oznaczania ich symboli

wykorzystywac duze litery lacinskie od R do Z'o Argelander nie spodziewal sie, jak wiele gwiazd
zmiennych trzeba bedzie wkrótce nazwac. Dzis, wobec znajomosci okolo 30 000 takich obiektów
nikomu nie przyszloby do glowy oznaczanie ich symbolami literowymi.
Jednak, choc szybko okazalo sie, ze nie wystarczy liter (zauwazmy, ze w ten sposób mozna
oznaczyc zaledwie 9 gwiazd zmiennych w jednym gwiazdozbiorze), sposób Argelandera zostal
konsekwentnie rozszerzony. Gdy zabraklo pojedynczych liter, kolejne zmienne oznaczano RR

az do RZ, potem SS ... SZ, i tak az do ZZ. Dawalo to lacznie mozliwosc nazwania
piecdziesieciu czterech zmiennych w jednym gwiazdozbiorze.
Latwo sie domyslic, ze i to wkrótce nie wystarczylo. Wtedy cofnieto sie do poczatku alfabetu
i po zmiennej ZZ nastepna zostala AA. Dalszych 280 zmiennych mozna bylo oznaczyc zgodnie
z ta zasada. (We wszystkich kombinacjach pomija sie litere J, gdyz latwo pomylic ja z l.)
Gdy jednak okazalo sie, ze oznaczenia dla 334 zmiennych w jednym gwiazdozbiorze to jeszcze
wciaz malo, wreszcie odstapiono od metody. Aby nie komplikowac bardziej i tak juz dosc
zawilego systemu, zdecydowano sie trzysta trzydziesta piata zmienna w danym gwiazdozbiorze
oznaczac po prostu symbolem V335. Przynajmniej nie ma obawy, ze kiedys zabraknie oznaczen.
Do kazdego oznaczenia dodaje sie trzyliterowy skrót lacinskiej nazwy gwiazdozbioru (w pelnym
brzmieniu jest to dopelniacz nazwy lacinskiej). Gwiazda o najwiekszym numerze katalogowym
jest V4133 Sgr.

Nie mozna wiec powiedziec, aby zasady oznaczania gwiazd zmiennych byly eleganckie. Jako
uzytkownicy katalogów, a nie ich twórcy, moglibysmy. sie tym zanadto nie przejmowac, gdyby
nie fakt, ze zasady te nie sa równiez do konca konsekwentne. Zmienne, które wczesniej byly
oznaczone literami greckimi, nie otrzymaly nowych nazw. W szczególnosci-zachowaly nazwy

wlasn~ najbardziej znane zmienne, takie jak np. Algol (P Persei) czy Mira (o Ceti).

Czytelnicy Delty zapewne niejednokrotnie spotkali sie równiez z nazwami grup gwiazd
brzmiacymi podobnie jak nazwy systemu Argelandera. Gwiazda typu RR Lyr czy W UMa
moze byc dowolna zmienna, niekoniecznie z gwiazdozbioru Lutni albo Wielkiej Niedzwiedzicy.
Podobnie algolami, mirydami nazywa sie zmienne o wlasnosciach zblizonych do wlasnosci
Algola czy Miry. Nazwy takie powstaja na ogól od nazwy wlasnej gwiazdy, a nie gwiazdozbioru.
Tu jednak równiez nie ma pelnej konsekwencji. Cefeidy sa zmiernymi typu 15 Cefeusza (nie ma
ona nazwy wlasnej), a nie - jak móglby ktos przypuszczac - rojem meteorów, których nazwy
powstaja wlasnie od nazw gwiazdozbiorów. Gdyby w Cefeuszu znajdowal sie radiant meteórów
(co, na szczescie, nie jest prawda), wylacznie na pismie mozna by nazwe jego odróznic od
cefeid (nazwy radiantów meteorów, w przeciwienstwie do nazw grup zmiennych piszemy duza
litera)·

mgr Joanna UDALSKA
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Ostroznie z przyblizeniami

Nasz Czytelnik, pan Pawel Paszko, proponuje metode przyblizonego obliczania wartosci funkcji
cosinus. Oznacza on przez h funkcje het) = 2tZ-1, natomiast przez h. jej n-krotne zlozenie.

Wtedy cosx = 2cos2 ~ -l = h(COS~) = h (h (cos :)) = ... = h.(COS ;.). Korzystajac teraz
z przyblizonego wzoru

Rozwiazanie zadania F 242. Niech przed i za

spirala cisnienie i temperatura wynosza
odpowiednio Pi, Tl iP2, T2• Zmiana energii

wewnetrznej jednegQ mola powietrza jest

równa LI U = Cv(T. - T,), gd:be Cv jest

cieplem wlasciwym przy stalej objetosci.
Nastepujace po sobie porcje powietrza

przepycha~ace "nasz" mol gazu przy cisnieniu
P, wykonuja nad nim praceA, = P, V, = RT"
gdzie V, jest objetoscia jednego
mola powietrza przed nagrzewajaca
spirala; R - stala gazowa.

(I)

otrzymuje

cosy ~ l~~
2!

Analogicznie przy cisnieniu P2 gaz wykonuje
prace A. = P, V. = RT., gdzie V. jest

objetoscia jednego mola gazu za spirala.

Calkowita praca wykonana przez gaz wynosi:

A = A.-A, = R(T.-T,}= RLlT.

Na podstawie pierwszej zasady termodynamiki
cieplo dostarczone do gazu jest równe

Q = LlU+A = (Cv+R)LlT.

Stad okreslimy moc spirali

(2)

/

Wzór ten jest wedlug naszego Czytelnika wygodniejszy do obliczen niz wzór Taylora:
XZ x4 x6 n

cosx = 1- - + - - - + ... i np. dla n = S, x = - daje przy uzyciu najprostszego2! 4! 6! 3
n

kalkulatora 8-cyfrowego wynik cos - ~ 0,49996 ... zamiast O,S. Sprawdzmy, jakie przyblizenie3

powinien dawac wzór (2).

Funkcja h przeksztalca odcinek [-l, l] w siebie i h'(x) = 4x. Zatem dla dowolnych s, t E [-l, 1]
mamy Ih(t)-h(s)! ~ 4lt-sl i

Ze wzoru Taylora wynika, iz /cosy- (1- ~2)I< ~:. A zatem na mocy (3)

M = (Cv+R)m,LlT/1' = Cpm,LlT/1' ~

~ 103 W,

gdzie skorzystalismy z faktu, iz cieplo molowe

przy stalym cisnieniu wynosi Cp = Cv+ R
(m, jest wydajnoscia przeplywu, a I' srednia
masa molowa pow'etrza).

(3) ,

(4)

Ih.(t)-h.(s)1 ~ 4·lt-sl.

ICOSX-h" (1- ~ (~)2)1~ 4" Icos ~ _ (1- ~ (~)2)1~ 4" . (~)4 ._l =~.2 2" 2· 2 2" 2" 24 4" . 24

Tak wiec rzeczywiscie wzór (2) daje przyblizenie funkcji cosinus. Zobaczmy jednak co stanie
n

sie, gdy spróbujemy obliczyc cos - dla n = 7. Otrzymujemy (tez na 8-cyfrowym kalkulatorze)
3

n
cos- ~ 0,S008 ... Dokladnosc pogorszyla sie i zupelnie nie zgadza sie z dotychczasowa teoria.3

(n)4 I. Blad nie powinien przekraczac - . -7-- ~ 0,000004. Oto wyjasnienie klopotów.3 4 '24

t
Niech O < a < -. Wtedy funkcja h przeksztalca przedzial [l - a, l] w [1 - 4a, 1] (bo4

h(l-a) > 1-4a) i h": [1- _1_, 1] [~, 1]. Jesli ~ ~ a < b ~ l, to h(b)-h(a) > 2(b-a).2· 4" 2 2

Tak wiec jesli a, b E [1- _1-k ' l]' to2·4

Nierównosc ta pokazuje, ze maly blad popelniony przy podstawieniu argumeptu funkcji h"

moze spowodowac bardzo duzy blad wartosci funkcji. Nie ma wiec sensu stosowac wzoru (2)
dla zbyt duzych n. Jesli uzywamy kalkulatora 8-cyfrowego, to podstawiajac w (2) wartosc

(1- ~ ( ;" f) popelniamy blad nie wiekszy niz 5, 10-8• Oznaczmy przez b" maksymalny blad
wartosci funkcji h" przy bledzie argumentu mniejszym niz S' 10-8• Z (3) mamy b" ~ 4"· S' 10-8•

Jesli rozpatrujemy x E [_2k• 10-2• V120, 2k• 10-2• V120], to stosujac wzór przyblizony (2)
popelniamy na mocy (4) blad nie wiekszy niz

i nie warto stosowac wzoru (2) dla n > k. Tak wiec dla 2k. 0,0331 ~ lxi < 2k+l • 0,0331
stosujemy wzór (2) dla n = k i otrzymujemy wynik z dokladnosCia lepsza niz 4k• 10-7•

Oczywiscie moze sie zdarzyc, ze otrzymana dokladnosc bedzie duzo lepsza.

J.R.
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Nareszcie

Hugo Steinhaus jest autorem hasla "matematyk zrobi
to lepiej". Jego wielka zasluga bylo (miedzy innymi)
stworzenie samodzielnej dyscypliny badawczej -
zastosowania matematyki - i budowa silnego zespolu
uczonych zajmujacych sie ta dyscyplina.

Oczywiscie jego haslo nie przekazuje prawdy
o matematykach. Sa rzeczy, których matematyk nie
zrobi lepiej. Na przyklad slabe sa wyniki matematyków
w tzw. kantach. Slabo tez sobie poczynaja, gdy chca
cos zalatwic w jakims urzedzie czy instytucji.
Doskonalym tego przykladem sa ich poczynania
w sprawie niejako samego Steinhausa dotyczacej.

Hugo Steinhaus jest autorem najlepszej w swiatowym
dorobku ksiazki przedstawiajacej sposób patrzenia
i myslenia matematyków szerokiemu ogólowi. Ta
ksiazka to Kalejdoskop matematyczny. Ma ona bardzo
wiele wydan w róznych jezykach i w róznych krajach.

Sa (o dziwo) równiez wydania po polsku, w którym to
jezyku ukazalo sie jej pierwsze wydanie. Piszemy
"o dziwo", bo poprzednie jej polskie wydanie ukazalo
sie w 1956 roku (tak jest - ponad 30 lat temu). I gdy
anglo-, czy rosyjskojezyczni czytelnicy wciaz otrzymywali
jej nowe wydania, Polacy (zdolni poligloci, jak
wiadomo) tylko z importu mogli sie w nia
zaopatrywac.

Tutaj jakos inni umieli lepiej niz matematycy zadbac
o ukazywanie sie innych ksiazek. Dopiero z racji
obchodów stulecia urodzin Steinhausa i matematycy
zdolali sie dopchac do planu wydawniczego, co przez
poprzednie cwiercwiecze jakos im sie nie udawalo.
Ale jeszcze w tym roku bedzie!

Nie bedziemy pisac zadnej recenzji. Przytaczamy tylko
trzy fragmenty i zyczymy pomyslnych lowów na te
ksiazke (lowów - bo gdziez tam Kalejdoskopowi do
nakladu kryminalów).

D' D

Delta

Kolo ma te wlasnosc, ze drag o przekroju kolowym, z materialu jednorodnego i lzejszego od wody, moze sie utrzymac
bez ruchu na wodzie bez wzgledu na to, jak go obrócimy kolo osi. Tu narysowane kontury maja te sama wlasnosc,
gdy dobierzemy material o gestosci 1/2; sa to linie tak obliczone, ze kazda cieciwa, która polowi ich obwód, polowi
takze ich pole. Z tego. widac, ze wlasnosc równoczesnego polowienia' pola i obwodu nie jest wcale przywilejem kól.

~
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Majac obszar ograniczony krzywa, jak na przyklad jezioro Sniardwy, mozemy opisac na nim kwadrat. Latwo sie
o tym przekonac biorac naprzód pare stycznych r.ównoleglych i druga taka pare prosto'Padlado pierwszej, a.potem
obracajac cala ramke dokola konturu. Po obrocie o 90° para listew poziomych stanie sie pionowa i na odwrót.
Jezeli wiec odleglosc pary równoleglych listew byla wieksza niz drugiej pary, to po obrocie stanie sie mniejsza, musi
byc zatem moment, kiedy te odleglosci sie zrównaja, a wtedy wlasnie styczne utworza kwadrat.

Znacznie trudniej udowodnic, ze w kazdy kontur zamkniety mozna wpisac kwadrat; jednak rzeczywiscie tak jest.

Spekania mulu na brzegu rzeki, gdy go
wysuszy slonce, lub glazury na kaflach
wydaja sie zupelnie przypadkowe. Przy
blizszym obejrzeniu widac, ze katy sa
zblizone do prostych. To da sie
wytlumaczyc, jezeli przyjmiemy, ze
spekania sa wynikiem kurczenia sie
warstwy mulu. Linia pekniecia musi byc
wedlug zasad mechaniki taka, zeby
praca potrzebna do rozerwania warstwy
byla mozliwie mala. Ta praca jest
proporcjonalna do wielkosci przekrojów,
które powstaja przez rozerwanie, i linie

. pekniec musza miec taki przebieg, który
mozliwie zmniejsza wielkosc przekrojów.
W materiale jednorodnym ten warunek
daje katy proste. Zmienna grubosc
warstwy tlumaczy zakrzywienie linij
(dlaczego ?).

9



o obrotach cial niewielkich (II)

Dr Jacek DOBACZEWSKI
Dr hab. Witold NAZAREWICZ

W poprzednim artykule (Delta 2/1988) zajmowalismy sie obrotami
ukladów makroskopowych i molekul. Stwierdzilismy, ze wirujace
ciala naladowane wysylaja prómieniowanie elektromagnetyczne,
co dla obiektów mikroskopowych odpowiada emisji pojedynczych
fotonów unoszacych energie i moment pedu ruchu obrotowego.
Przekonalismy sie tez, ze analizujac emitowane promieniowanie
mozna, stwierdzic, jaka symetrie maja drobiny atomowe i jakie sa
ich rozmiary. Badajac widma rotacyjne mozemy zatem
"podgladac" uklady kwantowe tak male, ze nigdy nie bylibysmy •
w stanie ich zbadac za pomoca najlepszych mikroskopów.

Takimi obiektami, okolo 100 tysiecy razy mniejszymi niz
czasteczki, sa jadra atomowe. Fizycy dysponuja obecnie
urzadzeniami pozwalajacymi przyspieszac jadra atomowe
(a wlasciwie wielokrotnie zjonizowane atomy) do bardzo
wysokich predkosci. Kiedy taki szybki pocisk uderza w inne jadro
atomowe, oba jadra moga zlac sie w jedna calosc tworzac jadro
pierwiastka o liczbie atomowej równej sumie liczb atomowych
jader wchodzacych do reakcji. Latwo mozna sobie wyobrazic, jak
bardzo "niespokojne" jest takie nowo powstale jadro atomowe.
Jego powierzchnia drga gwaltownie, nukleony w srodku poruszaja
sie dosc chaotycznie, a calosc obraca sie z duzym momentem
pedu. Czasem takie konwulsje koncza sie rozpadem zlozonego
obiektu na dwa jadra zupelnie inne niz te, które daly mu
poczatek. Czasem zas wystarczy, by z powierzchni jadra
"wyparowalo" kilka nukleonów, a jadro zlozone ochladza sie
i stabilizuje. Parujace nukleony nie sa jednak w stanie wyniesc
z jadra zbyt duzego momentu pedu i w rezultacie jadro
wyhamowuje swój szybki obrót wielokrotnie emitujac kwanty
promieniowania gamma. Mierzac energie emitowanych kwantów
i ich multipoloWosc (moment pedu) mozna otrzymac, w sposób
zupelnie analogiczny jak w fizyce atomowej, jadrowe pasma
rotacyjne.

Na rysunkach 1a i 1b przedstawione sa widma rotacyjne jader
78Sr oraz 224Th. '
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Rys. 1. Pasma rotacyjne jadra (a) "Sr oraz (b) 224Th. Energie stanów podane

sa w kiloelektronowoltach (I keV ;:::;1,6' to-16 J) po prawej stronie kresek

reprezentujacych poziomy en~rgetyczne. Po lewej stronie podana jest liczba
kwantowa momentu pedu (a" +" lub" -" oznacza dodatnia lub ujemna

parzystosc). Kolorowe i czarne strzalki w pasmie 224Th oznaczaja odpowiednio

dipolowe i kwadrupolowe przejscia elektromagnetyczne.

Czego mozemy dowiedziec sie o budowie tych jader analizujac ich
pasma rotacyjne? Popatrzmy najpierw na pasmo jadra 78Sr.
Momenty pedu zmieniaja sie w tym pasmie co 2 jednostki h,
a wiec jadro nie ma momentu dipolowego. Jest tylko jedno pasmo
rotacyjne, a wiec jadro ma os symetrii obrotowej - tak jak
omawiane w poprzednim artykule czasteczki liniowe. Wystapienie
takiego pasma rotacyjnego sugeruje wiec, ze jadro 78Sr ma ksztalt
elipsoidy obrotowej. W pasmie rotacyjnym jadra 224Th momenty
pedu zmieniaja sie zarówno o jedna, jak i o dwie jednostki h,
a. wiec ma ono moment dipolowy i kwadrupolowy. Najbardziej
prawdopodobnym wytlumaczeniem tego faktu jest hipoteza
o "gruszkowatym" ksztalcie tego jadra. Dla takiego ksztaltu
jadra protony nie musza miec srodka masy w tym samym punkcie
przestrzeni co neutrony i pojawia sie rózny od zera moment
dipolowy ukladu. W przeciwienstwie do czasteczek atomowych
jadra majace moment dipolowy sa bialymi krukami wsród
wszystkich jader atomowych.

Odleglosci miedzy atomami w czasteczce sa sztywno okreslone
przez sily elektromagnetyczne. Obrót czasteczki nie moze na nie
wplynac w zasadniczy sposób, a wiec moment bezwladnosci
czasteczki prawie wcale nie zalezy od predkosci katowej obrotu.
Nieco inaczej jest w przypadku jader atomowych. Na rysunku 2
pokazana jest zaleznosc momentów bezwladnosci, wyznaczonych
ze wzoru J = M/w, od liczby kwantowej momentu pedu. Widzimy,
ze obrót powoduje stopniowy wzrost momentów bezwladnosci
tych jader. Wzrost ten tlumaczyc mozemy istnieniem sily
odsrodkowej powodujacej zwiekszanie sie 4eformacji jadra oraz
slabymi zmianami jego struktury wewnetrznej. Widzimy tez, ze
momenty bezwladnosci jader sa rzedu 10- S4 kg . m2, a predkosci
katowe az okolo 1019 obrotów na sekunde, czyli miliard razy
wieksze niz czestosci obrotu czasteczek. Wynika stad, ze
powierzchnia jadra porusza sie z liniowa predkoscia rzedu
100 km/s, a wiec okolo 10 000 razy szybciej niz skrajne atomy
w czasteczce!
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Rys. 2. Zaleznosc mpmentów bezwladnosci wybranych jader atomowych od

momentu pedu. Momenty bezwladnosci podane sa w jednostkach 'tiJMeV

uzywanych zwyczajowo w fizyce jadrowej. Megaelektronowolt (Me V) jes t

jednostka energii równa okolo 1,6' 10-13 J, a wiec znajac stala Plancka
~ = 1,05' 10-34 J. s mozemy obliczyc, ze 1 ~2/MeV = 6, 10-'6 kg' m2.

Jest wiele jader, które wykazuja przedziwne zachowanie przy
zwiekszajacej sie predkosci katowej obrotu. Rysunek 3 przedstawia
moment bezwladnosci w pasmie rotacyjnym jadra 168Hf. Jak
widac, moment ten rosnie az do momentu pedu 12 h, po czym
nastepuje cos bardzo dziwnego: czestosc obrotu maleje, a moment
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Rys. 3. Zaleznosc momentu bezwladnosci jadra '··Hf od predkosci katowej
obrotu (J = ftl/w). Predkosci katowej obiektu mikroskopowego nie mozemy,

. oczywi~ie, zmierzyc w sposób bezposredni. Mozemy ja natomiast posrednio
wyznaczyc Znajac zaleznosc energii od liczby kwantowej momentu pedu
E(l): flw ~ dE/dl ~ (E(1)- E(1- 2»/2 i tego wzoru uzyto, by wykreslic ten
rysunek. Punkty na krzywej oznaczaja dyskretne wartosci liczby kwantowej 1.

pedu i moment bezwladnosci rosna. To niezwykle zachowanie sie
momentu bezwladnosci nosi nazwe przegiecia wstecznego (ang.
backbending), która to nazwe wymyslono, by ujac w slowa
zachowanie sie momentu bezwladnosci w zaleznosci od
czestosci obrotu. Wyjasnienie tego efektu zawarte jest na
rysunku 4, gdzie przedstawilismy zaleznosc energii dwóch pasm
rotacyjnych od liCZby kwantowej momentu pedu. Ponizej I = 12
energie pasma A sa nizsze niz pasma B, a powyzej tej wartosci
liczby kwantowej momentu pedu sytuacja sie odwraca. Mówimy,
ze pasma te "przecinaja sie" dla I ~ 12. Energie w obu pasmach
niezle zgadzaja sie ze wzorem rotacyjnym E = fz2I(I+ 1)/2J
(patrz poprzedni artykul), a momenty bezwladnosci rosna slabo
ze zwiekszajacym sie momentem pedu i sa mniejsze w pasmie A
niz w pasmie B. Zauwazmy, ze jesli jadro wysylajac kolejne
kwanty promieniowania gamma spowalnia swój obrót, to
w wyniku otrzymamy pasmo zaznaczone na rysunku 4 linia
przerywana. Oczywiste jest wiec, ze w obszarze przeciecia pasm
musi nastapic gwaltowna zmiana czestosci obrotu, gdyz jadro
przechodzi wtedy z jednego pasma rotacyjnego na drugie.
Wyjasnia to zagadke przegiecia wstecznego, ale rodzi nowa: skad
bierze sie pasmo rotacyjne B o wlasnosciach tak róznych od
wlasnosci pasma A?

Aby wyjasnic nature pasma B, musimy wniknac nieco glebiej
w wewnetrzna strukture jadra atomowego. Poniewaz sily jadrowe
maja bardzo krótki zasieg, wiec nukleony w jadrze zachowuja sie
nieco podobnie do molekul cieczy, czyli poruszaja sie prawie
swobodnie w srodku jadra, a na jego powierzchni odczuwaja sile
podobna do napiecia powierzchniowego, która nie pozwala im
jadra opuscic. Ruch ich przypomina ruch elektronów (w atomie)
w polu .elektrostatycznym jadra. Pojawiaja sie wiec powloki
jadrowe zupelnie podobne do powlok elektronowych. Nukleony
tworzace jadro atomowe obsadzaja kolejne powloki tak, jak
elektrony obsadzaja swoje powloki w atomie. Jest jednak miedzy
tymi ukladami pewna zasadnicza róznica. O ile sily kulombowskie
dzialajace miedzy elektronami sa odpychajace, to sily jadrowe
powoduja przyciaganie i laczenie sie nukleonów w pary. Okazuje
sie, ze takie pary usiluja dobrac sie w ten sposób, by wypadkowy
moment pedu kazdej pary byl równy zeru. Jeden nukleon w parze
wiruje wiec w jedna strone, a drugi w strone przeciwna.

Przypuscmy teraz, ze nasza pare nukleonów umieszczamy
w obracajacym sie jadrze atomowym. Na kazdy z nukleonów tej
pary bedzie wtedy dzialac sila Coriolisa - ta sama sila, która
powoduje podmywanie wschodnich brzegów wielkich rzek
syberyjskich i która pozwala namacalnie stwierdzic ruch obrotowy
Ziemi w doswiadczeniu z wahadlem Foucaulta. Sila ta bedzie

Rys. 4. Zaleznosc energii od liczby kwantowej momentu peclu dla clwupasm
rotacyjnych w jadrze '··Hf. Pasmo A (czarna krzywa) i pasmo B (krzywa
kolorowa) przecinaja sie w poblizu 1 = 12. Wysylajac kolejne kwanty
promieniowania pasma jadro bedzie obnizac swoja energie wzdluz drogi
zaznaczonej na rysunku linia przerywana.

usilowala ustawic oba momenty pedu nukleonów naszej pary
równolegle do momentu pedu jadra, czyli rozerwac pare tworzac
z niej dwa niezalezne nukleony o wypadkowym momencie pedu
róznym od zera (patrz rys. 5). Pasmo rotacyjne B - to, które
bylo przyczyna wystepowania zjawiska przegiecia wstecznego 
jest wlasnie pasmem rotacyjnym jadra z jedna para rozerwana.
Aby pasmo takie mialo stosunkowo niskie energie i moglo
przeciac sie z pasmem A, w którym nie ma par rozerwanych,
calkowity moment pedu takiej pary po rozerwaniu musi byc
duzy. W jednych jadrach taka para istnieje, a w innych nie, co
zalezy od struktury powlokowej jader i jest przyczyna tak
róznych zachowan jader przy szybkim obrocie.

!t~~l ~~2 ~
J1 o

--W
a)

b)e)

Rys. 5. Schematyczne przedstawienie wplywu obrotu jadra na momenty pedu
nukleonów. Gdy jadro nie obraca sie (a), to nukleony lacza sie w pary
o przeciwnyc,h momentach pedu. Sila Coriolisa dzialajaca na nukleony
w obracajacym sie jadrze (b) powoduje, ze momenty pedu nukleonów (strzalki
czarne) usiluja ustawic sie wzdluz momentu pedu jadra (strzalka kolorowa).
Przy szybkim obrocie jadra (c) jedna z par moze ulec calkowitemu rozerwaniu,
a momenty pedu jej nukleonów ustawia sie wtedy równolegle do calkowitego
momentu pedu.

Nie wyczerpuje to jeszcze bogactwa mozliwych struktur pasm
rotacyjnych. Na rysunku 6 widzimy wyniki doswiadczalne
otrzymane dla jadra 156Er. Ponizej momentu pedu 301i jadro to
zachowuje sie w sposób, który juz nie jest dla nas niczym
zaskakujacym: widzimy dwa przeciecia pasm dla I = 10 i I = 22
odpowiadajace rozerwaniu jednej pary neutronów i jednej pary
protonów. Dla wyzszych momentów pedu zaczyna sie dziac cos
dziwnego. Czym mozna wytlumaczyc tak nieregularne zmiany
momentu bezwladnosci przy rosnacej czestosci obrotu? Okazuje
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sie, ze dla I < 30 jadro 156Er ma ksztalt cygara obracajacego sie
wokól osi prostopadlej do osi symetrii obrotowej. Natomiast
dla I > 30 przyjmuje ono ksztalt dysku i wtedy moment pedu
jest calkowicie zlozony z momentów pedu wielu porozrywanych
par nukleonów. Stad tez pochodza nieregularnosci pasma
rotacyjnego zwiazane z takim "niekolektywnym" obrotem.

Calkiem niedawno odkryto jeszcze jeden typ struktury pasma
rotacyjnego. Jadro 152Dy (rys. 8) az do 1= 40 ma nieregularne
niekolektywne pasmo rotacyjne odp<\wiadajace ksztaltowi
splaszczonemu. Jednoczesnie wystepuje niezwykle regularne
pasmo boczne o ogromnym momencie bezwladnosci. Tak duzy
moment bezwladnosci sugeruje olbrzymia deformacje tego
jadra - wydaje sie, ze ma ono w pasmie tym ksztalt cygara
o dlugosci dwa razy wiekszej niz jego grubosc! Zachowanie sie
tego jadra przy szybkim obrocie przypomina ... zachowanie sie
gwiazdy. Astronomowie od dawna wiedzieli o tak zwanej
niestabilnosci Jacobiego. Polega ona na tym, ze gwiazda kurczac·
sie obraca sie coraz szybciej i bedac najpierw kula przyjmuje
nastepnie ksztalt coraz bardziej splaszczonego dysku wirujacego
wokól osi symetrii obrotowej, by nagle zmienic sie w cygaro
wirujace wokól osi prostopadlej do jego osi symetrii obrotowej,
a w koncu rozerwac sie tworzac uklad dwu gwiazd wirujacych
wokól wspólnego srodka masy. Podobnie jest z jadrem 152Dy 
przewiduje sie, ze dla momentów pedu okolo 801i powinno ono
rozszczepiac sie na dwa .niezalezne fragmenty. Fizycy poznali
wiec juz prawie caly zakres momentów pedu dostepnych temu
jadru ....

Inny charakter ma pasmo rotacyjne jadra 188Hg (rys. 7). Jadro to
ma w stanie podstawowym ksztalt lekko splaszczonej kuli, co
prowadzi do pasma rotacyjnego odpowiadajacego obrotowi
wokól osi o najmniejszym momencie bezwladnosci. Niezaleznie
od tego obserwujemy pasmo o 'Znacznie wiekszym momencie
bezwladnosci przecinajace sie z pierwszym juz dla I ~4. Okazuje
sie, ze drugie pasmo odpowiada obrotowi jadra o ksztalcie cygara
wokól osi prostopadlej do jego osi symetrii obrotowej. Jadro
188Hg moze wiec istniec równoczesnie w stanach o róznym
ksztalcie. Niezaleznie od takiego wspólistnienia ksztaltów
widzimy "normalne" przegiecie wsteczne w pasmie
odpowiadajacym ksztaltowi splaszczonemu dla l ~ 10.
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Rys. 7. Zaleznosc energii od liczby kwantowej momentu pedu w pasmach jadra
188Hg.

Rys. 6. Zaleznosc momentu bezwladnosci jadra l '·Er od predkosci katowej
obrotu. Dla liCzby kwantowej momentu pedu / < 30 jadro to ma ksztalt cygara
obracajacego sie wokól osi prostopadlej do osi symetrii obrotowej, w którym
rozerwaniu ulega para neutronów (I = 12) i protonów (l = 22). Powyzej
/ = 30 jadro to przybiera ksztalt dysku, a jego moment pedu utworzony jest
z momentów pedu wielu porozrywanych par nukleonów.

5040302010
o

O

Rys ..S. Zaleznosc energii od liczby kwantowej momentu pedu w pasmach
jadra I>2Dy. Oprócz pasma odpowiadajacego obrotom niekolektywnym przy
ksztalcie splaszczonym (czarne kólka) oraz "normalnego" pasma obrotu
kolektywnego dla ksztaltu wydluzonego (linia czarna) obserwujemy pasmo
odpowiadajace obrotowi jadra o gigantycznej deformacji, kiedy ma ono ksztalt
cygara o osi dlugiej, dwukrotnie wiekszej niz os krótka.

Badanie szybko obracajacych sie jader atomowych jest poteznym
narzedziem poznawania ich budowy i struktury. Za jego pomoca
udalo sie uzyskac potwierdzenia naszych wyobrazen o tym,
w jaki sposób nukleony ukladaja sie w przestrzeni tworzac
najbardziej gesta "grudke" materii, z której zlozony jest nasz
swiat i my sami. Czy narzedzie to zostalo juz zuzyte do konca?
Nalezy w to watpic. Dostarczy jeszcze ono fizykom wielu
informacji i wielu niespodzianek ...
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Rozwiazanie zadania M 504. Tak. Ustawiajac
odpowiednio kije mozna zmierzyc sume oraz
róznice ich d/ugosci. Jesli w wyniku pomiarów
otrzymamy liczby s i r, to uznamY1 ze

dluzszy kij ma dlugosc {($+,j, krótszy zas

{($- ,j. Oznaczmy przez d i k neczywiste

dlugosci kijów. Mamy $ = d + k + X,
, = d - k + Y, gdzie X, Y sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi, EX = EY = O,

D'X = D'Y = <1'. Stad

I I
2"(s+,) = d+2(X+Y),

I I
2(s-,j = k+ T(X+ n.

Blad pomiaru jest zmienna loso~a {(X + n.
z niezaleznosci X i Y wynika, ze

D'(+(x+n) = {(D'X+D'Y) = <1; .

Odchylenie standardowe bledu wynosi wiec

~, Taki wynik wymaga/by przeprowadzenia
Vi

dwóch pomiarów dlugosci kazdego kija.

Gry

Zacznijmy od przykladów.

Przyklad l: A i B graja w nastepujaca gre, Biora liczbe naturalna n i jeden z graczy odejmuje
od niej jedna z liczb l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9. Drugi z graczy odejmuje jedna z tychze liczb od
wyniku otrzymanego przez przeciwnika i tak na przemian. Wygrywa ten, kto poda w wyniku

liczbe O. taka jest strategia w tej grze? To proste. Musimy, o ile to mozliwe, podawac
przeciwnikowi liczby podzielne przez 10. Jesli poczatkowe warunki gry (liczba n) pozwola nam
podac mu liczbe zakonczona zerem, to w odpowiedzi dostaniemy liczbe z ostatnia cyfra rózna
od zera i znów podamy liczbe z zerem na koncu. W ten sposób napiszemy w koncu liczbe O

i wygramy.

Przyklad 2: Zasady podobne, z tym ze od liczby, która podal nam przeciwnik, mozemy odjac
jej dzielnik pierwszy lub liczbe 1. Dobra strategia nie jest tu od razu widoczna, ale jest
zaskakujaco prosta. Musimy podawac przeciwnikowi liczby podzielne przez 4. Rzeczywiscie,

dajac przeciwnikowi liczbe podzielna przez 4 otrzymamy w odpowiedzi liczbe niepodzielna przez
4 (bo nie mozna odejmowac wielokrotnosci liczby 4), a wiec:
albo liczbe postaci 4k + l i wtedy podamy 4k = 4k + I- l,
albo liczbe postaci 4k+2 i wtedy podamy 4k = 4k+2-2,
albo liczbe postaci 4k + 3 i wtedy podamy 4k + 3- p, gdzie p jest dzielnikiem pierwszym liczby
4k+3 dajacym z dzielenia przez 4 reszte 3 (taki dzielnik zawsze istnieje), czyli mozemy znowu
dac w odpowiedzi liczbe podzielna przez 4.

Te dwa przyklady pokazuja, jak mozna tworzyc nowe gry. Wystarczy umówic sie, jakie liczby
mozna 'Odejmowac od jakich i gra gotowa. Znalezienie strategii JN takiej grze to zbadanie,
które liczby sa wygrywajace (w pierwszym przykladzie sa to liczby podzielne przez 10, a w drugim
podzielne przez 4).

I kolejny temat pracy konkursowej mamy gotowy: wymyslic i zbadac kilka tego typu gier.

l.W,

Kto ma raCje

Wsród zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na matematyke
bylo tez nastepujace:

Zbiór N = {l, 2, ... , 2n} podzielono losowo na dwa podzbiory
n-elementowe. Obliczyc prawdopodobienstwo p ,zdarzenia, ze
l i 2 znalazly sie równoczesnie w jednym z podzbiorów.

Po egzaminie podsluchalem taka, mniej wiecej, rozmowe .
- Z rachunku to mam chyba dobrze.
- Ja chyba tez. Ile ci wyszlo?

- To mi co innego. Jak robiles?

- Wszystkich mozliwych podzialów jest oczywiscie tyle, ile jest
sposobów wyboru n-elementowego podzbioru X ze zbioru N,

a wiec (2:). Zdarzeniu sprzyja ten wybór, dla którego
{l , 2 l c N~X lub {l, 2 l c X. Pierwszy z tych warunków

(2n-2)oznacza,zeXc {3,4, ... ,2n}imamytu n mozliwosci.

Teraz {l, 2} c X oznacza, ze N~X c {3, 4, ... , 2n}, czyli
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(2n-2)

. (2n-Z) '1' ., W C'k . 2 nznowu Jest n moz lWOSCI. Cle cle p = --.-

Chyba dobrze. Ja liczylem "od przeciwnego", czyli

_znajdowalem najple~w prawdopodobienstwo tego, ze l i 2 sa
w róznych podzbiorach. Tak jak i u ciebie myslimy o wybieraniu

. (2n)n-elementowych podzbiorów. Wszystkich wyborów mamy n .

Zdarzeniu sprzyja wybór takieg() podzbioru X, ze l E X i 2 rt X

lub 2 E X i l if: x. Znaczy wiec, ze jeden element zbioru X

pochodzi ze zbioru {I, 2 l, pozostale zas (jest ich n - l) ze zbioru

(2n-2)
{3, 4, ... , 2n l. Mamy wiec 2 takich mozliwosci. Stadn-l

2 (2n-2)n-l

dostajemy, ze p = 1- C:)

Rozmowa toczyla sie dalej, az do wyjasnienia, kto ma racje.

R. Sz.



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca ,,+2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w num:rze n+4. Mozna nad~ylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde

na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z d~wolnymi przerwami. Roz~iazania zadan z matematyki

i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego

zadania: WT = 4- 3 SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które

nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów

otrzymuje nadsylajacy, Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponown"go udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

, I , "- -
I ,

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 1988 .
Skrót regulaminu

Zadania z fizyki nr 67, 68

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

-d/2
~o

~o

d/2 x

67. W naj prostszym pólprzewodnikowym zlaczu p-n istnieje przestrzenny rozklad ladunku,
w przyblizeniu taki, jak na rysunku; x jest tu odlegloscia od "srodkowej plaszczyzny" zlacza,
d - gruboscia obszaru zlacza, (! - gestoscia ladunku. Przyjmujac, ze stala dielektryczna
pólprzewodnika wynosi li, przedstawic zaleznosc natezenia pola elektrycznego od
wspólrzednej x.

68. Wyznaczyc stosunek srednich gestosci Slonca i Ziemi, korzystajac wylacznie z ponizszych
danych:
promien Ziemi - 6,4' 106 m,
przyspieszenie ziemskie - 9,8 m' s-z,
srednica katowa Slonca ogladanego z Ziemi - 9,3' 10-3 rad,
I rok ~ 3,2' 107 s.

Rozwiazania.zadan z fizyki z numeru 12/1987

Przypominamy tresc zadan:

59. Rysunek przedstawia dwa uklady drgajace (a) i (b) z klockiem poruszajacym

sie pod wplywem dzialania sprezyny (sprezyn) po poziomej prostej. W ukladzie
(b) zastosowano sprezyne z ukladu (a) - o dlugosci swobodnej /, rozcieta na

dwie jednakowe czesci o dlugosci swobodnej //2. Obliczyc stosunek

czestotliwosci drgan swobodnych tych ukladów przy zalozeniu, ze masy

klocków sa jednakowe. Mase sprezyn oraz tarcie klocków o podloze nalezy
zaniedbac. Czy wynik zmieni sie i jak, josli sprezyna zostanie rozcieta na dwie

niejednakowe czesci?

6il. Rozpatrzmy nieskonczony solenoid majacy n zwojów na jednostke

dlugosci, przez który plynie prad o natezeniu l; niech wewnetrzna srednica
solenoidu bedzie równa D. We wnylrzu solenoidu znajdUje sie rdzen

o przenikalnosci magnetycznej tl w postaci nieskonczonego walca o srednicy d.
Znalezc n'lte:zenie pola magnetycznego wewnatrz rdzenia oraz w obszarze.

wewnatrz solenoidu, poza rdzeniem. Porównac te ostatnia wielkosc

z natezeniem pola magnetycznego wewnatrz solenoidu bez rdzenia.

Przeprowadzic jakosciowe porównanie dla przypadku skonczonej dlugosci
solenoidów i rdzenia.

································
~

59. Oznaczmy przez k wspólczynnik sprezystosci sprezyny o dlugosci l (równy wartosci
bezwzglednej stosunku sily sprezystosci przy pewnym wydluzeniu sprezyny do tego wydluzenia).
Czesc tej sprezyny, o dlugosci 1', bedzie miala wspólczynnik sprezystosci kl/!,./;;;
Okres drgan swobodnych ukladu (a) okresla wzór T. = 2n y 7 ' ich czestotliwosc jest wiec

l'. = _1_ -. (T.2n V m
W ukladzie (b) kazda ze sprezyn ma wspólczynnik sprezystosci·2k. Wypadkowa stala
sprezystosci ukladu sprezyn jest równa sumie stalych sprezystosci obu sprezyn, wynosi wiec 4k.

Czestotliwosc drgan swobodnych tego ukladu jest równa Vb =- 2~ V ~.
W rezultacie.!:!!.. = 2.

V.
W przypadku rozciecia sprezyny na niejednakowe czesci l, i lz ich wspólczynniki'sprezystosci

beda k, = kl/l, oraz kz = kl/lz. Stosunek czestotliwosci wyniesie.!:!!.. = .;,., .. ~ r~4
Latwo sprawdzic, ze jest on naj mniejszy dla l, = lz.

60. Z nieskonczonego solenoidu linie sil pola magnetycznego nie wychodza na zewnatrz. Jako
model,takiego solenoidu mozemy przyjac solenoid w ksztalcie torusa o srednicy znacznie
wiekszej od srednicy solenoidu. Fragment toroidalnego solenoidu moze byc dowolnie zblizony
do walca, dotyczy to równiez rdzenia (os rdzenia powinna byc równolegla do osi solenoidu).
Rozpatrzmy dwa kontury zaznaczone na rysunku. Skladowa wektora natezenia pola
magnetycznego H wzdluz konturu jest rózna od zera tylko na odcinkach równoleglych do osi
solenoidu znajdujacych sie w jego wnetrzu (AB i EF). Oznaczajac wartosc
natezenia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu przez H mamy na podstawie prawa
Ampere'a Hl = nil niezaleznie od tego, czy kontur przechodzi przez rdzen czy tez nie. Wynika
stad natezenie pola H = nI, takie samo wewnatrz rdzenia, jak i poza nim. Gdyby rdzenia nie
bylo, natezenie pola magnetycznego wewnatrz solenoidu byloby takie samo.
W przypadku solenoidów o skonczonej dlugosci linie sil pola magnetycznego wychodza na
zewnatrz. Powoduje to zmniejszenie natezenia pola magnetycznego wewnatrz solenoidu
w porównaniu z nieskonczonym solenoidem (wystarczy przearmlizowac opisane wyzej kontury,
uwzgledniajac nieznikajace pole magnetyczne na zewnatrz soln.oidu).

n

linie sil' wektora H

,

b)

14



!=44
Zadania ~ matematyki nr 169, 170

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

169. Dany jest wieloscian wypukly. W kazdym wierzcholku schodza sie co najmniej 4 krawedzie.
Dowiesc, ze co najmniej 8 scian to trójkaty.

170. a) Niech Z bedzie takim podzbiorem plaszczyzny, ze
(1) nie istnieje prosta zawierajaca zbiór Z,
(2) odleglosc miedzy kazdymi dwoma punktami zbioru Z jest liczba naturalna.
Udowodnic, ze Z jest zbiorem skonczonym.
b) Dla dowolnie zadanej liczby naturalnej n ;;. 3 podac przyklad n-punktowego podzbioru
plaszczyzny o wlasnosciach (I) i (2).

Zadanie 170 zaproponowal pan Marcin Mazur z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/1987

Przypominamy treSC zadan:

161. Zaproponowac OKresleniejednego dzialania (dwuargumentowego) w zbiorze
liczb rzeczywistych. za pomoca którego mozna (z uLyciem liczb O i I) wyrazic
cztery dzialania arytmetyczne.
162. Wyznaczyc wszystkie pary In. n liczb calkowitych nieujemnych takie, ze

liczby f m + .'; oraz f n + y;;; sa obie calkowite.

Czolówka llgl zadanlowej "Klub 44 10'."

po uwzglednlenlu ocen rozwlazan

zadan 157 /WT-3,83/ 1 158 /WT-1,89/

z numeru 10/1987
gdy a", b

gdy a = b

(wzory sluszne dla wszystkich a, b). Jeszcze prosciej wyraza sie branie odwrotnosci:

Odejmowanie i dodawanie wyrazaja sie przez - w sposób oczywisty:

161. Wymogom zadania czyni iadosc na przyklad operacja

a'b+~b44,57pkt

43,95pkt

43,15pkt

41,59pkt

39,85pkt

38,97pkt

Mlroslaw Mlkuckl - Augustów

Konrad Plóro - Warszawa

Tadeusz Józetczyk - Poznan

Plotr Wach - Katowics

Krzysztot Jsdzinlak- Katowlce

Adam Ruszel - Krosno

Pan M. Mlkuckl - numer 52 w Kluble 44 M. l
- = a-O (dla wszystkich a", O).
a

Pozostaje dowiesc, ze mnozenie wyraza sie przez _ To zas wynika z napisanych wyzej formul
i z nastepujacych tozsamosci: .

(I)

a-
1

a2 = ~ . (i- a-l
O

dla a", O, a '" l

dla a = O

dla a = 1

a

2
l 1 I_~

l -ao a

dla a '" O

dla a = O

(2) ab = (dla wszystkich a, b).

Dowód jest w tym momencie w zasadzie zakonczony; nie ma koniecznosci wykonywania
wszystkich podstawien. Moze jednak ciekawe bedzie spostrzezenie, ze na przyklad prawe strony
równosci (1) (w przypadku, gdya", O, l) zapisza sie jako

(3)

Tozsamosc (2) - po uwzglednieniu równosci wczesniejszych - prowadzi do wzoru

162. Przypuscmy, ze liczby calkowite m, n;;' O spelniaja podany warunek. Liczby fm, yn sa
wiec calkowite. Mozna przyjac, ze m ~ n. Oczywiscie para (m, n) = (O, O) jest rozwiazaniem
zadania. Zakladajmy w dalszym ciagu, ze n > O. Mamy nierównosc:

A
BCab = la bOO

(4)

jesli a '" O, a '" I, b '" O, b '" I, a-b", O, a-b", 1
jesli a '" O, a '" l, b '" O, b '" l, a-b = 1
jesli a '" O, a '" l, b '" O, b '" l, a-b = O

jesli b = l
jesli a = 1
jesli b = O

jesli a = O

gdzie A oraz B sa wyrazeniami wypisanymi na tylnej okladce tego nume~u, C zas oznacza napis
(3). Formule dla ilorazu alb (dla b '" O) otrzymamy z (4) zastepujac wszedzie b przez (b-O).

Czolówka llgl zadanlowej "Klub 44 p"

po uwzglednienlu ocen rozwlazan

zadan 55 /WT-1,94/ 1 56 /Wi-3,21/

z numeru 10/1987

DZiertyslaw
Llpnlackl - Lublin 36,22pkt

Boguslaw Mlklelewlc&- Brodnlca 31,59pkt

Janusz Osada - Legnica 24,07pkt

Roman Muslal - Katowice 21,98pkt

Andrzej Eilmes - Gorllce 20,82pkt

Plotr Korczynskl - Warszawa 19,76pkt

Piotr Bala - Torun 19,31pkt

Z powodu n1eumleazczenia w "Delclell

nr 2/1988 czolówki llgl tizycznej

nie zostal odnotowany takt wejscla

do Klubu 44 P z numerem ósmym

pana Jacka Stelmacha z Zabrza.

Wyrazenie po lewej stronie jest liczba calkowita nieujemna i wobec o~rzymanej nierównosci
musi byc zerem, a to znaczy, ze m = O. Zadany warunek przybiera postac zadania, by liczby
VIi i JI1i byly calkowite. Stad odpowiedz: para (m, n) jest rozwiazaniem zadania wtedy i tyl\w
wtedy, gdy jedna z liczb m, n jest równa zeru, a druga jest czwarta potega liczby calkowitej.
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Wedlug obserwacji wykonanych przez Voyagera 2 Hyperion,
jeden z satelitów Saturna, jest zblizony do elipsoidy o osiach
200 x 240 x 350 km. Niepodobna natomiast okreslic jego
predkosci rotacji. Wyglada na to, ze okres jego obrotu waha sie
nieregularnie w granicach od 10 dni do nieskonczonosci.
Przyczyna jest zapewne zmienne oddzialywanie nan ze strony
Saturna i Tytana (najwiekszego satelity Saturna).

Równanie P+22+ ... +112 = m2 ma w liczbach naturaln)'ch
tylko dwa rozwiazania: (1,1) i (24,70). Natomiast suma
kolejnych szescianów (od jedynki) jest zawsze kwadratem.
Konkretnie P+23+ ... +113 = (1+2+ ... +11)2. Suma
pierwszych poteg, czyli 1+ 2+ ...+ II, jest kwadratem dla
nieskonczenie wielu II. Jakie to liczby?

Do obracajacej sie'sfery przymocowano os drugiej identycznej
sfery (to znaczy nie tylko tych samych rozmiarów, ale tez
zlozonej z tych samych punktów). Druga sfera obraca sie
jednostajnie na swojej osi z p~dkoscia równa predkosci

. pierwszej sfery, ale w przeciwna strone. Jesli osie obrotu
pierwszej i drugiej sfery nie pokrywaja sie ani nie sa prostopadle,
to dowolny punkt równika drugiej sfery zakresla w przestrzeni
zakrzywiona ósemke, bedaca przecieciem sfery (obojetnie której)
z pewnym walcem (o jakim promieniu?). Rzecz zostala
udowodniona przez Eudoksosa podczas jego studiów w Akademii
Platona. A caly ten model zostal skonstruowany dla objasnienia
ruchu Jowisza na niebie (bylo to 500 lat przed Ptolemeuszem).

Sa powazne przeslanki za tym, ze równiez Neptun ma pierscien.
Kilkakrotnie obserwowano spadek jasnosci gwiazd, w poblizu
których Neptun przechodzil. Ocenia sie, ze pierscien ma
szerokosc do 20 km i promien 76 000 km. Jednak pierscien
powinien zazwyczaj przeslonic gwiazde dwukrotnie (chyba ze
stycznie o nia sie "ociera"), co nie zawsze zauwazano.
Przypuszcza sie w zwiazku z tym, ze jest on niejednorodny
i miejscami po prostu zbyt cienki lub rzadki, by spowodowac
zauwazalny spadek jasnosci zaslanianej gwiazdy. W sierpniu
1989 r, bedzie taJ;l1Voyager 2 i wtedy dowiemy sie, jak jest
naprawde.

W niektórych pracowniach fizycznych mozna jeszcze znalezc
tzw. przyrzad Trevelyana. Jest to metalowa sztabka o przekroju
przedstawionym na rysunku.

Wyrazne echo slyszymy tylko wtedy, gdy fala odbita powraca do
nas co najmniej po czasie potrzebnym na wymówienie jednej
sylaby, tj. po okolo 0,2 s. Odpowiada to odleglosci przeszkody
odbijajacej dzwiek wiekszej niz 34 m. Pr2l' mniejszych
odleglosciach juz dla jednej sylaby fala odbita powraca w czasie
jej wymawiania, co daje efekt tzw. poglosu. Gdy sciany dobrze
odbijaja dzwiek, poglos moze trwac bardzo dlugo, np. w
baptyst<;rium jednego z kosciolów w Pizie czas poglosu siega
20 s.

Nie jest latwo stwierdzic obecnosc pola magnetycznego u bialego
karla - efekt Zeemana (rozszczepienie linii widmowych w silnym
polu magnetycznym) jest bowiem skutecznie zaklócany przez
poszerzenie linii wskutek silnej grawitacji i szybkiej rotacji
gwiazdy. Dlatego bezposrednio mierzalne sa obecnie pola
magnetyczne dopiero powyzej kilku milionów gaussów.
W gwiazdozbiorze Smoka w odleglosci 13 pc lezy bialy karzel
o numerze katalogowym GrW +70°8247 z polem magnetycznym
siegajacym 350 MGs. Jest to o rzad wielkosci wiecej niz u innych
gwiazd tego rodzaju.

Jesli przez srodek cieciwy
AB paraboli poprowadzimy
prosta równolegla do jej
osi i prosta ta przetnie
parabole w punkcie C, to
pole trójkata ABC bedzie
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równe - pola·
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ograniczonego przez
parabole i cieciwe. Ciekawe,
ze wynik nie zalezy ani od
wyboru paraboli, ani od
wyboru cieciwy. A jeszcze
ciekawsze, ze dostrzegl to
i udowodnil juz
Archimedes.

Pierwsza fotografia barwna, wykonana w 1861 roku przez
Jamesa Clerka Maxwella, przedstawia fragment szkockiego
tartanu (kraty). Maxwell naswietlil trzy plyty fotograficzne
kolejno przez filtry: czerwony, zielony i niebieski. Uzyskane
zdjecia wyswietlone na ekranie przez te same filtry daly barwny
obraz. Po pewnym czasie okazalo sie jednak, ze uzywane przez
Maxwella plyty fotograficzne byly zupelnie nieczule na kolor
czerwony! Dopiero sto lat pózniej w Laboratorium Badawczym
Kodaka wyjasniono, iz czerwona czesc fotografii uzyskal Maxwell
dzieki odbijanemu przez czerwony barwnik tartanu
promieniowaniu ultrafioletowemu.

1&

Po silnym rozgrzaniu nalezy ja polozyc na olowianej blasze.
Przechylona w lewo sztabka rozgrzewa powierzchnie olowiu,
który rozszerzajac sie w miejscu styku powoduje przechylenie
sztabki w prawo itd. Stygnieciu towarzyszy wyrazny dzwiek.
Podobne dzwieki mozna czasami uslyszec podczas stygniecia
metalowych przedmiotów.



Przewrót w przemysle stoczniowym

Lódz napedzana sila Lorentza

A.M.

~
RUCHU STATKU

A oto zasada dzialania Samoczynnego Urzadzenia Grawitacyjnego. Urzadzenie uruchamia sie
przez lekkie pchniecie ramienia R dzwigni Do w góre. Uderzenie w iglice II zwalnia ciezsze
ramie dzwigni Dl' po której zaczyna sie staczac kulka Kl' Kulka spadajac na ramie R nadaje

mu ruch w dól, który za posrednictwem zebatki Z i trybu T przenosi sie na kolo urzadzenia W.
Ruch zebatki powoduje takze podniesienie dzwigni O, dzieki czemu, po zatrzymaniu sie ramienia
R, mozliwy jest jego powrót do pierwotnego polozenia. Ruch wsteczny zebatki nie powoduje
obrotu kola w przeciwna strone dzieki zapadce B i konstrukcji trybu T. Podnoszace sie ramie R
uderza w iglice kolejnej dzwigni Dz, przy czym kulka KI, której energia zostala juz
wykorzystana, wraca do kola W. Cykl sie zamknal. Dopracowanie szczególów konstrukcji
urzadzenia nie powinno stanowic dla zdolnego mechanika wiekszej trudnosci.

Nikt i nic (poza prawem zachowania energii) nie zabrania, by istnialo perpetuum mobile.

A poniewaz prawo zachowania energii nie ma mocy prawnej (tylko tak sie nazywa), wiec
czemuzby perpetuum mialo nie istniec. Tym bardziej ze konstruktorów takiego urzadzenia jest
wielu. Wszyscy jednak wiemy, jakie klody rzucano konstruktorom pod nogi do niedawna. My
równiez, w redakcji, odrzucalismy wielokrotnie nadsylane nam projekty.

Pora jednak z tym skonczyc. Na okladce przedstawiamy idee jednej z otrzymanych przez nas
konstrukcji. Na pewno jest dobra - przeciez dwa lata przelezala na redakcyjnych pólkach.
Fakt, ze jej autora znamy jedynie z pseudonimu ,,1-9-6-9-2-0 ... ", którym sygnowal
swoje listy, najlepiej swiadczy, ze w minionym okresie bycie konstruktorem nie tylko nie bylo
oplacalne, lecz nawet moglo byc niebezpieczne.

SitA LORENTZA

Odkrycie nadprzewodnictwa w wysokich temperaturach wzbudzilo ogromne zainteresowanie
mozliwymi zastosowaniami nowych materialów. Poza "oczywistymi" pomyslami uzycia nowych
nadprzewodników do przesylania i magazynowania energii elektrycznej rozwazane sa m.in.
projekty budowy pociagów unoszacych sie na "poduszce" magnetycznej oraz statków
poruszajacych sie dzieki istnieniu sily Lorentza. Oba te pomysly powstaly przed odkryciem
wysokotemperaturowego nadprzewodnictwa, ale ich realizacja byla bardzo kosztowna
(zastosowanie cieklego helu do chlodzenia), a uzyskiwane parametry eksploatacyjne budowanych
urzadzen byly malo atrakcyjne.

Idea dzialania statku "napedzanego" sila Lorentza jest bardzo prosta. Schemat takiego statku
przedstawia rysunek.

Silny magnes (cewka z nadprzewodnika) wytwarza pionowe pole magnetyczne. W dnie statku,
wzdluz jego burt, umieszczone sa elektrody. Wytworzenie róznicy potencjalów miedzy
elektrodami powoduje przeplyw pradu w (slonej) wodzie morskiej prostopadle do osi statku. Na
przewodnik z pradem (wode) w polu magnetycznym dziala sila Lorentza prostopadla do kierunku
pola i kierunku pradu. W przypadku jak na rysunku odpycha ona wode w kierunku rufy
statku. Pole magnetyczne dziala wiec tu jak "wioslo".

W 1980 roku model statku o dlugosci 3,6 m, skonstruowany przez profesora Saji z Kobe,
osiagnal predkosc 2,5 km/h. W roku 1990 ma byc wodowany eksperymentalny statek
o dlugosci 25 m i wypornosci 150 t.
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