
Nasza okladka:
Silny wiatr moze zerwac dach.
Czy narysowany rozklad cisnienia (czerwone strzalki) odpowiada
kierunkowi wiatru ?
Warto zajrzec do artykulu na stronie 12.

"
SPISTRESCI
NUMERU 7(175)

Wiecej wymiar6w !
dr Leszek M. Sokolowski

Kacik prac uczniowskich

Zadania

Gwiazdy Wladyslawowskie
prof. dr Jerzy Dobrzycki

Co to sa zbiory rozmyte
doc. dr Tadeusz Gerstenkorn

mgr Jacek Manko

Mala Delta

o grze w 20 pytan inaczej
doc. dr Wojciech Guzicki

Obalamy prawa fizyki
doc. dr Jan Gaj

Klub 44

Drobiazgi

Patrz w niebo

str. l
str. 3

str. 3

str. 4

str. 6

str. 8

str.IO

str.12

str.14

str.16

str.17

"Delta"
matema tyczno- fizy czno-astronomiczny
miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astroncmicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Edukacji Narodowej

Komitet Redakcyjny

dr Maciej Brynski
dr Bogdan Cichocki
dr Antoni L. Dawidowicz
dr Alicja Derkowska
doc.dr Jan A. Gaj
do·c.dr Boleslaw Gleichgewicht
doc.dr Tomasz Hofmokl - v-przewodniczacy
doc.dr Tadeusz Jarzebowski
doc.dr Marcin Kubiak
mgr Andrzej Makowski
dr Zbigniew Plochocki
dr Jan Rempala
prof.dr Konrad Rudnicki
prof.dr Grzegorz Sitarski
prof. dr Józef I. Smak
prof.dr Kazimierz Stepien
prof. dr Mieczyslaw Subotowicz
doc ..dr Andrzej Szymacha
doc. dr Aniela Wolska
prof.dr Andrzej Woszczyk
prof. dr Wojciech Zakowski 
przewodniczacy

WARUNKI PRENUMERATY

Redaguje kolegium wskladzie:
mgr inz. Krzysztof Biesaga
dr hab. Jan Kalinowski - z-ca red. nacz.
mgr Krystyna Kordos - sekr. red.
dr hab. Marek Kordos - red. nacz.
dr Tomasz Kwast
mgr inz. arch. Mariola Lotysz
dr Andrzej Majhofer
mgr Anna Rudnik
dr Jerzy Ryll
mgr Joanna Udaiska

Adres Redakcji
ul. Noakowskiego 14
00-666 Warszawa
tel. 25-56-39
Warszawskie Wydawnictwo Prasowe
RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch"
Al. Jerozolimskie 125/127
02-017 Warszawa
tel. centr. 28-52-31
Biuro Reklamy Prasowej i Ogloszeli
ul. Poznaliska 38
00-689 Warszawa
tel. 28-23-09
Naklad 20 ooe egz. Objetosc 2 ark. wyd;
2,50 ark. druk;
papier offsetowy V kI. 70 g.
Wydrukowano w Prasowych
Zakladach Graficznych
RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch"
w Lodzi, ul. Armii Czerwonej 28
Nr Zam. 1444/88. U-58
Sklad systemem '.lEX
wykonala redakcja.

W nastepnym numerze:
Interferometr atomowy

Poczawszy od tego numeru
sklad Delty wykonujemy
na sprzecie zakupionym w ramach
RR 1.14: "Informatyzacja
procesów dydaktycznych i naukowo
badawczych w szkolach wyzszych".

Cena prenumeraty kwartalnej zl 210,- pólrocznej zl 420,- rocznej zl 840,
l. dla os6b prawnych - instytucji i zakladów pracy'
- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miastach wojew6dzkich i pozostalych

miastach, w których znajduja sie siedziby oddzial6w RSW .,Prasa-Ksi"zka-Ruch·',
zamawiaja prenumerate w tych oddzialach.

- instytucje i zaklady pracy zlokalizowane w miejscowosciach. gdzie nie ma
oddzialów RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch" i na terenach wiejskich oplacaja
prenumerate w urzedach pocztowych i u doreczycieli.

2. dla osób fizycznych - indywidualnych prenumerator6w:
- osoby fizyczne zamieszkale na wsi i w miejscowosciach, gdzie nie ma

oddzialów RSW "Prasa-Ksil\Zka-Ruch" oplacaja prenumerate w urzedach
pocztowych i u doreczycieli

- osoby fizyczne zamieszkale w miastach - siedzibach oddzialów RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruch" oplacaja prenumerate wylacznie w urzedach pocztowych
nadawczo-oddawczych wlasciwych dla miejsca zamieszkania prenumeratora.
Wplaty dokonuja uzywajac "blankietu wplaty" na rachunek bankowy miejscowego
oddzialu RSW "Prasa-Ksil\Zka-Ruch".

3. Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW
"Prasa-Ksiazka-Ruch", Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw,
ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddzial w Warszawie
Nr 1153-201045-139-11. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice poczta
zwykla jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawców
indywidualnych i o 100% dla zlecajacych instytucji i zaklad6w pracy.
Terminy przyjmowania prenumeraty na kraj i za granice:
- do dnia 10 listopada na I kwartal, I pólrocze roku nastepnego oraz caly rok

nastepny,
- do dnia l kazdego miesiaca poprzedzaj acego okres prenumeraty roku biezacego.
Cena l egzemplarza zl 70,-



Wiecej wymiarów!

Dr Leszek M. SOKOLOWSKI

W porównaniu z wielkosciami wystepujacymi w fizyce
mikroswiata jednostki planckowskie sa badz bardzo male,
badz bardzo wielkie. Co to oznacza?

o tym, ze sa tylko trzy stale fundamentalne, przekonuje
prosty fakt. Kazda wymiarowa wielkosc fizyczna mozna
wyrazic w jednostkach masy, dlugosci i czasu. Wybór
tych wlasnie wielkosci za podstawowe, jak równiez
wybór jednostek dla nich - uklad SI - jest uzasadniony
tylko historycznie i z punktu widzenia fizyki jest czysto
przypadkowy. Ani metr, ani kilogram nie sa w przyrodzie
w zaden sposób wyróznione. Tymczasem h, c i G tworza
kompletny naturalny uklad jednostek: mozna z nich
zbudowac kazda wielkosc wymiarowa. Na czesc Maxa
Plancka jednostki te nazywal!ly planckowskimi. Mamy
wiec np:

Sposród wielu stalych fizycznych tylko trzy uwazane sa
za fundamentalne: predkosc swiatla c, stala grawitacyjna
Newtona G i stala Plancka h. Predkosc swiatla jest
predkoscia rozchodzenia sie oddzialywan fizycznych, stala
gra~itacji okresla natezenie najbardziej uniwersalnego
z oddzialywan, a stala Plancka pojawia sie w opisie
kazdego zjawiska w mikroswiecie. Natomiast elektryczny
ladunek elementarny e nie jest wielkoscia fundamentalna.
Jest powszechnie przyjete, ze stalymi fundamentalnymi
moga byc tylko wielkosci mianowane, a skoro mozna
z nich zbudowac wielkosc o wymiarze ladunku, mianowicie
~, to ladunek elektronu musi byc jej funkcja,
czyli ze w kompletnej, dotad nie istniejacej teorii
czastek elementarnych, stosunek hc/e2 = 137,036
powinien byc wyliczony z zasad pierwszych, a nie
wziety z doswiadczenia. Podobnie stosunki mas czastek
elementarnych - leptonów i kwarków - nie maja
charakteru fundamentalnego, lecz powinny wynikac
z opisu ich oddzialywan .. Wyliczenie mas tych czastek
z zasad pierwszych fizyki jest celem wciaz odleglym, lecz
kazda teoria pretendujaca do miana dobrej teorii czastek
elementarnych musi dawac konkretne przewidywania
wartosci tych mas i mas czastek zlozonych - hadronów.

jednostke dlugosci

jednostke czasu

jednostke masy

(hG) 1/2lp = - ~ 1 62.10-33 cmc3 ' ,

l
tp =...E. ~ 5,39 .10-44 s,c

( hC) 1/2mp = - ~ 2 18.10-5G .' g.

elektronu, jego masa m. oraz stala Plancka tworza
kombinacje o wymiarze dlugosci

11,2 O 5 -8--2 =::; , 3· 10 c~.m,e

Jest to promien orbity stanu podstawowego w modelu
Bohra, a wiec wielkosc dobrze okreslajaca rozmiar atomu.

Powyzsze przyklady ilustruja ogólna regule: w opisie
kazdego zjawiska fizycznego wystepuja pewne stale: masy
i ladunki czastek, natezenia zewnetrznych pól fizycznych
itp. Z nich i ze stalych fundamentalnych mozna zbudowac
rózne wielkosci wymiarowe. Wartosci tych wielkosci
okreslaja charakterystyczna skale, za pomoca której
opisujemy zjawisko.

Nie ,mamy dobrej interpretacji fundamentalnych skal
danych jednostkami planckowskimi. Dlugosc lp jest
1020 razy mniejsza od srednicy jadra atomowego. Czas
planckowski t p ma wazna interpretacje w kosmologii
- przez czas rzedu tp od Wielkiego Wybuchu powinna
obowiazywac, do dzis nie sformulowana, kwantowa
teoria grawitacji, a dopiero pózniej znane prawa fizyki.
Duzo gorzej jest z masa Plancka mp ~ 1023m. i jest
niemozliwe, by masa elektronu i innych znanych czastek
elementarnych mogla byc wyjasniona za jej pomoca - jest
to skala sta.nowczo za duza. Masa 10-5 g to masa ziarenka
piasku i nie jest to wartosc czymkolwiek wyrózniona.
Nie chodzi tu o to, by wskazac klase zja,wisk, w których
opisie pojawia sie masa Plancka, lecz by byly to zjawiska
najbardziej fundamentalne. W obrebie znanej fizyki
zjawisk takich nie ma.

Niepowodzenie prób zinterpretowania jednostek
planckowskich sugeruje, by szukac nowych zjawisk, dla
których jednostki te bylyby dobrymi skalami.

Skale takie w naturalny sposób pojawiaja sie w modelach
Wszechswiata zakladajacych, iz fizy.czna przestrzen
ma wiecej niz trzy wymiary. Dla ilustracji zalózmy,
ze realizowany jest przypadek naj prostszy: swiat ma
piec wymiarów (cztery przestrzenne i czas), przy czym
w czwartym wymiarze przestrzen jest zamknieta - "zwija
sie w okrag". Swiat ma wtedy geometrie rurkj: czas i trzy
pierwsze wymiary przestrzenne biegna wzdluz jej osi, a
czwarty wymiar przestrzeni tworzy okrag poprzeczny do
osi. Dlaczego tego wymiaru nie widzimy? Poniewaz jest
maly; rurka jest cienka i wyglada jak "drut".

Rozpat~zmy ruch wahadla matematycznego o masie m
i dlugosci l pod dzialaniem sily ciazenia o przyspieszeniu g.
Z tych wielkosci mozna zbudowac tylko jedna wielkosc
o wymiarze czasu: .../lTi,; nalezy sadzic, ze okresla ona
skale czasowa ruchu wa'hadla. I rzeczywiscie, równania
m~chaniki klasycznej daja okres drgan równy 2rr.../lTi,.

Z kolei atom wodoru jest ukladem elektronu i protonu
zwiazanych przyciaganiem elektrycznym. Ladunek
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Tylko dla czastki punktowej zaden okrag nie bylby
maly. Jednak z kazda czastka o pedzie p stowarzyszona
jest fala de Broglie'a o dlugosci A = h/p, co oznacza,

ze czastka wypelnia obszar o srednicy rzedu A. Jezeli
promien okregu jest np. duZO mniejszy od rozmiarów
protonu, to piaty wymiar jest niedostepny nie tylko
dla dal makroskopowych, ale i dla promieniowania
rentgenowskiego. Chcac miec niemal punktowy foton czy



inna czastke, musimy nadac im ogromny ped (i energie
E RJ cp). Foton czy tez elektron "zmiesci sie" na okregu
w piatym wymiarze, gdy>. jest mniejsza od promienia
tego okregu. Przy promieniu 10-20 cm wimaga to
energii co najmniej 106 GeV, daleko poza zasiegiem
wspólczesny~h akceleratorów. Rozmiar okregu 10-20 cm
zostal wybrany zupelnie arbitralnie; uwaza sie, ze jesli
obwód Wszechswiata w piatym wymiarze nie zalezy od
miejsca i chwili (czyli ze rurka ma wszedzie jednakowa ,
srednice), to jego wartosc powinna byc jedna z glównych
stalych przyrody. Jednak rozsadnie jest nie wprowadzat
dowolnie nowych stalych fundamentalnych, lecz opierac
sie na znanych jednostkach planckowskich. W takim
razie promien hipotetycznego okregu powinien byc
bliski dlugosci Plancka lp. I rzeczywiscie, obliczenia
wskazuja, iz Wszechswiat móglby byc rurka·o promieniu
80 lp RJ 10-31 cm. Tak cienka rurka jest dla wiekszosci
czastek elementarnych "efektywnie" czterowymiarowa,
jedynie ultrarelatywistyczne czastki o energiach powyzej
Ep/80 RJ 1017 GeV moga poruazac sie poprzecznie do osi
rurki - tylko one odczuwaja istnienie piatego wymiaru.
Ta graniczna energia jest tak wielka, ze to, co tradycyjnie
nazywa sie fizyka wysokich energii (oddzialywania czastek
wytwarzanych w naj potezniejszych akceleratorach oraz
promieniowanie kosmiczne o najwyzszych energiach), jest
faktycznie fizyka energii bardzo niskich. W obrebie tej
fizyki nie ma zadnych zjawisk pozwalajacych stwierdzic
bezposrednio istnienie piatego wymiaru. Jest to hipoteza
bezpieczna, bo nieweryfikowalna.

Skoro tak, to po co ten niewykrywalny wymiar w ogóle
wprowadzat? Otóz wedlug pomyslu Theodora Kaluzy
i Oskara Kleina za pomoca pieciowymiarowego swiata
mozemy opisac grawitacje i elektromagnetyzm jako
jedno pole fizyczne. Idea jest prosta: rozpatrujemy .
pusty pieciowymiarowy swiat - nie ma w nim materii,
jest tylko pole grawitacyjne. Pole to opisane jest
zespolem 14 funkcji. Dla obserwatora makroskopowego;
nieswiadomego istnienia piatego wymiaru (którego
nie potrafi wykryc), ten zespól w naturalny sposób
rozpada sie na dwa: zespól 10 funkcji opisujacych pole
ciazenia w obserwowanym przezen czterowymiarowym
swiecie oraz uklad 4 funkcji bedacych potencjalami
pola elektromagnetycznego. Pole grawitacyjne swiata
pieciowymiarowego przejawia sie. w czasoprzestrzeni
czterowymiarowej jako jej pole grawitacyjne i pole
elektromagnetyczne. Gdyby swiat mial dokladnie cztery
wymiary, to istnialaby tylko grawitacja i nic wiecej. Piaty
wymiar ujawnia sie bardzo posrednio, za to wyraziscie 
istnieniem swiatla. Idea doprawdy fascynujaca.

W przestrzeni trójwymiarowej grawitacja
i elektromagnetyzm sa niezaleznxmi, nie zwiazanymi
ze soba oddzialywaniami. Wprowadzajac czwarty
wymiar przestrzenny laczymy je w jedno oddzialywanie
- pole ciazenia w swiecie pieciowymiarowym. Jest
to unifikacja geometryczna, o jakiej marzyl Einstein.
A co z pozostalymi oddzialywaniami elementarnymi:
silnymi i slabymi? Tak jak swiat czterowymiarowy
jest "za ciasny" dla elektromagnetyzmu, tak z kolei
pie'Ciowymiarowy swiat nie moze "pomiescic" sil jadrowych
i slabych. Trzeba uogólnic pomysl Kaluzy i zalozyc, ze
przestrzen ma duzo wiecej niz trzy znane 'wymiary.
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W 1981 r. Edward Wit ten wykazal, ze sily jadrowe
i slabe "zmieszcza sie" dopiero w przestrzeni
dziesieciowymiarowej, Bierzemy wiec pusta
jedenastowymiarowa czasoprzestrzen - jest w niej tylko
pole grawitacyjne opisane teoria Einsteina. Nastepnie za
pomoca procedury zwanej redukcja wymiarowa opisujemy
to pole z punktu widzenia fizyka zyjacego w swiecie,
który efektywnie ma cztery wymiary. W wyniku redukcji
wymiarowej jedenastowymiarowe pole grawitacyjne
rozpada sie na zwykle pole ciazenia, poleóddzialywan
elektroslabych oraz pole sil jadrowych. A .zatem znane
oddzialywania wywodza sie z grawitacji w jedenastu
wymiarach.

W dodatkowych siedmiu wymiarach przestrzen
jest zamknieta, aby byla nieobserwowalna i ma
malenkie rozmiary, niewiele rózne od dlugosci .Plancka.
W naj prostszej wersji teorii Kaluzy - Kleina tych siedem
wymiarów tworzy sfere, a dokladniej - z kazdym punktem
zwyklej czasoprzestrzeni nalezy zwiazac 7-wymiarowa
sfere. Trudno to sobie wyobrazic, wiec wezmy przyklad
dwuwymiarowy: walec otrzymamy umieszczajac okrag
w kazdym punkcie prostej, a torus - przypisujac okrag
kazdemu punktowi drugiego okregu.

Liczba U, skadinad nieciekawa liczba pierwsza,
symbolizuje zatem unifikacje fundamentalnych
oddzialywan. A gdzie sa czastki materii - kwarki
i leptony? Klopoty z II!-ateria sa jednym z powodów, dla
których teoria Kaluzy - Kleina ustapila miejsca obecnie
szybko rozwijajacej sie tzw. teorii superstrun.

W zakresie obecnie dostepnych nam energii czastek
elementarnych teoria Kaluzy - Kleina nie przewiduje
zadnych nowych zjawisk, które pozwalalyby ja
zweryfikowac, co nie oznacza jednak, ze w ogóle nie
przewiduje nowych efektów - bylaby wówczas jedynie
doktryna filozoficzna.

Masy czastek elementarnych, podobnie jak
dlugosci jakichkolwiek fal sa zwiazane z geometria·
W czasoprzestrzeni szczególnej teorii wzglednosci, która
jest otwarta w kazdym wymiarze, moga sie rozchodzic
fale o dowolnej dlugosci i moga istniec czastki bez
masy spoczynkowej (fotony, neutrina, gluony) oraz
czastki o dowolnej masie. W zamknietej przestrzeni,
np. na strunie skrzypiec, moga pojawic sie tylko fale
stojace o dlugosci >.o/n, gdzie >'0 jest dlugoscia fali
podstawowej. W czasoprzestrzeni, która w pewnych
wymiarach jest zamknieta, jak w U-wymiarowym
swiecie Wittena, masy czastek elementarnych nie moga
byc dowolne. Sa tam czastki bez masowe oraz czastki,
których masa spoczynkowa jest równa mn = nmo,
gdzie mo jest charakterystyczna skala masy. Jeieli
promien 7-wymiarowej sfery, jaka tworzy przestrzen
w wyzszych wymiarach, jest równy L, to mo = c2L/G.
Przyjmujac L RJ lp dostajemy mo RJ mpo Teoria
przewiduje zatem istnienie nowej generacji superciezkich
czastek elementarnych, zupelnie niezaleznych od
znanych nam leptonów i hadronów. Ich masy sa
calkowita wielokrotnoscia masy Plancka, która uzyskuje
wreszcie naturalna i fund§Lmentalna interpretacje jako
charakterystyczna skal,a mas.



Bezpieczne podawanie reki

Zagadke pozostawiamy Czytelnikom do samodzielnego rozwiazania.

A oto problemy do zbadania. Spotykaja sie dwie grupy ludzi: lle rekawic musza miec,
aby kazda osoba z jednej grupy mogla w bezpieczny sposób podac reke wszystkim
osobom z grupy drugiej? lle rekawic potrzebuje grupa n osób, aby kazdy z kazdym
mógl wymienic bezpieczny uscisk dloni?

Czytelnikom i sobie zycze, aby tego typu problemy pozostaly w sferze czystej
abstrakcji.

Punktem wyjscia sa dwie zaslyszane przeze mnie zagadki, które podaje w zmienionej
interpretacji (oryginalna wersja nie nadaje sie do publikacji). Zmiana ta nie zmienia
jednak ich sensu matematycznego. Oto one.

Zagadka 1: W miescie, w którym panuje choroba zakazna, trzech znajomych spotyka
znajoma. W jaki sposób moga sie z nia przywitac przez podanie reki w bezpieczny
dla wszystkich sposób, jesli wiadomo, ze:
1) znajomi dysponuja dwiema gumowymi rekawicami, które mozna
przewrócic w razie potrzeby na druga strone oraz nakladac jedna na druga,
2) zarazki przenosza sie przez dotyk, ale nie przenikaja przez rekawice,
3) nikt nie wie, kto jest zarazony, a kto nie?

A oto rozwiazanie. Pierwszy mezczyzna zaklada obie (l) rekawice i wita sie ze
znajoma. Nastepnie drugi mezczyzna zaklada zewnetrzna z tych rekawic, jej srodkowa
strona jest czysta, a strony zewnetrznej dotykala tylko kobieta, moze sie wiec z nia
przywitac. Wreszcie trzeci naklada po wywróceniu na druga strone rekawice, która
zostala na reku pierwszego mezczyzny, a na nia rekawice z reki drugiego mezczyzny
(bez wywracania).

Zagadka: 2: Jak trzech mezczyzn moze przywitac dwie kobiety za pomoca trzech
rekawic ?

J.w.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 511. Kubel w ksztalcie stozka scietego zostal napelniony woda i przechylony tak,
ze woda siega do najwyzszego punktu dna. Czy ilosc wody w kuble stanowi mniej czy
wiecej niz polowe jego pojemnosci?
Rozwiazanie na str. 12

M 512.•Dziesieciu mysliwych strzela do dziesieciu kaczek. Kazdy mysliwy wybiera cel
niezaleznie od pozostalych i trafia wen na pewno. lle srednio kaczek ujdzie calo?
Rozwiazanie na str. 17 •

M 513. Dla jakich liczb calkowitych a, b suma ~b + ~ jest liczba c~lkowita ?. a
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje dr Rafal STARONSKI

F 248. Wyznacz przyblizona wartosc momentu pedu i energii kinetycznej ruchu
obrotowego Ziemi. Sredni promien Ziemi wynosi 6370 km, a zaleznosc gestosci
od odleglosci od srodka Ziemi przedstawia tabela (podwójnym wartosciom w tabeli
odpowiadaja miejsca skoku gestosci). '

Rlkml 6370634062706170597053704370347028701370370

p[g/cm3J

2,6
3,03,43,53,64,75,25,710,211,517,1

3,3

9,416.9

Rozwiazanie na str. 17

F 249. O ile zwiekszylaby sie dlugosc doby, gdyby caly lód na powierzchni Ziemi
ulegl stopieniu? Mozna przyjac, ze po stopieniu lodu poziom oceanów podnióslby sie
o okolo 61 m, a praktycznie caly lód znajduje sie na szerokosci wiekszej niz 800,

promieJi Ziemi R Rj 6370 km, a jej mOlllent bezwladnosci I Rj 8,1.1037 kg m2•
Rozwiazanie na str. 12
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MATERIALY PLASTYCZNE
PRZEWODNIKAMI I

lnzynteria materialowa jest tym dzialem
nauki, który przezywa niezwykly rOZWÓj.
W laboratoriach otrzymuje Sle coraz lepsze.
coraz czystsze materialy, wieksze i \
doskonalsze krysztaly, nowe nadprzewodniki,
pólprzewodniki, magnetyki, dIelektryki,
ceramiki itd. Wydaje sie czasem, ze jUZ me
nowego nie mozna wymySliC Tymczasem

ostatnio wciaz jesteSmy zaskakiwani
kolejnymi odkryciami, o trudnych do
przecenienia mozliwoSciach zastosowan

Takim wla~nie bardzo waznym krokiem jest
otrzymanie materialów plastycznych swietnie
przewodzacych prad elektryczny. Wszystko
zaczelo sia od przypadku w laboratorium
tokijskiego ·instytutu technologicznego.
Student syntetyzUjacy poliacetylen dodal
tysiac razy za duzo katalizatora i otrzymal
coS podobnego do folii aluminiowej
Prowadzone w USA, pózniejsze,
systematyczne badania tego metalicznego
plastiku doprowadzily w 1977 roku do
wniosku, iz domieszkowanie jodem jest w
stanie zmniejszyc jego opór elektryczny
miliard razy. Natomiast firma BASF z RFN
wl'987'róku o'trzymala poliacetylen o
przewodnictwie .wlaSciwym

fJ = 147 000 (Ocm)-l. Rezultat ten

stanowi okolo 25~ wartoScl przewodmctwa
miedzi uwazanej dotad za najlepszy .
przewodnik w temperaturze pokojowej
BlCrac jednak pod uwage fakt, iz'
poliacetylen jest oSmiokrotnie IZejszy od.
miedzi stwierdzamy, Ze "drut" plastikowy
jest dwukrotnie lepszy od miedZianego o tym
samym cie-~arze. Ponadto przewodzace
plastiki wykazuja silna anizotropie
przewodnictwa. Moze ono byc 1000 razy
wieksze wzdluz lancuchów molekularnych niz
w kierunku do nich prostopadlym. Samo .

domieszkowanie plastików ma inny charakter
nlZ w przypadku pólprzewodników.
Stosowane koncentracje domieszek sa bardzo
duze - do kilku procent. Ponadto domieszki

nigdy nie zastepuja atoinów pierwotnego
lancucha weglowego, tylko dolaczaja si" do
niego lekko zaburzajac polozeme a tomów
wegla. W ten sposób powstaja w materiale

"wyspy" przewodzace, które przy wysokiej
koncen tracji domiesz'ek zaczynaja na siebie
nachodzic i dramatycznie zwiekszaja wartoSc
prZewodnictwa wlaSciwego. W zaleZnoSci od
rodzajU domieszek mozemy otrzymywac
r62ne rodzaje no~ników. Domieszkowanie

poliacetylenu jodem prowadzi do otrzyrnania
przewodnictwa dziurowego (typu p),
natomi\\st domieszkowanie 'soderh' ~

elektronowego (typu.n) Nalezy jednak
stwierdzic, iz mechanizm przewodnictwa w.
pohmerach jest. bardziej skomplikowany niz
w pólprzewodnikach . W konsekwencji nie
istnieje jeszcze dobry model teoretyczny
oPIsujacy to zjawisko. Mimo to w 1987 roku
japOnska firma Seiko rozpoczela jut sprze!iaz
pierwszego' akumulatorka do zegarka
recznego z jedna z .elektrod wykonana z
przewodzacej poli:miliny. Akumulatorki te, o
napieciu 3 V, maja trzykrotnie wi"ksza
pojemnoSc od znanych akumulatorków
litowych. ·Szereg innych firm równiez
szykuje róznego rodzaju akumulatory
plastikowe zdecydowanie lepsze bd dotychczas
uzywanych. Planowane zastosowania
przewiduja równiez wykorzystanie
przewodzacych plastików zarówno w

obwodach scalonych i komputerach, jak i w
ciele ludzkim w charakterze sztucznych
wlókien nerwowych. Wydaje si", ze zaczyna
sie druga era plastików, byc moze równie
'w:azna jak pierwsza

Gwiazdy Wladyslawowskie
(na marginesie rocznicy smierci Heweliusza (1611 - 1681))

Prof. dr Jerzy Dobrzycki

Wiele pomyslowosci, talentu i wysilku wkladal Heweliusz w staranna konstrukcje
budowanych przez siebie przyrzadów pomiarowych. Sluzyly one do 'opracowania
ostatniego w historii astronomii wielkiego katalogu gwiazd, wy konanego wylacznie
droga obserwacji golym okiem, bez pomocy lunety. Heweliusz okazal sie tu
konserwatysta: wlasnie.w okresie, gdy pracowal nad swym katalogiem, uczeni
podejmowali próby wykorzystania lunety w pomiarach i zwiekszenia w ten sposób ich
dokladnosci. W pelni zastosowal lunete jako celownice okolo 1670 roku Jean Picard

przy pomiarach triangulacyjnych we Francji, kiedy to P6 raz pierwszy nowozytna
metoda wyznaczal wielkosc promienia Ziemi. Wkrótce tez stanowisko Heweliusza

broniacego swych klasycznych instrumentów, spotkalo sie z krytyka uczonych
angielskich, przede wszystkim Roberta Hooke'a. Hooke zaprzeczal mozliwosci

wyznaczenia polozenia gwiazd z dokladnoscia przewyz~zajaca - a chocby nawet
dorównujaca - dokladnosci pomiarów z lunetacelownicza. Polemika byla goraca (choc,
jak na ówczesne .czasy, jeszcze niezbyt gwaltowna), a Heweliuszowi wyraznie sprawiala
przykrosc.

W 1679 roku Towarzystwo Królewskie W Londynie (Royal Soc(ety) , którego czlonkiem
byl Heweliusz, delegowalo do Gdanska mlodego, ale znanego juz astronoma,
Edmunda Halleya dla zapoznania sie z instrumentarium i technika obserwacji
Heweliusza. Prowadzone równolegle przez obu <J,stronomów pomiary przekonaly

Halleya o zaskakujacej precyzji pomiarów osiaganej przez gdanskiego astronoma.
Niemniej jednak angielscy uczeni pozostali zwolennikami instrumelltów nowego
typu i przynajmniej w korespondencji miedzy soba krytycznie wyrazali sie o uporze
starszego pana (w roku 1679 Heweliusz mial lat 68; Halley - 23, Hooke - 44,
Flamsteed, opr~cowujacy katalog gwiazd juz nowa technika - 33).

Kto mial racje w tym sporze? Wlasciwie obie strony po trochu. Sekundy luku,
jakimi operowal Heweliusz w zapisie i rachunkowym opracowaniu pomiarów,
nie sa dostepne przy pomiarach golym okiem. Za to umiejetnosci Heweliusza

jako konstruktora przyrzadów i wyjatkowa zapewne ostrosc wzroku zapewnily
równowartosc pomiarów gdanskich i - podejmowanych wspólczesnie pomiarów, juz

teleskopowych - astronomów angielskich. Potwierdza to tez niedawna statystyczna

analiza XVII-wiecznych katalogów gwiazdowych, opracowanych przez Brahego,
Heweliusza i (dla nieba poludniowego) Halieya. Autor opracowania na ten temat,

P. Rybka (Katalog gwiazdowy Heweliusza, Wroclaw-Warszawa 1984) wnioskowal, ze
glównym zródlem bledów pozycji gwiazd byly w epoce Heweliusza nie przeziernice
pozbawione optyki, ale niedokla'dnosc podzialki instrumentU.

Nie mial racji Hooke, kwestionujac rzetelnosc poiniarów Heweliusza, ale, OCZYWISCle,
uzycie lunety musialo z biegiem czasu doprowadzic do nowej skali dokladnosci

pomiarów, zwlaszcza po wynalezieniu nowej metody kreslenia podzialek katowych
(Mich el F. de Chaulnes, 1765). Granica dokladnosci pomiaru bez lunety wyznaczona

jest przeciez przez sama anatomie oka: elementy swiatloczule siatkowki (czopki) maja
srednice okolo 3 mikronów. Rozlaczne dostrzezenie dwóch punktowych zródel swiatla

przez obserwatora mozliwe jest dopiero, gdy oba obrazy oddzieli co najmniej jeden nie
oswietlony, a wiec nie pobudzony czopek siatkówki. Latwo obliczyc graniczna wartosc

katowa - zdolnosc rozdzielcza oka ludzkiego. Skoro obrazy na siatkówce musza byc
oddalone prawie o podwójna srednice swiatloczulego zakonczenia nerwowego, to jest
o 5 do 7 mikronów, przy przecietnej ogniskowej soczewki oka, wynószacej 17 mm,

otrzymujemy graniczna wartosc okolo jednej minuty·luku. Dodajmy, ze granica ta.
jest nizsza, gdy chodzi nie o rozdzielenie obrazów punktowych, ale np. stwierdzenie

równoleglosci linii(6kolo 30 sekund luku).

Spór o lunete w astronomii dotyczyl tylko jej uzycia w pomiarach katowych.
Heweliusz byl przeciez sam wytrwalym konstruktorem lunet; jesli tylko nie byly

to ogromnie niewygodne w uzyciu IJ1nety-giganty (najwieksza, zbudowana przez
Heweliusza, miala ponad 40 m dlugosci), osiagal za ich pomoca cenne rezultaty.
Najwazniejsze to, oczywiscie, studia nad topografia Ksiezyca i badanie zjawiska

libracji. Wlasnie przy okazji obserwacji teleskopowych, jeszcze we wczesniejszym

okresie swej dzialalnosci,' uzyskal Heweliusz m.aterial do krytycznej oceny twierdzen
wspólczesnego mu autora, Antoniego M. Schyrlego, zakonnika z Reity w Czechach,
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(;wiazdozbior Wodnika i okolice
wg atlasu Jerzego Dobrzyckiego,
PWN, Poznan 1956.

znanego - od nazwy tej miejscowosci - jako Rheita (1597 -- 1660). Dodajmy
od razu, ze Rheita byl utalentowanym technikiem-konstruktorem przyrzadów
optycznych, wynalazca lunety ziemskiej (o obrazie prostym) i nowej konstrukcji
okularu (okreslenia: obiektyw i okular pochod~a równiez od Rheity). Duzo gorzej
powiodlo mu sie przy wykorzystywaniu przyrzadów do obserwacji astronomicznych:
najwyrazniej pozbawiony niezbednego zmyslu samokrytycznego, dzialal jakby pod
przymusem dokonania jakiegokolwiek odkrycia. W rezultacie w 1643 r.. oglosil
informacje o zaobserwowaniu dziewieciu ksiezyców Jowisza, szesciu - Saturna
i dwóch - Marsa. Nowe piec ksiezyców Jowisza Rheita nazwal gwiazdami Urbana
VIII (Stellae UrbanoctalJianae), wyraznie w przeciwstawieniu z czterema gwiazdami
Medycejskimi - pierwszymi czterema ksiezycami Jowisza nazwanymi tak przez
Galileusza. Sceptycznych i krytycznych uwag wspólczesnych nie przyjmowal do
wiadomosci, podtrzymujac swe odkrycie.

Dzieki tej polemice dotarly do Heweliusza szczególy obserwacji Rheityi wykres
przedstawiajacy konfiguracje dziewieciu domniemanych ksiezyców Jowisza w grudniu
1642 r. (Jowisz znajdowal sie w poblizu r.p Wodnika). Heweliusz, który systematycznie
obserwowal wielkie planety, mógl ob$erwacje Rheity porównac z wlasnymi
obserwacjami tej samej okolicy nieba, wykonanymi w Gdansku w drugiej polowie
1642 r. Byly to obserwacje teleskopowe,. przy których Heweliusz rejestrowal graficznie
polozenie ksiezyców Jowisza i konfiguracje gwiazd stalych. Dzieki temu mógl wykazac,
ze owych piec ksiezyców Rheity to w rzeczywistosci gwiazdy, poza r.p Wodnika gwiazdy

niewi~oczne golym okiem, a wiec o jasnosciach ponizej 6 wielkosci gwiazdowej .
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Gwiazdy Wfadysfawowskie (zaznaczone strzalkami) wg Selenographii Heweliusza. Strzalki
i greckie oznaczenia gwiazd dorysowane przez grafika.

Oczywiscie naj dotkliwsza pomylka Rheity bylo przemianowanie na satelite Jowisza
gwiazdy r.p Wodnika - gwiazdy czwartej wielkosci, znanej dobrze od czasów
starozytnych i okreslonej przez Ptolemeusza Vi gwiazdozbiorze Wodnika jako ostatnia
z gwiazd w pierwszym zakolu strumienia.-

Obserwacjom wlasnym i Rheity poswiecil Heweliusz sporo miejsca w wydanej
w 1647 r .. Selenographii. Podkreslajac wlasny wklad w obserwacje gwiazd 
domniemanych satelitów Jowisza - i w okreslenie ich polozenia, zaproponowal nadanie
im nazwy. Gwiazd Wladyslawowskich - SteUae VladislalJianae, na czesc Wladyslawa IV
(Selenographia, s. 63; o dedykacji i stosunkach Hewevusza z dworem Wladyslawa IV
pisala K.Targoszj Uczony dwór Ludwiki Marii Gonzagi, Wroclaw-Warszawa 1975, s.292
i nn.). Król zapewne przychylnie przyjal te dedykacje. Nie zaznaczyla sie ona jednak
ani w postaci wyraznego mecenatu królewskiego dla dzialalnosci Heweliusza (jak to
pózniej mialo miejsce za Jana III), ani tez nie przyjela sie w literaturze naukowej.
Bylby to z.reszta dosc grozny w skutkach precedens nadawania nazwisk moznych tego
swiata w olbrzymim zbiorze gwiazd teleskopowych. Inaczej rzecz sie miala z nowymi
gwiazdozbiorami, jakie wprowadzil Heweliusz. Obejmowaly one gwiazdy widoczne
golym okiem, a do ich przyjecia przez spolecznosc uczonych przyczynil sie autorytet
Heweliusza, autora katalogu i atlasu nieba Firmamentum Sobiescianum. Tam wlasnie,

z dedykacja odwolujaca sie do bitwy wiedenski~j, wyodrebnil i nazwal Heweliusz
Tarcze Sobieskiego naczesc zwycieskiego monarchy.
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Co to Sa zbiory rozmyte

Doc. dr Tadeusz GERSTENKORN, mgr Jacek MANKO
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W roku 1871 ukazala sie praca Georga Cantora inicjujaca badania nad pojeciem
zbioru. Niewiele osób wrózylo wówczas temu pojeciu tak wielka przyszlosc, jaka stala
sie jego udzialem. Pojecie zbioru jest dzis podstawowym pojeciem matematyki.

Niech X oznacza pewna zbiorowosc (mnogosc) naj rózniejszych przedmiotów. Zbiór
(w znaczeniu zwyklym - klasycznym, cantorowskim) rozumiany jest wtedy jako zespól
Z tych przedmiotów z X, które wyróznia jakas wspólna wlasnosc. Zatem przedmiot
nalezy do pewnego zbioru, .gdy ma okreslona wlasnosc, nie nalezy do niego, gdy
tej. wlasnosci nie ma. Przy takim ujeciu zaklada sie milczaco, ze dany konkretny
przedmiot moze pewna wlasnosc miec lub jej nie miec, czyli moze do zbioru nalezec
lub nie. Innej mozliwosci nie ma. Przykladem moze byc zbiór A liczb calkowitych
wiekszych od -3 i mniejszych od 4

A= {x E C: -3 < x < 4} = {-2,-1,0,1,2,3},

gdzie C oznacza zbiór wszystkich liczb calkowitych (rys.l).

Nie jest to jedyny sposób przedstawienia zbioru. Zbiór mozna równiez dobrze okreslic'
podajac jego funkcje charakterystyczna.

Funkcja charakterystyczna zbioru Z C X nazywamy funkcje Xz : X --> {O, l}
okreslona wzorem

(1)
{l,Xz(x) = O,

gdy x E Z,
gdy x f/. Z.

Zbiór Z mozna wtedy przedstawic w postaci zbioru par

Wspomniany zbiór A wygladalby nastepujaco

A = {... , (-4, O), ( -3, O), ( -2,1), (-1, 1), (O, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, O), (5, O), ... } .

Z = {(x,Xz(x))} .(2)

--- .
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Rys.2 Wykres funkcji XA przedstawia rysunek 2.

Zycie codzienne dostarcza nam jednak przykladów, gdzie podobna Interpretacja, tzn.
dokladne wskazanie elementów przynaleznych do zbioru (czyli maja~ych okreslona
wlasnosc), nastrecza duze trudnosci.

Dla przykladu wezmy "wysokiego mezczyzne". Czy wysoki mezczyzna to ten,
który ma co najmniej 180 cni, czy 185 cm, czy tez dopiero 193 cm wzrostu? Widac
wyraznie, ze nie mozna tu w zaden sposób przeprowadzic naturalnej i sensownej
granicy miedzy "mezczyzna wysokim" a tym, który nim nie jest. Stwierdzenie,
ze np. wysocy sa tylko ci, którzy maja powyzej 185 cm wzrostu, jest tu, oczywiscie, .
sztuczne. Bo co zrobic z mezczyzna, który ma 184 c.m wzrostu? On jest przeciez tez
"wysoki" , podobnie jak i ten, który ma 183 cm wzrostu.

Analogicznie przedstawia sie sprawa z pojeciem "lysy". O czlowie.ku, który nie ma ani
jednego wlosa na glowie, z pewnoscia powiemy, ze jest lysy; ale co zrobic z tym, który
ma pewna ilosc wlosów na glowie, choc nie za bardzo zaznaczona?

Roswi~sanie sadania M 613.
Zal6i:my, i:e a i b Sll, wzglednie
pierwsze. Je,(Ji t + ~ = k, to
a2 + b' = abk, czyli b2 = a(bk - aj.
Znaczy to, ze b2 jest podzielne
przez a. Jest to mozliwe tylko dla
a = ±1. Podobnie b = ±1. Tak wiec
w~r6d par liczb wzglednie pierwszych
rozwilloZaniami SA tylko (±l, ±l).

Ogólnie: liczba t + ~ jest calkowita
tylko dla a = ±b.

Podobnie, jak .okreslic cene za 100 Kg ziemniaków, oferowanych' w róznych punktach
sprzedazy. Czy cena 2500 zl jest "wysoka", czy nie? Jak wyglada "wysokosc" tej ceny
dla 2800 zl, 3000 zl czy tez 3200 zl?

W celu unikniecia takich niescislosci L. A. Zadeh wprowadzil w 1965 roku pojecie
zbioru rozmytego (ang. fuzzy set). Analogicznie do zaleznosci (1) i (2) zbiór rozmyty Z
okreslony w obszarze rozwazan X mozna przedstawic jako zbiór par

(3)

gdzie P,z : X --> [O, l] jest tzw, funkcja przynaleznosci, która kazdemu elementowi
:z: E X przyporzadkowuje stopien przynaleznosci do danego zbioru rozmytego: od
nieprzynaleznosci (P,z(x) = O) poprzez przynaleznosc czesciowa (O < Jtz(x) < 1), do
calkowitej przynaleznosci (P,z(x) = 1).
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Dla ilustracji zalózmy, ze funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego F
przedstawiajacego "wysokiego mezczyzne" wyglada tak, jak na rysunku 3. Mozna.
ja interpretowac nastepujaco: mezczyzny ponizej 160 cm nie uznajemy na pewno za
'wysokiego, mezczyzne powyzej 185 cm na pewno uznajemy za wysokiego, a mezczyzne
o wzroscie od 160 cm do 185 cm uznajemy za wysokiego w pewnym stopniu (170 cm 
wysoki w stopniu 1/2), przy czym tym bardziej, im blizsze 1 sa wartosci funkcji JLr

150 160 170 1BO 190 w cm

RY8,3

A oto inne przyklady zbiorów rozmytych.

Niech X = {l, 2, 3, 4,5,6,7,8,9, la}. Rozmyty zbiór "kilka" w przestrzeni X mozna;
okreslic jako

Poniz8zy, upr08zczony bardzo przyklad
pozwoli zapoznac Czytelnika z
pewnym za8to8owaniem pojecia
rozmytosci w wybranym problemie
ekonomicznym.

Przyjmijmy, ze na pewnym terytorium
znajduja 8ie dwa zaklady produkcyjne
A i B produkujace ten 8am wyrób
przy róznym koszcie jedno8tkowym.
Ceny tego wyrobu 8a wiec równe:
kA i kB. Moze 8ie zdarzyc, ze ceny
te nie 8a 8tale i nie kazda cena je8t
mozliwa do przyjecia. Ceny zbyt
wY80kie moga wywolac niezadowolenie,

- a ceny zbyt ni8kie moga 8powodowac
upadlo U zakladu. Ceny kA i kB
mozna wówczas potraktowac jako
ro'Zmyte okreslajac funkcje mozliwosci
(przynaleznOlIci) wprowadzenia róznych
cen wyrobów obu zakladów (powolujac
np. grupe ek8pertów proponujacych
rózne ceny). Powiedzmy, ze w
zakladzie A- rozwazano cztery warianty
cen, a w zakladzie B trzy warianty,
przy czym kazda z proponowanych
cen ma odpowiedni 8topien realnosci
funkcjonowania na rynku. Pokazuja to
tabele:

~~
k

I'A(k)

k

I'B(k)

l
0,5 EE 3

0,3

"kilka"= {(l, O), (2, i) , (3, ~) , (4, ~) ,(5,1)', (6, ~) , (7, ~) , (8, i) ,(9, O) ,(10, O)}.

Oznaczmy przez d zbiór bulek pieczonych dzisiaj, przez w - zbiór bulek pieczonych

wczoraj, przez p - przedwczoraj., Umówmy sie, ze wartosc funkcji przynaleznosci
dan'a bedzie równosciami: JL(d) = 1, JL(w) = 0,5, JL(p) = O, 1. Otrzymujemy zbiór
rozmyty, który mozna traktowac jako matematyczne ujecie terminu "swieze bulki":
bulki pieczone przedwczoraj sa "swieze" w stopniu 0,1, bulki wczorajsze .sa "swieze"
w stopniu 0,5, a dzisiejsze sa rzeczywiscie "swieze" (w stopniu 1).

Zauwazmy, ze zwykly zbiór mozna traktowac jako zbiór rozmyty, a jego funkcja
przynaleznosci jest funkcja charakterystyczna.

Na zbiorach rozmytych mozna wykonywac dzialania podobnie jak na zbiorach,
zwyklych. Pokazemy, jak to mozna czynic, wskazujac jednoczesnie na pewne róznice.

Zalózmy, ze w pewnym zbiorze rozwazan X mamy dwa zbiory rozmyte A i B
o funkcjach przynaleznosci odpowiednio JLA i JLB'

Zbiory te sa równe, gdy dla dowolnego x jest JLA(X) = JLB(x), MÓYii~y zas, ze zbio~ A
jest zawarty w zbiorze B, gdy JLA(z) ~ JLB(z) dla kazdego z E X. Aby okreslic sume
(A U B), czesc wspólna (A n B) i uzupelnienie (A'),·wystarczy podac wartosci ich
funkcji przynaleznosci dla z E X:

JLAUB(z) = max{JLA(z),JLB(z)},

JLAnB(Z) = min{JLA(z),JLB(z)},

JLA/(x) = 1- JLA(z).

Powyzej okreslone dzialania sa uogólnieniem dzialan na zwyklych zbiorach i maja
wiele wlasnosci tych dzialan.

Nie maja jednak wszystkich wlasnosci. Np. nie sa spelnione warunki A U A' = X,
A n A' = 0 (JLe(z) == o i JLx(x) == 1). Mozna to latwo sprawdzic na przykladzie zbioru
"kilka" ..

Metody teorii zbiorów rozmytych bywaja przedmiotem wielu dyskusji i znajduja
obecnie coraz wieksze zastosowanie we wspomnianych wyzej naukach, a takze

w technice (np. teoria systemów i sterowania). Okazuje sie bowiem, ze problem
"rozmycia" mozna badac scislymi metodami matematycznymi, a pewien sceptycyzm
oraz nieufnosc w efekty tej nowej teorii wynikaja zwykle z jej nieznajomosci.

Przedstawione tutaj pojecie zbioru rozmytego, zilustrowane kilkoma przykladami,
znajduje szczególnie szerokie zastosowanie w naukach "miekkich", takich jak
medycyna, ekonomia, psychologia. Wystepujace w nich okreslenia: zdrowy czlowiek,
maly popyt, duza wydajnosc, dobry pracownik, wysoka cena itp., czesto prowadza, jak
widzielismy, do wieloznacznosci i nieporozumien, gdyz zawieraja zbyt duzo "rozmycia".

Z tych tabel widac, ze najbardziej
realna cena dla zakladu A to cena
nr 3, a dla zakladu B cena nr 2.

Majac funkcje przynaleznosci cen dla
obu zakladów mozna zaintere80wac
8ie problemem u8talenia zbiorowosci
nabywców wyrob6w rozwazanych
zakladów (przy zalozeniu, ze 8a
sprzedawane tylko w miejscowosci A
i odpowiednio B). Stawiamy zadanie
znalezienia granicy rozdzielaj acej
klient6w kupujacych w miejscowosci A
od klientów kupujacych w miejscowosci
B. Przyjmujemy doU naturalne
zalozenia, ze cena p przejazdu jednego
kilometra jest stala oraz ze klient
chce placic jak najmniej. Niech
C bedzie miejscem zamie8zkania
pewnego klienta. Odleglosc C od
A i B jest odpowiednio dCA i dc B .
Wtedy dla klienta zlokalizowanego
w punkcie C koszt zakupu wyrobu
z zakladu A wyno8i dCA' p + kA
jednostek platniczych, a z zakladu B
wynosi dCB ' p + kB jednostek.
SZ:Ikana granice stanowi wtedy zbiór
punktów spelniajacych równanie:
dCA' P +kA = dCB ,p + kB' Wielkosci
dCA i dCB (a wiec i potencjalny
klient) beda, zmienne w zaleznosci od
przyjetych cen kA i kB.

AuB=BuA

AU(BUC)='(AUB)UC
AnB=BnA

A n (B n C) = (A n B) n C

A U (B n C) = (A U B) n (A U C) }An (B U C) =(An B) U (An C)

(A')' = A

(AU B)' = A' n'B'}(A n BY = A' U B'

- przemiennosc

- lacznosc

- przemiennosc

- lacznosc

- rozdzielnosc

- inwolucja

- prawa de Morgana
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mala delia

Gra w 20 1

to dobrze znana gra. Jeden z dwóch
graczy, którego dalej bedziemy nazywac
Odpowiadajacym, w tajemnicy przed drugim
graczem (nazywanym Pytajacym) wybiera liczbe

. naturalna nie wieksza od 1 000 000 (i oczywiscie
nie mniejsza od 1). Nastepnie Pytajacy zadaje
kolejno 20 pytan dotyczacych pomyslanej liczby.
Pytania te musza byc jednak tak sformulowane,
by dopuszczaly jedynie odpowiedzi "tak" lub
n~" ."

Pozornie pytania takie moga byc bardzo rózne.
"Czy pomyslana liczba jest mniejsza od 27?" .
"Czy jest parzysta?". "Czy jest liczba pierwsza?"·
"Czy miesci sie miedzy 23 i 456 lub miedzy
1287 i 56007?". "Czy jest to jedna z liczb 1475,
2964,41994, 846711?". Jezeli sie wszelkim takim
pytaniom przyjrzec, mozna zauwazyc, ze sa one
zawsze pytaniami o to, czy pomyslana liczba jest
elementem pewnego, dowolnie wybranego przez
Pytajacego, podzbioru X przedzialu [1,1000000].

Odpowiadajacy za kazdym razem udziela
odpowiedzi zgodnej z prawda. Po zadaniu 20
pytan Pytajacy musi odgadnac pomyslana
liczbe: wymienia jedna z liczb od 1 do 1000000
i wygrywa wtedy i tylko wtedy, gdy jest to liczba

c, wybrana na poczatku przez Odpowiadajacego.

W grze w 20 pytan Pytaj acy ma strategie
wygrywajaca, czyli istnieje taki sposób zadawania
pytan, by niezaleznie od tego, jaka liczbe wybral
Odpowiadajacy, liczbe te odnalezc.

Strategia, o której mowa, jest bardzo prosta: w
kazdym momencie dzielimy zbiór, w którym moze
sie znajdowoc wybrana przez Odpowiadajacego
liczba, na dwie, mozliwie równe, czesci (a wiec
jedna z nich zawiera co najwyzej o jedna liczbe
wiecej od drugiej) i pytamy, czy wybrana
liczba jest w którejs (dowolnie przez nas
wybranej) z nich. Zamiast uzasadniac, ze jest to
wygrywajaca strategia w grze w 20 pytan, wykaze
ogólniejsza prawidlowosc.
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Zamiast liczb od 1 do 1 000000 zajmijmy sie
liczbami od 1 do n i zamiast 20 pytan niech bedzie
ich k. Opisana strategia jest wygrywajaca, gdy
n ::;2k; w przeciwnym razie Pytaj acy strategii
wygrywajacej nie ma (i moze wygrac tylko
przypadkiem). Gdy to stwierdzenie uda sie
udowodnic, bedziemy wiedzieli, ze w grze w
20 pytan Pytajacy ma strategie wygrywajaca
- przeciez 1 000 000 < 220 = 1 048 576.
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Najpierw uzasadnienie, ze dla n > 2k nie ma
wygrywajacej strategii-dla Pytajacego. Wystarczy
w tym celu podac sposób, w jaki moze wygrac
Odpowiadajacy. Sposób ten nazywa sie strategia
diabelska, choc strategia niejest. Przeciez
Odpowiadajacy ma zawsze odpowiadac zgodnie
z prawda, wiec w ogóle nie ma zadnej strategii.

, Chyba zeby ... , no wlasnie. Moze nie wybrac
zadnej liczby i odpowiadac na pytania najmniej
korzystnie dla Pytajacego.

Na poczatku jest wiecej niz 2k liczb. Jesli
Pytajacy zapyta, czy szukana przez niego liczba'
jest elementem zbioru X', to Odpowiadajacy
mówi "tak" , gdy w X jest wiecej liczb, niz w jego
uzupelnieniu i "nie" - w przeciwnym przypadku.
W ten sposób wybiera te odpowiedz, która jest
mniej korzystna dla Pytajacego (bo umiejscawia
szukana liczbe w wiekszym zbiorze, a zatem
majacym wiecej niz 2k-1 elementów). Podobnie
postepuje Odpowiadajacy, gdy otrzymuje kolejne
pytania. Umiejscawia szukana liczbe po dwóch
pytaniach w zbiorze zawierajacym wiecej niz 2k-2

liczb itd., az pok pytaniach maja umiejscowiona
w zbiorze zawierajacym wiecej niz 2k-k = 1
liczbe, czyli co najmniej dwie liczby. Jakkolwiek
zatem Pytajacy odgadywalby, zawsze moze mu
odpowiedziec "zle" i wymienic, jako wybrana, inna
licibe·

Powiecie, ze Odpowiadajacy oszukiwal. Zgoda,
ale przeciez mogloby sie zdarzyc, ze rzeczywiscie
taka liczbe, jaka wymienil na koncu, wybral na
poczatku gry, a Pytajacy nie mial szczescia i
pytal zgodnie z tym, jak to Odpowiadajacy z
góry przewidzial. Z tego, co opowiadaja o diable,
wynika, ze on móglby to istotnie przewidziec 
stad nazwa: strategia diabelska.

Gdy jednak n::; 2k, i diabel Odpowiadajacemu
nie pomoze. Jesli Pytajacy bedzie pytal zgodnie
z opisana strategia, to nawet naj gorsza dla niego
mozliwosc bedzie dopuszczala po pierwszym
pytaniu umiejscowienie szukanej liczby w zbiorze.
zawierajacym co"najwyzej 2k-1 liczb, po drugim
~ 2k-2 liczb i wreszcie po kpytaniach - w zbiorze
zawierajacym 2k-k liczb, czyli jedna liczbe. A wiec
Pytajacy wygra.

Nasuwa sie pytanie - ile pytan musi miec do
dyspozycji Pytajacy, by na pewno wygrac, mimo
ze Odpowiadajacemu pozwolimy raz sklamac?
Odpowiedz na to pytanie jest trudna, ale znana.
Jest w tym numerZe Delty.

Mala Delte przygotowal Wojciech GUZ/CK/



o grze w 20 pytan inaczej

Doc. arWojciech GUZICKI

W artykule o grze w 20 pytan (w Malej Delcie, w tym
numerze) omówilismy sposób gry z graczem, który nie
klamie. A jak postepowac z graczem, który klamie? Czy
jestesmy zupelnie bezradni? To pytanie postawil Stanislaw
Ulam w swojej ksiazce Adventures of a Mathematician:

Zapytal on mianowicie o to, jaka jest najmniejsza
mozliwa liczba pytan, które musi zadac Pytajacy, by
odgadnac pomyslana liczbe z przedzialu [1,1000000],
jezeli wiadomo, ze Odpowiadajacy moze raz sklamac?
Stra.tegia wygrywajaca oczywiscie istnieje: powtarzamy
kazd~ pytanie 3 razy.

Zajmiemy sie od razu problemem ogólnym:
Odpowiadajacy wybiera liczbe z przedzialu domknietego
[1, n], Pytajacy zadaje k pytan, Odpowiadajacemu wolno
raz sklamac. Podobnie, jak poprzednio, Pytajacy zadaje
pytania typu "czy e E X?", gdzie X jest dowolnym
podzbiorem przedzialu [1, n] ..

W tej postaci problem zostal niedawno rozwiazany przez
Andrzeja Peka z Kanady. Problem analogiczny, w którym
zadawane ,pytania musza byc porównawcze, nie jest jeszcze
rozwiazany do konca. Przedstawimy teraz rozwiazanie
oryginalnego problemu Ulama, dowód bedzie niewielka
modyfikacja dowodu Pekao

Zauwazmy najpierw, ze w kazdym momencie naszej
gry musimy rozpatrywac dwa zbiory dopuszczalnych
liczb (a nie jeden zbiór, jak w przypadku gry bez
klamstw). Pierwszy z tych zbiorów sklada sie z tych
liczb, które sa zgodne ze wszystkimi dotychczas .
udzielonymi odpowiedziami - tzn. liczb o tej wlasnosci,
ze gdyby Odpowiadajacy pomyslal któras z nich, to
w dotychczasowych odpowiedziach jeszcze nie sklamal,
ma wiec prawo sklamac w dalszym ciagu gry. Drug~ z
tych zbiorów sklada sie z liczb, spelniajacych wszystkie
odpowiedzi z wyjatkiem jednej - sa to wiec liczby, o
których Odpowiadajacy juz sklamal. Niech pierwszy
zbiór ma a elementów, a drugi b elementów. Pare (a, b)

nazwiemy stanem gry. Teraz zauwazmy, ze kazde pytanie
jest w istocie rzeczy pytaniem o pewna liczbe elementów
kazdego z rozwazanych powyzej zbiorów. Przypuscmy
zatem, ze pytamy o x elementów pierwszego zbioru
i 1/ elementów drugiego. W zaleznosci od odpowiedzi,
gra przejdzie ze stanu (a,b) w jeden z dwóch stanów
oznaczanych dalej przez TAK i NIE. Zastanówmy sie,
jaka postac ma stan TAK. Niech A bedzie pierwszym
zbiorem (ma on a elementów) i e drugim zbiorem (o b

elementach). Pytanie "czy e E X?" jest pytaniem o x

elementów zbioru A i 1/ elementów zbioru B, tzn. zbiór
X n A ma x elementów i zbiór Y n B ma 1/ elementów.
Zatem zbiory A \ X i B \ y maja odpowiednio po a -- x
i b - 1/ elementów. W przypadku odpowiedzi "tak"
pierwszy zbiór bedzie sie skladal z tych elementów zbioru
A, które sa zgodne z ostatnia odpowiedzia, czyli naleza
do X. Jest to zatem zbiór A n X. Do drugiego zbioru
naleza natomiast te elementy zbioru A, o których teraz
sklamalismy (tzn. A \ X) oraz te elementy zbioru B, o
których nie sklamalismy (tzn. B n Y).
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Stan TAK jest zatem równy (x, a - x + 1/). Podobnie'
rozumujac stwierdzimy, ze stan NIE ma postac
(a-x,x+b-y).

Z kazdym stanem zwiazemy teraz funkcje zwana jego
waga. Przypuscmy, ze w stanie (a, b) Pytajacy moze
zadac jeszcze j pytan. Wtedy kladziemy wj(a,b) =

= a ' (j + 1) + b. Funkcje Wj nazwiemy wlasnie funkcja
wagi (dokladniej j-ta waga) stanu (a, b). Funkcja wagi
mówi nam, jakie mozliwosci ma jeszcze Odpowiadajacy.
Ma on do dyspozycji a liczb, o których dotychczas mówil
prawde, moze wiec o kazdej z nich dalej mówic prawde lub
sklamac w jednym z nastepnych j pytan - daje to j + 1
mozliwosci dla kazdej z tych a liczb. Wreszcie ma on do
dyspozycji b liczb, o których musi mówic prawde do konca.
Nastepnie okreslmy tzw. charakter stanu

ch(a,b)=min{j: wj(a,b)::;2j}.

Zauwazmy na koniec, ze

wj(a, b) = wj-l(TAK) + wj_l(NIE).

W dalszym ciagu bedziemy wielokrotI,lie zastanawiali sie
nad istnieniem strategii wygrywajacej dla Pytajacego
w srodkowej fazie gry. 'Jezeli gra znalazla sie wstanie
(a, b) i Pytaj acy ma od tego momentu strategie
wygrywajaca za pomoca co najwyzej j pytan, to bedziemy
nazywac ja strategia wygrywajaca poczawszy od tego
stanu.

Lemat 1. Jesli wk(a,b) > 2\ to Pytajacy nie ma strategii
wygrywajacej w k pytaniach w grze poczawszy od stanu
(a, b). ,

Dowód. Odpowiadajacy moze zastosowac diabelska
strategie (patrz Mala Delta). Po pierwszym pytaniu
bedziemy mieli nierQwnosc

wk-d.TAK) + wk-l(NIE) > 2k .•

Stad jeden ze stanów TAK i NIE ma (k - l)-sza wage
wieksza od 2k-1• Odpowiadajacy wybiera te odpowiedz,
która ma wieksza wage. W ten sposób po kpytaniach
dojdzie do stanu, którego zerowa waga jest co n' ' nniej
równa 2. Teraz wystarczy zauwazyc, ze Pytajacy ma
pewnosc zgadniecia po zadaniu wszystkich pytan tylko
wtedy, gdy stan gry jest jednym ze stanów (1,0) lub
(0,1). Oba te stany maja jednak zerowa wage równa 1.
Diabelska strategia okazala sie zatem skuteczna dla
Odpowiadajacego, co konczy dowód lematu.

Z powyzszego lematu wynika, ze Pytajacy moze miec
strategie wygrywajaca w k pytaniach tylko wtedy, gdy k-ta
waga stanu poczatkowego jest co najwyzej równa 2k• W
szczególnosci moze sie zdarzyc, ze Pytajacy ma strategie
wygrywajaca w ch'(a, b) pytaniach poczawszy od stanu
(a, b). Pokazemy teraz, ze tak jest w istocie dla bardzo
obszernej klasy stanów.

Nazwijmy stan (a, b) stanem przyjemnym, jesli Pytajacy
ma strategie wygrywajaca w ch( a, b) pytaniach poczawszy
od stanu (a,b). Stan (a,b) nazwiemy stanem typowym,
jesli b ;:::a-L



Twierdzenie. Wszystkie stany typowe sa przyjemne.

Dow6d. Stosujemy indukcje wzgledem charakteru stanu.
I

Jedynymi stanami o charakterze O sa stany (1,0) i (0,1).
Sa one stanami przyjemnymi, bo Pytajacy zna pomyslana
liczbe bez zadawania jakichkolwiek pyt~n.

Przypuscmy teraz, ze wszystkie stany typowe
o charakterze mniejszym od k sa przyjemne. Niech
(a, b) bedzie dow,olnym stanem typowym charakteru k.
Pokazemy, ze jest on przyjemny. W tym celu wystarczy
znalezc takie pytanie, ze otrzymane w jego wyniku
stany maj 11, (k - 1losze wagi rózniace sie co najwyzej o 1.
Mianowicie z zalozenia o charakterze stanu (a, b) wiemy, ze
wk(a,b) :::;2k. Jesli teraz JWk-l(TAK) - Wk-l(NIE)1 :::;1,
to wk-l(TAK) i Wk-l(NIE) sa nie wieksze od 2k-l. Stad
wynika, ze charakter stanów TAK i NIE jest co najwyzej
równy k - 1. Jesli teraz uda nam sie dobrac pytanie tak,
aby stany TAK i NIE byly typowe, to z zalozenia beda
one przyjemne. Pytajacy ma zatem strategie wygrywajaca
w k - 1 pytaniach, co lacznie z zadanym juz pierwszym
pytaniem daje strategie wygrywajaca w kpytaniach.

Przypadek 1. Niech a = 2 . al.
W zaleznosci od parzystosci liczby b bierzemy liczbe bl '
tak, by b = 2· bl lub b = 2· bl + 1. Wystarczy zadac teraz
pytanie o al elementów pierwszego zbioru i bl elementów
drugiego zbioru. Otrzymamy stany typowe

TAK = (al,al + bd, NIE = (al,al + b - bd,

których wagi róznia sie, oczywiscie, co najwyzej o 1.

Przypadek 2. Niech a = 2 . al + 1.
Udowodnimy najpierw pomocniczy lemat.

Lemat.2. Jesli b 2: k, to mozna dobrac pytanie, którego
poszukujemy.

Dowód. Bierzemy takie liczby bl i C, by b = 2bl lub
6 = 2bl + 1 oraz k = 2c lub k = 2c + 1. Zadajemy teraz
pytanie o al elementów pierwszego zbioru i bl + c

elementów drugiego zbioru. Otrzymamy stan~ typowe

TAK=' (al,al+l+bl+c), NIE.= (al+l,al+b-bl-c)

rózniace sie wagami co najwyzej o 1:

IWk-l(TAK) - wk-l(NIE)! = \1+(2, bl-b)+(2· c-k)1 :::; 1.

Niech teraz (a, b) bedzie stanem typowym, takim, ze b 2: 6.
Pokazemy, ze wtedy b 2: k, czyli spelnione jest zalozenie
lematu 2. Otóz wystarczy pokazac, ze wb(a,b) :::;2b.

wb(a,b)=a.(b+l)+b:::;(b+l)2+b:::;2b dla b2:6.

Ostatnia nierównosc sprawdza sie latwo przez indukcje
wzgledem b, co skonczy dowód lematu.

Niech teraz (a, b) bedzie stanem typowym, takim, ze a 2: 7.
Wtedy b 2: 6 i z powyzszych rozwazan wynika, ze istnieje
poszukiwane pytanie. Pozostaja do rozpatrzenia przypadki
stanów (a, b), takich, ze a = 1, a = 3 lub a = 5 oraz
a-l:::; b :::;15. Znalezienie w kazdym z tych przypadków
(z wyjatkiem stanu (3,2)) pytania, takiego, ze stany TAK
i NIE maja wagi rózniace sie co najwyzej o 1, jest latwym
cwiczeniem dla Czytelnika. W stanie (3,2), który ma
charakter 5, zadajemy pytanie o 2 elementy pierwszego
zbioru, otrzymujac w wyniku !ltany (2,1) i (1,4). Teraz
wystarczy zauwazyc, ze w4(2,l) = 11 < 16 = 24 oraz
w4(l,4) = 9 < 16 = 24. To konczy dowód twierdzenia.

Udowodnione twierdzenie pozwala juz na dokladne
okreslenie liczby pytan potrzebnych Pytajacemu
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do odgadniecia pomyslanej liczby. Ograniczymy sie
w dalszym ciagu do szczególnego przypadku, gdy liczba n
jest parzysta. Rozwazmy zatem stan (n, O) i przypuscmy,
ze jego charakter wynosi k. Zatem wk(n, O) =
= n . (k + 1) :::;2k• Zadamy pytanie o n l elemen tów
(gdzie n = 2 . nI). Otrzymamy w wyniku tego pytania
dwa identyczne stany (nI, nd, kazdy o tej samej wadze
wk-l(nl, nI). Zatem wk-l(nl, nd :::;2k-l, skad wynika,
ze otrzymane stany maja charakter równy co najwyzej
k - 1. Jednoczesnie sa one typowe, a wiec z twierdzenia
wynika, ze sa one przyjemne. Oznacza to, ze Pytajacy ma
strategie wygrywajaca w k - 1 pytaniach, poczawszy od
kazdego z tych stanów. Lacznie z pierwszym pytaniem
daje to strategie wygrywajaca w k pytaniach, poczawszy
od stanu wyjsciowego (n, O), a wiec od przedzialu

domknie~ego [1, nI.

Z drugiej strony, jesli Wk( n, O) = n· (k + 1) > 2k, to
Odpowiadajacy ma swoja strategie diabelska. Ostatecznie
dostajemy odpowiedz na pytanie, kiedy Pytajacy
ma strategie wygrywajaca: strategia ta istnieje dla
przedzialu domknietego [1, nI (dla n parzystego) i k pytan
wtedy i tylko wtedy, gdy n· (k + 1) :::;2". Analogiczne
rozwiazanie dla n nieparzystego Czytelnik bez trudu
znajdzie samodzielnie - jedyna drobna trudnosc polega
na tym, ze po pierwszym pytaniu nie otrzymujemy stanów
identycznych. Najrówniejszy podzial stanu (n,O) dla
n = 2 . nI + l otrzymamy pytajac o nI elementów 
wynikiem beda stany (nl,nl + 1) ofaz (nI + l,nd·
Z otrzymanej zaleznosci po chwili wynika, ze dla' n. =
= l 000000 potrzeba 25 pytan. Jako ciekawostke mozna
podac, ze analogiczna gra z dwoma klamstwami wymaga
29 pytan.

Analiza p'rzedstawionego dowodu pozwala zauwazyc,
ze pytania, które bedziemy zadawac, sa pytaniami o
przedzial: "czy pomyslana liczba lezy w przedziale
domknietym [p, aJ?".

Czytelnikom umiejacym pisac programy komputerowe
mozna teraz zaproponowac napisanie pr..ogramu
'odgadujacego pomyslana liczbe wedlug opisanego wyzej
algorytmu.

Zastosowanie dla tego typu zabaw jest chyba widoczne.
Chodzi mianowicie o przesylanie informacji kanalami,
które czasami powoduja powstawanie bledów. Wystapienie
dwóch bledów jest bardzo !llalo prawdopodobne,
spróbujmy wiec opracowac metode postepowania w
przypadku pojawienia sie co najwyzej jednego bledu.
Zobaczylismy pewna metode postepowania w takich
przypadkach, mianowicie wtedy, gdy mamy do czynienia
z interakcyjna wymiana informacji. Mozna teraz
wyobrazic sobie, ze chcemy odgadnac pomyslana liczbe,
ale musimy zadac wszystkie pytania od razu. Pytania
te beda, oczywiscie, znane Odpowiadajacemu przed gra·
Wystarczy wiec, jesli przysle on nam ciag odpowiedzi,
zakodowany w postaci ciagu zer i jedynek: zero na
i-tej pozycji oznacza, ze na to pytanie dal odpowiedz
negatywna, jedynka - pozytywna. Problemem bedzie
teraz znalezienie minimalnej dlugosci kodu (i oczywiscie
sposobu rozkodowywania,. czyli tresci kolejnych pytan), tak
aby móc przeslac jednoznaczna informacje o pomyslanej
liczbie, pomimo ze zakodowany ciag po odebraniu go moze
róznic sie na jednym miejscu od ciagu wyslanego. W ten
sposób doszlismy do pojecia tzw. kodów korygujacych
bledy, o których innym razem.



Roz""iazanie zadania M 511.

Powierzchnia wody ma ~rodek
symetrii O (bo jest po prostu elipsa).
Woda, zawarta w kuble, stanowi bryle,
której obraz przy symetrii ~rodkowej
wzgledem O mie~ci sie nadal w kuble.
Istotnie, widac od razu, ze dno oraz
odpowiednie odcinki tworzacych
stozka mieszcza 'sie gdzie t,rzeba (patrz
rysunek). Wobec tego wody jest mniej
niz polowa pojemno~ci kubla.

Daniel Bernoulli, Szwajcar,
1700 - 1782, znany matemat yk i fizyk.

Rozwiazanie zadania F 249.
Oznaczmy przez I moment
bezwladno~ci Ziemi przed stopieniem
lodu, a przez I + Al - po stopieniu.
Na podstawie prawa zachowania
momentu pedu mozemy ,zapisac

Iw = (I + AI)(w + Aw),

(w i w + Aw - predko~ci katowe Ziemi
przed i po stopieniu lodu). Powyzszy
wz6r mozemy zapisac w postaci

I I + Al .
- = ----, gdzIe T = 2".fw.T T+ AT

Stad poszukiwana zmiana okresu
obrotu

AT = AlT.I
Zmiana momentu bezwladno~ci Al
powstala na skutek zmiany rozkladu
masy lodu (wody), który poczatkowo
znajdowal sie w poblizu osi obrotu
(i dlatego dawal bardzo maly wklad do
calkowitego momentu bezwladno~ci),
a po roztopieniu zostal, jak zakladamy,
r6wnomiernie rozlozony w warstwie
kulistej o promieniu R i grubo~ci AR
(patrz rys.).

Moment bezwlad"o~ci takiej warstwy
wynosi (patrz rozwiazanie zadania
F 248)

Al l>$ ~".pR· AR.3
A wiec zmiana okresu obrotu Ziemi
wok6l osi wyniesie

/ R·
ATl>$ ~~TAR.

3 I
Uwzgledniajac, ze dla wody
p = 103 kgfm3, okres T = 24 h
i AR = 61 m otrzymujemy AT l>$ l s.

Obalamy prawa fizyki
Doc. dr Jan GAJ

Dzis po raz trzeci zapraszam Cie, Czytelniku, do obalania praw fizyki. Poprzednie
nasze rozwazania mialy na celu uswiadomienie ograniczen, jakie zawiera nasz obraz
konstrukcji swiata. Mozemy jednak bawic sie obalaniem powszechnie uznanych
pogladów dla samej przekornej przyjemnosci stad plynacej. Nawet jesli nam sie nie
uda obalic tego czy innego prawa, pozostaje pozytek z gimnastyki umyslu i - mam
nadzieje - chec do podejmowania dalszych prób: a moze nastepnym razem powiedzie
nam sie lepiej?
Dzisiaj chcialbym, abysmy wzieli na warsztat

Prawo BernoQ.lliego

Zacznijmy od sformulowania tego prawa:
Wzdluz linii pradu suma cisnienia i polowy iloczynu gestosci przez kwadrat predkosci
plynu (przez plyn rozumiemy cialo nie maj ace sprezystosci postacL - ciecz lub gaz) jest
wielkoscia stala. Wzorem zapisujemy to tak:

l
(*) P +_pv2 = const.2

Nalezy dodac, ze prawo to stosuje sie do plynów nielepkich.
Jak objawia sie prawo Bernoulliego w praktyce?
Zauwazmy przede wszystkim, ze zwiekszeniu predkosci odpowiada w mysl prawa
BernouJliego obnizenie cisnienia, zeby lewa strona równosci (*) mogla pozostac
stala. Dlatego szybki strumien powietrza w rozpylaczu (rys.l) wciaga ciecz przez
rurke i powoduje rozpylanie jej na male kropelki. Mozemy tez powiazac z prawem
Bernoulliego zblizanie sie dwóch kartek papieru, miedzy które dmuchamy (rys.2).·

Prawo Bernoul1iego mozemy uwazac za forme zasady zachowania energii: dwie czesci
lewej strony równosci (*) opisuja potencjalna i kinetyczna energie jednostki masy
plynu.

Skoro~my sie juz oswoili z prawem Bernoulliego, mozemy przystapic do jego obalania.
Posluzy nam do tego

Efekt Magn usa

Polega on na powstawaniu sily poprzecznej, dzialajacej na cialo obracajace sir
i jednoczesnie poruszajace sie ruchem postepowym w kierunku prostopadlym <.lO

osi obrotu. Dzialanie efektu Magnusa znane jel:lt swietnie tenisistom ("liftowana"
pilka upadnie na kort po stronie przeciwnika, choc bez efektu Magnusa wylecialaby
na aut - rys.3) oraz pilkarzom próbujacym strzelic bramke z rzutu roznego (rysA).
Wszyscy oni w momencie uderzenia nadaja pilce ruch wirowy, dzieki czemu zakreca
ona w pozadanym kierunku.
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Skad bierze.sie efekt Magnusa?

- Musi byc zwia,zany z prawem Berm>ulliego - zaw~z z pewnoscia,. Na pewno pilka
skreca w te strone, po której predkosc jest wieksza, a wiec cisnienie powietrza jest
mniejsze! Spróbujmy rozwazyc to spokojnie. Niech nasza pilka o promieniu R porusza
sie ruchem postepowym z predkosci a, v, a jednoczesnie obraca sie z predkosci a, w tak,
aby górna czesc pilki w ruchu obrotowym poruszala. sie do przodu (rys.5). Sytuacja·
taka odpowiada dokladnie "liftowanej" pilce w tenisie z rysunku 3. Zgodzisz sie ze
mna, Czytelniku, ze górna czesc pilki porusza sie szybciej do przodu (z predkosCia
v + wR) niz dolna (z predkosci a, v - wR). Z doswiadczenia wiemy, ze pilka jest
spychana w dól, a wiec cisnienie dzialajace ~a jej górna czesc musi byc wieksze niz
cisnienie pod pilka. Ale w takim razie wielkosc p + ~pv2 nie jest stala, czyli prawo
Bernoulliego zostalo obalone.

RY8.5

Jezeli w tym momencie czujesz watpliwosci, czy w ogóle cos z mechaniki plynów
mozna zrozumiec, nie przejmuj sie. Wiadomo przeciez, ze

Errare Humanum Est

Sim~on Denis Poi8~on, Francuz,
1781 - 1840, wybitny matematyk
i fizyk.

(Widok Z tyr'

Nawet wielcy ludzie mylili sie w tej dziedzinie, co nie przeszkodzilo im zdobyc slawe.
Wielki uczony Simeon Denis Poisson nastepujaco tlumaczyl znany artylerzystom fakt,
ze wirujacy pocisk odchyla sie od plaszczyzny swego toru w strone, w która, porusza
sie w ruchu wirowym górna czesc pocisku:

Na skutek ruchu wirowego pocisk zachowt,lje kierunek, jaki mial w momencie wystrzalu,
a wiec jego ostrze.jest odchylone w góre w stosunku do toru (rys.6). Cisnien.ie powietrza
pod pociskiem bedzie w takiej" sytuacji wieksze niz nad nim. Równiez i sila lepkosci
powietrza, hamujaca ruch obrotowy pocisku, bedzie silniej dzialala na. dolna czesc pocisku,
a zatem pocisk odchyli sie w prawo (rys.7).

RY8.6

Zwróc uwage, Czytelniku, ze rozumowanie Poissona, gdyby je zastosowac do
wyjasnienia efektu Magnusa, daloby niewlasciwy znak efektu; rozwazajac ruch
pocisku Poisson otrzymuje jednak wynik zgodny z doswiadczeniem. Dlatego tez jego
wyjasnienie bylo powszechnie uwazane za sluszne, dopóki nie okazalo sie, ze kierunek
wirujacego w prawo pocisku nie jest odchylony od toru w góre, tylko w prawo, a w tej
sytuacji sklonnosc pocisku do skrecenia w prawo staje sie oczywista.
W tym momencie zapytasz pewnie:

A moze jednak da sie uratowac prawo Bernoulliego?

Powiesz moze: przeciez prawo to stosuje sie do plynów nielepkich, a powietrze ma
pewna lepkosc, o czym najlepiej swiadczy opór, jaki czujemy wystawiwszy reke przez
okno szybko jadacego pociagu lub samochodu.

Masz racje, ale przeciez doswiadczenia z rysunków 1-2 dadza sie wyjasnic za pomoca
prawa Bernoulliego, choc i tam wystepuje powietrze dalekie od nielepkiego idealu.
Jezeli jestes uparty, bedziesz obstawal przy swoim: A moze w sytuacji, w jakiej
znajduja sie obracajace sie pilki w tenisie lub pilce noznej, sa one z jakichs powodów
szczególnie wrazliwe na lepkosc?

Nie moge juz dluzej ukrywac poprawnego rozwiazania: masz racje, to wlasnie lepkosc
jest winna. Ona to wlasnie powoduje, ze pilka obracajac sie odsuwa ze swej drogi
po,,:ietrze glównie na jedna strone (rys.S).

Wybralismy tym razem dla wygody uklad odniesienia zwiazany z pilka, w którym
na obracajaca sie pilke wieje strumien powietrza. Widac, ze powietrze zawarte
w przekroju SI, odgarniane w dól, musi przeplynac pod pilka, przez wyraznie
mniejszy przekrój S2, musi wiec plyna·: szybciej przez przekrój S2. Ten wzrost
predkosci okazuje sie efektem silniejszym niz dodawanie i odejmowanie sie skladowej
ruchu obrotowego. Teraz prawo Bernoulliego funkcjonuje: to na dole predkosc jest
wieksza, a wiec cisnienie mniejsze - pilka bedzie spychana w dól. Mozesz jeszcze miec
zastrzezenia: A czy nie daloby sie sprawdzic doswiadczalnie, o ile rzeczywiscie wzrasta
predkosc pod pilka? Spróbuj wymyslic, jak by sie to dalo zrobic.

RY8.7

/
/

,I

,I

/
. /

~

Autor nie pono8i odpowiedzialnolfci
za ewentualne wypadki drogowe
lub kolejowe pow8tale w wyniku
do~wiadczen tego rodzaju wykonanych
przez gorliw.ych Czytelników.

Rys.8
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2.
Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech,
trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac
lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac
w oddzielnych kopertach, umieszczajac nal<opercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od ° do 1 z dokladnool'cia do 0,1. Ocene mnozymy przez
wspólczynnik trudno§ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen Za
rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego
zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udziaru. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

!=44
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwi~zania zadan z mate:matyki z ~u:meru 3/1988
Przypo:mina:my tres~ zadan:
16'1. Dany jest trójkat ostrokatny ABG oraz punkt P w jego wnetrzu, przy czym ILGAP!=
=ILGBPI. Niech K i L beda rzutami punktu P na boki AG i BG. Udowodnic, ze
symetralna odcinka K L polowi bok AB.

168. Podac warunek konieczny i dostateczny, jaki musza spelniac liczby· naturalne n i k, aby
szachownice o wymiarach n X n mozna bylo pokryc nie zachodzacymi na siebie plytkami o
wymiarach 1 X k.

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uWllgledJlien1u ocen rOlOwiazan

zadan 161 /~Z=2,89/ i 162 /~!=1.25/

Il n\lllleru12/1987

A

R.ys. l

E

c

B

167. Uzupelnijmy trójkaty PKA i PLB do prostokatów PKAE i PLBF. Oznaczmy
srodki odcinków AB i KL odpowiednio przez M i S (ry8unek 1).

Uzyjemy rachunku na wektorach:
--+ ---+ --+ 1 ---> ----> 1 --+ --+ 1 --+ --+ 1 ---> --+
SM= PM -PS = -(PA+ PB) - -(PK + PL) = -(KA+ LB) = -2(PE+ PF);, 2, 2 2

mozemy wiec obliczyc iloczyn 8kalarny
--+ ---> 1 ---> ---> --+ --+ 1 ---> --+ ---> --+ ---> --+ --+--+
SM·KL= -(PE+PF)·(PL-PK) = -(PE·PL-PE·PK+PF·PL-PF·PK) =2 2

1 ----> --+ ---> --+ 1
= -(PE· PL - PF· PK) = -(IPEI·!PLI-IPFI·IPKl)cosl{),2 2

gdzie I{) = ILKPFI = ILLPEI ( =900 + ILBCAI ). Z warunków zadania wynika, ze

IPKI IPKI IPLI IPLI
-- = -- = tglLCAPI = tglLCBPI = - = -.
IPEl IKAl ILBI IPFI

--+ --->
Zatem SM· KL = O, co oznacza, ze prosta SM jest symetralna odcinka KL.

Rys.2

Pan Wach jest pieódlliesiatym czwartym

czlonkiem Klubu 44 M.

Piotr Wach .- Katowice

Tadeusz JÓllefc~k - Poznan

Krzysztof Hryniewiecki
- Bialystok

Krllysztof Jedzin1ak- Katowice

Adam Ruszel - Krosno

44.08pkt

4', 15pkt

41,18pkt

40,48pkt

'8,97pkt

168. Zarozmy, ze pokrycie takie jest wykonalne. Oczywjscie k $ n. Niech q i r

beda ilorazem i reszta z dzielenia n przez k. OZ,naczmy kropka wszystkie pola
jednej z dwóch przekatnych szachownicy oraz wszystkie pola na liniach ukosnych,
równoleglych do tej przekatnej i odleglych od niej o k, 2k, 3k, ... pól (rysunek 2
ilustruje przypadek: n = 10, k = 3 ). Laczna liczba wyróznionych pól wynosi

n + 2((n - k) + (n:- 2k) + ... + (n - qk)) = (2q + l)n - 2k(1 + 2 + ... + q) =
= (2q + l)(qk + r) - kq(q + 1) = kq2 + (2q + l)r.

Kazda plytka zakrywa dokladnie jedno z wyróznionych pól. Znaleziona liczba powinna
byc zatem równa lik wszystkich pól szachownicy, czyli

n2 (qk + r)2 . r2k = k = kq2 + 2qr + k'
Przyrównujac otrzymane liczby stwierdzamy, ze r = r2/k. A poniewaz
r E {O, 1, ..• , k - l}, wnosimy stad, ze r ::;::O. To znaczy, ze k musi byc dzielnikiem n.

Na odwrót, jesli k dzieli n, to potrafimy bez trudu pokryc szachownice n x n

prostokatami 1x k. Podzielnosc n przez k jest wiec poszukiwany~ warunkiem.
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rozwil\zania zadan 'Z fizyki z numeru 3/1988

Przypominamy tresc zadan:

66. Okresli~, przy jakim stosunku srednic D Id mozna za pomoca poziomej sily F,
przylozonej do konca linki owinietej wok6l walca, Przetoczyc go przez mnit'jszy wake. Podac
war'toLf~sily, gdy wsp6lczynniki tarcia walc6w o siebie i podloze wynosza f (rys.l).

66. Oszacowa~ minimalny promie!} planety. dla kt6rego mozliwe jest utrzymanie sie

atmosfery z azotu i Uenu. Przyja,c srednia, gestosc planety p = 5.103 kg/m3, temperature
powierzchni T = 300 K. Czy byloby mozliwe utrzy,ilanie atmosfery na Ksiezycu?

65. Przetoczenie walca bedzie mozliwe, o ile w pozycji z rysunku 2, niezaleznie
od wartosci kata a, nie bedzie poslizgu ani miedzy walcami, ani w miejscu styku
z podlozem. Miedzy silami tarcia FI i F2 a silami docisku Nl. i N2 zachodza
nierównosci

(1) FI:::; INI

(2) F2:::;/N2•

(Przedstawione na rysunku sily Fl. i Nl. dzialaja na walec duzy, natomiast -Fl.
i -Nl. na walec maly.) W równowadze znikaja momenty sil dzialajacych ~a kazdy
z walców, a wiec F = FI = F2, a takze skladowe wypadkowe dzialajacych sil 
przyrównujac do zera aume skladowych poziomych sil dzialajacych na maly walec
mamy:

Stad i z (1) wynika

(3) I ~ sin a1 +cosu

Sprawd,Zmy warunki spelnienia nierównosci (2). Mamy N2 = (M + m)g; a ze
znikania wypadkowego momentu sil dzialajacych na duzy walec wzgledem punktu S
otrzymujemy FR(l + cos a) - MgR sin a = O, skad F = Mg sin 0/(1 + cos a) .
i ostatecznie F2 :::; IN2m/(M + m). Przy spelnionym warunku (3) nierównosc (2) jest
wiec zawsze spelniona. Prawa strona nierównosci (3) osiaga maksimum dla a = Oma>:

odpowiadajacego sytuacji wyjsciowej (rys.l). Dla polozenia startowego zachodzi
R-r D-d

cós Oma>: = R + r = D + d

i ostatecznie poszukiwany warunek ma postac:

D>~
d - P'

Sila potrzebna do przetoczenia walca (podstawiamy wartosc odpowiadajaca amax) jest

równa F = MgYD/d.

66. Jesli atmosfera ma sie utrzymac, to predkosci ruchu cieplnego czasteczek gazu
powinny byc mniejsz'e od predkosci ucieczki z powierzchni planety (drugiej predkosci
kosmicznej). Do oszacowania predkosci ruchu cieplnego skorzystamy ze zwiazku
sredniego kwadratu predkosci v2 czasteczki o masie m z temperatura T

mv2 = ~kT
2 2'

gdzie k - stala Boltzmanna. Stad mamy v2 = 3kT / m = 3R:I'/ p, (R - stala gazowa,
p, - masa czasteczkowa). Predkosc ucieczki wynosi'

vu = y2GM/r

(G - stala grawitacji, M - masa, r - promien planety). Z warunku v2 < v; mamy
3RT/p, < 2GM/r i ostatecznie

.f9RTr>V~'
Po podstawieniu wartosci liczbowych: R= 8,31 . 103 J/(kmol K),
G= 6,67.10-11 N m2/kg2, p, = 28 kg/kmol (wartosc dla N2, dla ciezszych czastek
02 promien jest mniejszy) otrzymujemy r >310 km. Promien Ksiez"ca - 1740 km
- jest wiekszy od promienia krytycznego (jego srednia gestosc - 3,34'103 kg/m3
i maksymalna temperatura - 400 K, co daje promien krytyczny 440 km).
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'u wiekszosci zwierzat oko zbudowane jest podobnie jak u ludzi,
to znaczy obraz powstaje na siatkówce po przejsciu swiatla
przez so~zewke, a "strojenie" oka na odpowiednia odleglosc
odbywa sie przez zmiane dlugosci ogniskowej soczewki - tak
jest u ludzi i u wiekszosci kregowców - lub przez zmiane
odleglosci soczewki od siatkówki - u niektórych ryb. Wsród
malzy i skorupiaków zyjacych w glebokich wodach spotykane
sa równiez oczy wykorzystujace skupianie promieni po
odbiciu od zakrzywionej powierzchni (lustra). Podobnie jak
w przypadku teleskopów taka konsirukcja okazala sie "tansza"
przy rejestracji bardzo slabego swiatla.

Gwiazda magnetyczna HD 37776 zmienia swoja jasnosc
z okresem 1,538 dnia, natomiast natezenie jej pola
magnetycznego mierzonego na podstawie efektu Zeemana
wykazuje w tym okresie dwa minima i dwa maksima (osiagajac
wtedy 2000 Gs). Fakty te najlepiej tlumaczy przyjecie
hipotezy, ze pole magnetyczne tej gwiazdy jest. kwadrupolowe.
Taka interpretacja zostala podana w 1985 r. i jesli potwierdzi
sie, bedzie to pierwszy przypadek gwiazdy tego rodzaju.

Podczas spotkania z Heisenbergiem w Getyndze w 1922 roku
Bohr wspomnial o motywach, które sklonily go do
sformulowania teorii budowy atomu. Przytaczamy jego
wypowiedz za Heisenbergie~ (Czeic i coJo/c - tlum.
K. Napiórkowski):
Punktem wyj/cia !"e byla mI/ii o tym, ze atom je8t miniaturoWl/ffl
ukladem planetarnym i ze mozna tu $l080waCprawa a8tronomii. Tak
doMownie nigdl/ tego W8zy8tlciegonie bralem Punktem wyj/cia byla dla
mnie natomia8t 8tabilnoic materii, kt6ra jen przeciez cZY8tl/mcudem
z punktu widzenia dotl/chcZa8owejfizyki.
Przez MOwo8tabilno/c rozumiem to, ze WY8tePUjawciaz te 8ame
mb8tancje o tl/ch 8aml/ch wlaiciwo/ciach, tworza takie 8ame kryutaly,
pow8taja te 8ame zwiazki chemiczne ud. MUM to przeciez znac"zyc,
ze po wielu zmianach mogacl/ch Me zdarZl/cw wyniku oddzialywan
zewnetrznI/ch atom zelaza jen 08tateczme z powrotem atomem zelaza
o dokladnie takich Mml/ch wla8no/ciach. Wedlug mechaniki JrJa8ycznej
je8t to niepojete, 8zczeg61niewtedl/, gdl/ atom jen podobnl/ do ukladu
planetarnego. Innieje wiec w przyrodzie tendencja do tWorzenia
oMdlonl/ch form- MOwo,Jorma- rozumiem tutaj w najog61niej8zym
8enne - i odtwarzania ich, jeili forml/ te zo8taja zaburzone lub
zN8zczone.

Juz Euler udowodnil, ze suma. odwrotnosci wszystkich liczb
pierwszych jest nieskonczona. Jednak suma odwrotnosci
znanych liczb pierwszych jest mniejsza od czterech.
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Powierzchnia cieczy w zbiorniku wirujacym wokól pionowej
osi przyjmuje ksztalt paraboloidy obrotowej. Gdyby taka
powierzchnie "utrwalic", mogloby powstac idealne lustro do
teleskopu. Az dziwne, ze sposób ten zostal po raz pierwszy
zastosowany dopiero 8 VI 1984 r. Wtedy w UniIJerritl/of
Arizona w Tucson zostalo odlane w wirujacym piecu lustro
o srednicy 80 cm i swiatlosile 1/2! Oczywiscie, powierzchnia
lustra wymaga koncowego polerowania, ale i tak metoda ta
oszczedza mnóstwo czasu, pracy i kosztów. Ocenia sie, ze za
pomoca drugiego, wiekszego, wirujacego pieca mozna bedzie
wrecz masowo produkowac 8-metrowe lustra o niemal dowolnej
swiatlosile.

Jesli umiemy skonstruowac m-kat i ,..kat foremny, a m i n
sa wzglednie pierwsze (nie maja róznych od l wspólnych
dzielników), to skonstruowanie m,..kata foremnego jest bardzo
proste. Konstruujemy m-kat i ,..kat wpisane w ten sam okrag
i majace wspólny wierzcholek. Wówczas jeden z luków, na
jakie dziela okrag wierzcholki obu wielokatów foremnych,
stanowi m,..ta czesc tego okregu. Wynika to natychmiast
z faktu, ze m i n sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy,
••dy istnieja takie liczby calkowite p i q, ze pm + qn = 1.
Dowód tego arytmetycznego twierdzenia jest juz jednak
bardziej skomplikowany.

Najjasniejsza znana gwiazda w naszej Galaktyce jest
gwiazda oznaczana jako HD 93129A, nalezaca do gromady

,gwiazd Tr 14, znajdujacej sie w mglawicy NGC 3372 wokól
'7 Carinae. Jej jasnosc jest okolo 5 mln razy wieksza od
jasnosci Slonca L0' Sama.'7 Carinae jest nieco slabsza,
przy czym jej obserwowana jasnosc spadla po roku 1850 od
okolo om do okolo 6m, co zwiazane bylo z wyrzutem materii
i z powstaniem dookola '7 Carinae gazowego pierscienia
o srednicy RJ 104 j.a. i masie RJ 10 M0' Masy '7 Can'nae
i HD 93129A szacuje sie na okolo 100 M0'
Najjasniejsza znana gwiazda w Wielkim Obloku Magellana jest
HD 33579 o jasnosci 0,5 mln L0 i masie 25 M0'

Mówimy, ze przestrzen X ma wlasnosc paradoksalnego
rozkladu, gdy majac do czynienia z dowolnymi dwiema
ograniczonymi figurami o niepustych wnetrzach w tej
przestrzeni mozemy jedna z nich podzielic na skonczona
liczbe czesci tak, ze czesci te (po przemieszczeniu) zloza sie
na druga figure. Pisalismy o tym w Delcie 5/1987. Mniej
wiecej wtedy, za sprawa Jana MycieIskiego, lista przestrzeni
majacych te wlasnosc zostala powiekszona o plaszczyzne
Bolyai - Lobaczewskiego. W ten sposób lista "przyzwoitych"
przestrzeni (takich, w których np. ~ie mozna z jednej figury
zrobic dwóch takich jak ona) ograniczona zostala praktycznie
tylko do plaszczyzny euklidesowej.

Rozpuszczone w wodzie powietrze zmniejsza sily spójnosci
czasteczek wody. Woda pozbawiona powietrza moze byc
ogrzana nawet o kilkadziesiat stopni powyzej jej temperatury

a samo wrzenie ma wówczas charakter wybuchowy.



Patrz w niebo

Ro.wl".anie .adanla F 248.
Przyjmijmy, ze Ziemia sklada si~
z szeregu warstw kulistych o stalej
g~sto~ci równej §redniej wartosci fi na
poczatku i na koncu warstwy (rys.).

Tam, gdzie wyst~puje nieciaglosc
g~stosci, wi~ksza wartosc p

przypiszemy warstwie wewnetrznej.
a mniejoza - zewnetrznej. Moment
bezwladno,ki warstwy kulistej o stalej
gesto~ci i promieniach zewnetrznym
rl i wewnetrznym r2 znajdziemy
odejmujac od momentu bezwladnosci
kuli o promieniu rl moment kuli
o promieniu r2:

2 (2 2)I.••= 5" Mlrl - M2r2 =

= ~".(r~ - ri)p.lS
Stad dla warstwy np. o numerze i
mamy

8 S S _
Ii = lS ".(ri - r;_dp;,

Pelny moment bezwladno§ci Ziemi jest
r6wny sumie moment6w wszystkich
warstw
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~ 37 2I = ~ I. ""8, l . 10 kg m .
i=1

Moment p~du jest r6wny L = Iw =
= 2".I/t "" S, 9.1033 kg m2/s, gdzie
t = 8,64 . 10' s jest czasem obrotu
Ziemi wok6l osi. Natomiast energia
kinetyczna ruchu wirowego jest równa
Ek = tlw2 "" 2, 1.1029 J.

Ro.wi".anie .adania M 612.
Rozwiazemy zadanie dla n mysliwych
i n kaczek. Pojedyncza kaczka
przezywa z prawdopodobienstwem
(l - ~)", czyli §rednio przezywa
(l - ~)" kaczki. W sumie §rednio
przezywa n(l - ~)" kaczek (co dla
duzych n wynosi w przyblizeniu n/e).

Osoby, które latem 1986 r. obserwowaly Marsa podczas jego ostatniej opozycji,
maja juz przedsmak tego, co czeka nas wkrótce. Opisana w Delcie 7/1986 opozycja
charakteryzowala sie warunkami zblizonymi do wielkiej, jednak ta, która przypadnie
28 wrzesnia biezacego roku, bedzie rzeczywiscie jego Wielka Opozycja. Nie tracmy
wiec okazji, bo na kolejne, równie korzystne usytuowanie Marsa, przyjdzie nam
poczekac 15 lat.

W stosunku do poprzedniej opo,zycji warunki obserwacji znacznie polepsza, sie i to
nie tylko z powodu wiekszego zblizenia Marsa do Ziemi. Noca, z 21 na 22 wrzesnia,
gdy znajdzie sie on w najmniejszej odleglosci od Ziemi (58,8 mln km), srednica jego
tarczy(23~8) zaledwie o kilka procent przewyzszy te, jaka uprzednio obserwowalismy.
Jednak tym razem w naszych szerokosciach geograficznych Mars bedzie wedrowal
znacznie wyzej nad horyzontem, gdyz obecnie jego deklinacja jest o blisko 27°
wieksza. Najlepsze warunki beda mieli obserwatorzy w okolicy równika, gdzie górujacy
Mars znajdzie sie w zenicie. Ale i my nie mamy na co narzekac - w centralnej Polsce
osia,gnie on maksymalna wysokosc 37° nad horyzontem. Juz zima mozna bylo dostrzec
go przed switem nisko po wschodniej stronie nieba. Teraz wschodzi przed pólnoca,
a w bezposredniej okolicy opozycji bedzie swiecil przez cala noc jak gwiazda -2,5
wielkosci, zataczaja,c petle na tle gwiazdozbioru Ryb. Po opozycji, stopniowo slabnac,
pozostanie widoczny na niebie wieczornym jeszcze do wiosny przyszlego roku.

Mars jest wciaz jeszcze planeta, budzaca duze zainteresowanie, totez w czasie kazdej
opozycji (zwlaszcza wielkiej) wiele uwagi poswiecaja mu astronomowie i milosnicy
astronomii. Trudno przecenic wartosc historycznych obserwacji dokonanych podczas
Wielkich Opozycji (szczególowe mapy powierzchni, odkrycie kanalów i ksiezyców),
a nawet dzis, w dobie lotów kosmicznych, tradycyjne obserwacje Marsa prowadzone
z Ziemi sa nadal cenne. Niestety, nie dla kazdego dostepne sa badania szczególów
jego powierzchni - staja sie one mozliwe dopiero przy uzyciu dosc' silnych przyrzadów
optycznych. Przy 75-krotnym powiekszeniu jego tarcza obserwowana w czasie Wielkiej
Opozycji osiaga rozmiary tarczy Ksiezyca w pelni.

Obserwujac Marsa przez kilka kolejnych nocy o podobnej porze mozna latwo
stwierdzic, ze stale szczególy na jego powierzchni ulegaja bardzo niewielkim
przesunieciom. Wynika stad prosty wniosek dotyczacy okresu jego obrotu - musi
byc on bardzo zblizony do okresu obrotu Ziemi. Rzeczywiscie, doba na Marsie trwa
zaledwie o 37 minut 23 sekundy dluzej od doby ziemskiej.
Równiez nachylenie osi obrotu Marsa do plaszczyzny jego orbity (okolo 65°) jest
prawie takie samo jak w przypadku Ziemi. W zwiazku z tym zmiany pór roku
zachodzace na nim sa analogiczne do ziemskich, tyle ze czas ich trwania jest prawie
dwa razy dluzszy. Zmiany te uwidaczniaja sie szczególnie wyraznie w róznicach .
powierzchni zajmowanych przez tzw. czapy polarne - wyrazne biale plamy otaczajace
obydwa bieguny. Rozmiary plam sa wieksze zima niz latem, co wskazuje na jesienne
osadzanie sie lodów w tych obszarach i ich tajanie na wiosne.
Widoczne sa równiez sezonowe zmiany w natezeniach barw mórz (obszarów
ciemniejszych) i ladów (obszarów jasniejszych). Zwrócmy uwage, ze nazwy: morza
i lady sa wylacznie tradycyjne - w rzeczywistosci na Marsie nie ma prawdziwych
zbiorników wodnych. Jest on sucha, pustynna planeta o czerwonej barwie, której
zawdziecza nazwe boga wojny. Tu równiez konieczne jest pewne uscislenie - Mars
jest czerwony dla obserwatora patrzacego na niego "z daleka", pozbawionego obiektów
porównania. Jak wykazano na podstawie badan widm i danych uzyskanych za pomoca
sond kosmicznych, jego powierzchnia jest ciemnobrazowa i odbija ona zaledwie 10%
promieniowania slonecznego.

Duzo ze swej tajemniczosci stracil Mars "ogladany" z bliska przez próbniki serii
Mariner i Viking. Sondy te staly sie jego sztucznymi satelitami dolaczajac do
dwóch naturalnych ksiezyców - Phobosa i Deimosa. Szczególowe zdjecia wykonane
przez aparature umieszczona na ich pokladach umozliwily stworzenie niezwykle
precyzyjnych map planety. Ladowniki serii Viking, które latem 1976 r. osiagnely
powierzchnie Marsa, dostarczyly bezcennych informacji o warunkach fizycznych tam
panujacych. Krajobraz sfotografowany przez Vikinga 2 pokazany jest na zdjeciu na
okladce. Przyrzady pomiarowe wykazaly, ze klimat planety w miejscach ladowania
jest bardzo surowy, a cienka atmosfera o cisnieniu okolo 8 milibarów, zlozona az w
95% z CO2 i tylko w 0,1% z O2, stanowi slaba oslone termiczna. Choc termometry
zarejestrowaly temperatury od -30°C do -80°C w zaleznosci od pory roku i doby,
z zainteresowaniem oczekiwano na wyniki eksperymentów majacych na celu odkrycit!
mikroorganizmów, które moglyby zyc w takich warunkach. Testy daly jednak wynik
negatywny.

Niewatpliwie wiele wiemy juz o planecie boga wojny. Byc moze uzyskainy wkrótce
nowe dane obserwacyjne z planowanej na ten rok radzieckiej misji Phobos. A jakich
sensacji dostarczy planowana na koniec tego lub poczatek przyszlego stulecia wyprawa
zalogowa?

mgr Joanna UDALSKA
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