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DRODZY CZYTELNICY!

Jest to trzeci numer wydawany przez Uniwersytet Warszawski. Praktycznie
wydawanie DeltlI zostalo zawieszone w pazdzierniku 1989 roku, formalnie
- w lutym 1990 roku. Zdecydowalismy sie wydac przygotowane do druku
i znajduja,ce sie na róznych etapach produkcji w drukarni numery DeltlI
praktycznie bez zmian. Zmienilismy jednak ich numeracje na aktualna. Nie
bedzie wiec numerów 11 i 12 z 1989 roku oraz numerów 1, 2 i 3 z 1990 roku.
Nie bedziemy udawali, ze jest wszystko w porzadku, gdy nie jest.

Prosimy o wyrozumialosc dla tych wszystkich fragmentów, w których mozna
znalezc slady starej numeracji. W szczególnosci przepraszamy uczestników
Ligi za zaistnialy balagan. W tym roku przerwa ligowa bedzie w numerze
11 i 12. Mamy nadzieje, ze od 1991 roku wszystko bedzie w porzadku. Nie
tylko u nas.
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Myslcie z nami

,•

Mówiac, a nawet myslac, o tym co bedzie, zwracamy uwage na róznice miedzy
znanym "dzis'" a oczekiwanym ,jutro". Czasem widzimy sie w owym ,jutro"
sponiewieranymi, przepedzanymi z miejsca na miejsce, bezrobotnymi, czasem zas
pedzimy jakas toyota ze swojej gustownej willi do przedsiebiorstwa zbudowanego
nasza przemyslnoscia. Na ogól jednak nie zwracamy uwagi na to, ze (w kaidym
przypadku) rzecz dzieje sie na tle obecnego "dzis", ze nasze leki i marzenia sens
maja jedynie przy zalozeniu, ze w sumie bedzie tak jak bylo, tylko moze my
przesuniemy sie na inne miejsce. A jest to spostrzezenie waZne. Tym, co stanowi
naj trwalszy element swiata, w którym zyjemy, jest kultura. To w niej odbywa
sie nasze zycie niesprowadzalne do zaspokajania, chocby najszerszego, wachlarza
potrzeb fizjologicznych.

Kazdy aspekt naszego zycia: ma swoja kulture. Ma ja. i matematyka. Skladaja.
sie na nia wielowiekowe powiazania miedzy rozwojem matematyki, postepami
cywilizacji i tzw. historia powszechna. Sklada sie na nia pitagorejskie poczucie

mocy rozumu badajacego wiedze pewna (a taka jest przeciez tylko matematyka),
odrodzeniowy zachwyt nad doskonaloscia konstrukcji Wszechswiata (a wyrazic
ja mozna najpelniej przez matematyke), surowe spojrzenie na kategorycznosc
nastepstw zjawisk, na ich wzajemne zdeterminowanie (co beznamietnie
potwierdza matematyka), na ukladanie sie przypadkowych fluktuacji
w jednoznaczny bieg zdarzell (czego tez bez matematyki uchwycic niepodobna).
O wszechobecnosci matematyki w naszej kulturze swiadczyc moze fakt, ze jej
jezyk pisany jest jednakowo zrozumialy pod kaZda szerokoscia geograficzna, ze
jej symbole, tak róznie wymawiane, maja dla wszystkich ten sam jednoznaczny
sens.

Ale zycie praktyczne zaciera slady wszelkiej kultury, czyniac nas samotnymi
rozbitkami walczacymi o przetrwanie, nie rózniacymi sie czesto od naszych
ubozszych braci - zwierzat. Dlatego o obecnosc kultury w naszym iyciu trzeba
walczyc, by, nawet zwyciezywszy w walce o byt, nie stanac przed pytaniem
lIPO co?".

Ten front walki, który jest szczególnie bliski naszej redakcji i, jak mamy
nadzieje, naszym Czytelnikom - kultura matematyczna - ma od jakiegos czasu
pewne formy organizacyjne. Dwa lata temu, w grudniu 1987 roku, grupa
matematyk6w, wywodzacych sie z 11 osrodków z calej Polski, postanowila.
wspólnymi silami zajac sie krzewieniem kultury matematycznej. Dzis jest to
.Osrodek Kultury Matematycznej organizujacy jednodniowe i dluzsze Szkoly
Matematyki Pogladowej, propagujacy przez wyklady i slowo.pisane matematyke
zrozumiaia i madra, uwolniona od ciasnego gorsetu formalizm6w, pozbawiona
stresów zdawanych egzaminów.

Dzialalnosc nasza od zarania sponsoruje siedleckie srodowisko naukowe.
O swoim Osrodku (który jest dzisiaj wlasciwie tylko zestrzeleniem mysli
w fedno ognisko) mówimy OKM w Mordach. OtrzymalislJlY bowiem obietnice,
ze remontowany obecnie palac w malenkiej (choc starozytnej) miejscqwosci
podlaskiej Mordy stanie sie w przyszlosci siedziba naszego Osrodka.

A jest nas coraz wiecej. I mamy coraz liczniejszych zwolenników. To, ze
popiera nas Rada Upowszechniania Nauki przy Prezydium PAN, Komitet
Nauk Matematycznych czy Polskie Towarzystwo Matematyczne, to zrozumiale
- w koncu to ludzie w podobnej jak my sytuacji. Ale prawdziwie cennego
poparcia, bo praktycznego, udzielilo nam srodowisko krakowskie, gdzie
we wrzesniu 1989 roku powstala Filia. OKM w Mordach - powstala i zaczela
dzialac.

Osrodek podejmuje wspólprace z kaZdym, kto w kulturze matematycznej widzi
wartosc. Mozecie i Wy, Czytelnicy, zorganizowac u siebie Dzien Zrozumialej
Matematyki. Piszcie do Osrodka - nawiaZemy wspólprace. Zobowiazujemy
sie udowodnic, ze matematyka jest piekna i przejrzysta - sa ludzie, którzy
inaczej o matematyce wstydza sie mówic. Piszcie pod adresem redakcji Delty
lub bezposrednio

Osrodek Kultury Matematycznej w Mordach

. ul. Nowotki 19/21, 08-110 Siedlce.
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Prawa fizyki a ciezkie zycie krasnoludków
Pawel BLASIAK

Kiedy bylem malym chlopcem, bardzo lubilem opowiadania o krasnoludkach.
Nie moglem zgodzic sie z tym, ze dorosliliiiimstannie leniuchuja, a krasnale musza
Ja. nich pracowac. Bardzo mi bylo zal sympa.tycznych i niezwykle pracowitych
ludzik6w. Dopiero w szkole zrozumialem, ze wszystkiemu winne sa prawa fizyki.

Wszystkie dzieci wierza, ze krasnoludki chetnie zjadaja pozywienie wystawiane
im na noc przez dobrych ludzi. Podobno w kazdej bajce jest odrobina prawdy.
W niniejszym artykule przedstawimy naukowe argumenty na temat legendarnej
za.rlocznosci malych ludzików.

Zalózmy na poczatku, ze krasnoludki sa istotami cieplokrwistymi (zimnokrwiste
krasnale, podobne do zab, nie moglyby przeciez pozyskac sympatii malych dzieci).
Rozwazmy bilans energetyczny istot cieplokrwistych. Energia dostarczona organizmowi
w formie pozywienia jest przeznaczona na p'Odtrzymanie pracy róznych narzadów
wewnetrznych (np. pracy serca, pluc), na wykonanie pracy mechanicznej oraz
na utrzymanie stalej temperatury ciala. Badania biofizyków wykazaly, ze prawie ca.la
energia dostarczona czlowiekowi jest przeznaczona na utrzymanie cieplokrwistosci
(kaprys natury czy koniecznosc? - spróbujcie sa.mi odpowiedziec na to pytanie).
W temperaturze 20°C okolo 31% ogólnej ilosci pozyskanej energii cieplnej jest tracone
w drodze konwekcji (unoszone przez bedace w ruchu powietrze), 44% ciepla organizm
wypromieniowuje do oto~zenia, 22% jest zuzywane na parowanie z powierzchni skóry.

W prostym i bardzo przyblizonym modelu równowagi energetycznej organizmu
zalozymy, ze energia pobrana przez organbm wraz z pozywieniem (Epob) jest w calosci
tracona w formie promieniowania (Ewyp.).

(1) EprJb = Ewyp ••

Niech P oznacza energie (pobierana lub tracona) w jednostce czasu (czyli moc
organizmu wyrazona w kaloriach na dobe lub J/s). Mamy wiec

(2) . Ppoh = P",yp •.

Zapotrzebowanie na energie zalezy od masy organizmu

(3) Ppob=Z·m,

gdzie m jest masa organizmu, a Z wspólczynnikiem proporcjonalnosci (Z moze byc
w ogólnosci takie zalezne od masy ciala). Wspólczynnik Z oznacza ilosc energii
pobl'a.nej przez organizm w jednostce czasu przypadajaca na jednostke jego masy.
Bedziemy go dalej nazywac iarlocsnolfcl_ wldciw" organizmu.

Spróbujemy teral odpowiedziec na pytanie: jak zarlocznosc wlasciwa zalezy
od rozmiarów organizmu? Dla uproszczenia rozwaian zal6zmy, ze organizm ma ksztalt
kuli. W6wczas

(4) }>,)ob = Z(r)· 4trr3p/3,

gdzie: r - promien kuli, p - srednia gestosc organizmu.

Cialo o powierzchni S i temperaturze T, znajdujace sie w srodowisku o temperaturze
To (T> To), wypromieniowuje w jednostce czasu energie zgodnie ze wzorem

(S)' P •••yp• = OlStJ.T .

Jesli tJ.T <' T, to wspólczynnik proporcjonalnosci Oljest proporcjonalny do TS.

(Wynika to z prawa promieniowania. Stefana.-Boltzmanna, P = O'(T· - T~) =
= O'S(T'l + T~) . (T + To) . (T - ro) = 40'T3 • S . tJ.T dla T ~ To.) W temperaturze
pokojowej Ol ~ 2 + 5 W/(m'lK) (w zaleznosci o.d rodzaju powierzchni ciala). Dla ciala
kulistego e

(6) P",yp. =: 0l4'l1'r'ltJ.T •

Podstawia.j~ (4) i (6) do (2) mamy

(1) Z(r)4trr3p/3 =: 0l41rr'ltJ.T,

a stad interesuj~a nas zarlocznosc wlasciwa. organizmu

(8) Zer) = (30l/p)(tJ.T/r),

czyli

o

o

L
~ .-'

Rozwiazanie zadanie. M 66'1.
Spo§ró<l wszyst.kich par (/. X). gdzie
I jest prosta przech0dz"ca Hrzez
co najmniej dwa punkty zbiorn. a
X pl1nkt~ll1 zbioru uie nalezac:Yln
do I, wybierzmy taka. dla której
odleglo§c z X do I jest najmniejsza.
PrzypuUmy, ze na I leza, trzy punkty
zbioru A, B, C (w tl'j kolejno,j'ci).
Wówczas rzut prostopadly punktu X
na I nic nalezy do którei§ z dwu
pólprost.ych, na które pr,;sta I dzieli
punkt B. PrzYPII§cmy, ••e nie nalezy
do p6lpl'ostej zawieraja,ccj punkt A.
Wtedy k!\t ABX,iest rozwarty lub
prosty, stad w tr6jkacie ABX bok AX
jest najdluzszy. Poniewaz w kazdym
trójkacie iloczyn: hok . wysoko§c
nan opuszczona jest .taly, prowadzi
to do wniosku, i.e odleglo§c
punktu B od prostej przechodza,cej
przez punkty A i X jest mniejsza
od odleglo§ci X od l. SprzeczlloUI (9)

2
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Ro ••'Wi"z ••nie ••••dania M 666.
Ustalmy liczbe naturain" N.
Niech a" oznacza moc zbioru
{(x,w): 0< X,w ~ N i x19+w17 = n}.
Wówczas liczba rozwiazal} r6wnania (*)
wynosi Ea~,a liczba rozwiazan
równania (**) wynosi Ea" o a,,+l.
Mamy teraz

La~ - La" o a,,·H =

l,\:, 2 2 )= 2' ~(a" - 2a"a"+1 + a,,+l ;:::O.

Dla stalej róznicy temperatur (ciala i otoczenia) zarlocznoilc wlasciwa jest
'hiperboliczna funkcja rozmiaru organizmu (promienia). Im organizm jest wiekszy, tym
mniej musi spozywac pozywienia na jednostke swojej masy, natomiast male organizmy
cechuje duza zarlocznosc wlasciwa.

Nasze wnioski potwierdzaja sie w przyrodzie. Np. ilosc pozywienia przypadajaca
na 1 kg masy slonia jest okolo 30 razy mniejsza Ifiz u polnej myszki. Slon moze sobie
pozwolic na dluzsza przerwe w jedzeniu, natomiast myszka musi ciagle uganiac sie
za pazywieniem. Myszki etruskie, wazace okolo 1,5 g, musza, zjadac w ciagu doby okolo
3 g pozywienia. Parogodzinna przerwa w jedzeniu moze byc dla nich zgubna.

Malenkie kolibry zyjace w Poludniowej Ameryce, wazace okolo 2 g, sa, praktycznie caly
czas zajete zdobywaniem i konsumowaniem pozywienia. Dluzsza przerwe nocna na sen
moga przezyc tylko dzieki temu, ze w nocy temperatura ich ciala mocno sie obniza
(cóz za wspanialy wynalazek przyrody!).

0\1 J

Roz'Wl"zanie zadanla M 666.
Wybierzmy sie w podr6z. w trakcie
której odwiedzimy wszystkie lotniska
(mozna to zrobic, bo siel jest sp6jna).
Ustawmy teraz lotniska w ciag (byl
moze z powt6rzeniami) w kolcjno,ki
icb odwiedzania, wlaczajac wcn te
lotniska, na kt6rych dokonywalilfmy
pr70esiadek. Wylaczymy z eksploatacji
to lotnisko, kt6re pojawi sie w ci"gu
dopiero wtedy, kiedy wszystkie inne
w nim wystapily. Dowolne dwa r6zne
od niego lotniska znalazly sie na trasie
na..,.;ej podr6zy, zanim dolccielilfmy
do lotniska wyl""zonego, wiec nie
pnesiadali:fmy sie na nim w trakcie
I>ltzelotu z jednego na drugie.

Biolodzy przytaczaja w podrecznikach tzw. regule Allena. Mówi ona o tym, ze
zwierzeta zyjace w krajach zimnych maja mniejsza powierzchnie ciala od ich
pobratymców zyjacych w krajach cieplejszych. Zwierzeta polarne maja mniejsze
uszy, krótsze ogony, pysk i lapy krótsze i grubsze, a nawet krótsze szyje. Np. pólnocny
za.jac bielak (Lepus timidus) ma uszy krótsze od naszego szaraka (Lepus europaeus).

oPodreczniki zoologii pelne sa, przykladów potwierdzajacych regule Bergmana i Allena.

Zanim przejdziemy do krasnoludków, oszacujemy zarlocznosc wla~ciwa, czlo,wieka.
Czlowiek o masie okolo 80 kg spozywa w ciagu doby okolo 1 kg pozywienia daja,cego
okolo 12 MJ energii. Zarlocznosc wlasciwa czlowieka wynosi wiec
12000000/(24 ·3600·80) J/(kg's), czyli okolo 1,75 W/kg.

Teraz zajmiemy sie naszym krasnoludkiem. Zal6zmy, ze ma on ksztalt
prostopadloscianu o wymiarach 0,5 x 1 x 2 mm. Jesli szanowni Czytelnicy hoduja inne
krasnoludki, wówczas rachunki nalezy nieco zmodyfikowac. Objetosc naszego krasnala
wynosi' 10-9 m 3, a powierzchnia 7· 10-6 m2• Moc wypromieniowana obliczymy ,
ze wzoru (5) zakladajac, ze t::..T wynosi 20°C, a a = 4 W/(m2K). Otrzymujemy wartosc
okolo 6.10-4 W. Zakladajac, ze srednia gestosc ciala krasnala jest r6wna gestosci
wody, obliczymy jego mase, a nastepnie zarlocznosc wlasciwa (tak jak wczesniej
zakladamy, ze cala energia uzyskana w formie pozywienia jest wypromieniowana).
Zarlocznosc wlasciwa krasnoludka wyniesie wiec (6· 10-4 W)/(10-G kg), czyli
600 W/kg.

Zarlocznosc wlasciwa naszego krasnoludka jest wiec ponad 300 razy wieksza
od zarlocznosci wlasciwej czlowieka!I
Czlowiek zjada w ciagu doby pozywienie o masie równej 1/80 masy swego ciala.
Poniewaz zarlocznosc naszego krasnala jest pona.d 300 razy wieksza od zarlocznosci
czlowieka, musi on zjadac w ciagu doby pozywienie o masie równej (1/80) . 300, .
czyli okolo 4 razy wiekszej od masy jego ciala! Jesli krasnale sa takie malenkie, jak
w bajkach i cieplokrwis~e (tak jak tego chcielismy), to maja, ogromnie trudne zycie,
zwlaszcza w dobie kryzysu ekonomicznego.

Pamietajcie wiec o doka.rmianiu krasnoludków.

Juz w 1847 r. Carl Bergman zauwazyl, ze w zimnym, surowym klimacie zwierzeta
sa wieksze niz przedstawiciele tych samych gatuonków czy rodzajów, zyjacych
w cieplejszych stronach. Np. czaszki dzików z poludniowej Hiszpanii osiagaja 32 cm
dlugosci, z Polski okolo 41 cm, z Bialorusi 46 cm, natomiast na Syberii spotyka sie
zwierzeta o dlugosci czaszki 56 cm.

Srednia masa ciala mieszkanców Finlandii wynosi okolo 70 kg, Amerykanów
zamieszkujacych poludniowe stany - 64 kg, a mieszkanców tropikalnego Wietnamu 
50 kg. Im klimat chlodniejszy, tym wieksza wartosc t::..T we wzorze (8), a tym samym

! wieksza wartosc r (przy zalozeniu tej samej zarlocznosci wlasciwej).oAby nie popasc w zbytnia zarozumialosc, nalezy podkreslic, ze naszego prostego• o

J modelu nie nalezy traktowac bezkrytycznie. Wiadomo bowiem, ze wzrost i masa

ciala ludnosci zamieszkujacej w jakims obszarze zaleza nie tylko od warunków
klimatycznych, ale takze od czynników genetycznych i spoleczno-ekonomicznych.
Faktem jest jednak, ze zwierzeta hodowane za mlodu w temperaturze okolo +6°C

Ol wykazywaly. w eksperymentach laboratoryjnyc.h znacznie wieksze wymiary niz
ich pobratymcy hodowani w warunkach cieplarnianych. Powyzszy fakt zostal
wykorzystany w hodowli kurczat na skale prze~yslowa.

~
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Pierscien liczb calkowitych modulo m (oznaczany przez Z,n) jest dobrze znany
kazdemu matematykowi. Pojawia sie na poczatku wiekszosci podreczników
algebry wyzszej. Oto krótkie wprowadzenie dla niewtajemniczonych:-. .
Zm mozemy zdefiniowac jako zbiór pierwszych m nieujemllych liczb calkowitych
- {O, 1,2, ... , m-2, m-l}. Liczby te mozemy dodawac i mnozyc tak samo
jak zwykle liczby calkowite, z tym ze jesli wynik dzialania. przekroczy m-l,
to "sprowadzamy go z powrotem" do Zm biorac jego reszte z dzielenia przez m.
Latwo sprawdzic, ze zbiór Zm Z tak okreslonymi dzialaniami tworzy piersciell
(to znaczy modularne dodawanie i odejmowanie maja. wlasnosci la.cznosci,
przemiennosci, rozdzielnosci itd.).

adnym i czesto podawanym przykladem dodawania "modulo m" jest
dodawanie godzin na dwunastogodzinnym zegarze. Aby otrzymac pelna. a.nalogie
z dodawaniem w Z12, powinnismy zastapic godzine dwunasta godzina O. Tarcza
zegara bedzie dla naszych celów bardzo istotna jako punkt wyjscia do rysowania
wykresów funkcji modularnych.

Funkcje modularna f ; Zm -+ Zrn otrzymuje sie z funkcji o argumentach
i wartosciach calkowitych F : Z -+ Z podobnie jak modularne dodawanie
i mnozenie, tzn. jesli wartosc F(n) przekroczy m-l, to zdefiniujemy f(n) jako
reszte z dzielenia F (n) przez m.

Rozwazmy funkcje n ~ n + 4 w Z12. Moglibysmy narysowac jej wykres uzywajac
;wyklego prostokatnego ukladu wspólrzednych o osiach x, y. Wykres ten
skladalby sie po prostu z dwunastu wSp'ólliniowych punktów. Wprowadzimy
teraz inna. metode "ilustrowania" funkcji modularnych. Rysujemy tarcze zegara
(tego poprawionego: O zamiast 12) i laczymy odcinkami kazda godzine n
(n = 0,1, ... ,11) z godzina n+4 (rys. 1). Nasz "zegarowy" wykres funkcji jest
gotowy.

Mozna ten sposób rysowania wykresów uogólnic i rysowac wykresy w Zm dla
dowolnego m. Wtedy uzywac bedziemy tarczy m-godzinnego zegara (~amiast
zwyklego l2-godzinnego) jako "ukladu wspólrzednych"'. Mozemy teraz przyjrzec
sie wykresom róznych funkcji dla róznych wartosci m. To zadanie moze
nam ulatwic mikrokomputer (rysunki zamieszczone w tym artykule zostaly
wykonane na AMSTRADZIE CPC(64), lecz kartka papieru i oló~ek wystarcza
w zupelnosci.

Najpierw przyjrzyjmy sie funkcjom typu n ~ n + p, gdzie p jest liczba. naturalna..
Ten prosty wzór generuje pokazna. rodzine gwiazd. Zachecamy Czytelnika
do badania ich wlasnosci (geometria przeplata sie tu z teoria liczb). Oto kilka
problem6w do rozwiazania:

1) Kiedy dwie rózne funkcje maja ten sam wykres (np. n ~ n + 2 i n ~ n + 3
w Zs - Gwiazda Pitagorejska - rys. 2)?

2) Kiedy otrzymujemy gwiazde "o obwodzie zamknietym", a kiedy gwiazda
sklada sie z kilku obwodów zamknietych? Sformulowanie: gwiazda "o obwodzie
zamknietym" nie wymaga chyba precyzyjnej definicji: jest taka. np. gwiazda
n ~ n + 2 w Zs, zas Gwiazda Dawida, czyli n ~ n + 2 w ZG taka nie jest
(rys. 2, 3).

3) De jest "gwiazd o obwodzie zamknietym" w Zm dla ustalonego m?
- .

Badaja.c gwiazdy zauwazamy, ze ich ksztalt zalezy zar6wno od p, jak i od m.
Gdy przy ustalonym p bedziemy zwiekszac m, to wykres funkcji n 1-+ n + p
~dzie "zmierzal" do okregu.

Przyjrzyjmy sie teraz wykresowi funkcji n ~ 2n dla róznych wartosci m. Dla
malych m widzimy pewna regularnosc w tym wykresie, kt6ry gwiazda juz nie
jest (rys. 4).

Modularne gwiazdki i babelki
Michal KWIECINSKI

2

1

9

9

Rys. 1. Na zmodyfikowanej tarczy
zegara ll\c••ymy kazd" godzine n
z god••inl\ n + 4. W ten spos6b
powstaje "••egarowy wykresn funkcji
n H- n + 4 w Z12.

9

RyJ. 2. Gwiazda Pitagorejska jest
ul'6wno wykresem funkcji n 1-' n + 2,
jak i n •..•n + 3 w Zs. Jest to gwiazda
,,0 obwod?ii' i',;uuknietY1U".

4

9

o

Rys. 3. Gwiazda Dawida n •..•n + 2
w Za nie jest gwia ••da "o obwodzie
zamknietymn.

S

Rys. 4. Zegarowy wykres funkcji
n •..•2nwZlO.
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Rys. 5. Zegarowy wykres funkcji n •...•2n w Z200.
Na wykresach tej funkcji w Z", dla duzych m pojawia
sie "krz)'Wa babclkowa".

Rys. 6. Wykres n 1-+ 3n w ZZ"o. Tym razem widzimy
dwa babelki.

Rys. 7. n 1-+ 4n w Zzoo, 3 babelki.
Hipoteza: n •...•kn daje k-l babelków.

5

Gdy przechodzimy do wiekszych m, pojawia sie nam ksztalt babelka
(rys. 5 ilustruje przypadek m = 200). Ksztalt ten wydaje sie nie
zmieniac dla dalszych wartosci m.

Co sie bedzie dzialo dla n 1--+ 3n? Znów pojawia sie pewien ksztalt,
który makroskopowo wyglada tak samo dra duzych m. Jednakze
w tym przypadku widzimy dwa babelki zamiast jednego (rys. 6).
Dalsze eksperymentowanie sugeruje hipoteze, ze funkcja typu
n 1--+ kn, gdzie k jest liczba naturalna, ma (k-l)-babelkowy wykres
(rys. 7 ilustruje przypadek k = 4) ..

Badanie modularnych babelków bedziemy kontynuowaL uzywajac
odtad metod analitycznych. Spróbujemy odpowiedziec na pytanie,
czym wlasciwie jest "krzywa babelkowa" , która widzimy na wykresie
funkcji n 1--+ kn.

Niezmienniczosc wzgledem m wykresów funkcji n 1--+ kn sugeruje
"ucia.glenie" procesu ich rysowania. Tarcze naszego m-godzinnego
zegara mozemy trakt owaLjak okrag jednostkowy na plaszczyznie.
Kazdemu punktowi a tego okregu przyporzadkujemy kat O,..

y

x

Rys. 8.

Aby otrzymac zgodnosc z naszymi zegarowymi wykresami,
plaszczyzne orientujemy zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek
zegara (a nie przeciwnie, jak nakazuje matematykom tradycja).
Latwo zauwazyc, ze niezaleznie od wartosci m, pomnozenie
godziny n (n = O,1, ... , m-l) przez k odpowiada pomnozeniu
przyporzadkowanego jej kata O przez k. (Uwaga: samo
przyporzadkowanie godzinie kata zalezy od m.) Tak wiec
polaczenie odcinkiem godziny n z godzina kn jest równowazne
polaczeniu odcinkiem punktu odpowiadajacego katowi O z punktem
odpowiadajacym katowi kO (nie bedzie nam przeszkadzac, jesli kO

przekroczy 211-). Mozemy sobie wyobrazic, ze kazdy punkt a okregu
jednostkowego laczymy odcinkiem z punktem odpowiadajacym
katowi kfJ,.. Powstaly w ten sposób wykres zawieralby wszystkie
wykresy n 1--+ kn (dla wszystkich m przy ustalonym kl ..
WrÓcmy teraz do naszego glównego pytania. Widzimy, iz nasza
krzywa babelkowa to raczej lamana wyznaczona przez punkty
przeciecia odcinków z sasiadujacymi odcinkami. Przy zwiekszaniu
m lamana ta sie wygladza. Znaczy to, ze gdy sasiadujace odcinki
zblizaja sie do siebie, lamane wyznaczone przez ich punkty
przeciecia coraz dokladniej przyblizaja nam pewna idealna krzywa.
Ta idealna krzywa jest zbiór "granicznych punktów przeciecia".
Pokazemy, ze gdykat 'P zmierza do ustalonego kata O, to punkt
przeciecia odpowiadajacych im odcinków S<p (ode. laczacy p z kp)
i So (ode. laczacy O z kO) zmierza do pewnego punktu plaszczyzny
p(e), który nazwalismy granicznym punktem przeciecia.



Rys: 9. Knywa ba,lwlkowa dla k = 2, wykfeslollana podstawil' ('.tn'.\illt;lIwg(J r6wnania parametrycznego.

Rys. 10. Krzywa ba,belkowa dla k = 3.

Rys. 11. Krzywa ba,belkowa dla k = 4.
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Wspólrzedne prostokatne (x, y) = (x(<p, O), y(<p, O)) punktu przeciecia
odcinków 8'{>i 88 mozna obliczyc z ukladu równan:

{ x(cos <p- cosk<p) - y(sin <p- sin kIp) = sin(k - 1)<p)x(cos 0- cos kO) - y(sin O - sin kO) = sin(k - 1)0)

Wspólrzedne punktu P(O) sa granicami x i y, pr-flY<p -> O.

Wzglednie prosty, lecz troche przydlugi rachunek (regula
de I'Hospitala i tozsamosci trygonometryczne) pokazuje nam, ze te
granice istnieja i wynosza:

{xp = (ksinB+sinkO)/(k+l) .yp = (kcos 0+ cos kO)/(k + 1)
PowyZsze wzory to równanie parametryczne naszej krzywej
babelkowej, dla parametru O E [0,211").

Wykreslajac krzywe odpowiadajace róznym wartosciom k
zauwazamy, iz rzeczywiscie zgadzaja sie z tym, co widzimy
na zegarowych wykresach (rys. 9 - 11 ilustruja przypadki
k = 2,3,4).

Otrzymane równanie parametryczne mozna zinterpretowac
w nastepujacy sposób: Krzywa babelkowa jest zakreslana przez
punkt P obr~cajacy sie zgodnie z ruchem wskazówek z~gara dookola
punktu Q.(z predkoscia katowa k po okregu o promieniu 1/(k + 1)),
przy czym punkt Q obraca sie dookola stacjonarnego punktu O
(z predkoscia katowa 1, po okregu o promieniu k/(k + 1)) (rys. 12).
Ta obserwacja klasyfikuje krzywe babelkowe jako krzywe
epicykliczne. ?

Rys. 12. Punkt P porusza si~
dookola punktu Q
(z predkoscia ka,towa 2,
po okregu o promieniu 1/3);
sam punkt Q porusza sie
dookola stacjonal'llego pUllktll O
(z predkoscia kl\towa 1.
po okl'<:gu o promieniu 2/3).
W ten spos6h punkt P zakresl"
krzywa b'\belkowa dla k = 2.. ,

.....................................

Mozemy takze podac intuicyjno-teorioliczbowe uzasadnienie
faktu, ze liczba babelków wynosi k - 1. Zauwazmy, ze kazdemu
babelkowi odpowiada jeden wektor 88 majacy ten sam kierunek
i zwrot, co promien okregu jednostkowego. Ma to miejsce,
gdy (kO - O - 11")= 2q1l", dla pewnej liczby naturalnej q, co jest
równowazne temu, ze O = 1I"/(k - 1) + q211"/(k - 1). Z tego
równania widzimy, ze otrzymamy k - 1 róznych wartosci O

dla q = 0, ... , (k - 2).

Mozemy,teraz zapytac, ja.k wyglada wykres funkcji liniowej
n 1-+ kn + p. Latwo jest uogólnic otrzymane rezultaty i pokazac, ze
"zmierza" on do normalnej krzywej babelkowej, gdy m -+: 00.,
Na zakónczenie zauwazmy analogie miedzy wykresem zegarowym
i kolem jednostkowym na plaszczyznie zespolonej. Laczenie godzin
z ich wielokrotnosciami odpowiada laczeniu liczb zespolonych z ich
potegami.

W tym artykule badalismy wykresy zegarowe funkcji liniowych.
Jak wygladaja. wykre$y zegarowe innych funkcji? Ten problem
pozostawiamy Czytelnikowi.



Obalamy prawa fizyki . Doc. dr Jan GAJ
~

Przypominam, ze w tym artykule
opisalem zasade dzialania filtru
przepu8Zcz~""ego 'wiatlo tylko
w jedn'lo strone twierdz"", ze
jego istnienie przeczy II zasadzie
termodynamiki. Filtr skladal sie
z dwóch polaryzatorów o kierunkach
polaryzacji tworzacych kat 450 i
umieszczonego miedzy nimi ogrodka
w polu magnetycznym obracaj acego
polaryzacje przepuszczonego przezen
gwiatla wlagnie o taki kat.

Zdolno'~ emisyjna: stosunek
natezenia promieniowania wysylanego
przez dane cialo do natezenia
promieniowania wysylanego przez
cialo doskonale czarne w tych samych
warunkach.

Zdolno"~ absorpcyjna: stosunek
energii zaabsorbowanej do calkowitej
energii promieniowania pad~ acego
na cialo. -

, kolo z~bate

z przyjemnoscia stwierdzam, ze II zasada termodynamiki, zaatakowana przeze
mnie w niewybredny spos6b w numerze 1/1989 Delty, doczekala sie obronców.

Najtrafniej ujal istote sprawy pan Adam Lipowski z Poznania. Oddaje mu
wiec glos: "Jak wiadomo, dzialanie filtru polaryzacyjnego opiera sie na zjawisku
selektywnego pochlaniania swiatla. Polaryzator 1pochlonie wiec padajaca 
na niego wiazke swiatla (gdyz nie moze jej przepuscic). Przy dlugotrwalym
d2:ialaniu takiego urzadzenia polaryza.tor 1podgrzeje sie do bardzo wysokiej
temperatury, co spowoduje utrate jego wlasnosci -filtracyjnych - bedzie
przepuszczal swiatlo, a tym samym energie, bez wzgledu na rodzaj polaryzacji.
Nasz uklad osiagnie równowage termiczna. Powyzsze perpetuum mobile jest
wiec urzadzeniem kr6tkodzialajacym."

Gratulujac prawidlowej odpowiedzi chcialbym dodac pare slów komentarza.

1. Oprócz polaryzatorów, które pochlaniaja swiatlo o niepozadanej polaryzacji,
istnieja takie, któreje odbijaja. Oczywiscie, jezeli wiazka odbita mialaby byc
pochlonieta przez obudowe polaryzatora, rozwiazanie powyzej podane w pelni
sie stosuje. Interesujace jest rozwazenie przypadku, kiedy polaryzator odbija.
z powrotem swiatlo o niepozadanej polaryzacji. Wtedy (zechciej, Czytelniku,·
sprawdzic) wystapia wielokrotne odbicia miedzy dwoma. polaryzatorami
(wewnatrz naszego filtru). Sumujac natezenia wszystkich wiazek (szereg
geometryczny) zauwazymy, ze nasz filtr nie dziala w sposób przeze mnie opisany
- bedzie przepuszczal w kazda strone tyle samo swiatla.

2. Pozostajac przy rozwazanym przez p. Lipowskiego polaryzatorze
pochlaniajacym, interesujace moze byc zastanowienie sie, dlaczego przestanie
on dzialac w wysokiej temperaturze. Pamietajmy, ze wcale nie musi on ulec
zniszczeniu (zwlaszcza w doswiadczeniu mys1owym). Nie wiemy, jaka byla
temper!Ltura naszych dwóch cial - moze byc, na przyklad, pokojowa, a nasz
filtr moze dzi~lac w obszarze podczerwieni. Mozemy jednak uratowac zarówno
nasz filtr, jak i II zasade termodynamiki przypominajac sobie prawo Kirchhoffa:
Zdolnosc emisyjna jest równa zdolnosci absorpcyjnej.

A wiec po nagrzaniu polaryzator zacznie emitowac swiatlo wlasnie o takiej
polaryzacji, która pochlania. Mozna to widziec jako "utrate wlasnosci

- filtracyjnych", jak to ujal p. Lipowski. Dalszy 'Ciaglistu brzmi: "Jeszcze bardziej
uzyteczne urzadzenie zaproponowal R.P: Feynmall w ksiazce Peynmana wyklady
z fizyki.

W wyniku chaotycznych ruchów czasteczek powietrza na lopatki dzia.la
fluktuujaca sila. Zapadka wybiera tylko ukierunkowane fluktuacje, co powoduje,
ze urzadzenie moze sie obracac - mamy równiez' perpetuum mobile II rodzaju.
Niestety, dokladniejsza analiza pokazuje, ze po pewnym czasie sprezyna musi
sie rozgrzac do takiej temperatury, ze sredni czas otwartej i zamknietej zapadki
beda sobie równe - urzadzenie przestanie obracac sie (w jedna strone)."

Zachecam do szczególowego zapoznania sie z tym fragmentem podrecznika
Feynmana. (PWN 1969, tom 1, str. 307). Bardzo ciekawe! Autorowi listu
zgodnie z obietnica wysylamy ksiazke.

A oto odpowiedzi Autorom innych list6w:

Przemyslaw Chelminiak, Pila

Nie chodzilo ~i o dowód slusznosci II zasady termodynamiki, ale o konkretne
.pokazanie, w którym miejscu moje rozumowanie bylo bledne.

Stanislaw Gorczyczynski, Sokole Pole

Jak Pan zauwazyl, nie naleze do os6b majacych nadzieje na zbudowanie
pertpetuum mobile. W sprawie Pana konkretnego pomyslu nie mam zdania, bo
nie zrozumialem jego zasa4y z Pana listu.
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mala delta

Lamanie w kosciach

Gdy spadamy lu b skaczemy z pewnej wysokosci
na nogi, kosci nóg sa poddane duzym silom.
Najbardziej wrazliwym miejscem na zlamanie
jest kosc piszczelowa w miejscu najwiekszego
zwezenia, zaraz nad kostka. Kosc piszczelowa
ulegnie zlamaniu, jesli sila sciskajaca (taka, jaka
powstaje przy skoku) przekroczy okolo 50000 N.
Jesli spadniemy na obie nogi, to kosci moga
wytrzymac sile okolo 105 N. Sila ta jest okolo
130 razy wieksza od ciezaru czlowieka o masie
75 kg. -

W jaki sposób nalezy wyladowac po skoku,
aby nie polamac sobie nóg? Z doswiadczenia
wiemy, ze ladowanie na "sztywne nogi" jest
niebezpieczne. Lepiej Vi momencie ladowania
ugiac kolana. Spróbujmy zobaczyc dlaczego.

Zalózmy, ze skok (spadek) nastepuje
z wysokosci H. W polu ciezkosci cialo spada
ze stalym przyspieszeniem g. Jezeli predkosc
poczatkowa wynosi zero, to cialo spadajac
z wysokosci H osiagnie predkosc koncowa

tI = Y2gH.

o.

8

o
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Cialo spadajac musi wyhamowac. Przyjmujac, ze
wyhamowanie zachodzi na odcinku o dlugosci h
ze srednim stalym opóznieniem a otrzymujemy

tI = V2ah,
a Wlec

H
a=gT'

Stad sila wywierana na hamujace cialo
(wiec i na kosci) musi byc równa

H H
F = ma = mgh' := Gli: '

gdzie przez C oznaczylismy ciezar spadajacego
ciala. Zobaczmy wiec, jaka jest maksymalna
wysokosc, z jakiej mozemy bezpiecznie skoczyc
na "sztywne nogi". W tym wypadku droga
hamowania jest bardzo krótka, okolo 1 qn, to jest
o tyle ugnie sie skóra pod pietami. Pamietajac,
ze maksymalna sila moze byc nie wieksza niz
130 razy ciezar ciala, otrzymujemy

H = 1~0· 1 cm = 1,3 m.

A wiec upadek z niewielkiej wysokosci moze
okazac sie fatalny.

Ugiecie kolan wmomencie ladowania~wieksza h,
co powoduje zmniejszenie a i F. Maksymalne
ugiecie kolan i pochylenie sie w czasie ladowania
moze wydluzyc h do okolo 60 cm. Jesli wstawimy
h = 60 cm do powyzszego wzoru, to otrzymamy

H = 130 . 60 cm = 78 m l!

Kazdy jednak wie, ze spadek z takiej
wysokosci (nawet z ugieciem kolan) jest
katastrofalny. Wytlumaczenie tego jest proste.
Sily hamujace cialo sa wywierane nie tylko
na kosci, ale i na miesnie, blony itp., które
moga wytrzymac maksymalnie sile równa
okolo 20 razy ciezar ciala. Oznacza to, ze
maksymalna wysokosc bezpiecznego skoku wynosi
okolo 4 m. Skok z wiekszej wysokosci wymaga juz
miekkiego podloza, .które pozwoli na odpowiednie
wydluzenie drogi ladowania.

Mala Delte przygotowp.l Jan KALINO WSKI



Okrag

liczba obrotow 10

..., .

(y)"):}:~.~..-:~::....

Numeryczne rozwiazywanie równan rózniczkowych kryje
wiele niespodzianek.

Okrag o srodku w punkcie (O, O) i promieniu R to zbiór
punktów (Rcos <,o,Rsin <,o), gdzie <,oE [0,271"]. Traktujac
wsp6h'zedne x i y pun~tów okregu jako funkcje zmiennej <,o
i rózniczkujac otrzymujemy:

x'(<,o) = ~Rsin <,o= -y(<,o) ,

y'(<,o) = Rcos<,o = x(<,o).

Jesli chcemy narysowac rozwiazanie tego ukladu równali
na ekranie komputera, to naj prosciej zamioenicrównania
rózniczkowe na równania róznicowe

Xn+l = Xn - hYn,

Yn+l= Yn + hxn,

przy warunku poczatkowym Xo = R i Yo= O, a nastepnie
rysowac otrzymane punkty.

Na rysunku l widzimy wynik dla kroku h = 0,1.
Niezupelnie to, co chcielismy. Dla h = O, Ol niewiele lepiej
- rysunek 2. Wystarczy jednak malenka zmiana

Xn+l = Xn - hYn ,

Yn+l = 'gn + hXn+l

i wynik jest idealny - rysunek 3.

Rys. l

o liczba obrotow 50 liczba obrotow 50

o
Rys. 3

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW
Drodzy Czlonkowie i Sympatycy Kluhu!
Przypominamy, ze co miesiac przyznajemy nagrode
ksiazkowa dla autora najciekawiej opracowanego rozwiazania
postawionych zagadnien. A oto nowa seria propozycji:

1. Zbadaj, jak zalezy wysychanie tkaniny od wilgotnosci
wzglednej powietrza, od temperatury otoczenia
i od ruchów powietrza. W tym celu wybierz "wzorcowy"
kawalek pl6tna, np. l dczu2 starego przescieradla i badaj
zaleznosc czasu wysychania od róznych czynników.
W tym prostym, a praktycznym doswiadczeniu mozesz
wykazac sie duza pomyslowoscia i naukowym podejsciem
do zagadnienia. Jest jedno "ale". W jaki sposób
wyznaczac wilgotnosc powietrza? W tym celu musimy
zbudowac urzadzenie do pomiaru wilgotnosci. Bedzie to
tak zwany psychrometr (inaczej: higrometr).

Tablica psychrometryczna wzglednej wilgotnosci powietrza
w%

t. (oC) t. - tm (OC)
O

l23456789
10

10088766554443424144
12

100897868574838292011
14

100907970605142332517
16

100908111625445373022
18

100918273645648413426
20

100918374665951443730
22

100928376686154474034
24

100928477696256494337
26

100928578116458504540
28

100938578726559534842
30

1009386797367610555044
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2. Budujemy psychrometr.
Najpierw definicja wilgotnosci: Wilgotnosc wzgledna ~
(moze hyc wyrazona w procentach) fest to stosunek ohecnej
w danej temperaturze masy pary wodnej f do masy pary

wodnej fo, kt6ra bylahy ohecna, gd~hYopara wodna przy tejtemperaturze hyla nasycona rP = f / fo.
Do budowy psychrometru wykorzysta.my zjawisko
ochladzania przez parowanie mokrej powierzchni.
Postarajmy sie o dwa jednakowe termometry pokojowe.
Banke jednego z nich owijamy tkanina (moze to byc
jedwab, batyst, itp.), której koniec zanurzony jest
w naczyniu z woda. W ten sposób banka tego termometru
'bedzie stale wilgotna. Termometr "mokry" poka.ze za.wsze
nizsza temperature (chlodzenie wynikajace z pa.rowania)
niz termometr "suchy". Byloby dobrze, gdyby termometry
znajdowaly sie stale w strumieniu powietrza, na przyklad
w poblizu wentylatora, aby w ich otoczenie naplywalo
stale powietrze z badanego obszaru. Jezeli dopuscimy,
aby powietrze bylo stojace, to, oczywiscie, wilgotnosc
w poblizu mokrego termometru wzrosnie i zafalszuje
wyniki. Gdy ustala sie wskazania mokrego termometru,
nalezy odczytac wskazania. obu termometrów t.( ••clly!>

tm(okry) i z za.mieszczonej tabelki odczytac wzgledna
wilgotnosc powietrza. (Tak wyznaczona wilgotnosc jest
oba.rczona pewnym niewielkim bledem, poniewaz nie
uwzgledniamy panujacego cisnienia atmosferycznego.)

Redaguie doc. dr Tomasz HOFMOKL

Listy prosimy przysylac pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków
Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego
ul. Hoza. 69, 00-681Warszawa.
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moze prZYJIDowac

samego siebie?
,-

dr Boleslaw KOPOCINSKIProf·

Pozwólmy teraz bukmacherowi zagrac wraz z innymi. Oczywiscie, nie stara sie on
przewidziec wyniku rzutu moneta, ale postara sie manipulowac wysokoscia wyplat.
Optymalna strategia bukmachera jest prosta: jesli wiekszosc grajacych stawia na orla,
to on stawia na reszke, jesli przeciwnie, to on stawia na orla. W rez~ltacie, przy rzucie
idealna moneta, bukmacher wygrywa z taka sama czestoscia jak inni, ale zawsze, gdy
wygrywa, pub. jest dzielona miedzy mala liczbe wygrywajacych, a wiec wygrane sa
wysokie.

-
Gra orzel czy reszka jest dosc nudna forma hazardu, ale stanowi wdzieczny przedmiot
rozwazan matematycznych. W grze dw6ch osób jedna rzuca moneta, a druga
odgaduje wynik. Odgaduj:J,c wygrywa stawke, nie odgadujac - przegrywa. Gdy w grze
u,czestniczy kilka osób, bukmacher zbiera typy, rzuca moneta i dzieli zebrana pule
miedzy wygrywajacych (ewentualnie zwraca stawki, gdy nikt nie, wygral). Gra jest
sprawiedliwa, kazdy ma zapewniona, oczekiwana wygrana w wysokosci stawki.

Bukmacher kojarzy sie nam zwykle z angielskim hazardzista, który ryzykujac wlasnym
kapitalem przyjmuje karkolomne zaklady. Czy przyjmuje je od samego siebie?
Grajacym jest to raczej obojetne. Ale bukmacherem jest takze posrednik w grze
w totalizatora, czlowiek, który nie angazujac wlasnego kapitalu organizuje gre innych.
Zazwyczaj grajacy utrzymuja wzajemnie w tajemnicy swoje typy, ale poznaje je
wszystkie bukmacher. Powstaje wiec obawa, ze biorac udzial w grze wykorzysta on
te informacje na szkode wspólgrajacych. Pokazemy teraz na przykladzie gry orzel czy
reszka, jak wielkie korzysci moze on przy tym uzyskac. '

Czy bukmacher
zaklady od

aza21=---.L
Sila wypadkowa d •.ialajaca na ramke
z pradem I wynosi

2 a4a:'zF =a aI= --- L
i skierowana jest wzdluz ,)si z.
Równanie l'uchu ramki

czyli

a4a2z

mE= -mg - -L--'
Ruch bedzie podobny do ruchu masy
zawieszonej na sprezynie w polu
g,·awitacyjnym. Ramka bed •.ie
wykonywa<! drgania harmoniczne

o czestolfci IN = ~ wok6l polozeniav'Lm

r6wnowagi Zo = - a~~;.

ROllwi"lIanie lIadania F 284.
Strumien magnetyczny 4>przenikajacy
przez powierzchnie otoczona konturem
nad przewodzacym jest staly, poniewaz
sila 'elektromotoryczna indu~cji

d4>

e = -d; = RI = o, (bowiem R = O).

przy spadaniu ramki strumien
przenikaj1\<'y ja wynosi

" ,
4> = a Bo + a az + LI ,

ale poniewaz <I>= eon.t, wiec

LI = -aza',

Przy równej liczbie typów na orla i na reszke bukmacherowi, jak sie to pózniej okaze,
nie oplaca sie grac. Przymuszony do gry moze typowac z jednakowym skutkiem na orla
lub reszke; powiedzmy wiec, ze stawia wtedy z·awsze na orla.

Niech n bedzie liczba grajacych i X oZIl.aczaliczbe osób stawiajacych na orla. Gdy
zdarzy sie, ze X = k i k jest male, tzn. k = 0, l, ... , [~] (przez [x] oznaczamy czesc
calkowita liczby x), wówczas wygra.na bukmachera wynosi m, ale, oczywiscie, tylko
wtedy, gdy w rzucie moneta padnie orzel; wygrana wyniesie 0, gdy padnie reszka.

Srednio zysk, po odliczeniu stawki, wyniesie wiec l m -l. Podobnie analizujemy
sytuacje przy duzym k i otrzymujemy wzór na zyski bukmachera:

{l!!±.! l "l'k-Ol [n]

'2 k+l - " Jes l - , , .•• , '2 '
Zn,k = ''! n~nl- l w pozostalych przypadkach.

Aby okreslic, jak czesto pojawia sie zdarzenie X = k, przyjmijmy, ze grajacy
z prawdopodobienstwem l typuja orla lub reszke i czynia, to niezaleznie jeden od
drugiego. Wówcza.s to zdarzenie ma prawdopodobienstwo dwumianowe (~) ( 4)n.
Oczekiwana wygrana bukinachera wynosi

Rozwi"lIanle lIadanla F 285.
Indukcja B pola magnetycznego
wewnatrz walca jest równa zeru.
na: zewnatrz, w pobli1.u powierzchni
wynosi B = ,."I/(21TR). Ci§nienie
wywierane przez pole luagnetyezne!
jakie dziala na tell walec, jest równe

_ B' _ /Jol'Pm- -- - ---o
2,." S".'R'

Podstawiaj1\<' wartolfci liczbowe
otrzymujemy Pm ~ 0,4 x lOt N/m'.
A wiec w naszym przypadku Pm < P

(p - cisnienie wewnetrzne w plazmiej,
co o~nacza, ze plazma bedy.ie sie
rozszerzac. Warunek r6wnowagi
Pm = P nast "pi pr7.y przeplywie pradu
o natezeniu I = 1,25 x lO· A.

Po przeksztalceniu otrzymujemy

Z = (n+l) (!.\n+1 _ (!.)n" [~]+ l 2J 2'
czyli tzw. wyraz srodkowy w rozkladzie dwumianowym dla n + l pr~b pomniejszony o
wyrazy skrajne. Gdy zmieniamy n, wówczas najwieksza wartosc wygranej uzyskujemy
przy n ~ 5 i wynosi ona Zs = 0,281. Asymptotycznie Zn ~ ~, gdy n ,~ 00.
Zauwazmy, ze Zn -+ 0, gdy n -+ 00.

Bukmacher moze próbowac zwiekszyc zysk zwielokrotniajac swój udzial w grze lub
wstrzymujac sie czasami od gry. Przypuscmy, ze stawia on r = r( k) razy na orIa., gdy
X = k i k jest male i tylez razy na reszke, gdy X = n - k i k jest male.
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T AJEMNICE BOMBY
WODOROWEJ

Polska Agencja Prasowa podala na pocz!ltku
stycznia br. z Londynu sensacyjna (jej
zdaniem) wiadomosc o wydobyciu tajnych
zapisków Hansa Bethego, jednego z fizyków
kieruj!lcych amerykanskim programem

. budowy bomby atomowej 'Manhattan'.
Wedlug komunikatu PAP dopiero dzieki tym
informacjom mozna stwierdzic, ze twórca
amerykanskiej bomby wodorowej byl nie
amerykanski fizyk Edward Teller, lecz polski
matematyk Stanislaw Ulam. Sprawa ta
wymaga nieco dokladniejszego wyjasnienia.
Znakomity matematyk Stanislaw Ulam
(1909-1984) urodzil sie we Lwowie, gdzie
ukonczyl studia i obronil doktorat. II wojna
swiatowa ~stala go w Stanach
Zjednoczonych, gdzie przebywal w
Uniwersytecie Harvardzkim (Cambridge,
stan Massachusetts). W 1943 "toku zgodZil
sie na podjecie pracy dla celów _
wojskowych. W ten sposób trafil do
srodowiska naukowców zgromadzonych w
Los Alamos, tajnym miesde-Iaboratorium,
w którym opracowywane amerykanSk!l
bombe atomow!l. Ni~leznie od prac nad
bomb!l A jeszcze w czasie trwania wojny
Edward Teller wysun!ll koncepcj?
opracowania bomby termoj!ldrowej
(wodorowej), nazywanej wów<:zcasSuper.
zlozonej ze zwyklej bomby A, deuteru i
trytu. Teller zaproponowal Itonstrukcje
Super poprzez zapakowanie materialu do
syntezy termoj!ldrowej w plaszcz uranowy
tworzl4CY bombe A. Symulacja
matematyczna takiej bomby okazala sie
najwiekszym prublemem matematycznym
owych czasów, znacznie przewyzszaj!lcym
komplikacje rachunków astronomicznych.
W 1950 roku Ulam (prowadZ!lCY obliczenia
za pornOC!lsuwaka logarytmicznego)
dowiódl, ze koncepcja Tellera byla biedna.
Jeszcze przed rozPOCZeciemreakcji syntezy
j!lder caly material zostalby rozrzucony
przez fale uderzeniowa bomby A. Teller
zakwestionowal ten rezultat, jednakze
obliczenia za pomOC!lpierwszego na Mecie
komputera ENlAC (Zbudowanego przez von
Neumanna) potwierdzily w calej pelni
wynik Ulama. Niedlugo potem, wiosn!l 1951
roku, Ulam zaproponowal prawidlowe
rozwi!lZanie problemu. Nalezalo odseparowac
od siebie zapalnik (czyli bombe A) i
wlasciw!l bombe H (wodorow!l). Silna
wi!lzka promieni X, powstaj!lcych po
wybuchu bomby A, doprowadzi do
'zapalenia' bomby H przed dotarciem do
niej fali uderzeniowej. Ogromne ambicje
kierujlIcego calym programem Tellera, jak i
koniecznosc zachowania w scislej tajemnicy
wyników Ulama, doprowadzily jednak do
nazwania Tellefa 'ojcem bomby H'.
Jednakze juz w latach szescdZiesi!ltych
sprawa ta stala sie glosna. Najlepiej
podsumowal j!l sam Bethe - ·Zwylr.lem
mówic, ze Ulam byl ojcem bomby
wodorowej, a Edwar'd (Teller) byl jej
matlr.4, gdyz nosil dzieclr.o przy sobie
przez pewien czas,' Podstawowe zalozenia
koncepcji Ulama zostaly ujawnione 'dopiero
przed kilku laty i jeszcze w 'Encyklopedii
Fizyki Wspólczesnej' (PWN 1983) mozna
znaletc schemat bomby H odpowiadaj!lcY
raczej pierwotnej koncepcji Tellera.

W dalszych rozwazaniach, podobnie jak poprzednio, dokladniej opisujemy przypadek
k = 0, l" .. , [~l,nie zapominajac przy obliczaniu globalnego zysku o symetrycznym
wariancie strategii. Zysk przy X = k wynosi teraz

Zn'k(r)=i~1>-1', jesli k=O,l, .. ,,[~].
To wyrazenie jest dodatnie dla ° < l' < n....! 2k, ujemne, gdy n jest parzyste i k = ~.
Maximum zysku jest przyjmowane dla

1'0= [Vk(n-k)+~- k;1L
Oczekiwany zysk, gdy bukmacher stawia optymaLnie, wy.nosi

!n/2J

Zn = 2L (:)Gr G : 1;: - l) 1'0 •k=O
Znajdowanie optymalnej strategii bukmachera i obliczanie zysku jest latwym zadap.iem
z programowania obliczen na komputerze. Wstrzymywanie sie od gry przy n
parzystym i k = n/2 podnosi maksymalny zysk bukmachera, jaki moze uzyskac ze
swego procederu. Wyniesie on teraz 0,3125 przy n = 4. Oplacalne powtórzenie stawki
pojawia sie w grze 7 osób przy k = 1. Przy n = 20 funkcja r = r(k) ma postac

kOl 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1'( k ) l 3 4 4 4 4 3 3 2 1 °
Zysk maksymalny nie dazy do zera ze wzrostem n. Pokazemy, ze Zn -+ i, gdy n -> 00.

Prawdopodobienstwa w rozkladzie dwumianowym mozna przyplizac pr~y uzyciu
,gestosci normalnego rozkladu prawdopodobienstwa:

(~)Gr ~Jn~C;ni~2), gdzie ~(x) = vke-~/2; n -> 00.
Nie popelnimy znaczacych bled6w, jesli ekstremum funkcji Z =. Zn. k(1') bedziemy
szukali nie na zbiorze liczb calkowitych, ale na zbiorze liczb rzeczywistych
l' ~ O. W6wczas ekstremum jest przyjmowane w punkcie 1'0 =- Vk(n - k) - k
i wynosi n •

2-Vk(n-k)

Mamy wiec (dla n parzystego)
n/2

Zn~2L(;)Gr(i-Vk(n-k)) ~
k::O

n/2

~ 2 L~ '1'( k -- n/2) (n/2)2 - k(n - k) =k=O..;n ,..;n/2 ~ + Vk(n - k)

nh ~.

=L _2~(__2_i) (_2_i f----,=l=== ~'.~f~(-U)u2du =.!..
;=o..;n ..;n..;n 1+ Jl- (*)2 ~ 2 o 4

W trakcie tych obliczen zmienilismy zmienna, przy sumowaniu i zastosowalismy wz6r
przyblizony na obliczanie calki.

Do tej pory zakladalismy, ze grajacy nie porozumiewaja sie miedzy soba, nie
zakla.daja koalicji. Warto zauwazyc, ze dw6ch graczy w koalicji skutecznie moz,e ograc
bukmachera, zanim sie on zorientuje, ze jest oszukiwany. Wystarczy, ze beda oni
zawsze (dla zmylenia przeciwnika prawie zawsze) stawiali jeden na orla, a drugi na
reszke. W6wczas bukmacher uzyska srednia wygrana 4~ = ~, a sredni zysk ~edzie mial
ujemny -O, 25. '

Popularny totolotek przypomina' gre orzel czy reazka, a kioskarz totka jest, oczywiscie,.
bukmacherem. Wyobrazmy wiec sobie kioskarza, który przyjmujac zaklady notuje
obstawione zaklady i, jako ostatni, wypelnia kupon zgodnie z zaleceniami naszej
teorii, tzn, typuje najmniej popularny uklad. Brzmi to dosc rozsadnie, ale rychlo
kazdy z nich przekona sie, ze upodobania klientów sa dosc stabilne, zwiazane
raczej z ksztaltem kuponu, i w qod",tku dostepne do wiadomosci wszystkich.
Ujawnil je bowiem profesor Hugon Steinhaus ze wspólpracownikami w 1960 roku
w czasopismie Zastosowania Matematyki. Ogólny Wydzwiek tamtych dociekan jest
raczej pesymistyczny - znajomosc upodoban klient6w totka podnosi oczekiwana
wartosc wygranej, ale je~ raczej watpliwe, aby podniosla ja do granicy oplacalnosci./
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Descartes'

czy Kartezjusz?

Zbigniew SEMADENI

Redaguje mgr Michal WOJCIECHa WSKI

M 565. Udowodnic, ze równanie

(*) Xl9 _ yll) = Z17 _ W17

ma nie mniej rozwiazan niz równanie

(**) xlO _ !l19 =Z17 _ Wl7 + 1

w czwórka.ch liczb naturalnych (x,y,z,w) takich, ze x,y,z,w:$ N (N ustalona liczba
naturalna) ..
Rozwiazanie na str. 3

M 566. W pewnym kra.ju siec lotnicza ma te wlasnosc, ze z kazdego lotniska mozna.
przeleciec na kazde inne (przesbdajac sie, byc moze, wielokrotnie). Udowodnic, ze
pewne lotnisko mozna. wycofac z eksplon.tacji (i zawiesic wszystkie z nim polaczenia)
nie tracac tej wlasnosci.
Rozwiazanie na str. 3

M 567. Mamy pewna skonczona liczbe punktów nie lezacych na jednej prostej.
Udowodnic, ze istnieje prosta przechodzaca przez dokladnie dwa sposród nich.
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Lidia GOETTIG

F 284. Sztywna, kwadratowa ramka. o masie m i dlugosci boku a wykonana jest
z materialu nad przewodzacego. Ramke umieszczono poziomo w ziemskim polu
grawitacyjnym i poddano równiez dzialaniu pola magnetycznego o indukcji, której
skladowe wynosza B", = ax', By = 0, Bz = az + Bo, gdzie Bo, a = const. (Osie x, y, z
jak na rysunku, poczatek ukladu w srodku ramki.) Wspólczynnik samoindukcji ramki
wynosi L. W pewnej chwili nieruchoma ramka, w której' nie plynie prad, zostaje
puszczo~a swobodnie. Jak bedzie sie poruszac ramka?
Rozwiazanie na str. 10

F 285. Wzdluz dlugiego cylindrycznego sznura plazmy, który traktujemy jak walec
o promieniu R = 5 cm, plynie w warstwie powierzchniowej prad elektryczny o natezeniu
I = 101; A. Cisnienie w plazmie wynosi p = 101; N/m2• Czy plazma kurczy sie, czy
rozszerza? Okreslic sile dzialajaca na jednostke powierzchni bocznej cylindra plazmy.
Znalezc natezenie pradu, przy którym nastapi równowaga.
Rozwiazanie na str. 10

W Delcie 5/19'89, str. 12, znalazlem ta.ki oto lapsus: W naszym kraju panuje nieznany
wsród licznych innych nacji zwyczaj tlumaczenia nazwisk. (... ) Konia z rzedem temu,
kto skloni Francuzów, zeby sie domyslili, ze pod mianem Kartezjusza kryje sie ich
znakomity rodak Rene Descartes.

Bronic spolszczania nazwisk nie zamierza.m. Poniewaz jednak powyzsza wypowiedz
moze wprowadzic Czytelników w blad, chce sprawe wyjasnic. Otóz Kartezjusz to nie
tlumaczenie, lecz polonizacja formy zlatynizowanej Renatus Cartesius, której uzywal
sa.m Descartes. Zródla poda.ja tez pisownie rozdzielna Des Cartes. Kazdy wyksztalcony
Francuz wie, ze przymiotnikiem odpowia.dajacym nazwisku Descartes jest carUsien
i pochodzi od Cartesiusj wie tez, ze w wielu obcych jezykach w miejsce liter c, s moga
pojawic sie k, z. Znaczenia slowa Kartezjusz domyslilby sie wiec b-two, o ile w ogóle
czytalby cos po polsku.

Dlaczego w owych czasa.ch latynizowano nazwiska? Graly one inna role niz dzis,
wystarczy przypomniec sobie np. Waclawa z Szamotul. W tekscie lacinskim
tego "z" nie moglo, oczywiscie, byc, trzeba. je bylo zastapic jakims lacinskim
odpowiednikiem. Podobnie bylo z francuskimi przedimkami de, du i des. Dzisiaj
pisownia nazwisk zaczynajacych sie jedna z tych form (podobnie jak nazwisk na la,
le i les) sprawia ogromne klopoty. Na przyklad w Wielkiej Encyklopedii Powszechnej
PWN mozna znalezc nazwiska Fontaine, La Fontaine i Lafontaine, a takze Dubois
i Du Bois-Reymond. Czesto nie wiadomo, gdzie takiego na.zwif,ka nalezy szukac
np. w ksiazce telefonicznej.

Polacy nie sa jedyna nacja zmieniajaca nazwiska, choc, byc moze, w tym przodujemy.
Anglicy np. pisza Euclid. Glówna przyczyna polonizacji nazwisk sa sprawy fleksji.
Kartezjusz odmienia sie la.two, Descartes - z klopotami.

Aby uzmyslowic Czytelnikom, ze polonizacja na.zwiska to nie tlumaczenie, podaje
polskie tlumaczenia trzech zna.nych fra.ncuskich nazwisk: Dubois - La.sota, Dupont
- Mostowski, Delacroix - Krzyzewski. Takich tlumaczen dokonuje sie czasem
w literaturze pieknej. Zamiana. Descartes na Kartezjusz nie jest tlumaczeniem.
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Dr Tomasz !fWAST

Roczne om,swienie zada,l. Klubu 44
wraz ze 8zcz('g,slowym regula.minem
i obszernymi cr.ol6wkami z"miescimy
w nast<:pnym. numerze.

Radioaktywnosc jest chyba powszechnie uwaza.na za zjawisko dlugotrwale. Wiemy
przeciez, ze promieniotwórcze preparaty stosowane w medycynie sluza latami,
a. pozbywanie sie radioaktywnych odpadów jest powaznym problemem. Obzuje
sie jednak, ze promieniotwórczosc gra prawdopodobnie jedna z glównych ról w tak
gwaltownym zjawisku, jakim jest wyhuch supernowej.

Jak wiadomo, supernowe zostaly podzielone na dwa typy. Typ n to eksplodujace
gwiazdy o duzej masie. Uprzednio na drodze kolejnych reakcji termoj«drowych
doszlo stopniowo do wytworzenia zelaznego jadra, poniewaz zelazo - jako pierwiastek
o naj silniej zwiazanych nukleonach - paliwem jadrowym juz byc nie moze. Jadro
takiej gwiazdy, gdy przekroczy okreslona mase, moze sie juz tylko zapasc pod wlasnym
ciezarem, reszta gwiazdy równiez sie, oczywiscie, zapada i wyzwolona przy tym energia
grawitacyjna powoduje w nastepnej chwili eksplozje, w wyniku której obiekt taki swieci
przez jakis czas z moca miliardów Slonc. Z jadra powstaje prawdopodobnie gwiazda
neutronowa, a otoczka rozplywa sie w paestrzeni.

Inaczej nieco przebiega wybuch supernowej I typu. Ten etap osiagaja gwia.zdy niezbyt
masywne, które nie sa w stanie wyprodukowac zelaznego jadra. U nich synteza
termojadrowa zatrzymuje sie na wytworzeniu wegla lub tlenu, nastepnie gwiazda
dosc lagodnie pozbywa sie warstw zewnetrznych, a to, co zostaje, to bialy karzel.
W samotnosci bialy karzel moze juz tylko powoli stygnac. Jednak bardzo czesto
jest skladnikiem ukladu podwójnego, a wtedy moze pobierac materie od gwiazdy
towarzyszacej. Poniewaz jednak masa bialego karla nie moze przekroczyc 1,4 mas
Slonca (jest to tzw. granica Chandrasekhara), to w kOlicu dochodzi do jego zapadniecia
sie, co jest wstepna fa.za wybuchu supernowej I typu. W ciagu kilku sekund jadro
gwiazdy zostaje wypalone i wytworzona energia rozrywa. gwiazde. I tu rzeC:zniezwykla:
wybuch taki móglby byc niewidoczny! Bowiem materia bialego karla, zwlaszcza
zapadajacego sie, jest bardzo gesta, a wiec nieprzezroczysta. Ab'y swiatlo moglo sie
z jego wnetrza wydobyc w miare swobodnie, musialby spuchnac setki tysiecy razy,
ale wtedy ostyglby tak dalece, ze znowu z zewnatrz nic specjalnego nie daloby sie
zobaczyc.

Teraz dochodzi do glosu radioaktywnosc. Obliczenia modelowe dowodza, ze wsklltek
gwaltownosci kolapsu gwiazdy synteza termojadrowa prowadzi do wytworzenia
jadra zbudowanego z promieniotwórczego niklu 5GNi, który rozpadajac sie nastepnie
na: kobalt i zelazo przez kilka dni ogrzewa rozprezajacego sie bylego bialego karla
z moca usprawiedliwiajaca nazwanie calego zjawiska wybuchem supernowej (I typu).
A dowody na to juz istnieja: linie niklu, kobaltu i zelaza w widmach supernowych
zostaly juz zaobserwowane!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regula.minu
Kazdy Uloze u",byla.! ror.wiaz!\nia •.adan z numeru •• w terminie do konca miesi""a
n. + 3. Szkice rozwiazan ZArni••s•.czamy w numerze n + 4. Mozna nad.yll\C rozwiazania
czterech, trzech. d,!óch lub jednego zada"ia (kaide nn ddzielnej kartce), mor.na tv robic
co miesiac lub li dowolnymi przerwami. Ror.wi>v;ania zadalI. z matema.tyki i 1, fi •.yki nalezy
przesylac w oddr.ielnych kopertach. umieszczajl\C na kopercie dopi •••k: Klub 44 M lut.
Klub "" F. OceniaulY zadania w ska.li od O do 1 z dokladnoscil\ do 0,1. Ocene mnor.Y1llY
przez wspólczynnik trudnosci rlauego zadania~ WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznar ••a 8um',; 0("('11

za rozwiazania t••go zadania. a N - liczbe osóh, które nadeslaly rozwi&ZAnie'cbocby j"dneg<:'
zadania z dauego numeru w dauej konkur"ncji (M lub FI - i tyle punktów otrzymuje
uadsyl<,jl\CY. Po •.gromadzeniu "4 puukt6w-, w dowolnym cz""i" i w którejkolwiek •. ,lw,sch
konkurencji (M lub F), zo.taje on czlonkiem Klubu 4", " nadwyzk" punkt6w je~t. •.a.li<-zar,a
do ponown"go u,.b,ial11. Trzykrotne c•.lonko~two - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy reg11lalllin zostal wy,lrukowauy w !lumen" 1/1989.

101. Izolowana. kula metalowa o promieniu l cm jest bombardowana przez i'zeroki
strumien elektronów o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osiagniety sta.n
równowagi. Jakie sa w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz
natezenie pola elektrycznego przy powierzchni Ikuli?

102. Jednorodna, wiotka lina o dlugosci l i masie m, z zawieszonym na jej dolnym
koncu obciaznikiem o masie M = 5 m, zwisa swobodnie, zaczepiona swym g6rnym
koncem. Wiej~y poziomo ze stala predkoscia wiatr dziala na line sila równa co
do wartosci ciezarowi liny, podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obciaznik jest
zaniedbywalna w porównaniu z jego ciezarem. Jaki ka,t tworzy lina z kierunkiem
pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczyc w sposób prZyblizony metodami
numerycznymi odchylenie obciaznika od pionu.

'., I , ,
, - _., ,

Zadania z fizyki nr 101, 102 Redaguje dr Andrzej NADOLNY
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(l)

Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazatl

zadatl 87 (WT=2,72) i 88 (WT=I,57)
z numeru 4/1989

Jerzy Lipkowslcl - Elbl,... ",Olplrt
"romass Wiet@cba. - Ta.'nów 4.:a,40plrt
A.lek.~nder S·urma. - NJf •• k6w 41.57pkt
Piotr Koc,;y1i.kl - Wa.nza.wa. 39,5Tpkt
PIotr Ba.h. - Tonul 33.23pkt
Wojciech Pelaert - Wrocla.w 32.77pkt
Andrzej Borf)w.lci - AleJuc.ndr6w

Kujawski 30.S"'pkl
PraeUl'y"~w GworYI - Cz,.tQchowa. 30,19p.kt
Ja.cek Stelmach - Za.br.zc! 29,4'pln
Ma.chus BQga.cs - P14cs.sw 28.S6pJrt

Pan Lipkowski pO raz drugi pnekroczyl
"" punkty.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1989
Przypominamy tre~c zadan:
93 •. Trzy jednakowe cewki o indukcyjno.ci L, uawini,;te w te sama st,ron<;, polaczono r6wnolegle
w taki sposób, ze wsp6lczynnik indukcji wzajemnej kazdej pary tych cewek jest jeduakowy
i wynosi M. Jaka jest. indukc;yjno§c zast<;pcza LAD ukladu tych cewek?
'94. Rakieta o masie wlasnej M== 4 Mg i poczatkowej masie paliwa m = 7 Mg l'OZPO("zyua
na wysoko~ci H = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzidny lot z pr<;dkoscia poczatkowa
110 = l km/s w kierunku pionowym ku górze. Przyjmujac, z(" przez ("aly okres T = 00 s pracy'
silnika jego sila <"laguF == 100 kN jest stala i skierowana pionowo w góre, wyznaczyc zal•.znosc
Pl'<:dkosci v rakiety oraz jej wysokosci h 0,1 czasn i przedstawic jl\ w postaci wykres6w.
ObliclOYcmaksymalna wys,;'koSc. na jak", wzniesi •. sie l·akieta.

98. Z definicji indukcyjnosci zastepczej mamy

[)T L dlaAD = AB--,dt
gdzie UAB jest napieciem miedzy punktami A i E, natomiast le - natezeniem
calkowitego pradu plynacego miedzy tymi punktami.
Z symetrii wynika równosc pr'ldów w 'trzech cewkach:

het) = 12(t) = ls(t) = l(t).

Dla dowolnej cewki, wobec ich nawiniecia w te sama strone, mamy
dl dl

(3) UAB = L dt - 2M dt .
Z przyrównania wyrazen (l) i (3), uwzgledniajacego zwiazek (2), wynika, ze

l
LAB = -(L - 2M).3

W konsekwencji

(2)

94. Równanie ruchu rakiety w przedziale czasu t ,E [O, T]
ma postac

d2h(t)
(M + mp(t)) ---;w- = F - (M + mp(t)) g ,

gdzie mp(t) jest masa paliwa w czasie t, g 
przyspieszeniem ziemskim (na odpowiedniej wysokosci).

Opór powietrza - wobec bardzo rozrzedzon~j na tych
wysokosciach atmosfery - zostal pominiety. Przyjmujac,
ze w czasie T cale paliwo sie wypala ze stala szybkoscia,
mamy

mp(t)=m(l-?) .
Z analitycznego rozwiazania tego problemu (patrz:
A.K. Wróblewski, J.A. Zakrzewski, Wstep do fizyki, t.l,

PWN 1984, str. 380-384) wynika.ja nastepujace wzory:

(l) vet) = Vo - gt - uln(l - kt),
(:I u

(2) het) = H + vot - g2' + k((l - kt) ln(1- kt) + kt) ,

gdzie k = (M.t;")T' u = ":' (równe predkosci gazów
wylatujacych z silnika rakiety).
Dla t > T ruch rakiety jest ruchem swobodnym w polu

grawitacyjnym (rzut pionowy).
Ze wzgledu na zaleznosc przyspieszenia. ziemskiego

od WY30kosc1 g = (R/(R + h)) 2.9, 8m/s2, gdzie,
R = 6370 km - promien Ziemi, przyjmujemy dla przedzialu

h E [100 km, 200 km] srednia wartosc g = 9,4 m/s2 i ze
wzorów (l), (2) obliczamy Vi = v(90 s) = 1440 m/s oraz
h(90 s) = 201 km. Wysokosc osiagnieta w locie swobodnym

le(t) = 31(t) .

wyznaczamy na. podstawie wzoru (bokh,= vi!(2gd
podstawiajac gl = 9, l m/s2 (srednie g

dla k E [200 km, 320 km]). ,Maksymalna wysokosc, na jaka
wzniesie sie rakieta, jest równa hrnu = k(90/s) + (boh)z =
= 315 km. Zaleznosci vet) oraz het) sa przedstawione
na wykresach. Uzyto w nich tylko jednej wartosci
g = 9,3 m/s2, pomimo tego zgadzaja sie one z obliczonymi
wyzej wynikami z dokladnoscia do okolo 0,5 %. Predkosc
rakiety poczatkowo nieco maleje, co zrozumiale wobec
F «M+m)g.
W rozwiazaniu numerycznym dzielimy przedzial czasowy

T na n odcinkÓ'.., czasowych bot = T/n i przyjmujemy
ti = ibot, gdzie i = 1,2,3, ... , n. Mase call<owita rakiety
oraz jej przyspieszenie w chwili t okreslaja WZQry

m •.= M + m (l - i) oraz a•.= ~ - g.n m •.

Oznaczajac srednia predkosc w przedziale czasu [t"-l' t •.]
przez Vi mamy

(F/' ) botVl = Vo + M + m - g 2""' Vi+l = v•.+ aibot
bot

. oraz v(90 s) = Vn + anT'.
Droga przebyta w przedziale czasu [ti-l, t •.] jest,'
oczywiscie, równa (boh). = vibot, mozna jednak równiez
korzystac z za.leznosci (boh)i+l = (bok). + ai(M)2.
Wyniki numeryczne uzyskane dla n = 70 (z uzyciem
programu, który uka1.e sie w ksiazce: J. Ginter, R. Kutner,

Komputerem w Kosmos, WSiP) pokrywaja sie z wynikami
analitycznymi w granicach 10-8 %.

___ " lot swobodny rokiety

'110 110 lIllO 2lIO

CZCIlI t [.]

14

o 10 • 70 •
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203. Wyznaczyc najmniejsza, liczbe naturalna, n, dla. której istnieje 1990 r6znych liczb
naturalnych (dodatnich liczb calkowitych), nie przekraczaja,cych n, o tej wlasnosci, ze
zadna z nich nie jest dwukrotnoscia, innej.

204. Wykazac zbieznosc i znalezc granice cia,gu

an = n" (nIe - [nle])n .

Zadanie 204 zaproponowal pan Piotr Jedrzejewicz z Torunia.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1989
Prsypominamy tnU zada:d.:
195. Dwie identyczne talie po n kart stasowano razem. Odkrywamy karty po jeun"j ,lo chwili,
gdy w€r6d odkrytych kart znajd" sie dwie identyczne. Obliczyc warto€<" oczekiwana liczby
odkrytych kart.
1.96. Niech Pl, P" P3 bed" rzutami punktu P lezl\Cego wewn"trz trójkata 0stl"Ok"tllego ABU
odpowiednio na boki AB, BC, CA.
Dowie€c, ze iloraz (lAPll + IBP,I + IGP3!J/(jPPll + Irp,1 + IPP311jeat widko.lda stala (gdy
P przebiega wnetrze h'ójk"ta) wtedy i tylko wtedy, gdy tr6jk"t ABC jest równoboczny.

196. Niech Pl bedzie prawdopodobienstwem, II jakim
rozwazana zmienna losowa przyjmuje wartosc k.
Innymi slowy, Pl jest prawdopodobienstwem tego, ze
k-ta odkryta karta jest pierwsza, identyczna z kt6ras
z poprzednich (k = 1,2, ... , n + l). Oznaczmy
przez ql.; prawdopodobietistwo tego, ze wsród
pierwszych k odkrytych kart nie ma dwóch jednakowych
(k = 0, l, 2, •.. , n + l) i zauwazmy, ze qo = l, q••+l = 0,
ql-l - ql = Pl dla k = 1,2, ... , n + 1. Szukana wartosc
oczekiwana wynosi .

En =Pl + 2P2 + ... + nPn + (n + l )PnH = "

=(qo - qI) + 2(ql - q2) + •.. +

+ n(qn-t - qn) + (n + l)qn = qo + q1 + ... + qn'

Liczba. mozliwych kombinacji kart odkrytych w k

pierwszych ruchach wynosi (2:) (abstrahujemy od

kolejnosci); wsród nich jest 21:( ~) ukladów bez pary
kart identycznych (wybór po l elemencie z k par sposród
" par). Liczby te - to mianownik i licznik ulamka
wyznaczja,cego prawdopodobienstwo ql:. A zatem

q1= 21:(;) C;)-l = 2n-jC:) -l (n;,') I
gdzie i = " -/c.
Stad.

•• 2n -l
E••= Lql = 2" ( n) . Sn,

1=0

gdsie Sn = t 2-j (ntj)·J=O

Dla n ~ 2 mamy równosc

Sn ~ 1+ t2-j((n-l:~~1) + (n+~-l)) =i=l 1 1
n-l n

= 1+ I)-i-t(n-:j) + I>'-i(n- ~+i) =
1=0 1 1=1 '

= 1+ i(Sn-2-"C:))+

+ (S"-l - l + ;- ••C",.- l) ) = is..+ Sn-1 ,
czyli Sn = 2S..-1. Poniewai Sl = 2, zatem Sn = 2"

i ostatecznie En = 4" (2.•.•) -l.

Uwaga. Korzystajac le wloru Stirlinga mozna wykazac,

15

ze znaleziona wartosc r6wna sie w przyblizeniu ..;m.

Dokladniej: En = anvrn, gdzie l < an < (1;:~1) 2.
Na przyklad dla n = 52 mamy Ero2 = 12,8 ± O, 02.
Ukladaja,c pasjansa z dwóch zwyklych talii kart, dobrze
potasowa.nych, oczekujemy wiec pierwszego powtórzenia
karty gdzies okolo 13 miejsca.

196. Oznaczmy rozwazane wyrazenie przez I(P);

dopuszczamy polozenia punktu P nie tylko wewnatrz,
ale i na brzegu tr6jkata ABC. Gdy punkt P przebiega
ruchem jednostajnym dowolny odcinek zawarty w tr6jka,cie
ABC, w6wczas zar6wno licznik, jak i mianownik I(P)
zmienia sie w sposób liniowy. Jezeli tr6jkat ABC jest
równoboczny, to I(P) przyjmuje jednakowa wartosc dla.
p beda,cego dowolnym z trzech wierzcholk6w. Zatem
funkcja. I jest stala wzdluz kazdego boku trójkata; dalej:
jest stala wzdluz kazdego odcinka o koncach na brzegu
tr6jkata ABC, czyli po prostu: jest stala ..

Dowodzimy teraz implikacji przeciwnej. Niech ABC
bedzie' dowolnym tr6jka,tem ostroka,tnym. Oznaczaja,c
przez O i I srodki okreg6w opisanego i wpisanego, przez
R i r promienie tych okreg6w, przez a, b, c dlugosci
boków trójka,ta, a przez a, (3,"1miary odpowiednich ka,tów
otrzymujemy r6wnosci

4 + 6 + c

1(0) '2 z '2 =
Vw-. 4: +VR2- fi-+VR2- c:

_ sin a + sin f3 + sin "1 _ 4t- - ---,
cosa+cos(3+cos"'f 48+1

gdzie t = cos ~ cos l cos l, Il = sin ~ sin ~ sin l,
oraz

1(1) = rctg ~ + rctg ~ + rctg l =3r
l a (3 "(t

= - ctg - ctg - ctg - = -3 2 2 2 3s'

Jezeli 1= con8t, to, oczywiscie, 1(0) = 1(1) i z równania

.:~J= to wyznaczamy Il = ~. Z wkleslosci funkcji
sinus oraz I nierównosci miedzy srednia geometryczna
i arytmetyczna wynika zas, ze

(sin !! + sin f. + sin :I. ) a ( !! + L! + :I. ) 3 l
8 < 2 li 2 < sin li 2 li = _- . 3 - 3 8'

przy czym równosc zachodzi jedynie wtedy, gdy a = (3 = '"t •.

Tak wiec I jest funkcja, stala, tylko w przypadku tr6jkata
równobocznego ..



Jesli pop.,trzymy na nieskooczenie wiele razy powiekszone
otoczenie punktu A, to z podobienstwa odpowiednich trójkatów
otrzymamy równanie rózniczkowe

dz z
dx =-;

Rozdzielajac zmienne mamy zdz == zdz, czyli z2 = ZZ + c.
Podstawiajac :r; = O obliczamy stala i 'twierdzenie Pitagorasa jest
gotowe.

Jak skomplikowac dowód twierdzenia Pitagorasa?
Rozpatrzmy prostokatny trójKat o przyprostokatnej z
i przeciwprostokatnej z. Zwiekszmy przyprostokatna
o nieskonczenie maly przyrost dz, przeciwprostokatna wzrosnie
wtedy o dz.

Wielki przewrót w przyrodoznawstwie, który dokonal sie
w XVII wieku, mial swego ideologa - byl nim Kartezjusz
(Rene Descartes). Jego Rozpra.wa o metodzie stworzyla
metodologiczna podstawe nowoczesnej nauki - racjonalizm.
Jednak proponowane przez Kartezjusza zasady poznania
naukowego w zastosowaniu do matematyki okazywaly sie
banalne. Leibniz pozwolil sobie nawet na takie streszczenie
koncepcji Kartezjusza: '
Wez co trzeba, rób jak nalezy, a otrzymasz to, czego potrzebuje8z.

Co moze miec wspólnego astronomia z medycyna? Otóz
w obu tych naukach zachodzi konieczncxlcwykonywania
dlugoczasowychzdjec. Zwyczlijneemulsje sa jednak szczególnie
niewydajne przy slabych oswietleniach, dlatego astronomowie
czesto stosowali tzw. doczulanie emulsji np. przez podgrzewanie
jej przed wykonaniem zdjecia w obecnosci mieszaniny wodoru
i azotu. Czasy ekspozycji stosowane w astronomii sa i tak
krótkie w porównaniu z niezbednymi do otrzymania obrazu
w wyniku np. autoradiografii. Sklonilo to kilka lat temu grupe
lekany z Florydy do nawiazania wspólpracy z astronomami,
by opracowac metode doczulania klisz rentgenowskich.
Wspólpraca dala sukces. Okazalo sie, ze pewne kli~
przeznaczone do medycznych badan rentgenowskich latwo
mozna tak spreparowac, ze beda mogly posluzyc takze do zdjec
astronomicznych. Zysk dla medycyny jest oczywisty - klisza
taka umozliwia znaczne skrócenie naswietlania czlowieka
promieniami Roentgena, dla astronomii zas moze juz nie tak
wielki, bowiem i tak zastosowanie CCD chyba wypiera wszelkie
metody tradycyjne.

Lidar (ang. light detection and ranging) jest urzadzeniem
laserowym do badania atmosfery. Zasada dzialania Iidaru jest
podobna do zasady dzialania radaru. Lidar wysyla krótki Od czasu odkrycia pozytonu w 1932 r. czastki antymaterii
impuls swiatla laserowego, a nastepnie analizuje\swiatlo obserwowane byly w zderzeniach wysokich energii i rozpadach,
odbite od tego, co sie znajduje w atmosferze - chmur, pylów, ale dopiero w ciagu ostatnich paru lat udalo si~ poczynic
chemicznych zanieczyszczen, molekul itp. Natezenie i dlugosc postep w kierunku spowalniania i gromadzenia antyczastek .

. fali swiatla odbitego zalezy od koncentracji i typu oddzialywania Ostatnio w osrodku AT&T Ben Labs w USA wytworzona
z centrami rozpraszajacymi swiatlo. Analiza powracajacego zostala po raz pierwszy chlodna plal!:mapozytonowa. Zasada
swiatla pozwala wyciagnac wnioski o skladl!:iei fizycl!:nymstanie dzialania pulapki pozytonowej jest podobna j"k w przypadku
atmosfery, a opóznienie czasowe powracajacych sygnalów - pulapki elektronowej, gdzie w celu ograniczenia przestrzennego
o lokalizacji róznych skladników atmosfery. Lidary sa uzywane stosuje sie pola .magnetyczne i elektryczne. Pozytony o energii
do badania koncentracji i przesuwania sie zanieczyszczen kilkuset keV, pochodzace z rozpadu 22Na, spowalniane
powietrza w poblizu osrodków przemyslowych, zawartosci byly wstepnie (przed wejsciem do pulapki) wskutek zderzen
substancji chemicznych w stratosferze itp. Uzywane sa z elektronami przechodzac przez folie z krystalicznego wolframu
równiez do obserwacji wiatrów w poblizu lotnisk. Za ich o grubosci 1 #m. Nastepnie, juz w obszarze pulapki, dalsze
pomoca.obserwowanorozchodzenie sie pylów wulkanicznych chlodzenie do temperatury pokojowej zachodzilo w procesie
po wybuchach wulkanów St. Helen i El Chinon. Przy zderzen nieelastycznych w azocie gazowym. W pulapce udalo sie
optymalnych warunkach moga byc bardzo czule - moga· • zgromadzic okolo 3,3 X 10l>pozytonów i utrzymac je w postaci
wykryc tak niska koncentracje, jak kilka atomów na centymetr chmury o rozmiarach wloskiegoorzecha w czasie okolo 60 s.

szescienny. Maja zasieg od kilku metrów do kilkunastu ~ ~ •.l...~•.V~(na;;d090)~:etr6w, M VV' ~~~t.I~Olyl~V~-.;I_U_1.W
~,i~V&OlylD~~t;IyI~~ Jadro k.omety to w, prz~blizeniu kilkukilometrowa b~lalaD okruchow skalnych zlepIOnychlodem wodnym oraz mnych
27 lutego 1989 roku firma Intel Corp. (jeden z najwiekszych zamrozonych gazów. Przy zblizeniu komety do Slonca gazy
na swiecie producentów mikroprocesorów) oglosila powstanie paruja tworzac jej glowe i warkocz. Najwieksza glowe miala
nowego mikroprocesora o nazwie i860, nazywanego przez Kometa Napoleonska 1811 1- 1,7 mln km, a najdluzszy warkocz
konstruktorów skrótem N10. Jest to 64 bitowy procesor kometa 1843 I _ 2,15 j.a. Warkoczy zreszta. moze byc kilka,
zbudowany z ponad 1 miliona tranzystorów wbudowanych bywaja tez nietypowe, np. skierowane pozornie ku Sloncu.
w jeden monokrysztal. Dzialanie i860 opiera aie na zasadzie I tak najdluzszy "przeciwwarkocz" miala kometa 1957 III
RISC (reduced-instruction-set computing). Oznacza to, ze Arend-Roland, mianowicie 24 IV 1957 roku rozciagal sie
ograniczono zestaw wykonywanych prl1iezprocesor instrukcji na niebie na 14°. Najwiecej zas warkoczy, 6 lub nawet 7, miala
pozostawiajac tylko ich niezbedne minimum. Skupiono sie Kometa Dzienna 1744 Cheseaux. Jadro po utracie lodu ma
w zamian za to na przyspieszeniu dzialania. Instrukcje, które prawo rozpasc sie, co bylo wielokrotnie obserwowane. Najwiecej,
w klasycznych procesorach wykraczaja ponad zredukowany az 5 fragment6w powstalo z rozpadu Wielkiej Wrzesniowej
zestaw, RISC wykonuje jako mikroprogramy. W przypadku Komety 1882 II.•.

i860 w wiekszosciprzewidywanych jego zastosowan taka y~:;~:~~~::~;~~;a~~tYbkcxlci równej okolo polowie szybkcxld tt.s~a~VtJVa~V@YaYQIyI~VoVO.
tofvialylQVOVaJy1aVt.lVQVcYz:tt.s~~~
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Krzysztof Oleszkiewicz w karykaturze
prof. Leona Jell'manowicza

Protokól

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki obradujac dnia 12 IX 1989 r.
w skladzie: prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy oraz dr Jerzy Bednarczuk,
dr Antoni Dawidowicz, dr Alicja Derkowska, dr hab. Marek Kordos, mgr Andrzej
Makowski, dr Zofia Muzyczka, dr Zdzislaw Pogoda, dr Agnieszka Wojciechowska,
biorac pod uwage wybór tematu, poziom prac oraz przebieg obrony postanowilo
przyznac;

1. Zloty medal i nagrode w wysokosci zl. ,30000,- Krzysztofowi Oleszlnewiczowi
z LX LO w Warszawie za prace Skaczac po stozkowych,
2. Srebrny medal i nagrode w wysokosci zl. 20000,- Rafalowi Kapelko z Ul LO
we Wroclawiu za prace Rachunek rózniczkowy i calkowy funkcii zmiennei naturalnei,
3. Brazowy medal i nagrode w wysokosci zl: 1800'0,- Katarzynie Trójcy' z I LO
w Bytomiu za prace Granica zlozenia funkcii,
4. Nagrody w wysokosci zl. 8000,- kazda opiekunom prac: Zbigniewowi MarciniakowI,
Andrzejowi Filipkowskiemu, Krystynie Czyczy i Alicji Stankiewicz.

Propozycje ewentualnych tematów prac na Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki
zamieszczamy od numeru 3/1988 (z pominieciem numerów 6 i 12 z 1988 roku oraz l. 6. 7 i 8
z roku 1989). Oczywiscie, chetnie widzimy prace równiez na ipne tematy.

Regulamin Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki
1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika
Delta. przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.
~. W konkursie moga bral udzial uczniowie wszystkich typów
szkól.
a. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial uczen, kt6ry w terminie do dnia
l maja przesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz
swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyl
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa
i adres szkoly, imie, nazwisko i adl'es nauczyciela - opiekuna
pracy.
6. Praca powinna •.awieral samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o tr6dlach, z których korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konknrsu.
6. Prace nadesiane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentów. Te sposród
prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do' finalu.
kt6ry odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przesiane autorolll prac oraz nauczycielom .- opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekUjacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji
na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) pl'zez
ucznia. podczas specjalnego otwartego posiedzeuia Sesji. referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, kt6remu poswiecona byla praca.

'10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkurs':'. Jury bedzie bralo
pod uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy. l'ówniez
samocziclno,(c i oryginalnosl ujecia tematu Ol'az przebieg
referatu i dyskusji. .Tury przyznaje medale: zloty. srebl'ny
i bl'azOWY,wyróznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane prze7
Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakd<, Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa MatelUaty~znego.
Medale wrecza Pre1.es Towarzystwa. Wszyscy uc •.estnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej prac~ b~da.
opublikowane w miesieczniku Delta.
18. Komisje KonkUl'8u oraz Jury Konkul'su powoluje Zal'zad
Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.

w XXX Mledzynarodowtti Olimpiadzie Matematyczntti w RFN zwyciezyl
zespól Chin, Polska reprezentacja zajela dwunaste miejsce. Na ostatniej stronie
zamieszczamy wersje zadan, z która. mieli do czynienia zwyciezcy, a ponizej jej polski
odpowiednik.

_1_ > _1_ + _1_.
vth -"fAf5 .JiRJ

Niech ABCD bed7.ie czworokatem wypuklym, któr<'go
boki AB, AD i BC spelniaja równosc AB = AD + BC.
Wewnatrz tego czwor.okata znajduje sie taki punkt p. z,.
AP = h + AD i BP = h + BC. gd7,ie h jest odleglosda punktu P
od prostt"j CD.

Udowodni"'. ze

5. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej" istmejt"
n kolejnych liczb naturalnych, z których zadna nic jest poteg'~
liczby pierwszej o wykladniku calkowitym.

6. Permutacje {"'l. "'2,"" X2,,} zbioru {l. 2, ... , 2n}
bedziemy nazywal sYlupatyczna. jezeli r6wno~t Ix; - xi-!-ll = n
zachodzi dla co najmniej jednej liczby i ze zbioru
{1,2, ...• 2n-l}.

Udowodnic, ze ala kazdej liczny naturalnej n wie('ej niz
polowe wszystkich permutacji stanowia permutacje sympatyczne.

Czas rozwiazywania zadali: 4 t godziny ..
Za kazde zadanie mozna otrzymal 7 punktów.

Pierwszy dzien 18 lipca 1989 r.

1. Udowodnic. ze zbi6r {l. 2" .. , 19l59} mozna przedstawic
w postaci sum~ takich parami rozl<\cznych zbiorów A;
(i= 1,2, ...• 117). ze.

a) kazdy zbi6r A; ma 17 elementów;
b) Sl = 82 = ... = 8U7, gdzie S; jest sum/\ wszyst,kich liczb

ze zbioru A i.
2. Dwusieczne kat6w A. B, C trójkata ostrokatnego ABC

przecinaja opisany na nim okrag odpowiednio w punktach A"
B1, C,• Prosta AA1 przecina dwusieczne katów zewnetrznych
przy wierzcholkach B i C tr6jkata ABC w punkcie Ao. Punkty
Bo i Co okreila sie analogicznie.

Udowodnic. ze:
a) 8AOBoCO = 28AC1BAlCB1;
b) 8AoBOCO 2: 48ABC.
Uwaga. SXY ... oznacza pole wielokata Xy ....

S. Niech n oraz k beda ustalonymi liczbami ~,~A';"alnY1l1i.
Zbiór S zlozony z n punktów plaszczyzny ma n".•tepJji\Ce
wlasnoici:

a) zadne tuy punkty zbioru S nie leza na jednej prostej,
b) dla kazdego punktu P nalezacego do 8 istnieje w 8 co

najmniej k róznych punktów równoodleglych od P.
Udowodnic, ze k < t + $.

Czas rozwiazywania zadan: 4 t godziny.
Za kazde zad ••nie mozna otrzyma'" 7 punktów.
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