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Homeomorfiam (a trr.):
homeo - Jednakowy, podobny;
morphe - kaatah.
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o charalttel")'.tyce Eulera pi.ali'my juz
w Delcie 10/1989. I

Charaktery. tyke Eulera moina r6wniez
definiowoc dla figur anacznie bardaieJ
.komplikowanych nii wielo'ciany
topologiczne. Definicja talta wymaga
jednak uiycia .komplikowanych metod
topologicznych i traci geometryczny
charakter.

Chara~terystyka Eulera
jest niezmiennikiem topologicznym

mgr Danuta CIESIELSKA i mgr Slawomir CYNK

Wiek8zo~c Czytelnik6w 8potkala sie jui zapewne z nastepujll,C~ definicj~:

Figury geometryczne A i B nazywamy homeomorficzn~mi, jezeli istnieje odwzorowanie
I:A-+B, takie, ze \ -
(i) I jest ci~le,
(li) f jest wzajemnie jednoznaczne, .
(iii) odwzorowanie odwrotne do I jest ci~le.

Odwzorowanie I majll,Cewlasno~ci (i) - (Hi) nazywamy homeomor~em.

Najprostaze przyklady figur homeomorficznych to takie figury geometryczne, z kt6rych
jedna. mozna przek8ztalcic na dl'\lga. za pomo,ca. wyginania i rozci~ia, ale bez
rozrywania i 8klejania. Na lXsunku 1 przedstawiamy trzy przyklady tego rodzaju:
brzeg kwadratu i ok~, kwadrat i kolo oraz pobocznice 'walca i powierzchnie boczn~
szekianu.

W podo.my spos6b mozna wykazac!, ze powierzchnia szescianu jest homeomorficzna
ze afell\; wystarczy w tym celu wykonac! 8ze'cian z elastycznego materialu, a nastepnie
napompowac! (podobnie jak pilke).

Nie' wszystkie przyklady 8a jednak tak proste. Mozna. udowodnic, ze o~ jest
homeomorficzny z wezlem zwanym koniczynka (rys. 2). Tymczasem aby przeksztalcic
wezel na okrag (czyli rozwiazac wezel), nalezy najpierw go rozciac, nastepnie rozplatac
i na koncu 8kleic z powrotem~ . '-

Oczywi'cie, aby wykazac!, ze dwie figury sa homeomorficzne, wystarczy w8kazal
przyklad homeomorfizmu miedzynimi.(tak jak to przed chwila robifu(my): Znacznie
trudniej jest dowi~c, ze dwie figurY homeomorficznymi nie 8a. Jednym ze sP980b6w
postepowania w tej 8ytuacji jest znalezienie jakiejl cechy, kt6ra jest jednakowa dla
dowolnych dwóch figur homeomorficznych, ale rózna dla figur przez nas badanych.
Wlasno'c jednakowa dla dowolnych dwóch figur homeomorficz:nych nazywamy
niezmie~nikiemtopologicznJlm •.

Pne'ledzmy.opisany wyzej 8posób postepowania na.-kilku przykladach; poznamy przy
okazji kilka prostych niezmiennik6w topologicznych.

Punkt i pro,ta •. Poniewai, kazdy homeomorfizm je8t bijekcja, wiec dowolne dwie figury
homeomorficzne maja tyle samo element6w (liczba elementów figury geometrycznej
jest niezmiennikiem topologicznym). Ale zbiór zlozony z jednego punktu ma jeden
element, a prosta ma 'ich nieskonczenie wiele - figury te nie sa wiec homeomorficzne.

Pro,ta i.dwie pro8fe równolegle. Prosta jest figura geometryczna zlozona. z jednego
"kawalka-, natomiast dwie proste równolegle to figura zlozona z dwóch "kawalk6w·.
"Kawalki-, z.kt6rych zbudowana jest figura geometryczna, nosza. nazwe skladowych
sp6jnych; figury: majll,Cetylko jedna. skladowa sp6jna. (skladajace sie z jednego
"kawalka-) - nazwe figur.sp6jnych. Mozna wykazal, ze homeomorfizm przeksztalca
8kladowe spójne na skladowe sp6jne, a zatem figury homeomorficzne maja. tyle samo
8kladowych sp6jnych (liczba skladowych spójnych jest niezmiennikiem topologicznym).
Ale, jak zauwazy~my przed chwila, prosta jest figura. sp6jna., a druga badana figura
ma dwie skladowe. Oznacza ta, ze figury te nie 8a homeomorficzne.

Obydwa poznane do tej pory niezmienniki sa. wprawdzie bardzo proste, ale ich
skutecznosc jest niewielka; zade~ z nich nie pomoze nam np. w wykazaniu, ze
odcinek nie jest homeomorficzny z br.zegiem kwadratu. Aby wiec wykazac!, ze te
dwie figury rzeczywi'cie nie sa homeomorficzne, musimy uzyc nowego niezmiennika
topologicznego. Okazuje sie, ze doskonale do tego celu nadaje sie charaktery8tyka
Eulera. Charakterystyke Eulera definiujemy dla dowolnej figury geometrycznej bedll,Cej
suma. mnogosciowa skonczonej liczby punkt6w, odCinków oraz wielokatów wypuklych
(figury, majll,Ceopisana. wlasnosc, bedziemy nazywac! wieloscianami). Charakterystyka.
Eulera wieloscianu P nazywamy liczbe calkowita X(P) = W - K + S, gdzie W oznacza

. liczbe wierzcholk6w, K - krawedzi, a S scian wieloscianu P.
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TwIerdzenie l. Jezeli wielo~ciany P i Q sa"homeomorficzne, to X(P) = X(Q).

Korsystaja"c z tego twierdzenia mozemy latwo dowiest, ze odcinek nie jest
homeomorficzny z brzegiem kwadratu. Wystarczy w tym celu przypomniet 'sobie,
ie charakterystyka Eulera odcinka jest równa l, a brzegu kwadratu - O (rys. 3) ..
W podobny spos6b mozemy wjrkazat, ze kwadrat nie jest homeomorficzny z brzegiem
sze~cianu.

Korzystajac z tego twierdzenia i wczesniejszych obliczen mozemy stwierdzi~, ie okrag
nie jest homeomorficzny z odcinkiem oraz ze sfera nie jest homeomorficzna z kolem.

Dla lepszej ilustracji obliczmy charakterystyke Eulera kilku wielotfcian6w (rys. 3).

Dla nas najwazniejsze jest to, ze charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem
topologicznym, czyli ze zachodzi twierdzenie:

Co prawda, charakterystyke Eulera zdefiniowal~my jedynie dla "wielotfcian6w", czyli
dla bardzo waskiej klasy figur geometrycznych, jednak dzieki twierdzeniu l mozna
jej uiywat przy badaniu znacznie bardziej skomplikowanych figur. Bedziemy przy
tym wykorzystywac nastepujaca, wlasnost relacji "bycia figurami homeomorficznymi"
(zwana" przechodnio~cia,,):
Jezeli figura A jest homeomorficzn;l. z figura" B, a B jest homeomorficzna z figura C,
to ~wniez A jest homeomorficzna ze.

Niech teraz W bedzie dowolna figura homeomorficzna" z pewnym wielotfcianem
(figury o tej wlasnosci nazywat bedziemy wielolcianami topologicmrrru). Dowolne
dwa wielo~ciany Pl i 'P~ homeomorficzne z W sa (na mocy wlasnosci przechodniosci)
homeomorficzne miedzy soba" a zatem maja równe charakterystyki Eulera
(twierdzenie 1J. Mozemy wiec przyja,t nastepujaca definicje:

Charakterllatllkq Eulera wielolcianutopologicmego nazywamy charakterYstyke Eulera
dowolnego wielo~cianu z nim homeomorficznego.

Dla lepszej ilustracji obliczmy charakterystyke Eulera kilku prostych wielotfcian6w
topologicznych:
Okrag. Jak juz zauwazyli~my, okra,g jest homeomorficzny z brzegiem kwadratu, wiec
jego charakterystyka Eulera jest r6wna O.
Kolo. Jest homeomorficzne z kwadratem, zatem jego charakterystyka Eulera jest
r6wna 1.
Sfera. Jest homeomorficzna z brzegiem sze~cianu, zatem X = 2.
Pobocmica walca. Podobnie jak dla powierzchni bocznej 'szescianu: X = O.
W,tega Móbiwa. Z rysunku 4 wynika, ze X = O.

W podobny spos6b mozna obliczat charakterystyke Eulera coraz bardziej
skomplikowanych wieloscian6w topologicznych. Dla nas najwazniejsze jest to,
ie z wlasnosci przechodniosci relacji "bycia figurami homeomorficznymi" oraz
z twierdzenia 1 wynika, ze r6wniez taka "uog6lniona" charakterystyka Eulera jest
niezmiennikiem topologicznym, czyli ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twlerdsenle 2. Jezeli wielosciany topologiczne P i Q sa homeomorficzne,
to X(P) = X(Q).

KWADRAT

ODCINEK

:. =-t I (,~..., t

~::·1

W=2,1'\=1 , S=O

j=1

W=8,K=12,S=1.
,X= O

POWIERZCHNIA SZE5cIANU

W=8,K=12,S=5

Rys. 3 1= 2

POWIERZCHNIA
BOCZNA SZE5cIANU

o

PU NKT

BRZEG
I<W,~DRATU

W=1,K=0,S=0

t=1

W=~,K=~, S=O
;( =0

Rys. 4 W= 1O • K= 15 , S = 5
;:=0

Rys. I)

o innych niezaliennikach mozna
przeczyta.! w artykule K. Cieslelskielro
I Z. POlrody "Topololria allrebraiczna
- niezwykle pollloczenie dziedzin"
(Problem. 12/1Q88).

Warto jednak w tym miejscu zwr6ci~ uwage na to, ze dwie figury geometryczne
mogaJIliet równe charakterystyki Eulera, a mimo to nie by~ homeomorficzne. Na
przyklad zar6wno wstega Mobiusa, jak i pobocznica walca maja charakterystyke
Eulera r6wna, 0, a mimo to nie sa homeomorficzne. Dow6d tego faktu nie jest proaty
i wymaga uzycia kolejnego niezmiennika topologicznego, zwanego jednostronnoscia
powierzchni. Pobocznica walca ma dwie strony, gdyz mozna ja pomalowat dwoma
r6znymi kolorami, jak na rysunku 5, a wstega Mobiusa tej wlasnosci nie ma (jest
powierschnia jednostronna,).

Niestety, czesto sie zdarza, ze badaja,c coraz bardziej skomplikowane figury musimy
uiywac coraz subtelniejszych niezmiennik6w. Ciekawych niezmiennik6w topologicznych
dostarcza jeden z dzialów matematyki - topologia algebraiczna.

Dlaczego wiec zajmujemy sie charakterystyka Eulera, zamiast poszukat jakiegos
lepszego niezmiennika topologicznego? Powody sa, dwa. Po pierwsze - jest ona
wyjatkowo prostym' niezmiennikiem topologicznym. A po drugie - mimo ujawnionej
wady jest stosunkowo skuteczna,- w szczeg6lnosci umozliwia pelna klasyfikacje
dwustronnych 'powierzchni bez brzegu.
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Bardzo latwe, jesli sie' juz zobaczy
Zadanie jest takie:

Jaki je3t najwi~k3zy promien r walca, kt6rl/ zmieici ai~
w otworze, powstalym pomi~dzy trzema, parami atl/cznl/mi,
walcami o promieniu R, majqcl/mi o3ie o kierunkach parami
pro3topadlych.

Jak to widac na okladce (i na rysunku ponizej), takie trzy
jednakowe walce wyznaczaj litw naturalny sposób pewien
szescian. Oznaczmy mianowicie przez AB, CD, i EF
najkr6tsze, a wiec przechodzl\Ce przez punkty stycznosci,
odcinki laczl\Ce osie walc6w. Z tego, ze najkróbzy odcinek
llltczl\CYproste skosne jest do nich obu prostopadly oraz
z zalozonej prostopadlosci kierunk6w osi wynika, iz lamana
zamknieta ABCDEF ma wszystkie klltty proste i co trzecie
jej odcinki sllt równolegle. Zatem skladajl\Ce sie na nillt
fragmenty osi walców - odcinki BC, DE i FA - sllttej
samej dlugosci co odcinki ll\Czlltceosie. Wszystkie majlIt
dlugosc 2R. Gdy to spostrzezemy, wyobrazenie sobie
"brakujl\Cych" wierzcholków G i H szescianu jest juz
kwestia chwili.

Zwrócmy uwage na to, co "dzieje sie" w szescianie. Otóz
-szescian, wraz z mieszczl\Cymi sie w nim fragm ...ntami
walców., ma os obrotowa - jest nilltjego. przekllttna GH.

Jesli obrócimy szescian wzgledem tej prostej o 1200, punkt
A przejdzie na C, C na E, E na A i podobnie B na D, D
na F i F na B. Cala wiec figura (szescian i walce) nalozy
sie na siebie i, gdybysmy nie oznaczyli punktów literami,
nie moglibysmy jej odróznic przed i po obrocie. Wynika
stad, ,ze wszystkie walce sllttak samo odlegle od prostej
GH. Oznaczmy najblizszy GH punkt jednego z walców
przez P. Jesli bedziemy go obracali wokól GH, zatoczy on
okrlltg lezlltcy w plaszczyznie prostopadlej do GH, styczny
do wszystkich walców. Zatem walec o osi GH i promieniu
równym promieniowi tego okregu jest poszukiwanym
walcem o najwiekszym promieniu.

Oto uzasadnienie. Poniewaz wszystkie punkty stycznosci
leza w jednej plaszczyznie, wiec najwieksza kulka, jaka
przejdzie przez otw6r miedzy danymi walcami, ma ten sam
promien co okrlltg przechodzlltcy przez punkty stycznosci.
Ale przez kazdy z poszukiwanych walców da sie przesunlltc
kulka o równym mu promieniu. Zatem walec nie moze
miec wiekszego promienia niz okr~ przechodzl\Cy przez
punkty stycznosci. Pozostaje jeszcze znalezienie tego
promienia. W tym celu wystarczy nam zwrócenie uwagi
tylko na jeden walec w szescianie i zrzutowanie tej figury
na plaszczyzne prostopadllIt do osi tego walca: Rachunki
tak proste, ze wstyd je przytaczac, daja wynik
r=R(J2-1).

F

E

H B

c

Zadanie zaczerpnl\lem ze zbiorku H.eIl. lIIapwrBH, 3aAa'lB DO reOMeTpBH, CTepeOMeTpBJI, BB6JJBOTe'llta "KBaHT", 31,
"Haylta" , 1984. M.K.

B

- - - -- - -----..:::. --- - ---=~--:=-..:: -

3

Redaguje mgr Michal WOJCIECHO WSKI

M 6T'1. CZy.! + _1_ + ... + _1_ + !. moze byc liczba calkowita dla l ~ m < n ?
m m+1 n-l n

Rozwilltzanie na str. 6

M 6'18. Udowodnic, ze:

a) liczby postaci 22" + l slltparami wzglednie pierwsze,
b) liczb pierwszych mniejszych od n jest wiecej niz log210g2 n.
Rozwilltzanie na str. 7

M 6'19. PrzypuSCmy, ze wielomian P nie ma pierwiastk6w rzeczywistych. Wykazal, ze

wielomian Q(z) = P(z) + P'~ls) + P(~l(s) + ... tez nie ma pierwiastk6w rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje dr Krzysztof CHARCHULA
F ~9~. Slup cieczy w rurce barometru przedzielony jest niewielka ilokia powletua

. two)'zacego przerwe, której dlugosc w temperaturze to = O°C wynosi lo = 10 cm.
Znalezc rozmiar Pl'zerwy w temperaturze t = 20°C.
Rozwiazanie na str. 11

F ~9S. Czastki plazmy o ladunku q i masie m zostaja wstrzykniete do wnetrza
toroidalnej cewki o duzym srednim promieniu R. Cewka wytwarza wewnatrz pole

magnetyczne lokalnie jednorodne o indukcji B, skierowane prostopadle do przekroju
poprzecznego cewki (rysunek). Predkosc poczatkowa czastek plazmy ft jest niewielka

i skierowana wzdluz kierunku pola B. przyjmujl\C (dowód jest tru~ny), li czastki
plazmy beda krazyc po okregu o promieniu bliskim R, wykazal, ze jednoczesnie
beda unoszone w kierunku prostopadlym do plaszczyzny torusa. Znalezc te predkosc
unoszenia ..
Rozwiazanie na str. 10

Zadania



dr Pawel KRA WCZYK

-Komputer, papierowe kulki i fraktale

Warto sobie zdawac sprawe z tego, ze pelne
uwidocznienie piekna fraktali wymaga, niestety,
bardzo drogiego sprzetu. Konieczny jest do
tego komputer wyposazony w kolorowy monitor
wysokiej rozdzielczosci i charakteryzujacy sie duza
predkoscia, obliczen. Zamiast dowodu proponuje I
por6wnanie barWnej fotografii z okladki D~lt"
2/1986 z jednokolorowymi figurami wewna,trz tegoz
numeru. Nie chodzi tu zreszta, wylacznie o doznania
estetyczne. Duza mo,c obliczeniowa. potrzebna
jest szczeg6lnie wtedy, gdy chcemy badac jedna
z charakterystycznych cech wielu znanych fraktali
- samopodobienstwo, czyli powtarzanie sie takich
samych struktur we wszystkich mozliwych skala.ch.

Ci z Czytelników, kt6rzy maja, dostep do komputera
osobistego, moga latwo pI:Zekonac sie <> slusznosci
powyzszych uwag eksperymentuja.c z dwoma
programami, kt6rych tekst zamieszczono obok.
Programy te zostaly napisane w jezyku BASIC
przystosowanym do komputera mM PC/XT
z kolorowym monitorem i karta, graficzna CGA
(Czytelnicy dysponuja,cy innym komputerem
z latwoscia, zaadaptuja je do swoich potrzeb).
Pierwszy z program6w rysuje zbiory Julii dla
wielomianu w(z) = ~z(1 - z), drugi - nieco
bardziej skomplikowany - zbi6r Mandelbrota !' '.
powiekszenie jego fragmentu. Drugi program dO.lrze
ilustruje technike stosowana do otrzymywania

'efektownych, kolorowych rysunk6w frakta.li. Jak
wiadomo, zbiór Mandelbrota jest zbiorem liczb
zespolonych ~, dla kt6rych ciag

(1) WA:+l = w: + ~,wo = O,

jest ograniczony. W programie warunku tego
nie mozemy, oczywiscie, sprawdzic. W zamian
za to sprawdzamy, czy po pewnej skonczonej
liczbie itera.cji modul Wi nie przekra.cza 2 (mozna
udowodnic, ze jesli dla pewnego n za.chodzi Iw ••1> 2,
to cia,g (1) jest rozbiezny). Na ekranie monitora
zazna.czamy r6znymi kolorami punkty, dla kt6rych
Iw •• 1 przekra.cza 2 przy r6znych wartoscia.ch n:
n < nl, nl :S" < "2 i "2 :S n < na, a jeszcze
innym kolorem punkty, kt6rych nie Jllozemy
wykluczyc po ni itera.cja.eh. Wynik takiego
dzialania jest niezwykle efektowny. Niestety;
ograniczenia techniczne nie pozwalaj a,nam na jego
zaprezentowanie w kolorze. Rysunek I, bedacy

,kopia ekra.nu, w której r6zne odcienie szarosci
reprezentuj a, r6zne kolory, odbiega daleko pod
wzgledem estetycznym od oryginalu. Nawet
jednak taka kopia wyróznia sie na tle rysunku 2
przedstawiajacego wynik pierwszego programu
(który, w gruncie rzeczy, wykorzystuje grafike
monochromatyczna,) .

Pojecie fraktali przezywa w ostatnich lata.ch niebywah, popula.rnosc. Czytelnicy
Delt, mieli moznosc spotkania sie z nim juz kilkakrotnie (patrz w sz~zeg6lnosci
Delta. 2/1986). Artykuly o fraktala.ch sa, z regulY bogato ilustrowane rysunkami
wygenerowanymi przez komputer. Nic w tym ,dziwnego, gdyz w rysunka.ch fr1Lktali'
kryje sie swoiste piek-n6. I tak, dzieki matematyce wyzszej komputer moze stac sie
artysta,.

Ry_. 1. 'Wynik dzialani" drugiego programu dla 35 iteracji, (nl' n2, n~) =
= (3,8,35). Zakre_yo_i: pozioma: [-2; 1), pionowa: [-1,21; 1,21).

Ponliny program rysuje na ekranie komputera zbi6r Mandelbrota.
Znaczenie parametrd;", 0)lt6re program pyta uzytkownika, zo_talo
wyjunlone w teltlcie gl6wnym.

Poniter.y program rysuje na ekranie kompulera zbi6r Julii dla wielomianu
•••(a) = .\8(1 - a). Najlepase efekty uzyskuje sie podaj"", w odpowiedzi
na Rytania _tawlane pnes program, wart~ci ~ o module rzedu l, a czynnik
skali r6wny 3 lub 4.

10 REM "Program wyswietla zbior Mandelbrota"
20 KEV OFF: CLS: SCREEN 1): LOCATE 1.1
30 CX=160: CV=lOO
40 INPUT "Podaj li.:zbe itel~ar.:ii (zero oznacza koniec): ";: LIM/';
~50 I F L I WI;=O THEN GOTO 260
60 INPUT "Kiedy zmieniac kolor (n1, n2, n3)? "; Ne1%, NC2%, NC3%
70 INPUT "Podaj X--st"u~t ( >= --2 ), X-·5top ( (= 1 ) : "; XO, Xl
80 JNPUT "Padaj Y-max ( <= 1.5 ): "; VM
90 DX= (X l--XO) /2/ (CX-2 .0(01): OY=YM/ (CY-l .(001)
100 SCREEN 1:: COL aR O, O
110 FOR I/'~=2 TO 2+CX-3
120 x= (I'l.-2H<DX+XO
.1'30 FOR .J"I;=1 TO CY-l
140 Y=(1-JY.)*DY+VM: COUNT%=1: ZR=X: ZI=Y
150 WHILE (COUNT'l.{LIM%)

160 ZR1=ZR:: Z~=ZR1*ZR1-Z1*ZI+X: 'ZI=2*ZR1*ZI+Y
1.70 J:F «ZR*ZR+Z!>t'ZU >4) GOTe) 200
1so COUNr/~=COUNrl.+ 1
190 WEND
200 IF COUNT/,;(NC! 'i. THEN COL:!::! ELSE IF COUNTY.(NC2Y. THEN COL=2 ELSE IF COUNT/';<NC3~;
THEN COL=3 ELSE COL=O

210 PSET (D':, JiO , COL: PSET (IX, 2*CY-2-JY.) , COL
220 NEXT JY.: NEXT IY.
230 DEF SEG=~HB800:: B:;AVE "MANDSET _"+STR't (LIMY.) , 0, &H4000: DEF S,EG
240 ON VEY ( l) GOSUB 20
250 I<EY ( 1) ON:: I;.oOTO 240
260 SCREEN O: WIDTH 80
270 END I

,10 REM "Program wyswietla zbi~r Juli i'I
20 RANOOMIZE TIMER: I<EY OF'F: 'SCREEN O: LOCATE 1,1
30 INPUT "Podaj lamb,ja (Re (L), Im(Ll): " ~LX,LY
40 X==.50001; "1'=0

50 S=LX~LX~LY*LY: LX=4*LX/S; LY=-4*LY/S

;g ~~:'~~o:'~~~~';o~=~8~~,;.c~~~~i: ;' :SC
80 SCREEN 1: COLOR ':;o, O
70 FOR 1:%=1 TO 10: GOSUB 14/)= NEXT 1:'1;

100 P~::ET <INTcSC:l'(X-.5)+CX), INT(ABS( (CY-S:C+:Y»»,3
11 l) GO'::UB 140
t20 ON KEY(l) I~O:;UB :1.:30: KEY(l) ON: I:;OTO 100
13U END

.140 TX=X: TY::::V: X==TX't:LX-TY*LY: Yo.:::TX*LY+TY*LX
150 X=l-X: T=Y: S=SOR(X*X+Y*Y)~ Y=SQR«S-X)/2): X=SOR«X+:;)/2)
U..;.O IF T<0 THEN X=-X
170 IF RND<.5 THEN X=-X: Y=-Y
180 X=(l· X)/2: Y=V/2
1'')0 RETURN
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Rya. 2. Wynik daialania pierw •• ego prosramu dla " := -0,6 - i. C~ynnlk
akali wybrano rcSwny3.
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A jak jest z moc&.obliczeniow~ komputera
mM PC? Do wygeneroV(wa ry.unku zbioru
Julii za pomoc&. pierw'Hgo programu wyatarcsy
uruchomi~ go pod interpreteI:8m jesyb BASIC
i poczek~ kilka minut. Na ry.unek zbioru
Mandelbrota trzeba jednak przy takiej metodsie
czek~ nieznosnie ,dlugo. Dlatego tez ry.unek 1
wykonano za pomoc&..kompiloWanej wersji
drugiego programu (co .kraca czu wyk'onwa okolo
dziesieciokrotnie). Aby wygenerow~ry.unek 3
przed8tawiaj~y powiekszenie "glowy zuka·
(ok. 35 razy) z ry.unku l, nawet .kompilowany
program musi dzial~ przu kllbdzieli~ m1Jiut•
Przy wiekssych powieksHniach czu dzialania
programu jeszcze .ie wydlub. tym bardziej ie
trzeba zwiekssyc dokladno~ obliczeJi. Jelt june.
ze tysi~krotne powiekszenie znajduje .i, poza
zasiegiem mozliwosci (chyba ze przepiazemy
program na jezyk efektywniejszy niz BASIC. np_ Ci
pozwala to zwiekszy~ wydajno~ o czynnik rzedu 10).

,Ekran monitora czy tez podl~zona do
komputera drukarka nie sl\,jedynymi miejscami.
w kt6rych wystepujll, fraktale. PrzeciWnie, wiele
argumentów wskazuje na to, ie '&' one powuechne
w otaczajl\cym nu swiecie. Krajobraz puma
górskiego, uklad galezi draew. ksztalt plamy
atramentu na bibule - modelami matematycznymi
wszystkich tych obiektów mOil\ by~ wlasnie fraktale
(pat.rz Delta 10/1989). Niektóz:zy entuzjaAci uwuajl\
wrecz,ze nie ma wlasciwie zadnej kluy zjawiak.
w kt6rej opisie nie ujawnialyby sie w jakis .poeób
struktury charakterystyczne dla ty.ch dziwnych
tworów geometrycznych. Jesli tak mialoby by~
naprawde, mogliby'my Joetawic komputerowe
studia frakta.li posiadaczom najlepszego .przeh,
a. sami zajl\C sie badaniem frakta.li fiaycznie
wystepujll,cych w swiecie.

Wdzieczny i szeroko doetepny obiekt takich badafl
Rya. 3. Powiekar.enie "glowy zuka" ~ ryaunku l. W programie drugim t
wybrano nastepujace wart(ll(d parametrcSw: 106 itera<:ji, (ni, n2. na) = zos al zaproponowany przez M.A.F. G?mela
= (20,40,106), o. poaioma: [-1,46; -1,36), (li(pionowa: [-0,0366;0,03651. (Am. J. PA",. 55 (1987) 649) w poetacI zwyklych
Widoc~ne a_ juz ,efekty akol1czonej dokladno'd obliczel1. kulek wykonanych z dobrze pomietego papieru.

Na pierwszy rzut oka opis w jezyku fraktali jest tu bardzo adekwa~ny - rzeczywiaty
ksztalt papieru tworzacego kulke jest niezmiernie skomplikowany i w Inaclnym
stopniu wykazuje podobienstwo w róznych skalach. Zastanówmy sie. CIYhipotele
o fraktalnej geometrii papierowych kulek mozna zweryfikow~ _doswiadczalnie. W
tym celu zauwa.zmy~ze gdyby nasze kulki byly wykonane z "porzadnego· matena.lu o
cil\ilym rozkladzie masy i stalej gestosci p, ich masa wyrazalaby .ie wzorem

(2) M = ~1l"R3p.

gdzie R jest promieniem kulki. Jesli natomiast mielibr'my do csynienia
z dwuwymiarowym odpowiednikiem kulki, czyli kolem o promieniu R. wzór prsybralby
po.tac: •

(3) M= 1l"R2p

(tym razem p powinno mie~ interpretacje gestosci powierzchniowej)" by wrelz.cie dla
kuli jednowymiarowej, czyli odcinka o dlugosci2R, st~ sie

(4) . M= 2Rp.

W8Iyst~ie te wzory mozemy zebrac w jeden, jezeli wprowadzimy do nich wymiar d
kuli. Mozna wówczas napisa~, ze

(5) R = k . M1/tl,

przy czym wiadomo, ze wspólczynnik k jest proporcjonalny do (l/p)l/tl. Tak
otrzymany zwiazek mozna juz uog6lnic na przypadek geometrii fraktalnej. W tym
wypadku d staje 'sie wymiarem fraktalnym i moze przyjmow~ dowolnl\ warlo4c
rzeclywistl\. Jakiej wartosci d mozemy 8podz!ew~ sie dla n.uzych papierowych kulek?
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J.t ocsywiste. ze tl nie moze byc wieksze niz wymiar pelnej kuli. czyli 3. Z dragiej
_trony. tak naprawde kulki wykonane sa, I kartki papieru, kt6rej wymiar wynoai 2
(odpowiada to wymiarowi topologicznemu frakta.la). A latem
(6) 2 ~ tl ~ 3.
To ju wszystko, co mozna powiedziec o wymiano fraktalnym papierowej kulki bel
uciekania sie do lalolen modelowych, np. o rzeczywistym ksltalci. prsyjmowanym
prsel kartke. Okreslenie li musi wiec byc kwestia. doswiadclenia. Proponuje, aby
Csytelnik wykonal takie doswiadczenie. Moze ono przebiegac nastepuja,co: Na.leiy
najpierw pl'lygotowac zestaw kawalk6w papieru o r6znych. leci snanych masach. Jest
to wym6g dosc klopotliwy ze wlgledu na lekkosc papieru i Iwia,sana, I tym trudno~
w jego wazeniu. Istnieje jednak prosty Ipoa6b. by BObieporadzic. Wystarczy wliat
dwie identyczne »kartki- papieru (np. dwie kartki tej samej gasety. I grubasa podobnie
ladrukowane), po czym jedna z nich przecb,c na dwie polowy. Jedna, I polówekjencM
ras prseciat na p6l itd., itd. Jesli mase najmniejazego I tak utworsonych kawalk6w .
pnyj~ la jednoatke. to dostaniemy ciag n + 1 kawalk6w o masach ~i (i = 0.1 •••• , n).
Ocsywiscie, ten zbi6r mozna rozlzerzyc. Wystarczy wziat jeslcle jedna kartke
i podaielic ja w innym stolunku.

Po uporaniu lie z problemami pomiaru masy mUlimy sporzadzic kulki. Trseba przy
tym ladbaC. by kulki sporzadzac W zblizony spos6b, a wiec np •• by pomiac wdy
kawalek papieru w r6wnym stopniu, zeby sciskac kulki li jednakowa, sila. itp. Teras
wystarclY juz zwykla linijka, aby zmierzyc srednice kulek. i kalkulator. aby dla wdej
kulki obliczyc pare (log M, log R). Oznaczmy nastepnie na papierse milimetrowym lub
nawet na kratkowanej kartce wszystkie punkty odpowiadajace tak utworsonym parom.
Pojawia sie pytanie: jak uloza sie nasze punkty? To proste, odpowie ktOli, poniewai
r6wnanie (5) mozna przepisac w postaci:
. 1

(7) log R = log k + d . log M ,
a wiec - jesli nasza hipoteza o fraktalnym charakterze kulek jest. prawdziwa 
wszystkie punkty beda lezec na prostej o r6wnaniu y = ~2:+ log k. Niestety, wniosek
ten jest bledny i byloby bardzo dziwne, gdyby punkty doswiadczalne rzeczywiscie
byly wsp6lliniowe. Musimy bowiem pamietac, ze w przebiegu kazdego, a wiec
i naszego, doswiadczenia dziala ogromna liczba czynnik6w zaklócajacych pomiar.
Przykladowo, mimo najlepszych checi nie jestesmy w stanie sapewnic identycznych
warunk6w formowania kulek i kulki nie sa równiez idealne - pomiar ich promienia
la.leay troche od orientacji kulki i linijki. Czynnik6w tego typu nie jestesmy w stanie
kontrolowac, a ich wplyw uwzgledniamy zakladajac, ze powoduja one prsypadkowy
roznut wartosci mierzonej wok6l wa.rtosci rzeczywistej. A zatem, wynik Twojego,
Clytelniku, doswiadczenia wygladac bedzie zapewne podobnie do wykresu z rysunku 4.
Widac. ze punkty doswiadczalne leza w poblizu pewnej prostej, a.lejak sna.le:tc jej
r6wnanie~ Odpowiedt nosi nazwe metody najmniejszych kwadrat6w. Rolwaimy leap6l
n pomiar6w pewnych wielkooci 2: i y, kt6re zwiazane sa liniowa za.leznoscia 11 = 112: + b

(w naszym przypadku 2: = log M, y = log R). Utwórzmy sume S kwadrat6w róznic
wielkosci 1/: bezposrednio mierzonej w i-tym pomiarze, y = 1Ii, oraz wynikajacej z

Ro.wl".anle .adanla M "'1'1. Jezeli i-tego pomiaru wielkooci 2:, y = aXi + b:
• i VI -!lo nieparzy_te oraa • < VI, to n

2'" .• <2'" . (. + l) < 2'" . tli I • + l (8) S = I)Yi'- (a$i + b» 2•je_t pany_ta. To pokazuje, te miedzy ..

dwiema liczbami, w kt6rych roawinlecie "'11-,,_' _ • t t dl k 6 ~=SI •• art-.l.l •. aln • ·k··
'L" 2 h .d . »" ~.-;IWa prosta Jes a, a t reJ przYJmuJe w UD<; mInIm a, a WIec ZnI aJana czynm-.I pierw_ze wc o 10.1 •••

z wykladnikiem a, zawsze anajdzie sie pochodne czastkowe liczone wzgledem wsp6lczynnIk6w 11I b:

licaba, w kt6rej rozwiniecie 2 wchodzi 8S = O 8S = O
z wykladnikiem wiekszym od a. Stad 8a ' 8b •
wlrod liczb m, m + l, ... , n - l, n Clytelnik z latwoscia moze rozwiazac te r6wnania i dostac nastepujacy wynik
jest d9kladnie jedna liczba k, do n n n n n ••••
kt6rej roawiniecia licaba 2 wchodzi E 2:i E Yi - n E ZiYi E Zi E 2:i1/; :... E IIi E 2:~

a maksymalnym wyltladnikiem !l. (10) = i=1 i=1 ;=1 b = i=1 ;=1 i=1 i=1

Oznaczmy pnea W najmniej_z" 11 (n) 2 n' (n ) 2 ••w_pólna wielokrotnar~ liczb od m do n. ?: 2:i - n ?: X~ ?: 2:i - n ?: 2:~
Mamy ,=1 .=1 .=1 0=1

l l Mozna równiez ocenic, o ile tak wyznaczone wielkooci /I i b róznia sie od ich wartosci
;;; + ... + ;; = rzeczywistych. Okazuje sie, ze z prawdopodobienstwem okolo 67% modul r6znicy

~ + ~ + ... + ~WYlnaczonej i rzeczywistej wartosci a wynosi co najwyzej
W

W roawiniecie W liczba 2 wchodai ()a wykladnikiem !l. natomiaat wlllly_tkie 11
liczby z licznika, opr6ca Jf, -a
parzy_te, _tl\odlicznik je_tnieparzysty,
a mianownik parzy_ty. Zatem nie je_t
to liczba calkowita .

L a
Ry_.4

.,
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Analogiczna wielkosc dla parametru b wynosi:

a = 4mie'''ORe ± 6.a.
Uzywajac powyzszej metody mozemy wyznaczyc wymiar fraktalny d i jego blad.
Hipoteza o fraktalnym charakterze kulek papierowych bedzie uzasadniona, jesli

~d «1.
Oczywiscie, powyzsze rozwazania nie uwzgledniaj a. mozliwych bledów systematycznych
(np. mocniejszego sciskania duzych kulek niz malych). Aby zminimalizowac tego
typu efekty, mozna np. wykonac opisane doswiadczenie w grupie kilku osób. Nalezy
jednak zadbac, aby wszyscy dysponowali takim samym rodzajem papieru. Okazuje sie
bowiem, ze Wymiar fraktalny d jest rózny dla róznych rodzajów papieru. Czytelnik
moze sie o tym sam przekonac i spróbowac wyjasnic te zaleznosc. A moze istnieje
korelacja miedzy jakoscia i iloscia informacji zawartej na papierze a jego wymiarem
fraktalnym?

Piszemy na

6.b=(12)

R

( R) Ez~. 1 ~ 2 i=1n2~ei R •• 2'

. - i=1 n ~ z~ - (~Zi)
Wielkosci 6.a i 6.b sa dobra miara bledu mierzonych parametrów a i b.
ogól

Ro.wl,.anle .adanla M 578.
a) Dowdd wynika st~. ze
jdeli 2,m == -l(modp), to

2,m+~ = (2,m),~ == l(modp),
b) Z kazdej z liczb postaci 2'" + 1,
mniejszej od n, welmy po jednej liczbie
pierwszej z jej rozwiniecia na czynniki.
Z a) wynika, ze te liczby pierwsze Sl\

parami rózne, st~ liczb pierwszych
mniejszych od n jest co naJmniej tyle,
ile liczb postaci 2'" + 1 mniejszych
od n.

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYI{ÓW

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Listy prosimy pnysylac! pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa.

Drodzy Czlonkowie i SJlmp4tJlcJI Klubu!

PrzJlpominamJl, ze co mie8iac pr~majemJl nagrode A:8iazkowa dla autora najciekawiej
opracowanego rozwiazania p08tawionJlch zagadnien.

Dzill proponuje zbadanie obiektu fizycznego, który wyglada nieslychanie prosto,
a dopiero w doswiadczeniu objawia cale bogactwo swoich wlasciwosci. Ale do rzeczy.
Beda. nam potrzebne nastepuja.ce
Materialy I prsyrz~dy
1. Pret (lub rurka metalowa) cienki w stosunku do swojej dlugosci.
2. Cienki sznurek lub nitka (w zaleznosci od ciezaru preta).
3. Mlotek i dwa gwozdzie oraz solidne podloze, w które je wbijemy (np. zamocowana
nieruchomo deska).
4: Nozyczki.
5. Stoper lub zegarek z sekundnikiem.
Zgromadziwszy je mozemy przystapic do nastepnego etapu przygotowan, którym jest
Konstruk~a obiektu nzycznego
Bedzie nim pret zawieszony poziomo na nitkach jak na rysunku 1. Uwaga: jeden
wezel jest zawiazany na poziomej nitce, która obejmuje pionowa, a drugi odwrotnie.
Pozwoli nam to zmieniac ksztalt zawieszenia regulujac dlugosc poziomego odcinka
nitki (rys. 2). Gdyby wezly zbyt latwo sie rozluznialy, nalezy je wiazac podwójnie
(zwlaszcza na poziomej nitce). Aby wyniki naszych doswiadczen byly porównywalne,
proponuje uzyc' pionowych odcinków nitki o dlugosci dwukrotnie wiekszej od dlugosci
preta. Gwozdzie wbijamy w odleglosci dokladnie równej dlugosci preta l. Wymiary
otrzymanego obiektu podaje rysunek 3. Dlugosc:e poziomej nitki mozemy zmieniac
w granicach od zera do ,.

A teraz pora wyjasnic, ze przeprowadzimy
Badanie drga6 preta
Przez drgania bedziemy rozumieli zarówno wahania wzdluz i w poprzek preta, jak
i drgania skretne preta wokól osi pionowej lub poziomej. Bedziemy ograniczali sie

, do drgan o malej amplltudzle (niewielkie wychylenia) i wykonamy pomiary
eseetollcl r6mych rodzaJ6w drgd w zaleznosci od dlugosci z poziomego odcinka
nitki. Szczególnie interesujaca bedzie sytuacja, kiedy jakies dwa drgania beda
mialy czestosci równe lub bardzo bliskie. Wtedy pobudzaja.c drganie stanowiace
kombinacje obu tych drgan bedziemy obserwowac ciekawe efekty - nalezy je opisac
i w miare mozliwosci wytlumaczyc. Osoby szczególnie ambitne (i kompetentne) moze
sainteresowac
Pr6ba opisu teoretyc~ego
Jest to zadanie nielatwe i nie nalezy sie martwic, jezeli sie nie powiedzie. Niektóre
z obserwowanych drgan m~ia. Iatwiej dac sie opisac niz inne. Oczywiscie, otrzymawszy
opis teoretyczny porównujemy przewidywana przez ten opis zaleznosc czestosci drgan
od z z wynikami doswiadczalnymi. Powodzenia!

Redaguje doc. dr Jan GAJ
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mala'della
Dla przykladu napiecie powierzchniowe wody
w powietrzu wynosi:

temperatura napiecie powierzchniowe
20°C 72,75· lO-s N/m

100°C 58,9 . lO-s N/m
Doswiadczenie pokazuje, ze w miare wzrostu
temperatury napiecie powierzchniowe maleje, by
stac sie równe zeru w temperaturze krytycznej,
czyli wtedy, gdy zanika róznica miedzy ciecz~
a para nasycona.

Zeby zrozumiec zachowanie sie wody w sitku,
trzeba jeszcze rozwazyc, co dzieje sie na granicy
ciecz - naczynie, w naszym przypadku -
na granicy woda - parafina. Tu z kolei sily
dzialajace pomiedzy czasteczkami cieczy i ciala
stalego wywoluja zjawiskó przylegania. Za miare
przylegania cieczy do ciala stalego m,ozna przyjac
prace potrzebna na oderwanie cieczy od ciala
stalego na jednostkowej powierzchni. Okazuje
sie, ze dla pewnych kombinacji ciecz - cialo
stale energetycznie korzystniejsze moze byc
zmniejszenie powierzchni stykania sie cieczy
z cialem stalym, a za to zwiekszenie powierzchni
swobodnej ciala stalego. W ten sposób zachowuje
sie vilasnie woda w zetknieciu z parafina.
M6wimy, ze woda nie zwilza parafiny. To zas,
czy ciecz' zwilza, czy nie zwilza danego ciala
stalego, ;decyduje o ksztalcie powierzchni cieczy
w poblizu scianki naczyni~, a wiec o ksztalcie
menisku. Dla cieczy niezwilzaj~ych menisk
je.st wypukly, dla zwilzaj~ych -: wklesly. Jesli
zas powierzchnia cieczy jest zakrzywiona, to
cisnienie pod taka powierzchnia jest iime niz
pod powierzchnia plaska. Pod wypuklym
meniskiem powstaje pewne dodatkowe cisnienie
(pod wkleslym - cisnienie jest mniejsze)
równe Ap = ~ , gdzie (J jest napieciem
powierzchniowym, a R - promieniem krzywizny
menisku (dla powierzchni plaskiej R = 00).,
Mozna to doswiadczalnie sprawdzic, zanurzaj~
w naczyniu z woda waska (wloskowata) rurke
szklana otwarta z obu stron (rys. la). Woda
zwilza szklo, a wiec podnosi sie w rurce wyzej niz,
w naczyniu, tak by slup wody mógl zrównowazyc
powstaly niedomiar cisnienia. Jesli rurke
przed zanurzeniem w naczyniu wytluscimy lub
wyparafinujemy (rys. lb), to woda w rurce
opadnie ponizej poziomu wody w naczyniu (tym
razem woda nie zwilza rurki).

,
Czerpac

wode
sitem

A jednak ... w jednym z poprzednich-numerów
Delty poznalismy juz jeden ze sposobów na
to, aby wode w sicie przeniesc: wystarczy ja
przedtem zamrozic. Ale i w stanie cieklym mozna
wode równiez nosic w sicieI Nie wierzycie? 
sprawdzcie sami. Potrzebne bedzie metalowe sitko
i troche roztopionej parafiny (kawalek swieczki).
Zanurzcie sito w parafinie i strz.nijcie jej
nadmiar, tak by pozostaly otworki (te zasklepione
mozna przekluc szpilk~)., Do takiego sitka mozna'
teraz powoli nalewac wode i nie bedzie ona
wyciekac.

Aby wytlumaczyc te »sztuczke" - zacznijmy
od przypomnienia, ze miedzy czasteczkami
cieczy dzialaj~ sily Van der Waalsa. Sa to sily
typu ele~tromagnetycznego, o zasiegu rzedu
10,-9 m, które powoduj~, iz czasteczki cieczy sie
przyci~gaj~ (choc nie moga sie do siebie zblizyc
dowolnie blisko, bowiem dla odleglosci rzedu
promienia atomu czy czasteczki sily te staja sie
odpychajace): To wlasnie sily Van der Waalsa
powoduja, iz czasteczki cieczy znajdujace sie na
jej powierzchni w warstwie o grubosci"" 10-9 m
wciagane sa do wnetrza cieczy. Jest to zródlem
napiecia powierzchniowego, które zalezy od
rodzaju cieczy i jej temperatury, jak równiez od
osrodka gazowego, w którym ciecz sie znajduje.

Wyrazenia »czerpac wode 'sitem" lub »lac,
wode w sito" ozn'aczaj~ w przenosni czynnosc
bezcelow~, zmarnowany wysilek.
W nuseJ lltera'urse mojna snald~ takle oto, mote nlezby'
fortunne, prsyldady ujycia tych prseno'nl:
Wl. Reymont; m4wi~ 40 lI:obieero•• mtlie, to '04 wo4e w .ito;
A. Fredro: eh.ei" 4.rietllu'lle tlO .woje 11:0""0 "r.erobi~ - to jut
.ritem tIIo4euer~.
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Jesli oznaczymy: h - wysokosc wody w sitku,
p - gestosc wody, g - przyspieszenie grawitacyjne,
to otrzymujemy:

Przyjmujac, ze promien menisku jest r6wny
polowie srednicy oczek i jest rzedu 0,5 mm,
mamy:

20"

h = Rpg'

'20"

R =pgh, stad

Ry. lb. Cieca nie zwilza rurki.Ry. la. Cieca awlUa rurke.

A wiec juz wiadomo, dlaczego w parafinowanym
sitku mozna nosic wode? Podstawowa role 
odgrywa tu fakt, iz woda nie zwilza parafiny.
Powstaly w oczkach sitka menisk jest wiec
wypukly (rys. 2) i wiaze sie z (wytworzeniem
cisnienia skierowanego ku g6rze, kt6re moze
zr6wnow&Zyccisnienie slupa wody znajdujacego
sie ponad nim, w sitku. Z warunku r6wnowagi
cisnien obliczymy, ile wody mozna nabrac
do sitka.

h~ 3 cm.

A teraz sami spr6bujcie zaobserwowac
i wytlumaczyc inne, zabawne efekty sil

'przylegania i napiecia powierzchniowego:
a) lekkie ciala plywajace na powierzchni cieczy
w niewielkiej odleglosci "przyciagaja sie" ,
jesli oba sa zwilzane lub niezwilzane przez
ciecz. Jesli jedno jest zwilzane, a drugie - nie,
to "przyciaganie" nie wystepujej
b) kropla wody w stozkowatej ru~ce szklanej
porusza. sie ku wezszemu koncowi rurki, natomiast
kropla rteci - ku szerszemu.

, ~
Mala Deltt; przygotowali

Krzysztof CHA RCHULA i Lidia GOETTIG

•

_'o __
--- - --- --- -" __ "7_--~

:-- -~---~-;-=:~==~--=:l;- - -.'

Ry•. 2. Meni.k wody w parafinowanym .hku.

Patrz w niebo Przegladajac katalog gwiazd o najwiekszym ruchu wlasnym (tj. najszybciej
przemieszczajacych sie po niebie) mozna znalezc dwie gwiazdy dziewiatej wielkosci
polozone o 10 na wschód od /I Wagi, kt6re dzieli odleglo~c katowa 5' i kt6re razem
wedruja po niebie z predkoscia 3~67 na rok. Ich symbole wedlug rozmaitych
kataIog6w sa nastepujace: Washington 5583 i 5584, albo GC 20393 i 20394, albo
SAO 159066 i 159067. Gwiazdy te (podkarly typu KO) w iasadzie nie wyr6znialyby
sie niclym wyjatkowym, gdyby nie fakt, ze od poczatku (a skatalogowano je
pierwslY raz W 1847'r.) byly trudnosci z wyznaczeniem ich paralaksy (odleglo~ci).
Mianowicie na podstawie zdjec wykonanych na poczatku obecnego wieku za pomoca
dlugoogniskowych refraktor6w r6zne obserwatoria otrzymywaly wartosc paralaksy
w granicach od 0~029 do 0~048. W gruncie rzeczy rozbieznosci te nie powinny
dziwic, poniewaz mierzona paralaksa okazala sie - jak widac - mala. Dziwne jednak
bylo, ze jak na gwiazdy o tak duzym ruchu wlasnym sa one tak odlegle. Okolo
roku 1970 nowsze pomiary potwierdzily rezultaty -z poczatku wieku - paralaksa zostala'
WYinaczona na 0~030 ±0~006, a wiec odleglosc owej pary gwiazd jest rzedu 30 pc.

Ale to jeszcze nic. Ot6z pomiar predkosci radialnej tych gwiazd (n~ podstawie
Ijawiska Dopplera) wykazal, ze oddalaja, sie one od Slonc'a. z predko~cia 300 km/s,
co w lestawieniu z ich ruchem wlasnym i odlegloscia daje pelna predkosc
650 ±80 km/s wzgledem Slonca! Tak szybkich gwiazd nie powinno byc w og6le,
-gdyz nawet po uwzglednieniu ruchu Slonca. w Galaktyce okazuje sie, ze dwie gwiazdy
w Wadze maja wzgledem G~laktyki predkosc 470 km/s, podczas gdy do ucieczki
z Galaktyki wystarczy 320 km/s.

Nasuwa sie zatem przypuszczenie, ze sa, to gwiazdy przybyle spoza naszej Galaktyki,
a w,tedy chcialoby sie wiedziec: skad? Na podstawie istniejacych juz danych mozna
odtworzyc wstecz trase tych dwu osobliwych gwiazd, ale przy mniej lub bardziej
jawnym zalozeniu, ze nie zostala ona zaklócona przez oddzialywanie ze strony
poszczególnych gwiazd naszej Galaktyki. Poniewaz nie ma na to gwarancji, wynikiem
nie jest punkt, lecz ca.ly obszar na niebie, skad wedrujace gwiazdy mogly przyleciec
- rOIciaga sie on od Cefeusza do Lutni. Prawdopodobnie z kt6rej~ tam polozonych
galaktyk przybylo tych dwoje wedrowców.

dr Toma8Z KWAST
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Tozsamo~ci Eulera mgr Jaroslaw GÓRNICKI

Osiagniecia Leonharda Eulera. (1707. - 1783) w matematyce sa tak wielkie, ze trudno
jest wskazac najwazniejsze z nich. Przyjrzyjmy· sie kilku tozsamosciom.

W teorii liczb wazna role odgrywa funkcja, zwana obecnie funkcja "dzeta" RiemannaPod.ta ••.owe ••.laanO<fcifunkcji r, .••.tym
hipoteze Riemanna, przedsta ••.ili
E.T. Whittaker, G.N. Wabon w X.rllie

all4li"l/ ,np6lf .•u",ej cz.II, PWN 1968.
(l)

Rozwazmy ja dla l < B.
Z oszacowania

00, l
~(B) = L Je ••

"=1

W6wczas szereg po prawej st~onie (l) jest zbiezny, co wynika

00 00 J"'" Jel< 1+""' ~dz = _B_ •~. ~ z· B-l
"=1 "=2"_1

Zaskakujacy zwiazek funkcji ~ z wszystkimi liczbami pierwszymi Pl < P2 < ... odkryl
'Euler (1737r.) w postaci r6wnosci

~z do wartosci ~ (12).

Oto elementarne uzasadnienie r6wnosci

00 l ",2

~(2) = L Js2 = "6'
1=1

'"

O<Z< 2'prawdziwa dla

Punktem. wyjscia bedzie nier6wnosc

sin z < z < tgz

Z niej latwo otrzymujemy

ctg2z <

00 00

(2) L ;.= II_,_l
"=1 "=1

R6wnosc ta stanowi podstawe analitycznej teorii liczb. Aby ja sprawdzic, zauwazmy, ze
po prawej stronie (2) wystepuje iloczyn sum ciag6w geometrycznych

l l l l
l + - + "2' + S- + ... = --1-' Je= l, 2, ... , B > l .

Pk p". p". 1.,- p~

Poniewaz WY8tepujace tu szeregi geometryczne o wyrazach dodatnich sa zbiezne (ich
8umy 8a 8konczone), wiec mozemy je mnozyc wyraz po wyrazie. Otrzymamy wtedy

00

(3) II(l _l -L) =L (pC>l pC>2p:. pC>, '"'1=1 p~ l 2 3' •• m

gdzie sumowanie rozciaga sie na w8zystkie mozliwe r6zne kombinacje wykladnik6w
al, a2, ... , am, m = l, 2, .... Wobec jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych
na czynniki pierwsze, szereg po prawej stronie r6wnosci (3) jest identyczny
z 8zeregiem (l), co dowodzi popra.wnosci wzoru (2).

Z rownosci (2) wynika r6wniez, ze liczb pierwszych jest nie8konczenie wiele.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem wartosci funkcji

( ) l l .~ 2 = l + 22 + 32 + .. , .
W latach 1728 - 1729 obliczono ja z dokladnoscia do Ó,Ol (Ch. Goldbach,
D. Bernoulli), zas w 1730 r. James Stirling podal wartosc tej sumy z osmioma
dokladnymi znakami dziesietnymi. Dopiero Euler (1735 r.) obliczyl kolejno, ze

l l ",2
~(2)= 1+ -2 + - + ... = - ,2 32 6

1 l ",.
~(4) =.1 + 2. + 3. + ... = 90 "

12",
~ < l + ctg z, O < z < - .z 2

Jezeli nierównosci te wypiszemy dla liczb Zl = 2~+1' Je = l, 2, ... , m, a nastepnie
dodamy je stronami, to otrzymamy

m )2 m m L
""' 2 b (2m + l "l ""' 2 ••"'.~ ctg 2m + l < ",2 ~ Je2 < m + ~ ctg 2rt+l.1=1 1=1 1=1

Mozna pokazac! (patrz margines na
.tronie 12), ze jdli predkoil~ " < wR,
to cZl\lltki poru. zac!.ie bed_ po orbicie,
która ••.ynika ze zlozenia ruchu po
okregu o promieniu bardzo bli.kim R
i ru'chu cyklotrono ••.ego z cze.toilci_

w wokól linii pola E (po okregu o
promieniu ,,2/(w2R) < R). Ale to nie
••.•zystko .• Jelfli cz""tki poru.za,ja sie po
okregu o «rednim promieniu R, to musi
wystt\Pi~ sila doilrodkowa utrzymujaca
je na tej orbicie kolowej. Jest to
skladowa radialna sily Lorentza. Da,je
ja. skladowa predkO<fci"., poniewaz E
ma kierunek .~yczny do okregu. Stad:

m,,2 m,,2
~ = B".q ,czyli ". = qRB .

Jest to ••.ldnie «rednia predkoil~
unoszenia plazmy w kierunku osi .•,
poza plaszczyzne totusa.

Roswl~anl. sadania F 293.
W .talym jednorodnym polu
magnetycznym ruch cz""tki
nalado ••.anej jest zlozeniem ruchu po
okregu pro.topadlym do kierunku

pola E, zachodzacego z czeatoilci_
. cyklotronow" w = qB Im oraz
ruchu pro.toliniowego ze .tal_
predkoilci_ (.kladowa równolegla

do ••.ektora E). Mimo ze w chwili
pocz"tko ••.ej nie mamy jeszcze ruchu
cyklotrono ••.ego (nie ma .klado ••.ej
predkoilci prostopadlej do E, .ila
Lorentza równiez ••.yno.i zero), to ruch
ten pojawi .ie juz po infinitezymalnie
krótkim czasie ~t (patrz ry.unek),
pojawi .ie równiez .ila Lorentza.
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T ., = '0 . - = 10,7 cm.
To

Gdy~my chcieli wykorayatal! ten
wa6r'do oblicaenla wariolci •. a dul,
dokladno'ci, wario a•• toBowal!
"Prayapieaaenle (aumowaDta)"
praedstawlone w De'cie 0/1088.

aoawlll8anl. aadanla P 282.
ClInlenie·w praerwle a powletraem
ro,,;~e jeat ciezarowi alupa ciecay
nad praerw, podalelonemu praea
powierachnle praekroju rurkI. Pray
smianie temperatury amieni aie
aarowno wysokol~dupa ciecay, jak
i je~o ~eatol~, ale m•• a I ciezar
pozoatan, takie aame. Poniewat
rOSlzeraalnol~ciepln, rurki mozna
zaniedbal (wobec rozazeraalnolci
cieczy), wiec cilnlenie w praerwie
poaoatanie bu amlan. Stoauj~
do powietraa równanie atanu ~aau
doakonale~o (pV ~ T) an-.jdujemy, ie
atosunek objetolci a-.jmowanychpraea
powietrae w roinych temperaturach
jeat równy atoaunkowl tych temperatur .
Zatem

Liczby Bernoullie~o to licaby wymierne
wyznaczone praea J. Bernoullle~o
w 1113 r. Ich wartolci pocz,tkowe s,
nastepujl\Ce:
Bo = l, BI = -l, B~ = l,
Bs = Ba = BT = ... = O, B. = - to,
B. = -h,...

Liczba ~(3) jest niewymierna
(A~ry, 1918).

Poniewai
••

~d ,~=m(2m-l)L..,j g 2m + l 31=1

(dow6d tej r6wnosci podamy w dalszej czesci), wiec
••

m(2m - l) < (2m + l)' ~ ..!.... + m(2m- l) = m(2m + 2)--- -----L.-J Je' < m ft ft'
1=1

skad

•.' ( l) ( 2)'" 1 •.' ( l) ( l)- 1--- 1--- <~-<- 1--- 1+--6 2m + l 2m + l L..J Je' 6 2m + l 2m + l .1=1

Prsechodl'C teras I m -+ +00 otrsymujemy OCIekiwan, r6wn~

~1 • ~1 •.'L.-J Je' = "~ClO L.-J Je' = "6 .
1:=1 1:=1

POlostaly nam do Ulasadnienia dwa fakty.
1. Dla O < z < f mamy sin:/;,< z < tgz.
Dow6d. W kole o promieniu , > O rOIpatrzmy kat ostry o mierse lukowej z,
cieciwe AB i styclnll. AC do okregu w punkcie A (rysunek). W6wclas

Ili. om I< pole wycinka kolowego AOB < Ili. OAC l,
czyli

skad otnymujemy teze •
••

2 ~ c~g'~ - ",(2•••-1). ~.' , ••+1 - a •1=1
Dow6d. Korsyataja,c ze wzoru de Moivre'a i wzoru Newtona mamy

cos,,~ + iain"~ = (coa~ + iain ~)n =

= ainn ~(ctg~ + i)n = ainn ~ t(=)il:dgn-1~.
1:=0

Por6wnujac czesci urojone tych liczb doatajemy

ain"~ = ainn ~( (~)C\gn-l~ _ (;)ctgn-a~ + (=)dgn-6~ _ •• .) .

Niech" = 2m + l, wówczas powyzsza równosc przyjmuje postac

ain(2m + l)~ = ain, •••+l ~. P ••(ctg'~),

gdzie p•• jest wielomianem atopnia m poataci

( .•) p. ()_ (2m+l) "'_ (2m+l) •••-1 (2m+l) ",_,_.•• '" z - l z 3 z + S z ...

Zauwazmy, ze dla ~I: = '':+1' k = l, 2, ... ,m, ain(2m + 1)~1: = O. sin ~I: :F O. wieC
wielomian p•••ma m r6znych pierwiastków

, k7f

ZI: = ctg -2--' k = 1,2, •..• m.m+l
W zwill,Zkuz tym ma miejsce r6wnosc

(S) P•••(z) = A(z _ctg' __ lr_) (z _ctg2~) .•• (z -dg'~).2m + l 2m + 1 2m + 1

Por6wnujac wap6lczynniki 8tojace przy wyrazeniach z" i Z •• -l W r6wnosciach (4) i (S)
z latwoscill. 8twierdzamy, ze

A= Cml+1) ,

(2m + l) (, •. 2 2•. 2 m •. )3 =A ctg -2--+ctg -2--+···+ctg -2-- ,m+l m+l m+l
8kad otrzymujemy p08lukiwanll. r6wnosc.

W roku 1740 Euler podal takze zaleznosc

(2•.),n
~(2") = 2(2")! IB2n l, " = l, 2, ... ,

gdzie B2n 8ll.liczbami Bernoulliego. Nie udalo 8ie jednak obliczyc analogicznie
~(2" + l) i do tej pory "natura arytmetyczna" tych aum je8t jeazcle nie'znana.,
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Grawitacyjne laboratoria
Ro.'WI.anle •• d.nl. M 5.,8. Mamy
Be waoru Taylora

p( ••+h) = P( ••) + pl( ••) h + Pll( ••) h'+11 21
Plll( ••) a

+-S-,-h +....
Stad otrzymujemy

Q( ••) = P("+1)+P("-1)·,
"2

a wiec jezeli P jest stale dodatni
(ujemny), to i Q tel jest dodatni
(ujemny).

doc. dr Tade'U8z JA RZEBO WSKI

Dsieje nauki obfiluj_ w prsyldady powstawania wielu pieknych teorii, które nie
sprawdzily sie i ich autor6w polaywal z czasem cien sapomnienia. Z twórca teorii
wsglednosci, Albertem Einsteinem, jest inacsejj jego naswisko slyszymy nieustannie
- w miare'uplywu lat nawet coras csesciej. Nowe fakty potwierdsaja genialnosc mylili
tego snakomitego teoretyka.

Einstein, jak wiadomo, opracowal dwie teorie okreslane naswa: teoria wsglednosci.
Najpierw, w roku 1905, opublikowana sostala tsw. teoria r~zcseg6lna, a dsiesiet lat
p6jniej teoria ogólna (Iwana tu teoria grawitacji). Zalozenia. tej pierwasej zostaly
w pelni zweryfikowane doewiadczalnie jesscze za iycia twórcy. Bylo to wzglednie latwe
w realisacji. SscsegóIAa teoria wsglednosci opisuje bowiem zjawiska fisycsne, gdy w gre
wchoclsa duze predkoki. W jej równ~ pojawia sie charakterystycsny csynnik

(1- 2GM) ,rc2

gdzie M oznacza mase ciala, r - odleglosc od jego' srodka, G - stala, grawitacji.

Skoro istotna, role odgrywa tu pole grawitacyjne, to odpowiednim "laboratorium" ,do
weryfikacji teorii byloby sasiedztwo ciala o duzej masie. No, a z tym juz trudniej.
Masa naszej planety jest niewielka i wplyw jej pola grawitacyjnego na przewidywane
przez teorie Einsteina zjawiska jest znikomy. Zalozenia teorii szczególnej mozna bylo
sprawdzic na powierzchni Ziemi, ale odpowiednich laboratoriów do badania ogólnej
teorii wsglednosci musimy szukac juz raczej poza Ziemia,.

Masa'Slonca jest ponad trzysta tysiecy rasy wieksza od masy Ziemi. Do niedallma ono
wlasnie stanowilo to jedyne "laboratorium grawitacyjne". W zasiegu oddzialywania
pola grawitacyjnego Slonca starano sie zaobserwowac zjawiska przewidziane przez.
teorie. Wymienic tu w pierwszym rzedzie nalezy znany fakt obracania sie osi orbity

Merkurego (bn. obr6t peryhelium). Wykorzystuja,c zacmieni, Slonca z roku 1919
udalo sie tez laobserwowac zmiane kierunku promieni swietlnych przechodza,cych
w poblizu tarczy Slonca.

Nasla gwiasda dzienna jest jednak mniej przydatna w charakterze laboratorium
grawitacyjnego, gdy chodzi np. o inne zjawisko przewidziane przez teorie - mianowicie
wplyw pola grawitacyjnego na tempo uplywu czasu. Odpowiednia zaleznosc opisuje tu
równanie

który jest wyraiiue rózny od jednosci tylko wówczas, gdy predkosc ciala tI zbliza sie do
predkotlci swiatla c.

Aby sprawdzic sluunosc teorii IIIczegó.lnej, trzeba zatem dysponowac czastkami o
duiych predkotlciach. Wszechstronnych mozliwosci w tym zakresie dostarczaja, znane
od dobrych piecdziesieciu lat róznego rodzaju akceleratory czastek, takie jak cyklotron,
betatron csy synchrotron. Prowadzone za pomoca, akcelerator6w badania "postawily
kropke nad i-: Einstein mial racje.

Co sie natomiast ty~sy ogólnej teorii wzglednosci, czyli teorii grawitacji, to sprawa
eksperymentalnej weryfikacji nie wygla,da juz tak prosto. W mysl tej teorii tym, co
wplYwa na modyfikacje pojec fizycznych, jest masa ciala, jego pole grawitacyjne.
Takim charakterystycznym czynnikiem, pojawiaja,cym sie w równaniach ogólnej teorii
wzglednosci, jest wyrazenie

dt = (1- 2GM)-l dT.rc2

Naleiy to rozumiec w ten spos6b, ze jezeli dT jest jednostka, czasu odmierzana, prze!
• l/' ,,'o zegar na Ziemi, to dt okresla odpowiednie odstepy czasu odmierzane przez ten zegar

czyh: ,. = Rw t - Rw' sanwt, ,umieszczony na powierzchni masywniejszego ciala o masie .M. Mamy, oczywiscie,
tak jak z prostych rozwaiaJ1 df > dT. Liczbowo ~gla,da to tak, ze gdybysmy umiescili zegar na Sloncu, to póznilby
poprzednich. sie on w stosunku do ziemskiego o ponad jedna, sekunde na tydzien.

(2)

(S) ,,_ = w(r - R).

Podstawiajac (2) i (S) do (1) oraz
oanacaaj ac r - R = e mamy:

R',,'i' + ---- + w' e' = ,,~,
. (R + e)'

Rozwijajac drugi wyraz lewej stronY z
dokladno'ci" do calon6w kwadratowych
we (e < R) w aaereg Taylora i
rózniczkujac otrzymane równanie
dostajemy na e r6wnanie przesunietego
oscylatora harmonicznego. ,Stad
rozwiazanie:

,,'
e = Rw' (1 - coswt).

Widaf, ze e/R <,l.
Z (3) otraymujemy:

,,'
,,_= -(1 - coswt),Rw

,mu_ = rqB
daje po scalkowaniu:

Kont.nt •••• do .-o.'WI.anl •
••d.nl. F 288. Moina alr.orzyata<!
z zasady zachowania energii (pole
magnetyczne nie wykonuje pracy, wiec
wartol~ predkolci cz.tki pozostaje
stala):

(1) ": +": + ": = COlUlt = ,,'
(wspólraedne biegunowe w plaaacaytnie
••, II).
Skladowa z momentu pedu wagledem
'rodka torWla jest aachowana:

skladowa % r6wnania ruchu:
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Jak to wykryc? Zadnego ziemskiego zegara na Slo~cu, oClywikie, nie umiekimy.
Ale wiemy, ze wzorcem jednostkt czasu jest czestotliwafc emitowanego pnel atomy
promieniowania. Skoro na Slo~cu jest silniejsze pole grawitacyjne, tQ w mY'l teorii
Einsteina emitowane tam promieniowanie powinno mie<!nieco nizlI_ cleatotliwafc niz
emitowane przez taki sam atom na powierzchni Ziemi. Róznice te s_ jednak Inil[omo
male i praktycznie niemierzalne. Wplyw pola grawitacyjnego Slo~ca na chód legara
jest bardzo trudny do wykrycia.

I oto kilkanucie lat temu, w roku 1974, za pomoc_ poteznego, 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo, odkryto inne laboratorium grawitacyjne, bel por6wnania
doskonalsze od naszej gwiazdy dziennej. Na imie mu PSR 1913+16. Znajduje .ie
ono na niebie w gwiazdozbiorze Orla, troche powyzej AltaiJ'a, ale bardzo, bardlo
daleko, okolo miliard razy dalej niz Slo~ce. Odbierane dzi' od niego .ygnaly radiowe
wy~mitowane zostaly jakie' pietna'cie tysiecy lat temu.

Tym laboratorium sa krazace bardzo blisko siebie dwie gwiasdy neutronowe, I kt6rych
jedna jest pulsarem, emitujacym impulsy w odstepach 0,059 sekundy. Okres obiegu
tych gwiazd wynosi niecale 8 godzin. Orbity s_ mocno· eliptyczne (mimosr6d wynOli
0,62); ich wzajemna odleglo'c zmienia sie od ponizej miliona do ponad trsech milionów
kilometr6w. Iw tym tkwi wlasnie istota rzeczy. Zmiana odleglos~i do gwiasdy
towarzyszacej to przeciez róznica w oddzialywaniu jej pola grawitacyjnego. A pulsar
to zegar - wprawdzie zegar mechaniczny, nie atomowy, ale bardlo dokladny. Mamy tu
satem urz_dzenie do pomiaru czasu, które znajduje sie w zmieniajacym .ie okresowo "
polu grawitacyjnym. Czyz nie wspaniale laboratorium do badania wplywu grawitacji
na dlugo'c jednostki czasu!

Ten niezwykly uklad dwóch gwiazd neutronowych pozwolil na zao1?serwowanie i innych
Ijawisk przewidzianych przez teorie. Na przyklad wspomniany juz obr6t peryhelium,
kt6ry w przypadku Merkurego wynosi zaledwie okolo p6l sekundy na rok, tutaj
nastepuje w tempie ponad czterech stopili na rok!

W poblizu duzych mas czasoprzestrzen ulega za~rzywieniu -tak glosi teoria.
Konsekwencja tego powinno byc m.in. opóznienie w nadchodzeniu promieniowania
elektromagnetycznego. Efekt ten udalo sie juz wykryc w prsypadku fal radarowych
prsebiegajacych w poblizu Slo~ca. Otóz zjawisko to obserwuje sie tez i w tym ukladzie
podw6jnym, gdy·emitowane przez pulsar sygnaly przebiegaja w pobliiu drugiej
gwiazdy neutronowej ..

Wreszcie, obiegajace wokól siebie ciala powinny emitowac tzw. fale grawitacyjne.
W winiku emisji tych fal uklad traci energie, a zatem skladniki ukladu powinny
Iblizac sie do siebie, a ich okres orbitalnego obiegu powinien male<!. To tez lostalo
laobserwowane - i jest to fakt dosc znamienny, gdyz mamy tu tym samym posrednie
potwierdzenie istnienia fal grawitacyjnych. I' ,

Omawiany tu uklad bedzie mial przypuszczalnie konkurenta. W roku 1987 odkryto
bowiem inny uklad podwójny, któremu na imie PSR 0021-72A. Dotychczasowe dane
wskasywalyby, ii jest to gwiazda. neutronowa (pulsar o okresie rotacji 0,0045 sekundy)
obiegajaca biaiego karla w ciagu 32 minut. Otóz jezeli ten model sie potwierdzi, ,to
wynikaloby I niego, iz w tym ukladzie zjawiska relatywistyczne powinny ujawnic sie
w wiekszej jeszcze skali. Mogloby to zatem byc jeszcze doskonalsze laboratorium
grawitacyjne.

W nastepnych artykulach poswieconych tej tematyce omawiac bedliemywspomniane
tu zjawiska, tj. zjawiska, które ogólna teoria wzglednosci przewiduje i kt6re obecnie tak
pieknie ujawniaja sie.

peryastron
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Zrozumlec! najprostsze
Mechai:lika kwau.lowa od dawDa do.tares •.
precy.yJnello opl.u .achow ••••la .1.
poJedynnych atom6w. Za.to.ow ••••le
mech••••lklkw ••••toweJ do opl.u dynamiki
rcakcjl chemlc.nych - odd.lu"wa4
pr.ynl\Jmniej tnech atom6w I wyml••••y

'Jednello lub kilku atom6,.. - je.t .nannie
bard.iej .komplikow••••e. Zro.umlen~e
nawet nl\Jpro.touj reakcji chemlnneJ,
jak wymiana atomu wodoru, wym.•.••.
pokonania wiciu problem6w teoretynnych
\' do'wiadcaalnych. Wrc•• cle, po ponad
60 latach od powot••••ia mech••••lkl
kw••••tow.j. udalo .i. u.y.kal póprawny
opi. aa,ipro.t •• eJ iDoiliweJ reakcji
ch.mlnnej: wyml••••y j.dn.lIo atomu
wodoru w r.akcji H + H, ~ H, + H. Dla
o.oby .po.a "br •••••y· mol_ to wydawal
.1. ni.wl.lklm o.l-.nl.cI_m, al. w'rod
chemlk6w kw••••towych wywolalo to dui_
poru •• eale.
Do o.I-.nI.cla sukce.u pr.ynynIU .i.
.ar6wno teordycy. jak I do'wladnalnicy.
Od .trony teoretynnej klopoty
POI.lll\J••na konl.nnolcl ro.wl'" ••••la
kw••••towomechanlnnych r6wna4 ruchu
tn.ch poru •• l\Jacych.1. w.lIledem ,
.I.bie atom6w. GI6wna trudnoli pol.lIa
Da poprawa)"m doborwe ·warualrdw
brae,owych, taD. m.atematyc.snelo
opi.u ukladu atom6w pr •• d I po
reakcji. W ubl.""m roku dwie
llruPy badawn ••• Unlw.r.ytetu
Kalifornlj.ki.110 w Berkel.y, ki.row ••••a
pnn W. Millera I • Unlwer.ytetu
StUlowelo MiaDe.oty w MlDD.apoli.,
kierowana pnn D. Truhlara, ro.wl,"aly
wre •• cie teD problem.. Olnymaao
teordynny opl. nie tylko calkowltello
prawdopodoblal.twa .1\J'cla tej reakcji, ale
td r6inych, .ubtelnych ."u1l616w, jak np.
prawdopodoblal.twa .nalnienla po reakcji
molekuly H, w okrellonym rotacyjnym
I wibracyjnym .t ••••ie kwantowym. Od
.trony dolwiadnalnej problemy polellu"
s16wniena:
(a) u.y.k ••••iu wl•••kl atom6w wodoru
na tyl. enerlletynnych. aby pokonal
odpychani. elelrtrynne molekuly H"
(b) Identyfikacji .t ••••u kW••••towellO
produkt6w reakcji.
R6wnid I te klopoty .o.taly pokonane
w ubi.""m roku. Grupa do',;,ladnalna
• UBiwer.ytetu w Staaford, Jrierowaa&
pnn Richarda Zara, poka.ala, ie reakcja
wymi••••y atomu .••odoru pneblella tak. jak
to pr.ewld.lel1 teoretycy. Tak naprawde
w .wolm do'wiadcunlu Zare badal reakcje
• deuteronem D+ H, - HD + H. Zaml••••a
Jedoe,o atomu wodoru Da deuteroD Die
.a pl'alrtycsa.ie wplywu Ila rachuDlr1
teoretycsa.e, DatomiaR w dol.iadeseniu
p~.w.l. D& latwieJ •• e sidentylikowUlie
produ/ft6w kODcowychr.akcjl. Zare
uiywal la.era do ro.blcia molekuly DBr
u.i.kujac atom deut.ru do.tatennle
enerlldynny do .1\J'cia reakcji. H,. Po
reakcji ten oam lao.r jonl.owal ,!,olekule
DH, có po.walalo na jej wykrycie i ••••ali••
sa pomoc ••• pelrtrometru _uowe,o.
W IIr••••icach bl"d6w do'wlad •• alnych
wyniki pomlarow potwierd.l\J ••obli•• enla
teoretycsne. Oka.uJe .ilh le smie •.aoBe
calkowlte prawdopodobien.two .1\J'cia tej
reakcji je.t td calklem ,.sodne • wynikami
p6lklaoy•• nello pr.yblii.nla, w kt6ry_
efekty ·kw••••towe w .tanach po ••••tkowych
I kocIcowychnie .o.taly w.i"te pod uwali.,
J.dnak do aro.umlenia .ubtelnych _felrt6w
pot.,ebny jut' kw••••towo•••ech••••lc'.ny opia
teBo proce.u.
Jak podkrrila Zare, na po.io •••le molekul
Iwiat j •• t r6wbiri kwantowy, ••le klaoycany.

Opracowal Ja. KALINOWSKI
na pod.tawie Scieace z 26 .tycznia 1990 r.
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Klub 44

Termin nadaylanla rozwiazaIt:
31 I 1991

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skr6t regulaminu
Kazdy moze nad8ylaf rozwiazania zadalt z 'numeru n w terminie do koltca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazali zamie8zczamy w numerze n + 4. Mozna nad8ylaf rozwiazania
czt'erech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robl~
co mlulac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadali li matematyki i z fizyki nalezy
przeayla~ w oddzielnych kopertach, umie •••czajac na kopercie dopisek: Klu'b 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w 8kall od O do 1 z dokladno'ci" do 0,1. Ocene mnozymy
przez w8pólczynnlk trudno'ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza 8ume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - Uc!zbe08ób, które nade8laly rozwiazanie cho~by
jednego zadania z danego nuMeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nad8ylajl\CY. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym cza8ie Iw którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), z08taje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jeat zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin z08tal wydrukowany w numerze 1/1900.

211. Na plaslclyjnie dane sa dwie p6lproste o wspólnym poczatku P (nie zawarte
w jednej prostej) oraz kolo zawierajace punkt P w swoim wnetrzu. Wyznaczyc
konstrukcyjnie (cyrklem i linia) trójkat o minimalnym obwodzie majacy dwa boki
sawarte w danych pólprostych. a tueci bok styczny do danego kola.

212. Znaldc ogólna postac funkcji wymiernej F (jednej zmiennej rzeczywistej),
nie równej toisamosciowo zeru. spelniajacej równanie

F(z) ~ F (~)

dla wszystkich z. dla kt6rych obie strony maja sens liczbowy. (Nalezy podac warunki
konieczne i dostateczne. jakie powinny spelniac wielomiany bedace liczniki"em
i mianownikiem nieskracalnego ulainka..P/Q przedstawiajacego funkcje F.)

Zadanie 212 saproponowal pan Józef Banas z Rzeszowa.

Roswi~sanla sadan s matematyki s numeru 6/1990
Przypominamy tresc zadan:
208. Wyznaczyl najmniej •••" liczbe naturain" n, dla której istnieje 1990 róznych liczb
naturalnych ~ n, takich, ze zadna z nich nie je8t dwuk,rotno'ci" innej.
204. Wykaza~ zbiezno'l i znaleU grani~e cil\gU a" = n" (n!e -In!ell".

Zadania z matematyki nr 211, 212 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

'"

_ (l 2)n l' 2n- - n2 + 3n + 2 ,>. - n2 + 3n + 2 .
Zatem. na mocy twierdzenia o trzech ciagach, lim an = 1.n-co

203. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna i niech A bedzie podzbiorem zbioru
{l. 2•...• n}, takim. ze

(l) ,zEA =} 2z(/.A.
Dla dowolnej liczby nieparzystej q rozwazmy ciag

(2) q. 2q. 4q, 8q, •..

Z kazdej pary kolejnych wyraz6w tego ciagu tylko jeden moze nalezec do A. Zatem
w klasie zbiorów A C {l •...• n} o wlasnosci (l) maksymalna liczbe elementów
ma zbiór A",...,. który z kazdego ciagu (2) wybiera dokladnie co drugi wyraz, od
naj mniejszego poczynajac. Zbi6r ten sklada sie z wszystkich liczb naturalnych :$ n
postaci 41:q (q nieparzy8te). Dla ustalonych k i q jest w zbiorze {l •...• n} dokladnie
[(4-l:n + 1)/2] liczb tej postaci. Liczba elementów zbioru A",..., WYllOsiwiec

F(n) = L [(4-l:n + 1)/2]. gdzie 4'" :$ n < 4",+1.
1:=0

Z bezposredniego rachunku mamy: F(2986) = 1989, F(2981) = 1990. Wynika
stad, ze naj mniejsza liczba n. dla kt6rej istnieje w zbiorze {l, ... , n} podzbiór

t9~-elementowy o wlasnosci (l), jest 2987.
20~. Korzystamy z przedstawienia e = 8n + rn, gdzie liczba calkowita, a drugi - liczba z przedzialu (O; l). Wobec

n 1 co l tego nIe - [nIe]= n!rn• czyli
8n=Li!' rn= L kI; n=1,2;3 •... an=(n·n!rnt·

1:=0 I:=n+l Z nierównosci (4) wynika teraz. ze an < l, natomiast z (3)
Reszta rn spelnia oszacowania: i z nierównosci Betnoulliego dostajemy:

(3) rn > l + l = n + 3 ( n(n + 3) ) n _(n+l)! (n+2)! (n+2)! an> (n+l)(n+2) . -oraz

l ( l l ) l(4) rn<{_ .0\' 1+n+l+(n+l)2+'" =n.n!·

W wyrazeniu nIe = n!sn + n!rn pierwszy skladnik jest
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Zadania s fizyki JU' 109, 110 Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rys. l

Crolówka ligi zadaniowej
Klub 44 po

po uwzglednieniu ocen rozwi~tl.
zadatl. 9S (WT=2,41), 94 .(WT=2,aO),

9S (WT=2,9S) i 96 (WT=2,SS)
z numer6w 9/19a9 i 10/1989

•Alt'k •• ndu Surma. - Mysak6w 4S,06pkt
Andrsej Borowalrl - Alelraa.ndrów

lCuJa.wakl 39,92pJrt
Ada.....m 91lronJrl - Lublin S6.CS4pJrt
Wojciech Peolsert - Wrocl.w 35.S2pJrt
Piotr Ba.la. - 'I'Ol'u:d S5,2TpJrt
Przemyslaw C_o rys - Cs.dochowa. 3S.59plrt
Ma.rill'. BoSa.cs - Pl6cs6w Sl,91plrt
)d •.rek Ka.ra' - 'I'ana6w 29.aOpJrt
LeUf'Jr Motyka. - Kra.ków 'CS,CS3pJrt

Mg •••••Rys. 2

109. Dany jest obwód, jak na rysunku 1, zlozony z idealnych elementów: diódy,
kondensatora o pojemnolki C, cewki o indukcyjnosci L oraz wylacznika. W chwili

'poczatkowej miedzy okladkami kondensatora panuje napiecie Uo (górna okladka
naladowana dodatnio). Znalezc napiecie na kondensatorze oraz natezenie pradu
plynacego w obwodzie po uplywie czasu t od 'zamkniecia wylacznika .

.110. Kuta A o promieniu r spada na unieruchomiona kule B o promieniu R
i wielokrotnie sie od niej odbija. W chwili poczatkowej srodek kuli A znajduje sie
na wysokosci h. :> R + r nad srodkiem kuli B i w odleglosci e <: R + r od prostej
pionowej przechodzacej przez srodek .tej kuli. Znalezc (metoda analityczna lub
numeryczna) przyblizony wzór opisujacy wsp6lrzedna pozioma srodka kuli A w chwili
k-tego odbicia w zaleznosci od liczby k i wsp6lrzednej poczatkowej e. Odbicia nalezy
traktowac jako idealnie sprezyste, opór powietrza i obrót kuli A zaniedbac.

Roswl~sanla••dali. fisyki • numeru 6/1990
Przypominamy tresc zadan:
101. Izolowana kula metalpwa o promieniu l cm jest bombardowana przez szeroki strumietl.
elektron6w o energii 1000 eV. Po pewnym czasie zostaje osi"gniety stan r6wnowagi. Jakie O"
w tym stanie: potencjal kuli, zgromadzony na niej ladunek oraz natezenie pola elektrycznego
przy powierzchni kuli?
102. Jednorodna, wiotka lina o dlugolIci I i masie m, z zawieszonym na jej dolnym kotl.cu
obciainikiem o masie M = Sm, zwisa swobodnie, zaczepiona owym g6rnym koncem. Wiejacy
poziomo ze stal" predkolIci" wiatr dziala na line sill\, r6wnl\, co do wartolld ciezarowi liny,
podczas gdy sila wiatru dzialajaca na obci"znik jest zaniedbywalna w por6wnaniu z jego
ciezarem. Jaki k"t tworzy lina z kierunkiem pionowym w punkcie jej zaczepienia? Obliczyc
w spos6b przyblizony metodami numerycznymi odchylenie obci"znika od pionu.

101. W stanie równowagi (nasycenia) ladune~ kuli jest staly i nowe elektrony nie
docieraja do niej dzieki odpychaniu elektrostatycznemu. Potencjal kuli V musi zatem
byc równy energii elektronu dzielonej przez jego ladunek, czyli V = 1000 V.
Ladunek zgromadzony na kuli wynosi Q = CV, gdzie C = 47TfOR jest pojemnoscia kuli
o promieniu R (fo - przenikalnosc elektryczna. prózni), czyli Q = 47TfoRV. Natezenie
pola przy powierzchni kuli, okreslone wzorem

E = Q/(47TfoR2),

wynosi zatem E =V/R.

10~. Kierunek liny w punkcie zaczepienia Z pokrywa sie z kierunkiem wypadkowej
sily F dzialania liny na zaczep (rys. 2). Skladowa pionowa tej sily F, = -(m + M)g =
= -6mg (g - przY_tlpieszenieziemskie), skladowa pozioma (sila dzialania wiatru równa
ciezarowi liny) Fs = -mg. Kat e miedzy kierunkiem sily wypadkowej a pionem wynosi
wiec e = arctg (Fs/ F,) = arctg (1/6) = 9,5°.
Aby obliczyc odchylenie dolnego konca liny od linii pionowej prze~hodzacej przez punkt
zaczepienia, podzielimy line na n. odcinków o jednakowej dlugosci ó'l = l/n. Traktujac
te odcinki jako prostoliniowe przyjmujemy, ze kierunek kazdego odcinka pokrywa sie
z kierunkiem sily dziala.jacej w polowie jego dlugosci ze strony dolnej czesci liny.
Niech i bedzie numerem kolejnego odcinka liczac od dolnego konca liny (umieszczonego
w poczatku ukladu wsp6lrzednych). Srodek tego odcinka oznaczamy przez Pi,

omawiana wyzej sile - przez Fi. Skladowa pozioma sily F i jest równa calkowitej sile
wiatru dzialajacej na. line ponizej punktu Pi:

Fi,s = Fs(i -:-1/2)/n = -(i - 1/2)mg/n
(wobec niewielkiego odchylenia liny od pionu mozna przyjac, ze sila wiatru dzialajaca
na odcinek liny jest proporcjonalna do dlugosci tego odcinka).
Skladowa pionowa równa jest sumie ciezaru dolnego odcinka liny i obciaznika:

Fi" = -Mg - (i - 1/2)mg/n = - (5mg + (i - 1/2)mg/n) .
K~t Olinachylenia odcinka wzgledem pionu spelnia równanie

tg Oli= Fi,si Fi" = (i - 1/2)/(5n + i - 1/2) .
Rzut poziomy tego odcinka wynosi ó'Zi = ó'lsin Oli. Wobec tego, ze Oli< e < 10°,
przyjmujemy ó'Zi = ó'ltg Oli. Stl\d

ó'Zi = (l/n)(i - 1/2)/(5n + i - 1/2).
PoszukJwane odchylen1e od pionu obliczamy jako

n
z. = E ó'Zi.

;=1
Wyniki otrzymane dla róznych wartosci n podane sa w tabeli obok.
Dla uzyskania poprawnego wyniku wyBtarczy wiec bardzo niewielkie n. Tym bardziej,
ze ze wzgledu na przyjete zalozenia upraszczajace nie ma sensu podawanie koncowego
wyniku z dokladnoscia wieksza od dwóch miejsc znaczl\cych. Odpowiedz brzmi wiec:
z. = O, 088 l. Dokladniejsze sposoby rozwiazywania problemu daja równiez taki wynik.
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Pnestrr;en okoloziemska staje Sie coraz bardziej zasmiecona.
Obecnie okraza Ziemie okolo 7000 stary,ch satelitów, ostatnich
czlonów rakiet itp., a lic.zba mniejszych obiektów moze
byc nawet dr;iesieciokrotnie wieksza. Jak oceniaja Peter
Eichleri Dietrich Rex z Uni;wersytetu w Brunszwiku (RF
prawdopodobienstwo r;del"Zeniapomiedr;y orbitujacymi
odpadkami wynosi okolo 2,0 % na rok. Co wiecej,
z prawdopodobienstwem 3,7 % na rok moze r;ajafcr;derr;enie
o charakterze katastroficznym, tj. takim, ze wezmie w nim
udzial jeden r; wiekszych obiektów, a produkty r;derzenia
beda obdarzone na tyle duza energia, by wejsc w kolizje
o równie gwaltownym pnebiegu. Gdy gestoafc kosmicznych

odpadów pnekroczy wartosc krytyczna, zderzenie katastroficr;ne~

doprowadzic moze do swoistej reakcji lancuchowej, w wYnikUJ~

której ·wiekszoSc krazacych obiektów uleglaby rozbiciu.
Powstaly w ten sposób pas drobnych okruchów m6glby •

bardzo podrozyc v.:ystrzeliwanie nowych satelitów (poprzez \1 •

koniecr;nosc wyposazania ich w nier;bedne oslony) lub wrecr; ~

uniemozliwic 'podróze kosmicr;ne. Jesli ilOl!codpadów na orbicie l
okolor;iemskiej bedr;ie rosla w dotychczasowym tempie, sytuacja (

taka nastapi w ciagu najblizszych ~:.:~_~ .•..~~~·":'1~":;"'1ll".':'" .•ij:~ "~~~,,..~

~ie:órYCh krajach prow:;;; sie intensywne ~~'j:;.~'~~.,
mozliwoscia wyhodowania (prr;y uzyciu metod inzynierii Qgenetycznej) bakterii zdolnych do tworzenia polimerow '"
uzytecr;nych w produkcji mas plastycznych badz nawet bedacych
rodujami plastyków. Ze swej natury takie plastyki bylyby
biodegenerowalne, nie prowadr;ilyby wiec do zaniecr;yszcr;enia
srodowiska (a pnynajmniej nie w tym stopniu co zwykle
plastyki). Ich r;asoby bylyby wiec odnawialne, a produkcja nie
ulezalaby od dostaw ropy naftowej.

W r;asadzie istnieje obecnie teoria ramion spiralnych
galaktyk, ale - jak mozna .!'ie spodziewac - nie tlumaczaca
rozmaitych r;jawisk ujawniajacych sie przy numerycmej

, symulacji ewolucji galaktyki. Np. symulacje wykar;uja r; reguly
szybkie powstawanie poprzecr;ki (prl"egrody), podcr;as gdy
w neczywistosci galaktyki przegrodr;one stanowia tylko 20 %
ogólu galaktyk spiralnych. Co wiec prr;eszkadza powstawaniu
poprr;ecr;ek? Niewykluczone, ze sa tego co najmniej trr;y
przyczyny: obecnosc masywnego jadra galaktycr;nego, obecnosc
masywnego halo oraz duzy rozrr;ut predkal'ci gwiar;d w dysku
galaktycznym. Sprawa nie jest jednak do konca jasna, poniewaz
np. obecnosc masywnego halo opr6cz niszczenia poprzeczek
spnyja tez niszczeniu samych ~amion spiralnych - tymcr;asem
mnóstwo galaktyk (lacznie r; nasza) to galaktyki spiralne
i r;arazem majace stosunkowo masywne halo.

drobiaz
_ • ". - __ <: .• "".; .•. rt4 : ••••• ". ' ••.~ ·~1~.~.,.~~:,~.

iSfói-la wielkiHt o ri bywa cr;asem ika. Niekt6re:';::~:~
pierwsr;enstwa zostaja prr;yznane dopiero w wyniku pr9cesów .'.
~adowych. Laser gazowy r;ostal wynaler;iony w roku 1957 przer;
Gordona Goulda, studenta Uniwersytetu Columbia. To wlasnie
Gould jako pierwszy zaproponowal nazwe "laser" , ale kiedy
zlozyl w roku 1959 podanie o i>atent, r;ostalo ono odrzucone,
poniewai Townes i Shawlow otrl"ymali juz w tym czasie patenty
na "masery. optycr;ne". Dopiero w roku 1987 Gould uzyskal
zadoscuczynienie prawne. R6wniez dopiero w ostatnich latach
sad przyznal pierwsr;enstwo odkrycia Johnowi Atanasoffowi,
fizykowi-teoretykowi r; Uniwersytetu Stanowego lowa, który
uprojektowali zbudowal piervi'sr;y na afwiecie elektroniczny
komputer. Mialo to miejsce w latach 1937 i 1942 .

Iil

Okolo 44000 burz i 8 milion6w blyskawic szaleje dziennie nad
powierzchni Ziemi. Oszacowano, ze w Stanach Zjednoczonych
od pioruna ginie rocznie okolo 150 osob i wybucha okolo
10000 pozarow lasów. Badania chmur burl"owych wykar;aly, ze
przyporninaja one swa budowa kanapke zlozona r; tnech warstw.
Srodek kanapkinaladowany jest ujemnie i ma ksztalt plaskiego
dysku ror;ciagajacego sie na pare lub wiecej kilometrów, ale
o grubosci' nie przekracujacej jednego kilometra. Oblozony
jest on r; g6ry wieksr;a, a r; dolu mniejsr;a warstwa ladunku
dodatniego. W czasie wyladowania natezenie pola elektrycznego·
moze siegac miliona woltów na metr, a przekazywany ladunek
moze wynosic 10:l0 elektronów.

Uklad slonecr;ny skwantowany?

Daniel Titius w 1772 r. prl"edstawu tabele odleglOl!ci'planet ~
d Slonca w jednostkach r6wnych 1/4 odlegloafci Merkurego

od Slonca:

Merkury 4=4
Wenus 7 = 4 + 1·3
Ziemia 10 = 4 + 2 . 3
Mars 16=4+4·3
Jowisr; 52=4 + 16· 3
Saturn 100 = 4 + 32 . 3

P6zniej doszedl
Uran 196=4+64,3.

A'wiec R = 4 + '2n •3, n = -00,0,1,2,4,5. Zastanawiajacy jest
brak planety r; n = 3 miedr;y Marsem i Jowiuem w odleglOl!ci
28 = 4 +8 . 3. W tym miejscu r;najduje sie pas asteroid.

~~;''''''''_''L~''' ~~.".' "":_.~_~.,...,,..~_..,..... .•~..,AIlPl:\ -..~:-·.'tf;".n ~
. Grupy przeksr;talcen to wlasciwie wszystkie grupy. Juz ponad ~

_____________ 'I sto lat temu Arthur Cayley udowodnil, ze kazda grupa ma '!rSr;wedzka firma Volvo r;amierl"a wprowadr;ic w biezacym roku I identyczne wlasnosci algebraicr;ne r; pewna grupa prr;eksr;talcen.
I do masowej produkcji hydrauliczne urr;adzenie o nar;wie Cumulo, I

I kt6re przejmuje cr;eafc.energii kinetycr;nej poj udu, traconej I
do tej pory ber;powrotnie prl"Y hamowaniu, a nastepnie r;wraca

I ja, gdy pojazd r;acr;yna prl"yspie~r;ac. Jezeli autobus r; polowa I
maksymalnej licr;by pasazer6w wyhamowal od predkosci I

I 45 km/h, to przechwycona energia jest na tyle duza, ze II Cumulo jest w stanie ror;pedr;ic1r; powrotem ten autobus

do predkosci 35 krn/h. Dalsr;y wr;rost predkosci nastepuje juz lI konwencjonalnie.- na skutek dzialania silnika. Oc'enia sie, ze

I w komunikacji miejskiej Cumulo por;woli r;mniejuyc wzycie I
paliwa o 30 %. -- •...... I IL-----~--/~'----- _---...l
Teoria kwantowa Bohra w oczach wsp6lcr;esnych mu fir;yk6w:
A. Einstein (1913) - Je/li taJejen, to omacza to koniec /U1Jki jako

••L· ' \na ••••t.
H. Kramers (1920) - Teon"a kwant6w przwomina inne ZWfIc~8twa

w nauce. Poczatkowo pruz kilka mie8ieclI cie8Z/1cu 8i~ nimi, a potem
przez cale lata p/aczecie.

P. Epstein (1922) - Prawa kwantowania w 8Vlej dzi8iejuej p08taci

~q w pewnllm nopniu charakter teologicZl'lll, dla prZ/lrodników zupelnie
nie do prZ1Ji~cia. Wielu uczonllch oburza 8i~ nawet na owe Baue~ - .

Regeln (chlop8kie prawa).

H. Kra!llers, Ch. Holst (1923) - Jenelmllbardzo daleko od takiego
opi8ania mechanizmu atamowego, kt6rtl pozwolilbIl prulledzic

na przy/rlad w8zy8tA:ie ruchll elektronu w atomie lub' zrozumiec rol~ 8tanu

nacjondrnego f. .. J. Teori~ kwantów mozna porÓwnac z lekar8twem
leczacym chorob~, lecz ,rabijo.fqcllm chorego.

W. Pauli (1925) - FSZJIka tera;: zn6w znallUia 8i~ w /lepIIm zaulku,

w kazdym razie jen ona dla mnie zbl/f trudna i wolalbllm. bl/C komikiem
jiJmoWl/m lub czyml w tym rodzaju, bJllebll nie MII8UC nic wi~cej
o fizyce.

D.S. Rozdestwienskij (1919) - Cala metoda Bohra oparta jen
na kwantowaniu. - IIlUpelnie/lePI/m, malo /ogicZl'lllm procesie myJ/i,
na formalnej, jeili tak mozna powiedziec, intuicji.
(Zacr;erpniete r; ksiazki L. Pono~anewa, O kwant~h rzeczy

ciekawe, tl. B. Bandomir, Nasr;a Ksiegarnia 1981.)

••• ·~ ••••••• I
~ ••••••••• ~~~-- ..•..•.~..""'~~! •••• _•.~
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Podstawiajac we wzorze (3) an = (n + 1).\:+1 i bn = 1
otrzymujemy

I:

(n + l)Hl= f I:(~t:) (n + 1)1:-',
;=0

(1)

(2)

(4)

n

gdzie pochodna ciagu an zostala obliczona przez
zrózniczkowanie rozwiniecia wyrazu an+l w dwumian
Newtona. Mamy wiec, wobec wzoru (2),

(n + l)k+l =

'= (kil) S: + (1:;1) S:-l + o o o + (:t~)S~ + C ,
co pozwala obliczyc S: rekurencyJnie za pomoca
S:-l, . o., S~, gdyz podstawiajac n = 1 i k = O

stwierdzamy, ze C = 1.

1=1

Dalsze uproszczenie obliczania S: mozna uzyskac, jesli sie
zauwazy, ze

(5) (k + 1) . S: = nHl + Al" nk + o •• + Al: . n,
gdzie wspólczynniki Al, o •• , Al: nie zaleza od n,
zaleza tylko od k. Wzór (5) uzyskuje sie ze wzoru (4)
indukcyjnie.

Zgodnie ze wzorem (5) mamy

(k + 1)' S:+l = (n+ 1)1:+1+Al(n+ 1)1:+ .. 0 +AI:(n+ '1),'
co po odjeciu (5) daje

(k + l)(n + 1)1:= (n + 1)1:+1_ nHl) +
(6)

+ Al (n + l)k - nk) + .. o + AA:(n + 1) - n).
Z drugiej strony, zgodnie z dwumianem Newtona, mamy

(n + l)m = nm + (7) nm-l + .. o + (":~Jn + l.
Pozwala to obliczyc wspólczynniki wystepujace we wzorze
(6). Mamy wtedy, dla kazdego i = 1,2,. o o, k

(k+l)(~)=

= (~t:) + Al ' (~) + A2 • (~=:)+ o o. + A, (1:-;+1) .
Przenoszac wyrazy nie zawierajace wspólczynników Am

na lewa strone i dzielac przez (~t:) otrzymujemy dla
dowolnego k

(7) i = (iii) Bl + (i~l) B2 + o •• + ('11)B"

gdzie B, = A,/ (ktl). Jesli ten rezultat polaczymy ze
wzorem (5), otrzymamy

+ (k;l) B2nk-l + ... + (kt!) Bkn,

gdzie wspólczynniki Bm dane sa rekurencyjnie wzorem (7).

Przytoczony wzór na calkowanie ciagów przez czesci
pozwala. np. na obliczenie sum

l! . 1 + 2! ·2 + o •• + n! . n,

1 ·2 + 2 ·3+ .. o + n . (n + 1) ,
albo takich sum funkcji trygonometrycznych, jak

cos O + cos a + cos 2a + ... + cos na ,
sin O + sin a + sin 2a + o •• + sin na ,

ale szczególów ani wyników nie podaje, by nie psuc
przyjemnosci Czytelnikom.

Mozna sprawdzic, ze wzory na pochodna sumy i róznicy
ciagów oraz iloczynu ciagu przez stala sa takie same, jak
dla funkcji zmiennej rzeczywistej. Pozwala to na podanie
bezposredniego wzoru na k-ta pochodna ciagu

.\:

(I:) "'(1:) ()ian = ~ i an+l:-i' -1 ,
i=O

.=1

co sprawdza sie indukcyjnie.

Natomiast inne sa juz wzory na pochodna iloczynu
i ilorazu ciagów

(an . bn)(l) ~ a~l) . bn + an . b~l) + a~l) . b~l) ,

( an) (l) = a~l) , bn - an . b~l)bn b~ + bn . b~l)

Sprawdzenie np. pierwszego z nich jest nastepujace

(an . bn)(l) = an+l . bn+l - an . bn =
= an+l . bn+1 - an+l . bn + an+l . bn - an . bn =

= an+l . b~l) + a~l) . bn = (a~l) + an) . b~l) + a~l) . bn =

= a~l) . b~l) + an . b~l) + a~l) . bn .

Konsekwencja przyjecia podanej wyzej definicji pochodnej
ciagu jest przyjecie definicji:

ciagiem pierwotnI/m ciagu (an) nazywaml/ taki ciag (f an),

. (f ) (l)ze an = an,

co daje, po prostej indukcji,
n-l

fan = I:ai + C.

n
Jako przyklad zastosowania tego wzoru oblicze S~ = I: ik•

1=1

W Delcie 2/1989 byla przedstawiona propozycja
rozwiniecia tytulowego tematu przy przyjeciu, ze

pochodna ciagu (an) jelt ciag (a~l») := an+l - an.

Natychmiastowa konsekwencja takiej definicji jest
rekurencyjny wror na k-ta pochodna ciagu

(a~Hl») = (a~I:»)(l).

Sposród licznych przykladów umieszczonych w mojej pracy
szczególnie interesujacy jest ciag geometryczny o ilorazie 2.

Mamy bowiem (a. 2n-l)(1) = a· 2n - a· 2n-l = a. 2n-l.
Oznacza to, ze jesli bn jest ciagiem geomet.rycznym
o ilorazie 2, to b~l) = bn, a wiec ciag ten zachowuje sie
analogicznie do funkcji eS.

Okazuje sie wiec, ze kazdy ciag mozna latwo calkowac.

Poniewaz inny jest wzór na pochodna iloczynu, wiec inny
jest tez wzór na calkowanie przez czesci

(3) an . bn = f a~l) . bn + fan . b~l) + f a~l) . b~l).


