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WARUNKI PRENUMERATY

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylkQ na Qkresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na U kwartal 1991 r. wynQsi 5700,- zl.
3. Prenumerata·ze zleceniem dQ8tawy za granice je8t Q 100% wyzsza; w przypadku

zlecenia dQstawy drQga IQtnicza - kQszt dQstawy IQtniczej w pelni pokrywa
prenumerator .•

4. Wplaty na prenumerate przyjmuja:
Qddzialy RSW wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratQra
_ QdbiQru zam6wiQnych egzemplarzy dQkQnuje prenumeratQr w wyznaczQnych
punktach sprzedazy lub w inny, uzgQdniQny sPQs6b, .
urzedy PQcztQwe i listQnQsze - Qd prenumeratQr6w z teren6w wiej8kich
lub innych miejscQwosci, w kt6rych nie ma Qddzial6w RSW, a w miastach
tylkQ Qd Qs6b niepeln08prawnych - PQczta zapewnia dQstawe zam6wiQnych
egzemplarzy PQd wskazany adres PQd warunkiem uiszczenia dQdatkQwej
Qplaty za kazdy dQreczany egzemplarz - Qplata wynosi 250,- zl od
egzemplarza,
Centrala KQlpQrtazu Prasy i Wydawnictw, 00-958 Warszawa, kQntQ
PBK XUI Oddzial W-wa 370044-1195-139-11 - tylko Qd prenumeratQr6.w
zlecajacych dQstawe za granice.

5. Terminy przyjmQwania prenumeraty:
na kraj - dl' 20 XI na I kwartal rQku nastepnegQ

dl' 20 U na U kwartal
dl' 20 V na lU kwartal
dl' 20 VIII n;' IV kwartal

na zagranice - dl' 31 X na I kwartal
Qraz dl' 1 dnia kazdegQ miesiaca PQprzedzajacegQ Qkre8
prenumeraty rQku biezacegl'.

Cena 1 egzemplarza zl 2000,-



P(n) < P(P(n) + n) =

= 2: ak n k + p (n) , S =
k=O

Usta~a - zródlem algorytmu
dr ·Antoni Leon DA WIDO WICZ
Rozumowanie matematyczne mozna stosowac w wielu róznych sytuacjach.
Niektórzy matematycy doszukiwali sie tresci matematycznych w dzielach
literackich, artystycznych, itp. Przedmiotem moich rozwazan bedzie szukanie tresci
matematycznych w aktach prawnych. Zeby nie byc goloslownymi, wezmy do reki
ustawe z dnia 19 IV 1969 (z p,ózniejszymi zmianami) - Kodeks Karny. Czytamy w niej
m.in.

Art. 67. § l. kara laczna nie moze byc nizsza od najwyzszej z kar wymierzonych za
poszczeg61ne przestepstwa i nie moze przekraczac sumy kar wymierzonych, jak r6wniez
g6rnej granicy danego rodzaju kary.

Przyjmijmy dla uproszczenia oznaczenia Zl A ••. A zn = min{zl, ... ,Zn} oraz
Zl V ••• V zn = max{Zl, ... , Zn}. DJa wiekszej przejrzystosci rozumowania rozwazmy
tylko kare pozbawienia wolnosci. Dzieli sie ona na dwa rodzaje, tj. pozbawienie
wolnosci do lat 15 (Art. 30 i 32) oraz 25 lat pozbawienia wolnosci (Art. 30). ",'
Na poczatek rozwazmy tylko kare do 15 lat pozbawienia wolnosci. Wówczas-
na podstawie cytowanego artykulu ustawy - jezeli przez z l, ... , Zn oznaczymy
poszczególne skladowe kary lacznej, a przez X kare laczna, otrzymujemy, ze .
Zl V ••. V Zn :$ X:$ Zl + ... + Zn. To jednak nie wszystko, wiemy bowiem, ze kara
laczna nie moze przekroczyc górnej granicy dla danego rodzaju kary (w tym przypadku

·15 lat). Zatem prawidlowa postac wzoru w tej sytuacji powinna wygladac nastepujaco:
Zl V ~•• V zn·:$ X ~ (Zl + ... + Zn) A 15. Rozwazmy teraz sytuacje, gdy jedna ze
"skladowych" kary lacznej jest kara 25 lat pozbawienia wolnosci. Wówczas, oczywiscie,
tyle samo musi wyniesc ta ostatnia. Spróbujmy i to zapisac w formie algorytmu.
Istotnie, jezeli Zl V ••• V Zn = 25, to X = 25, natomiast jezeli Zl V ••• V Zn < 25,
to Zl V •.• V Zn :$ X :$ (Zl +~.. + Zn) A 15. Zatem ostateczny wzór ma postac:
Zl V ••• V Zn :$ X :$ (Zl + ... + Zn) A (Zl V .•• V zn V 15). Nieprawdaz? R6wniei inne
akty prawne mozna by ujmowac w ten sposób, ale to moze byc na ,przyklad tematem
pracy na konkurs prac uczniowskich. Ja natomiast chcialem sie zatrzymac na innym
akcie prawnym, którego analiza pod tym katem prowadzi do ciekawych wniosków
dotyczacych samej ustawy. Wezmy do reki ustawe z dnia 19 IV 1969 (z pózniejszymi
zmianami) - Kodeks Postepowania Karnego. W ustawie te} czytamy m.in.
Art. 98

§ l. Orzeczenia zapadaja wiekszoscia glos6w.

§ 2. Jezeli zdania sie tak podziela, ze zadne z nich nie uzyska wiekszosci, zdanie

najmniej korzystne dla oskarzonego przylacza sie do zdania najbardziej don zblizonego,
az do UZyskania wiekszosci. '

Artykul powyzszy mówi o zasadach ustalenia wymiaru kary, gdy czlonkowie
kompletu orzekajacego majarózne poglady. Niech Zl, ... , Z:ln-l oznaczaja wymiary
kary proponowane przez poszczególnych 2n - l czlonk'Ów kompl~tu orzekajacego
(praktycznie 2n - l = 3 lub 5, a zawsze jest liczba nieparzysta,) uporza,dkowane
tak, by Zl :$ ... :$ Z2n-l. Niech R(Zl"'" Z2n-I) oznacza wymiar kary ustalony
przy tych propozycjach. Aby mial zastosowanie § l, musi byc zp = ... = Zq, gdzie
q ~ p + n - l (co najmniej n czlonków kompletu orzekajacego musi miec to samo
zdanie). Ale wtedy (poniewaz 0:$ p < q :$ 2n - l) musi byc p :$ n ~ q, a z tego
wynika, ze R(Zl"'" Z2n-l) = z". W przypadku, gdy nie zachodzi powyzsza sytuacja,
stosujemy przeksztalcenie opisane w § 2 tak dl.ugo, az bedzie mozna zastosowac § 1.
Opiszmy to przeksztalcenie. Oznaczmy je przez a i niech a(xl"'" Z:ln-I) =
= (Yl, ... , Y2n-1). Przeksztalcenie to jest okreslone dla tych argumentów, dla których
nie dziala § l. Niech Zl :$ Z2 :$ . .'. :$ zp_~ < Zp = ... = Z2n-1. Dla kazdego argumentu
z = (Zl"'" Z2n-I) takie p istnieje (gdy Zl = ... = Zn, przyjmujemy z definicji p = l)
i pznaczamy je przez p(Z).' Oczywiscie, jezeli p(z) < n, wtedy ma zastosowanie § l
(istotnie, wtedy 2n - l - p(z) ~ n). Natomiast gdy p(z) :$ n, definiujemy Yk = Zk dla
k < p(z) i Yk = Zp-1 dla k ~ p(z). Oczywiscie, p{a(x)) < p(z)~ zatem po skonczonej
liczbie kroków dojdziemy do sytuacji, w której ma zastosowanie § l. Ponadto przy
zastosowaniu operacji a zawsze Yn = Zn. Wynika stad, iz zawsze R(z) = Zn, czyli
bez wzgledu na rozklad glosów ostateczny wyrok bedzie mediana proponowanych
wymiarów kary.

b
16-0

~ i 7a - 4b = O,
7

a
b

(o)

oraz

(u)

Ro.wl".anle .a4anla M 688.
Na~wijmy pola na dolnej i g6rnej
linii brzegowej (tej dlugolfci n)
skrajnymi, a pozo~tale srodkowymi.
Na skrajne pole mozna przejlf~ koniem
tylko z pola srodkowego. Jezeli kon
obszedl wszystkie pola, to 2n ruch6w
wykonano z p6l srodkowych na skrajne,
a pozostale 2n ruch6w z p6l skrajnych
na srodkowe i ruchy tych obu rodzaj6w
wykonano na przemian. Ale przy
kazdym ruchu zmienia sie takze kolor
pola, na kt6rym stoi kon, stad wniosek,
ze wszystkie pola skrajne sa tego
samego koloru. Sprzecznolfc.

16 - a 7= - i 4a - 7b = ! .
9 - b 4

Odejmujac (u)ad (o) otrzymujemy
3a + 3b = -1, co jest sprzeczne z tym,
ze a i b> O.

Poniewaz kat <I> jest prosty, wiec
tr6jkaty zakreskowane sa podobne.
Stad

Rozwi"zanie zadania M 686.
Mozemy zalozy~, ze wielomian P(x) =m

= 2: akxk jest rosnacy dla x > XO·

k=O

Niech n > Xo bedzie taka liczba
nat\1ralna, ze P(n) > l. Wówczas
In3my

m

= 2: ak(P(n) + n)k =
k=O

Ro.wl".anle lIadanla M 68•.
Mozemy zalozyc, ze pierwszy prostokat

ma boki dlugolfcl 9 I 16:

= P(n)· (S + 1), - Na koniec wypada podac pewien komentarz natury niematematycznej. Otóz tekst
" .. ustawy sugeruje, jakoby preferowal srodki lagodniejsze w stosunku do surowszych.

gdZIe S Jest pewna hczba calkOWIta. W ·'t .. d kk' . t d b l' d d ic d .T k . P()' t d . I 'k' 1SOCleJe na ta me Jes j g y y ana oglczna, proce ure prowa z o rzucaJa,ca WIeC ·n jes Zle ni len}

P(P(n) + n), P(n) > l oraz najpierw kary najlagodniejsze, efekt bylby identyczny. Mozna by wiec zastanowic
P(P(n) + n) > P(n), stad wnio8kujemy, sie, czy tlumaczac inne ustawy na jezyk algorytmu nie znajdziemy tez przejawów
ze P(P(n) + n) nie jest liczba pierw8za. pozornego humanitaryzmu ustawodawcy. '.
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Umbricl

19.304 j.a.
0.0503

0,0773
25400 km·

14.56 masy EB

-0%5
87,818 lat

wielka pólos orbity
mimosród

nachylenie

promien równikowy
masa

okres obrotu

okres obiegu

URAN

Uran zostal z bliska przeba

ria tylko sonde. Voyagera

1986 r. Uzyskane wtedy ob

zdumiewajaco ..gladka" p~erzchnie
warstwy chmur planety. Dop

sztuczne wzmocnienie kolorów 'awnia
wielkoskalowa strukture równolezn

Wyjatkowo wysoka zawartosc meta
atmosferze nadaje planecie lekko zie
kawe zabarwienie.

plus 10 drobnych o srednicy < 100 km. któ

rych nie wszystkie dane sa znane. Kierunek

obiegu satelitów zgod ny z kieru nkiem obrotu

planety.

Pierscienie Urana. choc bezposrednio zaobserwowane dopiero przez Voyagera 2,

znane byly juz wczesniej. O ich obecnosci wiedziano od chwili. gdy planeta

przeslonila 301111977 gwiazde SAO 158687. Mianowicie przed i po zakryciu gwiaz

dy zaobserwowano symetryczne wahania jej blasku. co zinterpretowano wlasnie

jako skutek obecnosci pierscieni.

Na wiekszych satelitach Voyager 2 wykryl slady dzialalnosci wulkanicznej, ruchów

tektonicznych i prawdopodobnie obecnosci dawnych rzeR. Zupelnie zagadkowe sa

niezwykle glebokie (do 20 km) kaniony na powierzchni Mirandy - nieznany jest
mechanizm tak dramatycznych zjawisk na tak malym obiekcie.

Miranda

'Ariel

Umbriel

fitania

Oberon

Picrscicnie Urana

Satelity

pólos orbity okres obiegu

(mln km) (dni)
0.129 1.414
0.191 ·2,520
0.266 4.144
0.436 8.706
0.584 '13.463

Obcrol1

srednica

(km)
550

1400
1100
1600
1650



Dwa zadania

Rozwiazanie:

Rozwiazanie 2:

Zadanie 2: Skoro dany ciag moze byc zdefiniowany na 2 rózne
sposoby, to jak wykazac, ze te' dwie definicje sa równowazne.

Rozwiazanie l:

Zaczynamy od 10, 219, 4796, 105030 i kontynuujemy wedlug
wzoru A(n + 4) = -11· A(n) + 18· A(n + 1) - 3· A(n + 2) +
+22· A(n + 3) (rekursja liniowa 4 rzedu).

A(l) = 10, A(2) = 219, A(n: + 2) = A(n + 1)2/ A(n) zaokraglone
do najblizszej liczby calkowitej.
To znaczy: zaczynamy od 10 i 219, za kazdym razem
wybieramy liczbe, która z najlepszym przyblizeniem tworzy ciag'
geometryczny z poprzednimi dwiema.

Zadanie l: Znalezc regule, wedlug której skonstruowany jest

ciag o 30 poczatkowych wyrazach podanych obok.

I;'dp + /-l(8h + 2d)1; - 4h'/-l = Q.

kt6r~ ma jedno dodatnie rO:r,Wi",.8.uie;

I; = ~(V/-l'(4h+ dJ2 + 4h'/-ldp+
dl'

-/-l(4h + d)).

li h'= mI - + m, - + m. O.
2 2 •

Pod8tawiaj"" mI = ~lIP. m, = Tu/h/-l,

mJ = ~IJ oLr,.ymujenlY r6wnauie
kwadratowe

Aby oblicty~ wY80kol~ POZiOlI1U wody
w .•"klance, o!.nacr.my prf,er. mI 
mase wody. m, - ma8~ 'cianek i prUL
m. - mase dna •• klanki. Pn."·lI
oznaczymy polotenie 'rodka rn""y
ukladu. Srodek masy 'cianek 8T.klanki
znajduje 8i~ na wY80ko'd h/2. dna 
O, zat wody -- 1;/2. Z definicji'rodka
tna.sy dOBtanit'lny r.wil\7.f>k.

Roawl"aanle aadanla F :391.
~rodek masy ukladu 08iagnie n~jni7.87.e
polotenie wtedy. gdy znajdzie 8i~
na poziomie w-ody w •• klance. Jdli
bowiem poziom wody letalby poni'J'j

'rodka masy ukladu. to po dolaniu
wody 'rodek masy obniiylby 8i~
(z •• i~k•• ylaby 8i~ wtedy masa poni'.ej
Irodka masy). Je'li zat poziom wody
r.najdoweJby sie wytej nii grodek n1l\AY
ukladu. to po wylaniu ct~'ci wody
'rodek masy takie by 8i~ obni7.yL

10
219

4796

105030

2300104

50371117

1103102046

24157378203

529034393290

11585586272312

253718493496142

555630'6986017175

121680319386464850

2664737596978110299

58356408797678883616

1277975907130111287030

27987027523701766535844

612901781044839990619277

13422239746246942029463326

293940277834746405249823203

643714376788172648~06973190 No cóz, mozna obliczyc pierwszych 1000 wyrazów uzywajac obu
140970200455734695276637468392 definicji iprzekonac sie, ze wszystko sie zgadza. Wydrukowanie
3087176259086334835548776106122 tysiaca poczatkowych wyrazów zajeloby pokainych rozmiarów
67607602343297851162601939391695 ... , ...

. kSlazke. Czyz trzeba bardZiej przekonujacego argumentu? Tak,
1480572377802050246594187936024890 ... ,

32423788005073752816976163732130379 trzeba. Tylko ze takiego argumentu po prostu nie ma. Oble,
710064596881545822871428836670676836 badz co badz, bardzo proste definicje okreslaja 2 rózne ciagi!!!
15550056386553447472796412677073638630 Jedynie "skromny" poczatek obu ciagów skl-adajacy sie z 1402
340538388601466711 ~0899827265490092384 wyrazów jest taki sam. Ale wedlug pierwszej definicji 1403
745761888114841933359.2105943068579865437 wyraz jest równy'

1943708471314943308059445452657010940487450311864066842732596790939279068

191168021439671095304800683519756645143142601766345115405789059172602192

426024357604507643919310528104572431148473422703387902120314696316682603

735267692111685622339243356242260029059336217912799059786079481997806631
913955493134941095358770263918313025848373581726054928149011342047774528

. 154248287433782463237576416857026309254788755903742777139477594156385042

02038131553?604379941789590322666368814892780385046811477655985825537894

431894143994712043942268394043823543450207513886190799409707531632679517

052869104335940723488960240770470438470434329535343866330429132657179201

894810776495469936998716229270764904917198741365340242782600909003168195

629553831589770365472687705483796661474238920271726070390505179067208859

490817765494636249793643314197295308500154814706778732034270622318621910

522030142040283435992446877395~52252468365235219657327211742475429216859

612898009146799397834207588995393930733511691021384920256724554594857336

855550714963221355)49079118765001875374835520434138927516201876958496564

958805765202364476313555615826884516631224599151532590504446541236893625

713832620042439077419006777~61484860386048975978762433100742439296700782

8818894863807140701488874840984106942.18233687263042755465493793927981497

19952102692038620084815~568287674310343346371498689283968784694184354766

679111870702565268681491357079215569781219694309328629243757829281537544

22230562308496227Ó299300645420182502879046175714261919397771509700298570

157891004711917373029290386303109701959096841328964650889891682871446978

568692922345060182670103628056600403977432916893829069098732545636174794

446362475483205590674696119315488543667867514676786440758126850754300452

964368265133082563202580908171650074203739290735941387946242005524276316

413356912394816492851593842390985938520048268384592849898513622096090183

58701822,

.'

podczas gdy druga definicja daje 1403 wyraz o 1 wiekszy.

mgr Jaroslaw WRÓBLEWSKI
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JOWISZ

rozmiary

(krn)
40

30x20
270x153

80
3632
3126
5276
4820

14
170

35
80

28

40
70
36

Satelity

pólos orbity okres obiegu

(mln. km) (dni)
0.128 0.294
0.129 0.297
0.181 0.498
0.222 0.678
0.422 1.769
0.671 3.551
1.070 7.155
1.883 16.689

11.100 239.2
11.470 250.6
11.710 259.0
11.740 260.0
20.700 -631
22.350 -692
23.300 -739
23.700 -758

Metis

Adrastea

Amaltea

Thebe

lo

Europa
Ganimedes

Callisto

leda

Himalia

Lysitea
Elara

Ananke

Carme

Pasiphae

Sinope

Jest planeta o masie wiekszej niz laczna

pozostalych planet, Obserwujac go wraz

rema najwiekszymi satelitami Galileusz

nie uwierzyc w hipoteze Kopernika 

przeciez Uklad Sloneczny w miniat z. 10wisz

jest najwiekszym przedstawiciele p t zupel

nie innego typu niz cztery drob e p nety naj-

blizsze Slonca. Cztery nastep romne glo-

by zbudowane' glównie z w byc moze ze

skalnym jadrem i gru anowo-

amoniakalna atmosf r s grunt

. - bo go tam nie a -, wierzchni bez-
brzeznego wo wisz w róznia

sie wsród . wydzie-
la . w on dwu-

k Slonca.

Ws ek tego jego g za 'est

szczególnie niespokoj . za

na konwekcja. która nakladaj
ruch wirowy daje' charakterysty

noleznikowych pasów atmosfer

obszary wypietrzania sie mas atn\

i zapadania (ciemne). W atrrwsf ze powstaja

ponadto ogromne dlugotrwale wiry. ajslynniej

szym jest Wielka Czerwona Plama zdjecie) u

trzymujaca sie nieprzerwanie od roz czecia te

leskopowych obserwacji planety. Jowi a odwie

dzily cztery sondy:' Pioneer 10 ( 1973).
Pioneer 11 (XII 1974). Voyager 1 (I 1979).
Voyager 2 (VII 1979). Oprócz badan sa go Jo-
wisza przeprowadzily obserwacje jego gali uszo

wych satelitów. odkryly szereg nowych. rob

nych satelitów oraz slaby pierscien pylow Jo

wisza. Wyjatkowym satelita jest lo. nie le

aktywny i strzelajacy siarka ze swych wul

n a wysokosc setek kilometrów.
Atmosfera Jowisza

o

. 600 eoo 1000 efeKty
-- ---.::- - - _ - -::1'IODlllI._::=_

[km]
1000

Wielka Czerwona Plama

5.204 j.a.
0.0478
1~306
71398 km
317.9 mas E9
0~413
11.874 lat

wielka pólos orbity
mimosród

nachylenie,

promien równikowy
masa

okres obrotu

okres obiegu

Ganimedes



Twierdzenie
o rozkladzie

Fermata
liczby pierwszej na sume kwadratów

Redaguie mgr Michal WOJCIECHO WSKI

Redaguie dr Krzysztof CHARCHULA

Ale wtedy· y = z, czyli p = Z2 + 4yz = Z2 + 4y2= Z2 + (2y)2,
co konczy dowód twierdzenia. Pominiete szczególy dowodu
pozostawie Czytelnikowi jako bardzo latwe cwiczenie.

Przeprowadzony wyzej dowód twierdzenia Fermata jest
bardzo prosty, ale ma jedna zasadnicza wade. Nie pokazuje
on, w jaki sposób mozna znalezc takie liczby a i ,b, ze
p';' a2 + b2• Jest on calkowicie niekonstruktywny. Znamy
wiele dowodów tego twierdzenia dajacych rózne metody
otrzymywania liczb a i b. ,Uzyskiwane w ten sposób
algorytmy maja rózne wlasnosci, jedne dzialaja szybciej,
inne wolniej.

Bardzo ladne wzory podal Gauss. Jesli p = 4n + 1 oraz

przez (z) oznaczymy taka "reszte" z dzielenia z przez p, ze

l(z)1 < ~, (tzn. z = q' p + (z) oraz l(z)1 < ~), to:

,a = (i· C:) ) , b = ((2n)! . a) .

Te wzory, niestety, tez sa zupelnie nieprzydatne

w praktyce. Do obliczenia liczby (2n)! trzeba wykonac
2n mno·zen. Jesli liczba n ma kilkadziesiat cyfr, to takie
obliczenia trwalyby co najmniej miliardy lat. Przy
wyznaczaniu liczb a i b, zgodnie z algorytmem danym
przez wzory Gaussa, musimy wykon~ liczbe dzialan
proporcjonalna do liczby p. Dla duzych liczb p jest to
niewykonalne. Jestesmy wiec zainteresowani znalezieniem
algorytmu szybkiego i prostego. Sa takie algorytmy. Jeden

z nich przedstawiamy w tym numerze Delty (str. 10).

doc. dr Wojciech GUZICKI

Zadania

F 296. Rakieta wyposazona w impulsowy silnik odrzutowy, pozwalajacy zmieniac
predkosc w ciagu bardzo krótkiego czasu, krazy wokól Ziemi po orbicie kolowej. 

Jak uzyc tego silnika, aby przemiescic rakiete na orbite równiez kolowa, ale o nieco
wiekszym promieniu?
Rozwiazanie na str. 16.

F 297. Do szklanki o srednicy d i wysokosci h nalano wody. Przy jakim poziomie
wody srodek masy ukladu: szklanka + woda przyjmie najnizsze polozenie? Przyjac, ze
scianki i dno szklanki sa jednorodne i maja gestosc powierzchniowa J.I., woda zas gestosc
objetosciowa p.
Rozwiazanie na str. 3.

M 583. Czy szachownice o wymiarach 4 x n mozna obejsc ruchem konika szachowego
tak, by na kazdym polu stac dokladnie raz i w ostatnim posunieciu wrócic na pole
startu?

Rozwiazanie na str. 1.

M 584. Czy w prostokat o stosunku dlugosci boków 9 : 16 mozna wpisac prostokat
o stosunku dlugosci boków 4 : 7, tak by na kazdym boku pierwszego prostokata lezal
wierzcholek drugiego?

Rozwiazanie na str. 1.'

M 585. Udowodnic, ze nie .istnieje wielomian dodatniego stopnia' o wspólczynnikach
calkowitych, którego wartosci we wszystkich punktach calkowitych sa liczbami
pierwszymi.
Rozwiazanie na str. 1.

Klasyczne juz dzis twierdzenie Fermata mówi, ze kazda'
liczba pierwsza p postaci 4n + 1 jest suma dwóch
kwadratów: p = a2 + b2• Znamy wiele dowodów
tego twierdzenia. Chyba najkrótszy zostal niedawno

opublikowany przez D. Zagiera w American MathematicaJ

Month/y. Zapoz~ajmy sie z tym dowodem.

Rozwazmy skonczony zbiór S zdefiniowany nastepujaco:

S = {(z, y, z) E N3 : Z2 :- 4yz = p}
oraz funkcje 1:S -+ S okreslona wzorem:

{(z + 2z, z, y - z - z), jesli z < y - z,
J(z,y,z) = (2y- z,y,z - y + z), jesli y- z < z,< 2y,

(z - 2y, z - y + z, y), je~li z > 2y.

Funkcja 1jest inwolucja,' tzn. dla dowolnej trójki liczb

(z,y,z) E S zachodzi równosc l(f(z,y,z)) = (z,y,z).

Zauwazamy nastepnie, ze trójka (1, 1, n) jest punktem
stalym funkcji 1 : 1(1,1, n) = (1,1, n). Jest to przy
tym jedyny punkt staly tej funkcji. Inny punkt staly
dawalby bowiem rozklad liczby p na iloczyn dwóch liczb
calkowitych. Wynika stad, ze zbiór S ma nie'parzysta
liczbe elementów.

Wezmy teraz nowa funkcje g : S -+ S dana wzorem

g(z,y,z) = (z,z,y).

Ta funkcja jest równiez inwolucja: g(g{z, y, z)) = (z, y, z).
Zbiór S ma nieparzysta liczbe elementów, a wiec funkcja g'

musi miec co najmniej jeden punkt staly: g(z, y, z) = (z, y, z).
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ZIEMIA,

150 mln km

0.0167
O

6378 km

5.974xl024 kg
O~997
365~25

wielka pólos orbity
mimosród

nachylenie

promien równikowy
masa

okres obrotu

okres obiegu

Planeta uznawana

Atmosfera Ziemi

KSIEZYC promien orbity 384400 km

okres obiegu 27~3217

Ksiezyc jest w sto- promien 1 738 km

sunku do swojej ma- . masa 7.348xl022 kg

cierzystej planety najmasywniejszym satelita w Ukla

dzie Slonecznym (byc moze. z wyjatkiem ukladu Pluton

- Charon). Nic wiec dziwnego. ze wlasnie on waru nkuje
szereg zjawisk zachodzacych na Ziemi. np. precesja osi

ziemskiej. plywy i wynikajace z tego spowalnianie ru

chu obrotowego Ziemi (w tempie 0.002 sjstulecie) i in.
Równiez Ziemia wywarta swój wplyw ~a Ksiezyc. np.

wyhamowujac jego obrót tak. ze obecnie jego. okres

obrotu równy jest okresowi obiegu. Dlatego Ksiezyc

widzimy stale z jednej tylko strony -. pierwsze obrazy

odwrotnej strony Ksiezyca przeslala -Luna 3 w 1959 r.

Z kolei spowalnianie obrotu Ziemi. czyli ubytek jej m?
mentu pedu. musi byc skompensowany wzrostem mo

mentu pedu Ksiezyca - dlatego obecnie Ksiezyc oddala

sie od Ziemi. co jest bezposrednio mierzalne metodami

laserowymi. Wreszcie naturalna rzecza jest. ze Ksiezyc

zostal pierwszym celem kosmicznej wyprawy czlowieka

(N. Armstrong. 1969) .. LM nad Ksiezycem



maladella

Wazenie czynnosc prosta!

dd~0,5·103 kg/m3,
d ~ 1,3 kg/m3,

otrzymujemy

kg/m3,

Podstawiajac dane liczbowe:

gestosc zelaza dz = 7,9 . 103
gestosc drewna
(suszone sosnowe)
gestosc powietrza

Mala Delte przygotowala Lidia GOETTIG

Stad otrzymujemy, ze

md _ 1- d/dz

mz - 1- d/dd'

md/mz ~ 1,0024.

Wynika stad, iz rzeczywisty (czyli wyznaczony
w prózni) ciezar 1 kg drewna (w powietrzu) jest
wiekszy niz rzeczywisty (czyli w prózni) ciezar
1 kg zelaza (w powietrzu) o okolo 2,5 g. Drewno
ma mniejsza od zelaza gestosc, wiec ta sama masa
drewna zajmuje wieksza objetosc, a wiec i wypiera
wiecej powietrza, wazy wiec w powietrzu mniej.
Aby te materialy w powietrzu wazyly tyle samo
(waga znajduje sie w równowadze), masa drewna
musi byc wieksza. Paradoksalna teza, ze 1 kg

. drewna jest ciezszy od 1 kg zelaza jest, o.dziwo!,
prawdziwa.

Poprawka na wazenie w powietrzu jest tym
wieksza, .im gestosc wazonego towaru jest blizsza
gestosci powietrza, przy zalozeniu, ze masy
towarów porównujemy z masa odwazników
mosieznych czy zelaznych (albo tez uzywamy
wagi sprezynowej). Gdy kupujemy 1 kg cukru,
to w rzeczywistosci dostajemy go o okolo 1,5 g
wiecej, ale nie ma to wiekszego znaczenia,
gdyz dokladnosc wazenia w sklepie wynosi
w najlepszym przypadku 5 g.

Koniecznie natomiast trzeba uwzglednic poprawke
na wypór powietrza wtedy, gdy pomiaru
dokonujemy z dokladnoscia do mg (10-3 g) lub
dziesiatej czesci mg, a taka dokladnosc moz'na
uzyskac poslugujac sie np. waga analityczna·

Kazde cialo zanurzone w powietrzu doznaje
parcia, tj. sily wyporu, skierowanego ku górze
i równego ciezarowi wypartego przez to cialo
powietrza. Innymi slowy, kazde cialo w powietrzu
traci pozornie na ciezarze tyle, ile wynosi ciezar
powietrza zajmujacego taka objetosc jak to cialo.
Jest to tresc prawa Archimedesa, które stosuje sie
zarówno do cieczy, jak i do gazów.
Wezmy teraz wage szalkowa i na jednej szalce .
ustawmy jednokilogramowy zelazny odwaznik,
a na drugiej - drewno w takiej ilosci, aby
waga znalazla sie w równowadze. Powiemy,
ze odwazylismy w t~n sposób -1kg drewna.
Oczywiste jest wiec, iz 1 kg drewna wazy
tyle samo co 1 kg zelaza. Oczywiste, ale
niedokladne. Na lewa szalke dziala sila ciezaru
odwaznika równa m . g (m - masa odwaznika,'
g - przyspieszenie grawitacyjne) pomniejszona
o sile wyporu powietrza skierowana przeciwnie
i równa V . d . g (V - objetosc odwaznika,
d - gestosc powietrza). Sile wyporu trzeba
równiez uwzglednic dla drewna na prawej szalce.
Z równosci sil dzialajacych na obie szalki wagi
znajdujacej sie w równowadze, wynika, ze:

md . g - Vd . d . g = mz . g - Vz . d . g ,
gdzie indeksy d, z oznaczaja odpowiednio drewno
i zelazo.

Wazenie to jedna z tych zwyczajnych
czynnosci, z którymi spotykamy sie na co dzien.
Na zartobliwe pytanie z czasów dziecinstwa, co
jest ciezsze: 1 kg drewna czy 1 kg zelaza, nie
damy sie nabrac i wszyscy chórem, choc czasem
bez glebszego zastanowienia, odpowiemy: 1 kg to
1 kg, wiec wazy tyle samo. Czy rzeczywiscie?
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MERKURY

mu i stosunkowo

ry dostarczyl jed

ii wzglednosci.

prbity Merku~
.. , iu perturbacji

/' a jed~n obieg
ane.

0.387 j.a.
0,2056

7~004
2439 km

0.0553 masy EEl

58~6462

87~95

wielka pólos orbity
mimosród

nachylenie

promien równikowy
masa

okres obrotu

okres obiegu

Dzieki szybki
duzemu

nego z .d'6

Te~
reg'G( "

ze st' ,
- zjawiPowienchnia Merkurego

Ta najblizsza Sloncu planeta jest bardzo trudna do zaobserwo

wania - z reguly ginie w blasku Slonca, poniewaz jej katowa

od niego odleglosc nie przekracza 28°, Z tego tez powodu

topografia Merkurego wlasciwie zupelnie nie byla znana do

1974 r .. wtedy bowiem zblizyla sie don jedyna. jak dotychczas.

sonda Mariner 10 (Mariner Venus-Mercury). Kamery sondy

ukazaly. ze glob planety do zludzeni,a przypomina Ksiezyc.

tak ze bez znajomosci topografii tych obiektów nie sposób

ich rozróznic. Najwybitniejszym tworem na powierzchni Mer

kurego je!;t kolowy wal górski o srednicy 1300 km. zwany

Caloris Planitia. Jest to najprawdopodobniej POZO~lOSC po

upadku wielkiego meteorytu. W okolicy antypodyc . teren

jest szczególnie chaotycznie uksztaltowany. co interpret sie

jako wynik zogniskowania fali sejsmicznej powstalej w wynl

udenenia tego meteorytu.



WENUS Q

0.723 j.a.
0.0068

3~394
6052 km

0.815 masy Q

-243~01
224~7

Ta podobna rozmiarami i masa do Ziemi planeta

jest - po S}oncu i Ksiezycu - najjasniejszym

obiektem na naszym niebie. Jej katowa od

leglosc od Slonca nie przekracza 46°; Wenus

swieci wtedy jako Gwiazda Poranna lub Wie-
czorna. Fazy .' 'uz Galileusz.

Swój blask pla ie odbijajacej

swiatlo slonec hrnur (struk-

tura cJ!Lnur na . ~ oczna iest w

_.,0 ... Jb:.--

zieki
w' terenu

wielka pólos orbity
mimosród

nachylenie

promien równikowy
masa

okres obrotu

okres obiegu

Atmosfere Wenus odkryl M. -L1'5mo

obserwacji przejscia planety przed ta

(najbliz akie zjawi astaDi_d

2004). tni c at
byla w' 'e ond
Wen

razy p

u dolu). Okazalo sie. ze atmosfera sklada sie , ,
'glównie z dwutlenku wegla. co tlumaczy warunki ~enus w nadfIOlecie

panujace na powierzchni planety. Mianowicie cisnienie wynika po prostu z wielkiego ciezaru gestej atmosfery, za temperature

zas odpowiedzialny jest tzw. efekt cieplarniany. Polega on na tym, ze warstwa (02 zle przepuszcza promieniowanie pod

czerwone gruntu. który wobec tego nie moze sie dostatecznie szybko wychlodzic. Surowosc warunków na Wenus poglebiaja

dodatkowo deszcze kwasów. glównie siarkowego. Przy tym wszystkim wrecz zaskakujace jest, ze na powierzchni planety

jest jednak dosc widno - 1~%oswietlenia na Ziemi.

Atmosfera Wenus

Grunt wenusjanski



Algorytm rozkladu liczby
••

pIerWSZej na sume kwadratów

i wreszcie

o :5 r2 < rl ,
0:5 ra < r2,

0:5 r. < ra,

ro = rl . ql + r2 ,
rl = r2 . q2 + ra ,
r2 = ra . qa + r.,

A jak znalezc niereszte kwadratowa modulo p? Musimy wiedziec, w jaki sposób
sprawdzic, czy liczba c jest niereszta kwadratowa oraz wiedziec, gdzie ich szukac.
Okazuje sie, ze dosc latwo jest sprawdzic, czy liczba c jest niereszta kwadratowa.
Pomocne jest tu tzw. prawo wzajemnosci dla reszt kwadratowych (po szczególy odesle
Czytelnika do Teorii liczb W. Sierpinskiego). Jak jednak szukac' tych niereszt? Okazuje
sie, ze bardzo skuteczne jest szukanie ich "po kolei". Bierzemy kolejne liczby pierwsze
(latwo zauwazyc, ze to wystarczy) 'i sprawdzamy, która z nich jest nier"eszta. Ale jak
dlugo bedzie to trwalo? "

Troche gorzej jest z krokiem I. Liczbe z znajdujemy w nastepujacy spos6b. Najpierw
znajdujemy tzw. niereszte kwadratowa modulo p, tzn. taka, liczbe c, ze kongruencja
Z2 == e(modp) nie ma rozwiazania. Euler wykazal, ze wtedy e(p-I)!2 == -1(modp).
Zatem e2n == -1(modp), a wiec za.z wystarczy wziac liczbe en, a wlas"ciwie reszte
z dzielenia tej liczby przez p.

rn-2 = rn-l .qn-l + rn ,
rn-I = rn . qn •

Postepowa;nie to konczymy, gdy kolejna reszta bedzie r6wna O (rn+1 = O). Twierdzenie
Lamego mówi, ze liczba dzielen nie przekroczy pieciokrotnej liczby cyfr liczby rl.
Dla liczb p i z, majacych kilkadziesiat cyfr, wykonamy zatem co najwyzej kilkaset
dzielen, co moze byc wykonane na duzym komputerze w bardzo kr6tkim czasie.
Zauwazmy, ze liczba dzialan, kt6re tu wykonujemy, nie jest juz proporcjonalna
do liczby p, lecz do liczby cyfr (czyli logarytmu dziesietnego) liczby z (a wiec
i do liczby cyfr liczby p). Krok IIalgorytmu konczy sie zreszta wczesniej. Mozna
pokazac, ze wypiszemy dokladnie polowe wszystkich reszt.

Pojawiaja sie tu dwa problemy. Po pierwsze, jak obliczyc en? Wydaje sie, ze trzeba
wykonac n mnozen przez liczbe e. Okazuje sie, ze jednak nie. Wyobrazmy sobie dla
przykladu, ze mamy obliczyc liczbe e16• W tym cel~ wykonamy tylko 4 mnozenia:

mn,ozymy e· c otrzymujac e2,

mnozymy e2. e2 otrzymujac e\
mnozymy c·, c· otrzymujac e8

mnozymy e8• e8 otrzymujac e16•

W podobny spos6b mozna wykazac, ze liczba mnozen potrzebnych do wyznaczenia en

jest proporcjonalna do logarytmu (przy podstawie 2) liczby n. Zauwazamy przy tym,
ze nie interesuje nas dokladne wyznaczenie liczby en, ale jedynie reszty z dzielenia
jej przez p. W kolejnych mnozeniach nie bedziemy zatem mieli do czynienia z coraz
wiekszymi liczbami (przez co kolejne mnozenia trwalyby! coraz dluzej), ale za kazdym
ra~em.mnozymy liczby mniejsze od p i bierzemy reszte z dzielenia przez p. Ta czesc
algorytmu bedzie zatem trwala krótko, jej czas dzialania jest znów proporcjonalny
do, logarytmu liczby p.

'Latwo dowodzi sie, ze istnieje (p - 1)/2 niereszt kwadratowych modulo p, mniejszych
od p. Ale nie wiemy, jak duza jest najmniejsza z nich. Taki algorytm moze wiec okazac
sie zn6w nieprzydatny, czas dzialania moze zn6w byc' proporcjonalny do p. Jednak
w praktyce bardzo szybko znajdujemy niereszte. Dla liczb p, mniejszych od 1000000
(pamietajac, ze p == l(mod 4)), znajdujemy niereszte wsród liczb nie wiekszych od 37.

Wojciech Jeden znajszybszych algorytm6w rozkladu liczby pierwszej postaci 4k + l na sume
G UZleKI kwadrat6w wyglada nastepujaco:

krok I: znajdz taka liczbe z < p, ze Z2 == -1(modp),
krok II: zastosuj algorytm Euklidesa do p i Zi pierwsze dwie reszty,

mniejsze od ..;p, sa liczbapli a i b.

'Krok IIjest wykonywany bardzo szybko. Przypomnijmy, na .czym polega algorytm
Euklidesa. Majac dwie liczby ro i rl (zakladamy, ze ro ~ rd wypisujemy ciag reszt
z kolejnych dzielen:

dr

Ewolucje w kosmosie,
czyli jak wykorzystac

grawitacje

FiZYCZnE nOWInHl

doc.

Ciekawe, jak zakodczy sie misja. Hitena.
Kierownik programu naukowego Hitena,
K. T. Uesugi twierdzi, ze hamowanie
w atmoflferze ziemskiej. jest bardzo

ryzykowne i moze skonczyl sie fAtalnie. Przypuszczamy, ze zawsze dosc szybko taka niereszte znajdZiemy. Wnioskiem z (nie
Jan KALINOWSKI udowodnionej) Uogólnionej Hipotezy Riemanna'jest oszacowanie: najmniejsza niereszta

(wg Nature z 2 sierpnia 1000 r., str, .00) jest mniejsza od 2 . (log2 p)2. Jest to jednak tylkó przypuszczenie - za to skuteczne.

Jak dot ••d, Hiten spisuje flie znakomicie.
Jedynie mini-satelita wielkoiid pilki
baseballowej, który odla.czyl sie od
Hitena. w czasie pierw8zego zblizenia do
Ksiezyca, "zniknaJ" naukowcom. Juz po
jego odla.czeniu sie stwierdzono, ze uklad
telemetryczny mini-flatdity nie dzial",
pn.widlowo i nie mozna ~Iedzit go z Ziemi.

Grawitacja kojarzy sie nam zwykle
•. csym', co "prze •• kadsa" oderwa.l sie od
Ziemi. Ksieiyca, planet itp. Przecie z sondy
miedzyplanetarne wyposazone ., w silniki
koniecsne do pokonania pnyci"gania
grawitacyjnego cial niebieskich lub do
.miany orbity. Moina jednak w tych
celach wykorzystal wlunie grawitacje.
W .tyczniu 1000 r. Japonczycy wystrzelili
pierwezy pozaziemski sputnik, nazwany
Hiteo - od nazwy buddyjski,ego aniola.
Prze. sprytne wykony.tanie pnyci"ga.Dia
Slo6c&, Ziemi i K.ieiyca inzynierowie
'I Instytutu Naukowego Przestrzeni
i Astronautyki maj ••nadzieje: zmusil Hitena
do wykonania se'rH skomplikowanych
ewolucji wok6l Ziem~ i Ksiezyca bez uzycia
zadnych silnik6w. Zresztllt Hiten jest
bardzo maly, jego masa wynosi zaledwie
182 kg (niewiele wie:cej niz japonskiego
zapalfniJra sumo) i nie ma odpowiednich
ku temu silniJr6w.

(por. artykul na str. 6)

Hiten zoetal wyniesiony na orbite
Ziemi przez mal •• rakiete nl\ paliwo
etale. W marcu 1900 r. przycia,ganie
grawitacyjne Ksiezyca llwycil\gnelo"
Hitena na orbite z apogeum 750 tys. km
(odlegloU Ksiezyca od Ziemi wynosi
ok. 380 tys. km). Po prawie" miesia.cach
"If'niwego" okra,zania Ziemi Hiten
przeszedl ponownie blisko Ksiezyca,
co spowodowalo zmniejezenie apogeum
orbity do 560 tye. km. Teraz sonda zbliza
sie do Ksiezyca co miesilltc. Po trzech l

zblizeniach, które nast~ily 4 sierpnia,
7 wrze Ania i 2 pudziernilca 1000 r., Ksiezyc
sRowodow&! wyrzucenie Bondy na odleglo~t
1350 tys. km od Ziemi, aby na poczC\tku
1001 r. "zlapal" go na orbite bliz8za. Ziemi.
Po serii kolejnych zblize6. do Ksiezyca
perigeum orbity zmaleje do 120 km (nie
tysiecyl). Ma to nast~il w polowic marCa
1001 T. W czasie tego zblizenia do Ziemi
oddzialywanie z g6rnymi "".arlJtwami

,a.tmosfery ziemskiej powinno spowolnil
Hitena na. tyle, aby umielfcit go w tzw.'
punkcie Lagrange'a, gdzie przycia,ganie
grawitacyjne Ziemi i Slonca równowazy
sie. Po krótkim pobycie w tym punkcie
Hiten, za pomoc~ 'flwoich miniaturowych
silniczk6w, zostalby umieszczony Da orbicie
okoloksiezycowej.
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Fobos

JADRO

~KOR(JPA

1.524 j.a.
0.0934
1~850
3397 km

0.107 masy ffi

1~026
1.881 lat

a zmiany zabarwie
iemniej jednak

re osiadly na po
ce na celu poszukiwanie

la daly wynik negatywny.

wielka pÓlos orbity
mimosród
nachylenie
promien równikowy
masa
okres obrotu

rozmiary
(km)

26x21
13

Satelity
promien orbity okres óbiegu

(km) (dni)

9378 0.319
23459 1.265

Na niebie latwo go poznac po wyraznie czerwo
nym blasku - dlatego :Zostal nazwany imieniem
boga wojny. Stosunkowo silne splaszczenie jego
orbity zauwazyl Kepler i tak Mars przyczynil sie
do sformulowania slynnych praw ruchu planet.
Za to pózniej planeta stala sie zródlem zadziwia

jacego masowego zludzenia: w'(>zyscy obserwa-'
torzy widzieli na powierzchni Marsa ..kanaly" . co
stalo sie nawet przyczyna spekulacji o cywiliza
cji ,zamieszkujacej planete. O istnieniu zycia na
Marsie swiadczyly tez jakoby sezonowe zmiany
zabarwienia gruntu interpretowane jako efekt cy

klicznego rozwoju i zamierania roslinnosci. Wla
sciwie dopiero dzieki obserwacjom przeprowa-

dzonym z bliska przez sondy kos~zne alo okres Obiegu.

sie wyraznie. ze 'po prost n' laneta jest pusty
nia gru ntu w szeni rze wielkie
w 1976 r. automa wó

wierzchni Marsa. wykon
produktów przemiany materii

Fobos
Deimos

Dwa ksiezyce Marsa sa bardzo trudne do zaobserwowania. gdyz gina w blasku samej
planety (odkryl je Asaph Hall w 1"817 r.). Fobos obiega Marsa tak nisko. ze jego obieg
trwa krócej niz marsyjska doba. wskutek czego
wschodzi na zachodzie i zachodzi na wschodzie.

Jest to jedyny taki przypadek w calym Ukladzie
Slonecznym.

MARS

Grunt marsyjski



Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

KORESPONDENCYJNY KLUB FIZYKÓW

Drodzy CzlonJcowie i Sympatycy Klubti!

Przwominamy, ie co mie..ac prZl/znajemy
nag~ kli~wa dla autora najciekawiej

opracowanego ro.zwiawnia ponawionych
zagadnien.

13---

DRUT

Wynik doswiadczenia
plywa pionowo plywa poziomo

dla d < 5 cm lub d > 13 cm dla 5 cm < d < 13 cm

nigdy zawsze (dla kazdego d)
itd. itd.

Dlugosc' I
(cm)
25

10
itd.

Dzisiaj proponuje doswiadczenia zwiazane z plywaniem cial. Uczono nas w szkole,
ze cialo plywa, jezeli ciezar wypartej cieczy moze zrównowazyc ciezar zanurzonego
ciala. Jest to mozliwe, kiedy gestosc ciala zanurzonego nie przewyzsza gestosci cieczy.

Chcialbym wyjsc poza ten najprostszy warunek i zapytac, w jakiej pozycji cialo moze
stabilnie plywac? Wiadomo, ze na przyklad olówek wrzucony do wody bedzie plywal

w p~)Zycji poziomej, natomiast nie da sie go przekonac, aby plywal pionowo. Inaczej
jest z tzw. areometrem, przyrzadem, który sluzy do wyznaczania gestosci cieczy. Ten
plywa pionowo. Spróbujmy zbadac nieco dokladniej, od czego zalezy zdolnosc Ciala do
stabilnego plywania w okreslonej pozycji. Do naszych badaK wybierzemy sobie

Obiekt fizyczny

Bedzie nim zwykly olówek, najlepiej nowy (nie zatemperowany). Jezeli chcemy,
aby nasze doswiadczenia byly precyzyjne, nalezy go przed wlozeniem do wody
zaimpregnowac, aby nie nasiakal woda. Zrobimy to zanurzajac olówek na kilka minut

'w goracy pokost lub olej. Po wyjeciu wytrzemy go szmatka. Mozemy teraz przystapic
do wlasciwych doswiadczen. Aby dac olówkowi szanse plywania pionowo, bedziemy go

obciazali. Najwygodniejszy jest do tego drut miedziany (bez izolacji). Zaopatrzywszy
sie w drut i narzedzie do jego ciecia oraz naczynie z woda, w którym olówek moze
swobodnie plywac, przechodzimy do nastepnego etapu, którym jest

Badanie stabilnosci plywania
Bierzemy kawalek drutu ó dlugosci, powiedzmy, l i nawijamy go na olówek tak, aby
utworzyl mozliwie skupione obciazenie w dowolnie wybranej odleglosci d od konca

olówka (patrz rysunek 1). Calkowita dlugosc olówka oznaczmy przez h. Wrzucamy
ter.az obciazony olówek do wody. Jezeli tonie, skracamy dlugosc drutu l, poszukujac
takiej najwiekszej jego dlugosci lmaz, przy której olówek jeszcze plywa. Jezeli wiemy

juz, ile drutu mozemy nawinac nie topiac olówka, wyko~ujemy serie dpswiadczen dla
róznych dlugosci drutu, na przyklad: O, glmaz, O, Slmaz itd. Kazde doswiadczenie·

bedzie-polegalo na przesuwaniu klebka drutu wzdluz olówka (czyli zmienianiu

odleglosci d) i ustalaniu, w jakiej pozycji olówek plywa. Wyniki zapisujemy w tabeli,
na przyklad dla Imaz = 30 cm:

l
B

j
B

= h•
l OtOWEK Oacl~lONY

5---

h

otG"EK

~

ID

J!.

Rys. 1

'p.;J
18

Rys.2

Rys. 3. Wykres razowy wody,

Wyniki takich doswiadczen mozna przedstawic na wykresie (patrz rysunek 2).

Dysp~>nujac odpowiednia liczba wyników bedziemy mogli na plaszczyznie wykresu
wyróznic obszary o róznym zachowaniu ukladu:

1) plywanie poziome,
2) plywanie pionowe,
3) toniecie.
Taki wykres przypomina tak zwane wykresy fazowe w fizyce. Na przyklad mozna
przedstawiac stan skupienia wody na wykresie cisnienia w zaleznosci od temperatllry

(patrz rysunek 3). Mozna z niego na przyklad odczytac, ze przy ciinieniu 1000 hPa

woda krzepnie w temperaturze O°C (przejscie lód-ciecz) i wrze w temperaturze 100°C
(przejscie ciecz-para).

Wracajac do naszych doswiadczen, jak zawsze nalezy notowac wszystkie istotne dla
doswiadczenia informacje, na przyklad grubosc drutu, jego ciezar, ciezar i wymiary
olówka, dlugosc wystajacej z wody czesci olówka plywajacego pionowo itd.

Oczywiscie, poda,bne doswiadczenia mozna wykonyw~ z innymi obiektami
plywajacymi. Dla naj ambitniejszych mam propozycje PróbY opisu teoretycznego I
otrzymanych wyników. A, jeszcze jedno: trzeba sie strzec olówków kopiowych ~ nie

nadaja sie do doswiadczen w wodzie!
Powodzenia.

Listy prosimy przysylac pod adresem:

Korespondencyjny Klub Fizyk6w.
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego
ul. Hoia 69, 00-681 Warszawa.

Redaguje doc. dr Jan GAJ
,

Z opisanym zjawiskiem fizycznym wiaze sie problem matematyczny: jakie ksztalty
moga miec ciala plywajace jednakowo dobrze w kazdej pozycji. Napiszemy o tym
w jednym z kolejnych numerów.

Redakcja
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wielka pólos orbity 9,575 j.a.
mimosród 0,0527

nachylenie 2~486
promien równikowy 60000 km
masa 95.17 mas Ell

es obrotu Of4375

biegu 29.630 lat

'. ze po pow'ierzchni pierscieni przesuwaja sie w tempie obrotu
aknetosfera plapety.

SATURN
Odkrywca pierscieni Saturna. Ga
lileusz. nie wiedzial. co wlasciwie

widzi. Byl przekonany. ze odkryl
planete ..potrójna". tak bowiem
mógl wygi ac Saturn z pierscie-
niami ogla y przez lunete o nie

'najlepszej o ce. Prawidlowo
przedstawil p rsclenie dopiero
Christiaan Huyg s w 1658 r. W
ostatnich latach kaza~o sie, co

prawda. ze wszyst' planety 01

~rzymie maja piersci ie,ale u Sa
turna sa one najbardz 'rozbudo
wane. najgestsze i de onstruja
szereg zjawisk mechanic ch ni-
gdzie wiecej nie spotykanyc Mo-
zna tu wymienic np. przer w pierscieniach
odpowiadajace orbitom. na 'rych czas obie-
gu wokól planety bylby wspól 'erny z czasem
obiegu niektórych satelitów; prze wy tzw. ogni-
skowania grawitacyjnego cienkie pierscienia
przez dwa satelity poru szajace sie orbitach;
nieco ciasniejszej i nieco obszernie'
pierscien; nie wytlumaczone do
we skrecenie jednego z cienki /-
Saturna ciemne radialne sm~i.

rozmiary

(km)
60

140x80
110x70
220x60

140xl00
390
510

1050
50
60

1120
60

1530
5120

410x220
1440

200

okres obiegu

(dni)
0.602
0.613

0,627
0.695
0.695
0.942
1.369
1.885
1.885
1.885 
2.737
2.737
4.511

15.910
21.281
79.1

549.1

Satelity
pólos orbity

(mln km)
0.138
0.139
0.142
0.151
0.151
0.186
0.238
0.295
0.295
0.295
0.377
0.377
0.527
1.222
1.483
3.560'

12.950

Atlas
1980S27
1980S26
Janus

Epimetheus
Mimas
Enceladus

Tethys
:relesto

Calypso
Dione
Dione B
Rhea

Tytan
Hyperion
Japetus
PhoebeTytan

Sam Saturn. mim~tkich podobienstw fizycznych do Jowisza, jest globem zn~e -spokojniejszym. dlatego jego wodorowo
metanowo-amoniakalna atmosfera jest bardziej jednolita i przypo

mina atmosfere Jowisza dopiero po sztucznym wzmocnieniu kolorów.

Wszystkie te fakty znane ioneer 11 (IX 1979). Voyagerl (XI 1980).

Voyager 2 (VIII 1981). Son y razy '1l1eu kilka nowych drobnych. W ukladzie
satelitów stwierdzono kilka . us i Epl aktycznie po tej samej orbicie. ale
zawsze antypodycznie. Drob najduje sie w jednym z trójkatnych punktów libracji. ukladu Saturn-
Dione. podobnie Telesto i Cal so bi be c stale w trójkatnych punJ<tach libracji ukladu Saturn- Tethys.

'Nadal nie znamy powierzchn' na" zego satelity turna, Tytana. poniewaz przeslania ja szczelnie gesta atmosfera.
znana zreszta juz od daw n p s wacji naziemnych. Atmosfera ta sklada sie glównie z azotu i argonu.'
z drobniejszymi domiesz m' me anu. amoniaku. wodoru i in, Na
wysokosci 50 km rozci ga le arstwa chmur z kropelek azotu. a

cisnienie przy powierz oc nia sie na okolo 1.5 atm.



Plazma bywa nazywana "czwartym stanem materii". Zasluguje
ona jednak raczej na miano "pierwszego stanu" , gdyz jest

wszechobecna we Wszec~wiecie. Ponad 99% obserwowanej

materii to wlasnie plazma. Masa naszego Ukladu Slonecznego
jest calkowicie zdominowana przez ogromna kule plazmatyczna,
jaka jest Slonce. Najbardziej zdumiewajace jest to, ze materia,
która okreslamy jako plazme, wystepuje w formach, których 
gestosci róznia sie az o 30 rzedów wielkotici.

'apokaliptyczne wizje miast zatopionych

na skutek podniesi}mia sie poziomu mórz, wywolanego przez
efekt cieplarniany, sa mocno przesadzone. Ostatnie badania
w dziedzinie klimatologii pokazuja, ze najprawdopodobniej
Ziemia jest lepszym homeostatem, niz sobie to dotychczas

wyobraiano. Po pierwsze, wzrost temperatury wywola
wzmozone parowanie' mórz, a wiec i wzrost zachmurzenia. To

z kolei moze powstrzymac lub zwolnic wzrost temperatury.
N a skutek zwiekszenia wilgotnosci powietrza zwiekszy sie

równiez prawdopodobnie szybkotic tworzenia lodu w poblizu

biegunów. W koncowym efekcie polarne czapy lodowe moga
nawet nieznacznie wzrosnac, powodujac spadek poziomu mórz,

ale tylko o okolo 1. mm.

Coraz wieeeJ darrYc~ \w~azuje na to, ze uzywanie komputerówjest szkodliwe dla rfJrowia. Nie chodzi jednak np. o wplyw
promieniowania monitorów czy tez o inne oddzialywanie

s()ecyficzne dla komputerów, ale o powszechne naruszanie zasad
ergonomii przy ich stosowaniu. Rezultatem staja sie wady
posta,,'lY, bóle korzonkowe itp.

.Wirusy •.~ satn0fow~lajace sie programy, moga bycniebezpieczne dla 1omputerów. Wiedza o tym wszyscy
uzytkownicy. Ale takze komputery moga byc ~zkodliwe dla
wirusów. No, oczywiscie, nie komputerowych, ale prawdziwych,

bio.lo'gicznych. Od okolo dziesieciu lat prowadzone sa badania
nad lekami antywirusowymi wykorzystujace projektowanie

komputerowe. Powodem, dla którego uzywa sie do tych badan

komputerów, jest koniecznotic uzyskania leku o wysokiej
swoistosci i precyzji dzialania: musi on przerywac namnazanie

wirusów bez za~amowania cyklu rozwojowego komórki, której
integralna czescia staje sie wirus. Niestety, do tej pory nie udalo
sie wykryc poszukiwanego. specyfiku. Jednak wraz z rozwojem
coraz szybszych kompute.rów szanse na koncowy sukces rosna.

Naukow~lab<1fa'dri~ IBM w Yorktown Heights (USA)opracowali metOde/przesylania sygnalów uniemozliwiajaca
jakikolwiek podsluch. W metodzie tej informacja kodowana jest

jako polaryzacja wiazki swietlnej tak slabej, ze istotne staja sie
dla n'iej efekty kwantowe. W rezultacie zasady nieoznaczonotici

dowolna próba przechwycenia sygnalu bez poslugiwania sie

lpecjalnym kodem odbioru (do ustalenia przez porozumiewajace
sie strony) powoduje zniszczenie informacji.

, Choc m~ie tó "fYd~ dziwne, tzw. alternatywne sposobygenerowania energp elektrycznej budza czasem sprzeciwy
obronców naturalnego srodowiska. W Wielkiej Brytanii

np. istnieje opozycja przeciw instalowaniu elektrowni

wiatrowych, gdyz gigantyczne wiatraki niszcza piekno
krajobrazu brytyjskich wzgórz. Podobne problemy stwarzaja
w cieplejszych krajach elektrownie sloneczne - aby generowac

znaczaca ilosc energii, baterie sloneczne musza zajmowl!C

ogromne powierzchnie. Ostatnio praktyczni Szwajcarzy znaleiIi
nastepujace rozwiazanie: umieszczaja oni baterie wzdluz swych
wysokogórskich autostrad.

Ubiegly rok przyniósl w fizyce kilka kontrowersyjnych wyników
opublikowanych w powaznycb czasopismach naukowych.
Wyników, które wzbudzily wiele emocji, by po krótkim czasie

okazac sie falszywymi. Wspomniec tu nalezy przede wszystkim

o "zimnej syntezie jadrowej". Byc moze podobny los spotka

prace uczonych japonskich H. Hayasaki i S. Takeuchiego,
w której donosza oni o obserwacji ubytku masy przez ...

wirujacy zyroskop. Ubytek ten ma byc proporcjonalny do
predkotici katowej i wynosic okolo 5 . lO-Q poczatkowej masy
w przypadku jednego obrotu na minute. Co dziwniejsze,

Hayasaka i Takeuchi twierdza, ze efekt zalezy od kierunku
i zwrotu predkotici katowej: jest ekstremalny, gdy o~ obrotu

ma kierunek pionowy. Gdyby patrzec na zyroskop z góry,
to ubytek masy bylby maksymalny dla obrotów zgodnych

z ruchem wskazówek zegara, a znikalby zupelnie przy _
obrotach przeciwnych. Spolecznosc naukowa zmeczona nieco

pseudorewelacjami odnosi sie sceptycznie do japonskiego
doniesienia. Warto jednak pamietac, ze gdyby okazalo sie ono

prawdziwe, musielibysmy calkowicie ·zmienic poglady na nature
oddzialywan grawitacyjnych .

Slowo "s~rot

kosztownych urzactfen, których fizycy czastek elementarnych
uzywali do swych ezoterycznych doswiadczen. Wszystko
wskazuje na to, ze sytuacja ta ulegnie juz wkrótce radykalnej
zmianie. Od 1972 roku wiadomo, ze niezwykle energetyczne

promieniowanie elektromagnetyczne, emitowane przez czastki

rozpedzane w synchrotronach, moze wstac uzyte do produkcji
ukladów scalonych wielokrotnie mniejszych, a wiec i szybszych
niz wytwarzane obecnie. Technologia ta, zwana litografia

rentgenowska, 'wchodzi obecnie w faze badan praktycznych.
Przoduje w tej dziedzinie Japonia, gdzie buduje sie siedem

synchrotronów specjalnie przeznaczonych do tych celów.

Przewidywania mówia, ze rozwój elektroniki bedzie wymagal
konstrukcji okolo 175 synchrotronów w ciagu najblizszych

kilkudziesieciu lat.

Istniej ac~sposol!ly

sa w stanie wytiunfaczyc zasad lotu owadów. Symulacje
komputerowe prowadza do przewidywania sily ciagu ich skrzydel

kilkakrotnie mniejszego niz zmierzony do~wiadczalnie. Dla

usprawiedliwienia aerodynamików mozna powiedziec, ze niektóre

owady stosuja niezwykle wyrafinowane metody lotu, np: stykaja
ze soba skrzydelka w ich najwyzszym polozeniu. Ich rozlaczenie

wytwarza nastepnie chwilowa próznie pomiedzy nimi, co
drastycznie zwieksza sile ciagu.

Fizyka t~orla

odgryw~na przez kkdy z tych skladników bywaja calkowiciesprzeczne. Artur Conan Doyle, autor PrZl/g6d Sherlocka.
HoIme6a, byl zdania, ze Teoretllzowanie, zanim pozna 61'~ dane,

je6t pod6tawowym bl~dem Nieiwiadomie Z<1CZl/namllnaginac faktII,

abll pa60waJy do teorii, zamian zmieniac teorie, bil pa60walll do
faktbw. Odmiennego zdania byl jeden z pionierów ogólnej teorii

wzglednosci, Artur Eddington: Rouadnie jen nie ulac zbytnio'
wynikom do/wiadcza/nllm, dop6ki nie zo6ta"4 one potWi",dzone przez

teori~. I
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Satelity

pólos orbity okres obiegu srednica

(min km) (dni) (km)
Tryton 0,355 -5,88 5000
Nereida 5.510 360 400

plus kilka drobnych o srednicy < 100 km

30.206 j.a.
0,0040

1~773
24300 km

17,24 mas $.
0~768
166,02 lat

Biorac pod uwage opis oprzednich planet oczekiwa-

libysmy, ze Neptun bed globem calkiem martwym.

Tymczasem jego atmosfer kazata sie nadspodziewa-

nie aktywna: mamy tu wyr e pasy równoleznikowe.

wielkie wiry i liczne pasma ur zamrozonego me-

tanu. Voyager 2 odkryl tez kil drobnych satelitów i
uklad slabych pierscieni wokól p et y (aczkolwiek nie

mozemy podac pelnej tabeli sateli - wyniki obser! .

wacji sa jeszcze w stadium.opracow nia). Widac, ze wielka pólos orbity
pod tym wzgledem wyniki obserwacji szystkich pla- mimosród

net olbrzymich sa "nuzaco" podobne. gromne bo- nachylenie

gactwo struktur geologicznych ukazata da na po- . promien równikowy

wierzchni Trytona. lobaczylismy liczne kra uderze- masa
niowe, uskoki. zamarzniete jeziora oraz czynn ulkany okres obrotu

(gejzery?) strzelajace cieklym azotem. okres obiegu

z

NEPTUN

Tryton

wielka pólos orbity 39.91 j.a. emimosród 0.2567

Metoda odkrywania nowych pl a- nachylenie 17~136
net na podstawie analizy ruchu promien równikowy ~2 000 km '

planet znanych pozornie sprawdzi- masa ~0.003 masy $
ta sie po raz drugi - w 1930 r. okres obrotu -6~4
Clyde Tombaugh znalazl na zdje- okres obiegu 252.1 lat
ciach Plutona na podstawie obliczen wykonanych przez Percival Lowella i William

Pickeringa. Ale ... polozenie obserwowane nowej planety nie zgadzato sie z obli-

, czonym. wyznaczona pózniej masa nie zgadzata sie z obliczona, itd. W rezultacie

podejrzewa sie, ze odkrycie bylo jednak przypadkowe.

Osobliwoscia Plutona jest duzy mimosród orbity. W wyniku tego bywa on niekiedy

blizej Slonca niz Neptun - taki okres mamy wlasnie obecnie. O jego cechach

fizycznych do dzis wiele nie wiadomo, z trudem udalo sie ocenic jego rozmiary. _ :- _

Okres obrotu okreslono na podstawie zmian jasnosci - obrót planety okaz at sie synchroniczny z obi~gicm Charona Iprolllicn

~1 000 km, masa ~0.1 masy Plutona. promien orbity ~20000 km). zatem w tym przypadku planeta jest do swego satelity

zwrócona stale jedna ~trona. Jest to jedy~y taki przypadek w Ukladzie Slonecznym. Obserwacje spektroskopowe wyd'aja

sie dowodzic. ze powierzchnia planety pokryta jest metanowym lodem. wyzej zas rozciaga sie rz.adka metanowa atmosfera.

Istnienie atmosfery przypisuje sie wlasnie wyjatkowo ob'ecnie matej odlegtosci od Slonca.



-Klub 44 . Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
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Szczeg6lowy regulamin Klubu 44 zamie~cili~my w Delcie 7/1990, a jego skr6t - we wszystkich
numerach, w których sa. zadania ligowe (tj. w tym roku z wyjllotkiem numer6w 11 i 12).

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwi~zanla zada,n z matematyki. numeru 8/1990

Przypominamy tresc zadan:

2GM - rltJ~
V2 =

dla n parzystych,
dla n nieparzystych.lim !n(Z) = { ~%-0+

a stad

207. Liczby r'zeczywiste x, y, " spelniaja r6wnoU

x' + y' _ ,,' y' + ,,' - x' ,,'+ x' _ y'----- + ----- + ------ = l.
2xy 2y" 2"x

Dowie~c, ie dwa spo~r6d ulamk6w bedacych skladnikami lewej strony sa r6wne l
(a pozostaly -1).

Stad teza.

208. Zamiast ciagu (In) rozwazmy ciag funkcji (gn) okreslony wzorem rekurencyjnym

(1) gl(Z)=Z, gn+1(Z)'=zg,,(%) dlaz>O, n=1,2,3, ...

Ciagi (In) i (gn) sa zwiazane zaleznoscia

(2) !n(z)=gn(sinz) dlazE(0;1I'), n=1,2,3, ... ,

wynikajaca przez natychmiastowa indukcje wprost z definicji tych ciagów.

Przyjmijmy dodatkowo: go(z) = 1; oczywiscie, wzór (1) jest wówczas sluszriy i dla
n = O. Wykazemy przez indukcje, ze

(3) lim gu(z) = 1 dlak=0,1,2, ...%-0+

Dla k = O nie ma czego dowodzic. Przyjmijmy, ze relacja (3) zachodzi dla pewnego
k; mamy wykazac jej slusznosc z k zwiekszonym o 1:' Z zalozenia indukcyjnego g.k (z)
dazy do 1 przy z dazacym z pra.wej strony do zera, a wobec tego 1/2 < g.k(Z) < 2 dla
z dostatecznie bliskich O, Stad, przez dwukrotne z~tosowanie wzoru (1),

(4) z%'/' < gu+.(z) < z%' dla z bliskich O.
Dla kazdego wykladnika p> O mamy, zgodnie z regula de I'Hospitala,

l· p l l' In z l' z -l 1 l' plm z n z = lm -- = lm ---- = - - lm z = O, '
%-0+ %-0+ z-P %-0+ _pZ-p-l P %-0+

207. Zachodzi latwa do sprawdzenia tozsamosc

Z2 + 1/ - Z2 1/ + Z2 - Z2 Z2+ Z2 - y2 (-z + y + z)(z - y + z)(z + y - z)---- + ---- + ---- -1 = ~---~--~~--~
2zy 2yz ~zz 2zyz

Skoro lewa strona ma byc równa zeruj jeden ,z czynników prawej strony musi byc
zerem. Jesli na przyklad z + y - z = 0, to

y2 + Z2 _ Z2 (y _ z)2 _ Z2 + 2y2---- - ------- - 1
2yz - 2yz -

i pOdobnie

lim z%p= lim exp(zP lnz) = l.%-0+ %-0+

Zatem oba skrajne czlony nierównosci podwójnej (4) daza do 1 (przy z -+ 0+), wiec
i srodkowy musi dazyc do 1. To konczy indukcyjny dowód relacji (3).

Z (3) wynika natychmiast:

(5) lim g.k+'(Z)= lim zg.k(%)=0 dlak=0,1,2, ...%-0+ %-0+

Wobec zaleznosci (2) takie same sa tez wartosci granic prawostronnych w zerze
funkcji 'n: .

2 + Z2 - y2 _ 1z _ .
2zz

,208. Rozwazamy cill,g funkcji (I,,) okrelf1onych na przedziale (O; ••.) wzorem: l1(x) = sin x,
/,,+,(x) = (ilinxjJ"(%). Dla ka~dego n naturalnego wyznaczyc Iim /,,(x).

:1:_0+

, IGM(2GM - rltJ~)
_V~"' Ll.tJ. ,

"IVI

gdzie przez Ll.tJ. = tJ' - tJ. oznaczyli~my
przyrost predkosci konieczny do,
osiagniecia orbity kolowej ,w apogeum.

Ro.wl".anle .adanlor F 296.
Zalózmy, ze promien pierwszej orbity
wynosi r,. W ówczas predko~c rakiety
dana jest wzorem

Predko~c w apogeum tJ. bedzie,
oczywid'cie, mniejsza niz w perigeum.
Wystarczy teraz ponownie uruchomic'
silnik i przyspieszyc rakiete do
predkosci odpowiadajacei ruchowi
po orbicie kolowej o promieniu r.:
tJ' = ' ~. Obliczymy teraz za~6wnoV~
r2, j ak i U2. Z. zasad zac howania energii
i momentu pedu (obowiazujacych,
gdy nie dzialaja silniki) dostaniemy
naotepuja.ce r6wnosci:

GM tJ~ GM tJ~---+-=---+-,r, 2 - r. 2

Znajdujemy stad

__ ,.~v~
r~-2GM-"lV~'

tJ=JGM', r,

gdzie M jest masa Ziemi. W pewnym
momencie ustawiamy rakiete
równolegle do kie,runku jej predko~ci
i uruchamiamy silnik. W rezultacie
jego dzialania predkoU rakiety osiagnie
wartosc tJ, = tJ + Ll.tJl, natomiast
odleglo~c od Ziemi nie ulegnie zmianie.
Orbita stanie sie teraz elipsa o ognisku

w srodku Ziemi, przy czym (jak wynika
z zasady zachowania energii) punkt,
w którym znajduje sie rakieta po
ustaniu dzialania silników, bedzie
perigeum nowej orbity. Po uplywie
pewnego czasu rakieta przemielfci sie
do apogeum odleglego od srodka Ziemi
0"2·
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Przypominamy tresc zadan:
106. Statek o okresie wlasnym kolysania poprzecznego równym •. plynie z predko'cill, tt przez
fale oceaniczne o dlugo'ci d, poruszajll,Ce sie z predko'cill, U. Przy spelnieniu jakich warunków
wystl\Pill, cztery rózne "wrazliwe kuray" statku, dla których dzialanie fal na statek bedzie
wzbudzalo jego drgania wlasne? Kura statku okrdlony jest przez wektor tt.
106. Jednorodny, wiotki, cienki, obdarzony maall, sznurek (lub lancuszek) o dlugo'ci /,
zawieszony na jednym koncu, moze wykonywaf drgania poprzeczne o róznych czestotliw~ciach,
którym odpowiada rózna liczba wezlów (jeden z nich wystepuje zawsze w punkcie zawieszenia).

Czestotliw~ci takich malych drgad Sll,proporcjonalne do # (g - przyspieszenie ziemskie).
Obliczy/! - w sposób numeryczny - pierwsze cztery czestotliw~ci malych drgad tego sznurka,
przyj muj ll,C, ze poszczeg6lne elementy sznurka drgajll, harmonicznie z tll, sam" czestotliw~cill"
lecz z r6znymi amplitudami.

105. Predkosc statk)l wzgledem fal jest r6wna tt - ft.
Prostopadla do fal skladowa tej predkosci wynosi

vcosa - u,

gdzie a jest katem miedzy wektoram,i ft i tt.
Spotkania statku z kolejnymi grzbietami fal beda
nastepowaly w odstepach czasu

t = d
vcosa - u

Aby moglo przy tym nastepowac wzbudzanie wlasnych
drgan statku o okresie T, powinien zachodzic warunek
t = ±T, kt6ry - po wprowadzeniu oznaczenia na okres fal
r = !-przyjmuje postac

(*) cos a = ;; (l ± f) .

"Wrazliwe kursy" odpowiadaja katom a spelniajacym
r6wnanie (*). Aby moglo miec ono cztery pierwiastki a,
musi zachodzic

1;;(l±f)I<1.
Wobec r > O, T > O oznacza to

l+~<!.T u'

z czego wynika.
d

v> u+ 'j'
Jezeli maja byc wzbudzane drgania poprzeczne, obliczone z
r6wnania (*) katy nie powinny miec wartosci zbyt bliskich
00 oraz 1800• Ponadto dlugosc fal d nie powinna byc
wieksza od rozmiar6w statku.

I drganie n = 20 A = 1,411
II = 50 A = 1,432
II = 100 A = 1,439
n = 200 A = l, 442

II drganie II = 50 A = 7,54
n = 100 A = 7,58
II = 200 A = 7, 60

III drganie n = 50 A = 18,50
n = 100 A = 18,63
n=200 A=18,68

IV drganie n = 100 A = 34,60
n = 200 A = 34,68
n = 500 A = 34,73

106. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze sznurek sklada sie z n punkt6w materialnych o

masie ~ odleglych od siebie o ~. Oznaczmy wychylenia kolejnych mas jako Zl ... Zn,
poczynajac od dolnego konca. Sila napiecia sznurka pomiedzy i-tym a (i + l)-szym
punktem materialnym ma (w przyblizeniu malego odchylenia od pionu) wartosc ~,
zas jej pozioma skladowa wynosi

(l) mgi Zi+l - Zi _ mgi(. _ .)
n l/n - l Z.+l z•.

Podstawiajac i = l mozemy przyr6wnac to wyrazenie do iloczynu masy ~
i przyspieszenia dolnego punktu al = -W2Zl. Po przeksztalceniach otrzymujemy

(A) w21(2) Z2 = l - fi' Zl, gdzie A = g'
Na kazdy z nastepnych punkt6w materialnych dzialaja dwie sily okreslone
r6wnaniem (l) - g6rna i dolna. Odejmujemy je

mgi(zi+l - Zi) _ mg(i - lHzi - zi-d
l l

i przyr6wnujac do ~(-W2Zi) otrzymujemy jak poprzednio

(3) Zi+1=I(Zi(2i-l-~)-Zi-l(i-l)).

W r6wnaniach (2) i (3) mozemy (skracajac po obu stronach zaleznosc od czasu dana
czynnikiem cos wt) uwazac, ze Zi sa amplitudami drgan (z dopuszczeniem znaku
minus, jesli faza jest przeciwna). Schema~ obliczen jest nastepujacy: wybrawszy
na chybil trafil A podstawiamy za amplitude dolnego konca Zl = l, obliczamy Z2 z
r6wnania (2), a nastepnie kolejno Za ... zn+1 z r6wnania (3). Prawidlowej wartosci A
odpowiada Zn+l = O, tzn. nieruchomy g6rny koniec. W razie otrzymania Zn+l # O

nalezy skorygowac A i powt6rzyc rachunek od poczatku. Aby zorientowac sie z grubsza
w wielkosci i znaku niezbednej poprawki, a takze aby stwierdzic, ile wezl6w wystepuje
w rozpatrywanym drganiu, dobrze jest przedstawic Zi graficznie. Obliczenia moga byc
wykonane za pomoca komputera lub kalkulatora. Wyniki na marginesie.

Poniewaz f = :.. = {i./f, wiec zadany w tresci zad~nia bezwymiarowy wsp6lczynnik

jest r6wny {i..
Wykonujac pomiary czestotliwosci pierwszych dw6ch wahan lancuszka metalowego
o dlugosci okolo 30 cm, otrzymalismy wyniki zgodne z obliczonymi wartosciami A,
z bledem nie przekraczajacym 5%.
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