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Fotografowanie nieba

Joanna UDALSKA

Czy mozna fotografowac niebo zatrzymanym teleskopem? Oczywiscie
mozna, lecz na skutek ruchu dziennego SIery niebieskiej gwiazdy na
zdjeniu wygladaja jak luki lub kreski. Kazdy pewnie widzial fotografie
okolic bieguna nieba wykonane nieruchomym aparatem fotograficznym

(teleskop {otografujacy niebo to w koncu duzy aparat fotograficzny)
ilustrujace pozorny ruch efery niebieskiej. Czy moz,na jednak nieruchomym
teleskopem uzyskac "normalne" obrazy nieba z gwiazdami w postaci

punktów? Tu, oczywiscie, nasuwajaca sie odpowiedzia jest: nie. A jednak!
Najpierw dwa slowa o tym,' jak we wspólczesnej astronomii fotografujemy
niebo.

Gwaltowny rozwój elektroniki spowodowal, ze cor.az rzadziej astronomowie
uzywaja dzis kliszy fotograficznej jako detektora. Nawet najlepsze
klisze maja tzw. wydajnosc kwantowa (procent fotonów zamienianych
na elektrony) rzedu kilku dziesiatych procenta, a ich liniowosc (zakres
jasnosci, w którym zaczernienie kliszy jest proporcjonalne do jasnosci
obserwowanego obiektu) jest ograniczona do zaledwie kilku wielkosci
g'IViazdowych. Najpowszechniejszym detektorem stosowanym obecnie do
obrazowania nieba jest Charge Coupled Dwice, zwane w skrócie CCD. Jest

to dwuwymiarowy detektor skladajacy sie z kilkuset tysiecy fotoczulych
elementów umieszczonych na ukladzie scalonym w postaci siatki kilkaset

na kilkaset rzedów i kolumn (patrz Delta 7/1986). Poszczególne elementy
maja typowy rozmiar okolo 20 JLm, sa wiec mniejsze lub porównywalne
z ziarnem kliszy. Podczas naswietlania CCD swiatlo padajace na
poszczególne fotoelementy wybija fotoelektrony uwiezione w ich obszarze.
Po zakonczeniu ekspozycji nastepuje odczytywanie ukladu.

Nid,u sfotugrafowallC w chilijskilU oh,s('rwa,toriuIIl Las Calupafl::\.s. Oczywi~cie,
jest to zdj~cie wykonane llicrucholuYIH aparatcltl. Dlatego tez gwiazdy troche sie

pOI"uszyly (el,as ekspozycji: 9 god?,inj zdjecie wykonal R. F. Garrison).
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o ewolucji

jezyków
.

programowanIa

Ryszard KUBlAK,

Stefan ZEMKE

Jestesmy wszyscy swiadkami
dynamicznego rozwoju technologii
komputerowej. Postepuje miniaturyzacja
sprzetu, a jednoczesnie wzrastaja jego
mozliwosci. Jednak zmiany na~tepuja nie
tylkó w tej dziedzinie. Przemianom ulega
równiez oprogramowanie, w tym jezyki
programowania.

Bogactwo jezyków programowania

Jednym ze skutków czterdziestoletniego

rozwoju informatyki jes't powstawanie
ogromnej liczby jezyków programowania.
Proces ten rzadzi sie podobnymi
prawami, co rozwój jezyków naturalnych.
Bywaja jezyki bardzo ~ozpowszechnione
oraz takie, kt6re sa uzywane tylko
w malych spolecznosciach specjalistów
z danej dziedziny. Niektóre jezyki
wymieraja, a w ich miejsce pojawiaja sie
nowe, o wyzszych walorach uzytkowych.
Jezyki potrafia zyc wlasnym zyciem,
wzbogacajac sie o coraz to nowe formy
dialektowe.

W niniejszym szkicu spróbujemy

Czytelnikowi przedstawic zaznaczajace
sie glówne tendencje rozwoju jezyków
programowania. Beda nas interesowac
jednak tylko tak zwane jezyki ogólnego
zastosowania. W takich jezykach mozna
pisac programy .dotyczace zagadnien
inzynierskich, baz danych, redagowania

tekstów. Mozna tez pisac progra:my
rozpoznajace i interpretujace napisy
w danym jezyku, tak zwane interpretery

lub kompilatory. Zostawimy natomiast
na boku jezyki wasko specjalizowane,
przeznaczone do sterowania konkretnymi
systemami informatycznymi. W tej

grupie znajdzie sie na przyklad jezyk
porozumiewania sie z systemem
rezerwacji miejsc lotniczych albo
jezyk opisu rysunków technicznych
w systemie komputerowego wspomagania
proj ektowania.



Jezyki pregramewania ególnege
zastesowania mezna pedzielic na trzy
grupy:
- jezyki imperatywne, "

zwane tez instrukcyjnymi;
- jezyki aplikatywne,

zwane tez funkcyjnymi;
- jezyki deklaratywne,

zwane tez legicznymi.

Te, co. edróznia te trzy grupy jezyków,'
nie sprewadza sie wylacznie de
regul gramatycznych. Zasadniczym
wyróznikiem jest edmienny w kazdym
przypadku spesób myslenia pregramisty
Q twerzenym przez niego. pregramie.
W pewnym sensie, mamy tu analegie de
róznic w spesebie myslenia e etaczajacym
nas ~wiecie, gdy peslugujemy sie
jezykiem pelskim, angielskim czy
chinskim. I aby debrze wladac
danym jezykiem, nie wystarczy tylko.
znajemesc ebewiazujacych w nim regul
gramatycznych. Trzeba jeszcze umiec
w tym jezyku myslec.

Myslenie w kategoriach instrukcji

Pregramewanie w jezyku imperatywnym
pelega na wypisywaniu ciagów
instrukcji, które nastepnie przekazujemy
kemputerewi de wykenania.

I pebranie danych I

l
I instrukcja 1 I

l
I instrukcj a 2 I

l

l
I pedanie wyników I

Pregramista mysli e sweim zadaniu
tak: gdy pregram etrzyma takie a takie
dane, te nalezy kelejne wykenac na tych
danych takie a takie eperacje i w kencu
zaprezentewac wyniki. Swiat w pamieci
kemputera zmienia sie ped wplywem
wykenywanych instrukcji. Pregramista
musi w pelni panewac nad dynamika tych
·zmian.

My~lenie tego. redzaju jest nieedlacznie
zwiazane z budewa i dzialaniem
wspólczesnych kemputerów. Te wlasnie
kemputer wykenuje kelejne zlecene
mu instrukcje i wydaje sie naturalnym
pregramewac w terminach dla. niego.
pedstawewych. Jest te zasadniczy
pewód, dla którego. wlasnie jezyki typu
imperatywnego. sa najp,owszechniej
uzywane. Ugruntewany jest tez peglad,
ze daja ene najpelniejsze mezliwosci
efektywnego. sterewania zasebami
kemputera: pamiecia, ekranem, drukarka,

. dyskami, itp.
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Najpierw przez przylezenie edpewiedniege napiecia pierwsza kelumna
przesuwana jest do. dodatkewej ko.lumny zero.wej i wszystkie pezo.stale
przesuwaja sie e jedno. miejsce w tym samym kierunku. Ko.lumna
zerewa sklada sie, o.czywiscie, z tylu elementów, ile jest rzedów.
Nastepnie ko.lejne kemórki ko.lumny zerewej przesuwane sa (równiez
przez przykladanie adpawiedniego. napiecia) de rejestru adczytujacega.
Napiecie zmierzane w rejestrze edczytu jest zamieniane na wartosc
cyfrawa i zapisywane przez sterujacy kamputer w adpawiednim
elemencie pamieci kamputera. Pa pemiarze da rejestru adczytujacega
przesuwana jest nastepna kamórka itd., az da adczytania calej kalumny.
Po. zakenczeniu edczytu pierwszej kalumny w jej miejsce przesuwana
jest nastepna (czyli druga) i praces jest pewtarzany - az do. zakanczenia
adczytu astatniej kelumny.

Ogremna wydajnasc kwantawa elementów CCD, siegajaca czasem
nawet 80%, sprawia, ze rejestruje ano. niemal cale swiatla o.biektów
niebieskich. Duza pejemno.sc elementów CCD, siegajaca kilkuset tysiecy
elektranów, peweduje, ze uklady te sa liniawe w zakresie wielu wielkasci
gwiazdewych, co. pazwala mierzyc jasnasci gwiazd zarówna slabych,
jak i jasnych na tym samym ebrazie. Sa jednak i prablemy. Glówny
te technelagiczny - prablem wykenania duzych ukladów majacych
wszystkie elementy e po.dabnych parametrach. Aktualnie najwieksze
dzialajace uklady zawieraja 2048 na 2048 elementów skupienych na
plytce erazmiarach eko.la 4 cm na 4 cm i wydaje sie, ze dasc trudna
bedzie wytwerzyc wieksze. Taki uklad pekrywa (w zalezna~ci ad
teleskapu, z którym wspólpracuje) abszar nieba zaledwie ed kilku de .
kilkunastu minut luku. De wykanywania abrazów wiekszych ebszarów
pezastaja wiec ciagle jeszcze klisze fategraficzne (moga miec nawet
da 0,5 na 0,5 m).

Wrócmy teraz de preblemu fetagrafewania nieba zatrzymanym

teleskepem. Oczywiscie, jesli uzyjemy kliszy fetegraficznej, uzyskamy
ebrazy w pestaci kresek. Co. bedzie jednak, gdy jako. detektera uzyjemy
CCD i ustawimy go.tak, by rzedy byly równalegle da kierunku ruchu
dziennego. nieba (eczywiscie, ze wzgledu na male rezmiary CCD
mezemy przyjac, ze luki sa liniami prastymi)? Jesli zastesujemy

teraz standardo.wy spesób edczytu: ekspezycja, edczyt - to. efekt
bedzie identyczny jak w przypadku kliszy. Zastanówmy sie jednak, co.
uzyskamy, gdy bedziemy edczytywac uklad w spesób ciagly i de bierzemy
czas edczytu kelumny równy dakladnie czasewi przesuniecia sie
gwiazdy de sasiedniej kelumny na skutek ruchu sfery niebieskiej.
Zalózmy dla ulatwienia, ze ebraz gwiazdy zajmuje tylko. jeden element

(w rzeczywistasci na skutek drgan atmasfery i niedeskanalasci eptyki
teleskepów z reguly zajmuje an kilka elementów).\
Swiatla gwiazdy detarlszy de ukladu pada na którys z elementów'
estatniej kelumny. W miedzyczasie adczytywana jest kelumna
zerewa. Po. zakanczeniu estatnia kelumna przesuwana jest na pezycje

przedestatnia, w niej wiec znajduja sie teraz fetaelektreny wybite przez
swiatle gwiazdy. Ale peniewaz edpewiednia dabralismy czas edczytu,
równiez swiatle gwiazdy pada teraz na element kelumny przedestatniej
(eczywiscie, rzad jest ten sam co.peprzednie, bo. ustawilismy uklad
równelegle rzedami do. ruchu dziennege). Fetaelektreny akumuluja sie
teraz z wybitymi Po.przednia. Po. o.dczycie kelejnej kalumny interesujacy
nas element przesuwany jest na miejsce przeli-przedestatnie, gwiazda
przesuwa sie równiez tam i tak dalej az de esiagniecia kelumny pierwszej.
Po. dejsciu de ko.lumny pierwszej element zawiera wszystkie feteelektrany
wybite wzdluz calego. rzedu. Odczytujac te kalumne destajemy punktewy
ebraz gwiazdy e czasie ekspezycji równym czasewi przechedzenia
gwiazdy przez uklad.

Nic wiec prestszege, jak edczytywac uklad bez przerwy. Zamiast ebrazu
e wielkosci kilka na kilka minut luku, jak przy klasycznym zastesawaniu



end
end.

var
a, b, c: Integerj

/
lf a * a + b * b = c * c then

wrlteln (a, b, c)

begln

a:= trunc(sqrt(c*c - b*b))j

Myslenie w kategoriach zbiorów
l funkcji

W podejsciu funkcyjnym program

komputerowy jest traktowany jako
funkcja, która w sposób jednoznaczny

dla ustalonych danych wyznacza ~yniki.
, funkcja

I dane I t I wyniki I

Zastosowana w programie metoda

polega na przegladaniu wszystkich
par b, c, w których c ~ M i b < c,

wyliczeniu wartosci pierwiastka z liczby
c2 - b2 i zaokragleniu jej do liczby
naturalnej przez odrzucenie czesci
ulamkowej. Nastepnie sprawdzamy, czy
otrzymane w ten sposób liczby: a, które
obliczylismy, b oraz c spelniaj ( warunek
Pitagorasa. Jesli tak, to otrzymana
trójke wyswietlamy na ekranie. Po
zbadaniu danej pary b, c przechodzimy do

kolejnej wedlug zasady. ze dla ustalonego
c badane sa wszystkie b w porzadku
rosnacym od l do c-L Po wyczerpaniu
zas wszystkich b nastepuje przejscie do

kolejnego, wiekszego c, az do wyczerpania
liczb od l do M.

Przyklady programów imperatywnych
w jezyku BASIC moga Czytelnicy'
odnalezc w dziale JL miesiecznika
ProblemlI. My zilustrujemy myslenie
imperatywne programem w jezyku
PASCAL na generowanie tak zwanych

tr6iek pitagorejskich. Trójka pitagorejska
nazywa sie w matematyce trójke liczb
naturalnych a, b, c spelniajacych warunek
z twierdzenia Pitagorasa: a2 + b2 = c2•

Mozna wykazac, ze takich trójek jest
nieskonczenie wiele. Nasz program
ma generowac i wyswietlac wszystkie
trójki, w których c nie przekracza danej
liczby M.

Programista ma mozliwosc myslec
w kategoriach pojec matematycznych,
takich jak zbiory i funkcje na zbiorach.

Zmienne a, b, c moga przyjmowac
liczbowe wartosci calkowite.

Poczatek instrukcji programu.
Dla k~lejnych wartosci c od l do M wykonaj:
przy ustalonym c dla kolejnych b od l
do c-l wykonaj instrukcje

pomiedzy slowami begln i end:
przypisz zmiennej a wartosc yc2 - b2 .

po odrzuceniu czesci ulamkowej,
jezeli otrzymana trójka jest pitagorejska 
wyswietl liczby a, b, c.

Maksymalna wartosc zmiennej c.

program TróikiPitagorei-skiej
const

M=10j

,begin
for c:= l to M do

for b := l to c - l do

Wykorzystali oni do tego najnowszy uklad CCD o wielkosci 2048 na 2048

elementów. Oczywiscie, jak to zwykle bywa w przypadku pionierskich
przedsiewziec, nie obylo sie bez problemów technicznych. Okazalo sie

po pierwsze, ze czas odczytu kolumny tak duzego ukladu jest zbyt dlugi

(kazda taka kolumna to przeciez 2048 elementów), zaszla wiec koniecznosc

stosowania tzw. superelementów, skladajacych sie z czterech (2 na 2)

podstawowych komórek. CCD mial wiec efektywna wielkosc 1024 na
1024 superelementów. Innym ograniczeniem byla ogromna ilosc danych
splywajacych z ukladu - jedna kolumna w tej konfiguracji zawiera 1024

razy 2 bajty. Obliczmy: przy swiatlosile l : 7 teleskopu o srednicy_l m,

l mm w ognisku teleskopu odpowiada okolo 30 sekundom luku. Jesli

obserwujemy gwiazde na równiku niebieskim (najszybciej poruszajaca sie

ze wzgledu na ruch sfery niebieskiej) - w ciagu l sekundy przemieszcza sie
ona o 15 sekund luku, czyli o pól
milimetra na ukladzie CCD. Pól

milimetra to 0,5/0,02, czyli
25 kolumn oryginalnych lub

0,5/0,04, czyli 12,5 kolumn
superelementów. Tak wiec

na sekunde odczytywano

25 kB danych. W tej sytuacji

problemem staje sie ich

magazynowanie. Nie udalo

sie, niestety, zapisywac ich

bezposrednio na ostatnim
cudzie techniki - kasetkach

EXABYTE. Kasetki te maj a

pojemnosc 2,2 GB, a wiec jedna

wystarczylaby na rejestracje

danych z calej nocy! Z tej

przyczyny ograniczono skany

do kilkunastu minut i dopiero po zakonczeniu ekspozycji wyniki

zapisywano na kasetkach. Ogólnie jednak obserwacje zakonczyly sie pelnym

sukcesem i pozwolily zebrac'dane przegladowe nieba z wielu obszarów.

Paul Schechter twierdzi, ze juz wkrótce bedziemy mieli cyfrowe przeglady

nieba. I rzeczywiscie, choc pewnie niepredko zostana skonstruowane

wieksze uklady CCD, umieszczenie kilku, powiedzmy czterech, ukladów

jeden ob6k drugiego umozliwi skanowanie pasków o szerokosci rzedu

stopnia. I po roku czy dwóch powinnismy miec skompletowany przeglad
CCD calego nieba. Jedyny problem to - kto bedzie analizowal te super

ogromna ilosc danych. Paul odpowiada z usmiechem: komputery
i studenci!

\

CCD, uzyskamy obraz paska o szerokosci kilku minut na ... no wlasnie, to

zalezy od tego, jak dlugo bedziemy odczytywac. Moze to byc stopien, kilka
czy kilkana.scie. Technika ta daje wiec mozliwosci uzyskiwania obrazów

CCD duzych ,obszarów nieba, czyli tego, co w zasadzie do dzisiaj bylo

domena klisz fot.ograficznych. A zalety sa ogromne. Przede wszystkim

duza czulosc CCD powoduje, ze przy obserwacjach zatrzymanym

teleskopem o srednicy lustra l metr rejestruje sie obiekty slabsze niz na

"naj glebszych" przegladach fotograficznych. Ponadto istnieje zawsze

mozliwosc regulacji czasu ekspozycji przez wydluzenie CZ3,SU przechodzenia

gwiazdy przez uklad, np. dzieki wprowadzeniu teleskopu w ruch

wolniejszy od ruchu sfery niebieskiej. Zauwazmy tez, ze czas ekspozycji
jest, oczywiscie, funkcja deklinacji. Uzyskane w ten sposób dane maja

znakomita precyzje z9-równo astrometryczna, jak i fotometrycznaj maja
wiec znacznie wieksza wartosc niz zwykle fotografie.

Technika ta, zwana z angielska technika skanowania, zostala z sukcesem

zastosowana ostatnio przez astronomów amerykanskich, Paula Schechtera

i Steva Shectmana, w obserwatorium Las Campafias w Chile.
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(2) t ~ nk(k - l).
Z nierównosci (1) i (2) wynika, ze k(k - l):::; 2(n -/1) , a ~tad

2n > k2 _ k + 2 > (k _ !.) 2- 2 '

<:0 dowodzi tezy zadania.

Zadanie 3
Niech n oraz k beda ustalonymi liczbami naturalnymi. Zbiór S zlozony
z n punktów plaszczyzny ma nastepujace wlasnosci:
a) zadne trzy punkty zbioru S nie leza na jednej prostejj
b) dla kazdego punktu P, nalezacego do S, istnieje w S co najmniej k
róznych punktów równo odleglych od P.
Udowodnic, ze k < t + y'2n.

Rozwh\zanie
Oznaczmy przez T zbiór trójek uporzadkowanych (M, N, P) punktów
zbioru S o tej wlasnosci, ze IPM! = IPNI. Niech t bedzie liczba
wszystkich takich trójek. Z warunków zadania wynikaja nastepujace
fakty:
a') Dla dowolnych punktów M, N E S istnieja w zbiorze T co najwyzej
dwie rózne trójki, których pierwszymi dwoma elementami sa te wlasnie
punkty M i N (bowiem kazdy punkt P uzupelniajacy pare (M, N) do
trój ki (M, N, P) musi lezec na symetralnej odcinka MN, która - w mysl
warunku a) - przechodzi przez nie wiecej niz dwa. punkty zbioru S).
Poniewaz punkt M mozna ustalic na n sposobów, a punkt N - przy
ustalonym M - na r. - l sposobów, zatem

(1) t:::;2n(n-l).

b'l Dla dowolnego punktu P E S Istnieje w zbiorze T co najmniej
k(k - l) róznych trójek, których ostatnim elementem jest Pj mamy
bowiem - zgodnie z warunkiem b) - co najmniej k punktów zbioru S
równo odleglych od Pj mozemy wybrac dowolny z nich jako punkt M,
a nastepnie dowolny z pozostalych k - l punktów jako punkt N.
Poniewaz punkt P mozna ustalic na n sposobów, otrzymujemy
nierównosc

r"'--""~~";~=''''~~'''~~
, Program w jezyku aplikatywnym sklada

sie na ogól z opisu zbiorów bedacych
przedmiotem zainteresowania oraz
z wielu definicji funkcji operujacych
na tych zbiorach. Definicje te sa ze
soba wzajemnie powiazane w tym
sensie, ze raz zdefiniowane funkcje
moga byc uzywane do definiowania
nastepnych. Po wprowadzeniu programu
do komputera mozna zazadac obliczenia
wartosci wybranej funkcji dla zadanych

, argumentów.
Oprócz skladania funkcji drugim

~j mechanizmem budowania programów
:- funkcyjnych jest rekureneja. Jej istota

g,' polega na tym, ze definiujac wartoscfi funkcji dla ustalonego argumentu
r mozemy odwolac sie do wartosci tej

samej funkcji dla innego argumentu, przy
zalozeniu, ze te druga wartosc potrafimy
(byc moze znowu z wykorzystaniem
rekurencji) obliczyc. Oczywiscie, dla
pewnych argumentów wartosc funkcji
musi byc podana jawnie. Mechanizm
rekurencji mozna porównac do znanej
ze szkoly zasady indukcji, która pozwala
dowodzic twierdzenie dla ustalonej liczby
naturalnej, przy zalozeniu, ze dla liczb
mniejszych jest ono prawd~iwe.

Ilustracja myslenia w kategoriach funkcji
rekurencyjnych niech bedzie program
w jezyku MIRANDA, który dla 'danej
liczby M daje w wyniku zbiór wszystkich
trójek pitagorejskich a, b, e, gdzie e :::;M.

XXX Miedzynarodowa
Olimpiada Matematyczna (Brunszwik 1989)

I = m (a' + b' _ ~)2 a' - b'

Dla M = l zbiór rozwiazan jest pusty.
W przeciwnym razie, dla M > l
zbiór trójek dla c od l do M
uzyskujemy dolaczajac (operacja ++)
do zbioru trójek dla ustalonego e = M
zbiór trójek otrzymany (rekurencyjnie)
dla wszystkich c :::;M- l.

1'rójkiPitagorejskie(M) = l l, M = l

1'rójkiPitagorejskie(M) = 1'(M, M - l) ++

1'rójkiPitagorejskie(M - l)

1'(e,b)=[ l, b=1

1'(e,b) =
[(a, b, e)l ++1'(e, b - l), a = trune(a)

where a = sart(e * e - b * b)

1'(e, b) = 1'(e, b - l)

Interpretacja powyzszych funkcji
jest nastepujaca. Funkcja
Trój kiPitagoreJ'skie dla danego
argumentu M daje w.wyniku wszystkie
trójki, w których e nie przekracza M.
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Nieza.leznie od wartosci c, 'dla'
b = l zbiór rozwiazan jest pusty.
W przeciwnym razie:
gdy a = ye2 - b2 jest liczba
calkowita, dolaczamy do zbioru
rozwiazan trójke a, h, ej
natomiast gdy zaden z dwóch
powyzszych warunków nie jest
spelniony, zbiór rozwiazan dla b

pokrywa sie ze zbiorem dla b-L

Pouiewai.

11l.w b2

M = m + ,n·w, M = a2 '

Ostatecznie znajdujcIUY

Ro.wi".anie .adania F 801.
Zauwazm.y, ze moment
bezwladnogci jest wielkolfcia
addytywna, tzn. momen t
bezwladnogci danego ciala jest
SUnH\ monlent6w jego cze!tci

skladowych. A zatem moment
bezwladnogci pelnego walca
mozemy przedstawic jako
sume momentu I naszej bryly
i monlentu Iw walca (wykonanego
z tego samego materialu)
wsunietego w wydrazenie:

~Ma'=I+I ••
2

(M oznacza mase pelnego 'walca).

I••obliczamy korzystajl\<
z tw. Steinera:

I •• = ~m ••b' + m ••d',2

gdzie przez m •• oznaczyligmy
mase walca wsunietego do
wydra.zenia.

ma:!' ,nb'l

wiec M = aj _ b'l l mw = a2 _ b'l .



Rozszerzona zasada nieoznaczonosci

R = "t . cos er , H = "t . sin er 1

Lidia GOETTIG

guzie "t = 7 lu ~.

Myslenie w kategoriach logiki

Formalna podstawa jezyków logicznych
jest rachunek predllkatów bedacy dzialem
logiki matematycznej. Program w takim
jezyku ma postac ukladu formul
wiazacych dane z wynikami.

r.J:"::":l formu.ly logiczne I . '1~ t l WYnIkI

Wlasnie te formuly sa na.zywane
predykatami. Przykladem predykatu
moze byc warunllk Pitagorasa

a2 + b2 = c2 i c:5 M,
który wiaze ze soba cztery wielkosci a, b, c
i M. Przy ustalonej wartosci zmiennej M
predykat ten definiuje pewien skonczony
zbiór trójek pitagorejskich. Nie okresla on
jednak sposobu, jak taki zbiór wyznaczyc.

Istota jezyków typu logicznego jest to,
ze maja one wbudowany mechanizm
wyznaczania obiektów spelniajacych
okreslone przez programiste warunki.
Tym samym zwalnia.ja one programiste
z myslenia o tym, jaka droga osiagnac
rozwiazanie probll:mu. Niestety, istniejace
obecnie jezyki nie czynia tego w pelni.
Niekiedy programista musi udzielic
pewnych wskazówek odnosnie dróg
dojscia do rozwiazania.

Na.tomiast funkcja pomocnicza T
dla ustalonego c spra.wdza wszystkie
wa.rtosci b dolaczajac do zbioru rozwiaza.n
pojedyncze trójki.

Jezeli teraz zechcemy obliczyc wa.rtosc
funkcji:

TrójkiPitago.rejskie(lO) ,

to rozwiazaniem bedzie zbiór:

[(6,8,10), (8,6, 10), (3,4,5), (4,3,5)1.

Wykonanie programu funkcyjnego
przypomina. prace fabryki samochodów.
Fabryka otrzymuje od wspólwytwórców
póll.'rodi1kty, jak stal, blachy, opony,
szyby okienne, silniki itp. W róznych
wydzialach fabryki montuje sie z tych
materialów podwozia., karoserie, kola,
drzwi, uklady napedowe itd. Az w koncu
gotowy samochód wyjezdza z fabryki.

Podobnie jest w programie funkcyjnym.
Funkcja otrzymuje argumenty, na
podstawie których moze obliczyc
wynik. Wynik ten jest przekazywany
nastepnie dalej do tej funkcji, która
zglosila nan zapotrzebowanie. W koncu
zostaje "zmontowane" ostateczne
rozwiazanie, na które zapotrzebowa.nie
pochodzilo od czlowieka.. Programista
gra role budowniczego takiej "fabryki".
W realnych zagadnieniach czesto
przybiera taka "fabryka"-program
olbrzymie rozmiary.

V""Vt=~o

Od tego 1l10111cntu tnozna zaniedbac skladowa pozioma ruchu - w przyblizeniu
bed7.iemy miec do czynienia z pionowym spadkiem ze stala pr~dkoscia. Vt· Tor
pocisku wygla,ua wiec tak, jak na rysunku, a zasieg i wysokosc strzalu dane bed"
prZf"Z

Rozwiazanie zadania M 689. Symetria
wz.gledclll punktu A przeprowadza szukany
odcinek na ni'ego s3lnego. ZateIll obra.z
syulCtryczny k wl.gledeln A przecina sie z o
~ punktach, z kt6rych kazdy jest koncem
jednego 7. szukanych oucink6wo Gdy przeciec
nie Ula - nie lila i rozwiazania.

.(v)= ~ln~oc v

Ruch o takim charakterze bedzie trwal, dopóki predkosc pocisku nie spadnie do
wartosci

Klopoty naukowców z uzyskaniem odpowiednich funduszy na badania
naukowe staja sie w pelni zrozumiale, jesli przyjac, ze obowiazuje tzw.
rozszerzona zasada nieoznaczonosci Epsteina-Heisenberga. Kazde
przedsiew~iecie naukowe (projekt) okreslone jest przez 3 parametry:
temat, czas i srodki niezbedne do jego realizacji. Zasada ta mówi, ze
jednoczesnie mozna okreslic jedynie 2 z tych 3 parametrów, tj.:

1) jesli dokladnie znany jut cel i za.dany zostal przedzial czasu, w którym
nalezy go osiagnac, wtedy nie mozna przewidziec, jakie pociagnie to za
soba koszty;.

2) jesli czas i srodki sa scisle okreslone, wtedy nie sposób przewidziec, jaka
czesc projektu zostanie zrealizowana;

3) jesli cel jest sprecyzowany i zapewnione sa srodki takie,Ojakie wynikaja
z kosztorysu, wtedy nie sposób przewidziec, czy i kiedy projekt zostanie
zrealizowany.

Dodatkowo regula mówi, ze jesli wszystkie trzy parametry daje sie
jednoczesnie scisle okreslic, to nalezy miec pewnosc, ze c4arakter
przedsiewziecia nie ma nic wspólnego z nauka. Odetchnelismy z ulga 
ten test warszawski cyklotron U-200 przeszedl pomyslnie.

dv -+-+

"'ili=-cvov+",go !-""

Widac st,\d, ze tak ~Ilugo, jak v' ::> .!.'!K., efekt g
wplywu sily cie1.kotfci na ruch jest znik()Juy:
ZateII1 w poc7.atkowej fazie ruchu

( ) dtt-+* m"dt~-cvtJ
i ruch zachodzi wzdluz prostej beda.cej
prze<.llu7.ellicln lufy.

Wprowadzajac, tera.z droge 8 przebyta prze7. pocisk 1 uW1.g1edniajac, ze it = Ul

mozeIllY (*) przepisac w fonnie skalarnej:
dvrn- = -et}.
d.

Rozwia7.anieIn tego równania (spelniajacYII1 warunek poczatkowy ,,(v ::::::tJo) ::::::O)
jest funkcja

R025Wif:\zanit" zadania F 800. Równanie
ruchu pocisku I110zemy zapisac w postaci

Zasada nieoznaczonotl'ci Heisenberga - jedno z podstawowych twierdzen
mech;'niki kwantowej odzwierciedlajace nature obiekt6w kwantowych. Ogranicza
jednoczesna dokladna mierzalnotl'c wielkotl'ci fizycznych, kt6rych operatory nie S"
przemienne, np. dla skladowych polozenia i pedu Ax oAp,. ?: l.
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Oto zapis w jezyku PROLOG predykatu
TrójkiPitagorejskie oraz predykatu
pomocniczego Nat:

Chaos w biologii?

TrójkiPitagorejskie(A, B, C, M) if
Nat(l,C,M) and Nat(l, B,M) and Nat(l,A,M)

and A*A+ B*B = C* C.

Nat(K,X,L) tf K $ L and X = K or
K $ L and KI = K + l and Nat(Kl,X, L).

Na podstawie Science, tom f49 (1989), str. 910
opracowal Jan KALINO WSK/.

Chaos jest dziwnym porzadkiem matematycznym, który wydaje
sie byc przypadkowy. Chaos jest deterministyczny - spelnia
równania matematyczne. O chaosie moiecie przeczytac w Delcie
2/1989.

Obiekty A,B, C,M spelniaja pierwszy'
predykat, jezeli A, B, C sa liczbami
naturalnymi z przedzialu od l do
M i spelniaja warunek Pitagorasa._
Natomiast predykat Nat(K,X,L)
okresla, co to znaczy, ze X jest liczba
naturalna 'nalezaca do przedzialu od K do
L, gdzie K i L sa naturalne oraz K $ L.
Mianowicie, X jest, albo najmniejsza
w tym przedziale liczba K albo X nalezy
do przedzialu od K + l do L.

Spróbujmy teraz zadac pytania postaci:

TrójkiPitagorejskie(3, 4, 5, 10)

TrójkiPitagorejskie(2,7,9,10)

TrójkiPitagorejskie(A, B, C,lO)

W pierwszym przypadku dowiemy sie, ze
liczby 3,4,5,10 spelniaja nasz predykat.
Na drugie pytanie padnie, oczywiscie,
odpowiedz negatywna. Natomiast
najciekawsza jest odpowiedz na trzecie
pytanie, gdzie otrzymamy wszystki·
rozwiazania:

\ \

CI"

Rys. 1. Populacja rysiów kanadyjskich
zmieniala sie gwaltownie miedzy
1820 r. i 1930 r. Maksima pojawiaja
sie regularnie co 9-10 lat, ale ich
wartolfci sa rózne. Poniewaz rysie byly
poszukiwane ze wzgle-du na ich cenne
futro od ponad 200 lat, zapiski firm
handlujacych ich futrami dostarczyly
informacji na temat populacji w okresie
<;Iluzszym nii dla jakichkolwiek innych
danych zebranych przez naukowc6w.

Najprostszy model chaosu w biologii:
Zaloienia: jeden gatunek zwierzat - nazwijmy je owadami
- wykluwa sie z jaj wiosna, iyje latem, sklada jaja jesienia
i ginie. Liczba owad6w w danym roku Ni okrelfla liczbe owad6w
w roku przyszlym Ni+l. Scisly zwiazek Ni+l z Ni jest trudny
do ustalenia w rzeczywistolfc\, w modelu zakladamy Ni+l =
= aNi - bN;, gdzie a odpowiada przyrostowi naturalnemu,
b - reakcji na przepelnienie. Dobierajac odpowiednio jednostki
moiemy napisac Ni+l = a(Ni - Nn, gdzie O < a (aby liczba
owad6w byla zawsze dodatnia). To prolfciutkie równanie ma
bardzo rózne rozwiazania (sprawdl!) w zaleinolfci od wartolfci a.
1).EJ< a < l; populacja ginie szybciej niz odtwarza sie, Ni -+ O.
2) l < a < 3; Ni -+ const, wartolfc stalej zaleiy od a, ale nie
zaleiy od wartolfci poczatkowej Ni. Np. dla a = 2, Ni -+ t.
3) 3 < a <3,4; Ni oscyluje miedzy dwiema wartolfciami
ekstremalnymi.
4) a troche wieksze niz 3,4; Ni skacze miedzy czterema
wartosciami. Wzrost a powoduje pojawienie sie 8, 16, 32, itd.
wa.rtosci, miedzy którymi oscyluje Ni. Proces ten nazywa sie
podwajaniem okresowoil'ci.
5) a >3,57; nie ma wartolfci ustalonych, Ni zmienia sie
chaotycznie. '

Chaos to nie "przypadkowy" wyglad krzywej Ni w zaleinolfci
od i, lecz "czulolfc" na warunki poczatkowe. W przypadku
"niechaotycznym" (a < 3,57) Ni zachowuje sie tak samo
po kilku lub kilkunastu latach bez wzgledu na poczatkowa
liczebnolfc owadów No. Np. dla a = 2 wielkolfc Ni dazy do t
ze wzrostem i - jest to tzw. stabilny atraktor. W przypadku
cha'otycznym (a > 3,57) wartolfc Ni z roku na rok zaleiy bardzo
silnie od poczatkowej populacji. Zmiana poczatkowej populacji
nawet o l % spowoduje zupelnie inna. wartolfc Ni juz po kilku
latach i zachowanie Ni w zaleinolfci od i bedzie zupelnie inne.

Rozwiazanie sadania :/\1 690. Symetria
wzgledelu prostej k przeprowadza szukany
kwadrat na niego samego. Zatem obraz
symetryczny Ol wzgledem k przecina
02 w punktach, z których kaidy jest
wierzcholkiem jednego z szukanych
kwadrat6w. Gdy przeciec uie ma - nie ma
i rozwiazania.

Zainteresowanie biologów chaosem trwa juz ponad 15 lat. Biolodzy
zajmujacy sie populacja byli jednymi z pierwszych, którzy zaczeli
studiowac chaos. W 1974 r. Robert May, ekolog z Princeton, opublikowal
prace z modelem matematycznym prostego ukladu ekologicznego.
Rozpatrzyl on przypadek jednego gatunku zwierzat i dla prostoty zalozyl,
ze w kazdej chwili zyja zwierzeta nalezace tylko do jednej generacji.

A=3, B=4,C=5
A='4,

B=3,C= 5
A=6,

B=8,C :;= 10
A=8,

B=6,C = 10.

Na uklad predykatów w jezyku typu
logicznego mozna patrzec jak na baze
danych, w której sa zapamietane pewne
fakty oraz zaleznosci miedzy nimi.

W tym miejscu niejeden Czytelnik
zapyta: no dqbrze, ale jaka jest strategia
znajdywania rozwiazan? Mozemy
czesciowo zaspokoic naszego Ciekawskiego
podajac analogie do poszukiwania wyjsc
z labiryntu. Podane przez nas predykaty
i ich wzajemne powiazania tworza wlasnie
taki labirynt; trójki A, B, C, spelniajace
warunek Pitagorasa, to wyjscia, a te,
które go nie spelniaja, to slepe korytarze.
Wyposazeni w nic Ariadny, która
pozwala sie cofac do juz przebytych
rozwi~len (powrQ.t do nadrzednego
wywolania rekurencyjnego) i .poslugujac
sie regula prawej reki (warianty sa
rozpatrywane w uporzadkowany sposób)
mamy gwarancje znalezc wszystkie
wyjscia.
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Okazalo'sie, ze w zaleznosci od tempa. urodzen i reakcji zwierzat na
przepelnianie ich populacja moze osiagnac stala równowage,oscylowac
miedzy dwiema ustalonymi wartosciami, oscylowac miedzy czterema
lub dowolna liczba ustalonych wartosci lub zachowywac sie w sposób
chaotyczny. Zaskakujace w wynikach uzyskanych przez Maya bylo to, ze
prosty uklad deterministyczny moze zachowy~ac sie w skomplikowany
sposób, wygladajacy na .zupelnie przypadkowy. Do tej pory sadzono, ze
skomplikowane zachowanie jest mozliwe w ukladach bardzo zlozonych lub
zawierajacych element przypadku, np. gwaltowne zmiany pogody itp.

Chociaz modele z jednym gatunkiem zwierzat sa najprostsze i najlatwiejsze
do analizy, to wartosci parametrów odpowiadajace chaosowi sa zbyt duze
w porównaniu z wartosciami wystepujacymi w przyrodzie. W bardziej
skomplikowanych modelach z wieloma gatunkami zwierzat mozna uzyskac
zachowanie chaotyczne na wiele sposobów.

Badania nad chaosem w biologii spowodowaly zmiane pogladów na
problemy populacji nawet tych biologów, którzy nie wierza w chaos
w naturalnych populacjach. Kazdy uklad samopowtarzajacy sie ma
sklonno8c do zachowania chaotycznego. Uklady biologiczne wykazuja
istnienie dodatniego sprzezenia zwrotnego i zwiekszajac wartosc
odpowiedzialnego za niego parametru mozna wymusic chaos. Nawet jesli
chaos nie wystepuje w naturalnej populacji, to na skutek biotechn"ologii,
stymulowania wzrostu itp. dzialanie ludzkie moze doprowadzic do chaosu.

Po 15 latach badan nikt nie przedstawil danych doswiadczalnych,
które bylyby powszechnie przyjete jako przejaw chaosu w naturalnych
populacjach. Pokazano natomiast wiele zbiorów danych sugerujacych chaos
w populacjach zmieniajacych sie dziwacznie z roku na rok w interesujacy
sposób. Nawet jesli okaze sie, ze chaos nie wystepuje w biologicznych
populacjach, to badania nad nim rzucily wyzwanie panujacym dogmatom
w biologii i spowodowaly powstanie nowych koncepcji zach~wania sie
ukladów biologicznych.

;

Co.~ tego moze wynilml\c'?

Nie bez powodu przedstawilismy trzy
grupy jezyków w powyzszej kolejnosci.
Jest to nie tylko zgodne z chronologia
pojawienia sie tych grup, ale równiez
zwiazane ze wspólczesnymi tendencjami
rozwoju.

Wydaje sie, ze karta historii jezyków
,imperatywnych powoli sie zamyka.
Docierajace zewszad sygnaly
o nienadazaniu rozwoju oprogramowania
za burzliwym rozwojem elektroniki

kpmputerowej maja swoje zródla
w niedoskonalosci doatarczanych przez
jezyki imperatywne srodków wyrazu.

Zlozonosc zagadnien, wobec których staje
dzisiaj informatyka, rodzi koniecznosc
pisania programów ogromnej wielkosci,
dochodzacych do kilkuset tysiecy,
a nawet milionów linii. Panowanie nad

poprawnoscia i wewnetrzna spójnoscia
takich dziel staje sie niemozliwe
ani dla jednostek, ani dla zespolów
programistów. Dzieje sie tak, mimo ze
nowoczesne jezyki imperatywne, ta.kie
jak PASCAL, MODULA lub ADA, maja
wbudowane srodki grupowania instrukcji
w tak zwane procedury oraz moduly.

Przykladem niech bedzie nastepujacy
uklad faktów:

Dziecko("Jan", "Beata").

Dziecko("Danuta", "Lech"}.

Dziecko("Ma.lgorzata", "Jan") .

Dziecko("Dariusz" , "Beata") .

Dziecko("Roman", "Malgorzata").
.Zg9dnie z intuicja, fakt postaci
Dziecko(D,R) oznacza, ze osoba
o imieniu D jest dzieckiem osoby
R. Z takiej bazy faktów moze robic
uzytek predykat Potómek(X, Y),
który jest spelniony, gdy osoba X jest
potomkiem Y:
Potomek{X, Y) if Dziecko(X, Y) or

Dziecko(X"Z) and Potomek(Z,Y).
Tresc tego predykatu jest latwa do
rozszyfrowania: jest sie potomkiem
pewnej osoby, jezeli jest sie jej dzieckiem,
albo jezeli jest sie dzieckiem potomka tej
osoby. Oczywiscie, gdy X jest potomkiem
Y, to ten ostatni jest przodkiem X.
Zatem znalezienie odpowiedzi' na ponizsze
pytania nie powinno nastreczac trudnosci.
Zadanie to pozostawiamy Czytelnikowi:

Potomek ("B,oman", "Jan"),

Potomek(X, "Beata") ,

Potomek("Roman", Y:) ,

Potomek(X, Y) .

19641956

Ry •. 2. Populacje gatunków cmy
wykaz.uja rózne zachowania.

aj Populacja cmy Chilo 8uppre88ali8
w Japonii fluktuuje wokól wartosci
sredniej, która pozostaje w przyblizeniu
stala.

ej POl>ulacja Zeiraphera diniana
w Szwajcarii lolnienia sie o cztery
rzedy wielkosci w cyklu okolo
dziesi<.:cioletu iln.

1
1948

Rozv";l\zan ie zadania M 691. Obrót
wl.g1edelll A o 90° pr?,t~prowadza wier.,zcholek
87.uka.l1cgo kwadratu lc7.(\cy tll\ prostej k na

pn.eciwlegly wien.cholck lei'lcy na prostej ,I,
c',yli 111\puukt pr',t~cie("ia prostej l 1. obrazeUl

prost('j k w tYlU ohrocie (uwa.ga: ohra.cac
1l107.('IUY w dwi{' stroilY!). R,or.wiazan nie Dla

j('dynie wt('dy, gdy k ~ !, chyba te A lezy na
jedut'j 7. dwu~iec:r.nyctl utworzonego pr7.el. nie
k"t".

1920 19401900
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hl POJ>ula<Cja cmy Dendrolimu8
pini w Niclllczcch jest bardzo lllala
•. wyj"tkiem krótkich okresów 'naglego
Wl.rostu.
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ZOSTAN STUDENTEM'FIZYKI
na Uniwersytecie Warszawskim

Witold Nazarewicz,
ur. w 1954 r., w 1977 r. ukonczyl
studia na Wydziale FfiMS Poli
techniki Warszawskiej, doktorat
uzyskal w 1980 r. w Instytucie Ba
dan Jadrowych, a habilitacje w
1987 r. na Wydziale 'Fizyki UW.
Specjalista w dziedzinie teorii jad
ra atomowego, docent w Insty
tucie Fizyki Teoretycznej UW.

Autor 110 publikacji w specjalistycznych czasopismach o
zasiegu miedzynarodowym.

Witold Nazarewicz odpowiada na pytanie:
Czym jest dla mnie fizyka?

Fizyka to - fascynacja, wielowymiarowy puzzle,
który usilujesz zlozyc. Ciezka praca w nadziei, ze uda Ci
sie' odnalezc kilka wlasciwych, pasujacych do siebie
kawalków.

Fizyka to - satysfakcja, kiedy uda Ci sie rozwiazac
zagadke i ulozysz malutki fragment puzzle 'a. Wielka fraj
da - gdy wiesz, ze oto (byc moze?) poznales czastke
obiektywnej prawdy.
Fizyka to - poszukiwanie, uswiadomienie sobie
naszej niewiedzy. Im dluzej pracujesz nad jakims zagad
nieniem, tym bardziej uswiadamiasz sobie, jak malo wiesz '
i jak wiele jest jeszcze do zrobienia.
Fizyka to - narkotyk, który wciaga, ale i wyniszcza,
wymaga wyrzeczen, poswiecenia czesci zycia rodzinnego
i innych zainteresowan.
Fizyka to - frustracja i zyde w stresie, strach przed
popelnieniem bledu. Pamietaj: prawdziwyekspert to ten,
który popelni wszystkie mozliwe bledy w swojej dzie
dzinie - ale tylko raz.
Fizyka to - droga do poznania swiata i fantastycz
nych ludzi, którzy czuja i mysla podobnie jak Ty i na
których mozesz liczyc.
Fizyka to - wielki business, ma swój rynek, konku
rencje i reklame. Wiesz, ze nad Twoim problemem pra
cuja Twoi koled:zy,_w~pólpartnerzy, wspólpracownicy ...
Kto bedzie pQ's~sem jest to kwestia paru mie

siecy, a czas~m ~lku ~odzin. Wielkie konferencje nauko-•..•• ", __ ..,..._,......- .•••••n. .•n. t-.." .••.' .•"I J..,.." •.• Al •...••.•...••.c'I. ••••••. l •..•A_u ..•l... •.•_ ••..••.•...••••••.:•...•ro.: •••.

Jerzy PNIEWSKI

Cala historia fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, w szcze

gólnosci fizyki doswiadczalnej, wiazala sie stale z budyn
kiem przy ulicy Hozej 69 i w ten sposób "Hoza" stala sie

symbolem fizyki warszawskiej. Mówiac po prostu "Hoza"
mialo sie zawsze na mysli osrodek powolany do zycia przez
Stefana Pienkawskiego w 1921 roku.

Andrzej K. Wróblewski 
Rektor Uniwersytetu

Warszawskiego
Czterdziesci lat temu zdecydo

walem sie studiowac fizyke na uni
wersytecie. Gdybym mial dzis
znów podjac decyzje, to mój wybór
bylby identyczny. Ani przez chwile
nie zalowalem Wyboru, lecz rado
walem sie, ze jestem fizykiem, ze

dane mi jest uczestnictwo w poznawaniu najglebszych
tajemnic wszechswiata.

Pracuje obecnie jako fizyki nauczyciel akademicki. Ale
nawet gdybym obecnie pracowal w innym zawodzie, to i
tak wartosci wyniesione ze studiów bylybymi pomocne w
zyciu i drogie.

Mój przyjaciel, zmarly w ubieglym roku profesor Grze
gorz Bialkowski, poprzedni rektor Uniwersytetu War
szawskiego, tak napisal:

Ktos, kto nie znalby fizyki dzisiejszej, bylby odciety od

wielkiego nurtu refleksji nad swiatem, nad przyroda, nurtu,
który w tak wielkim stopniu ksztaltowal czlowieka i nawet '
jego dzieje spoleczne, nie mówiac juz o sztuce; która jest do
glebi przesiaknieta refleksja filozoficzna·

Studia fizycznedaja bowiem czlowiekowiwartosci, któ
re czynia go lepszym, dojrzalszym, bardziej odpornym na
pólprawdy.

Warto wiec popróbowac tych studiów!



kiem przy ulicy Hozej 69 i w ten sposób "Hoza" stala sie
symbolem fizyki warszawskiej. Mówiac po prostu "Hoza"

mialo sie zawsze na mysli osrodek powolany do zycia przez
{Jtefana Pienkowskiego w 1921 roku.

Laser barwnikowy z laboratorium "Hozej"
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Fizyka to - wielki business, ma swój rynek, konku
rencje i reklame. Wiesz, ze nad Twoim problemem pra
cuja Twoi koled~, w~eólpartnerzy, wspólpracownicy ...

J PNIEWSKI Kto bedzie pQs~zasem jest to kwestia paru mie-
erzy siecy, a czasem kilku godzin. Wielkie konferencje nauko-

S b d k t l f· M . C' we przypominaja targi handlowe, na których wystawia sieam u yne lOS a s mansowany przez ane une-. " ...
Skl d k k Ó dd l l· d N d I sprzedaje swóJ towar. NIestety, tak jak I w handlu,

o ows a, t ra o a a na ten ce swoja ruga agro e k" k c' .' . dN bl . czasem opa owame moze o aza SIe wazmejsze o za-
o a A •, .. warto~cl.

Wspólczesne badania fizyczne wymagaja szerokich kontaktów miedzynarodowych i Fizyka to - dyplomacja i strategia w organi-
szybkiego przeplywu informacji. Ulatwiaja to: lOwaniu badan naukowych, zmaganiach z urzednikami

• niedawno zalozony, pierwszy w Polsce wezel swiatowej sieci komputerowej BITNET, decydujacymi o funduszach. Niestety, tak jak i w polityce
• antena satelitarna (druga co do wielkosci w Warszawie) wspólpracujaca z aparatura >rejestrujaca wysokiej klasy. czesto sukces nalezy do demagogów.

Wydzial Fizyki UW posiada niemal 200 komputerów osobistych (linii IBM: PC, XT, AT, 386 i 486) oraz dostep do komputerów linii DEC.
Przystepujemy do utworzenia ogólnowydzialowej sieci komputerowej .

••••••
:~~~~~~~~i~~i:~D fizyka czastek elementarnych D fizyka jadra atomowego D fizyka atomu i czasteczki ~~~~~~I~~~~

D fizyka ciala stalego D biofizyka D geofizyka
D fizyka medyczna D astronomia, kosmologia i teoria wzglednosci

Na kazdym kierunku mozna wybrac specjalizacje doswiadczalna, teoretyczna lub komputerowa
Na kierunkach: biofizyka, fizyka medyczna i geofizyka studia trwaja 5,5 roku, na pozostalych kierunkach - 5 lat

;::@=?: _ System studiów umozliwia indywidualizacje programu

:jj:~~::~:~:i::W ramach specjalizacji komputerowej mozesz poznac: • techniki komputerowe w eksperymencie fizycznym . '~

:~~~~:~~~~:~:l ......•. ~etody numeryczne, model~wanie i s~ulacje komputerowa (j,~VA

il~:~~~~~i~~i~ Sta~lesz !le ekspertem w dziedZInie najbardZIej ~afin~wanych zas;o;owan kompt.lterow J&,~qfz. ~~ ,/1). i~i~KR

:~i:~jII~Od .przyszlego roku akademickiego (1991/92) rozpoczme dZlalalnosc ~$~~o~~~Wj~r,} :i~i~j~i~~~:~:~

::i:~~:j!~!j!~! NAUCZYCIELSKIE 'KOlEGIUM FIZYKI ,~ Jp~.f "ovi'~o-\~,<,t 0i.~.:jj!~~jjj!
.;.;.;.;.;.;.;, ~~, JpJQ/:\'~"" ~~rr ~'1lj .;.;<.;.;.;.;.I dajaJ<wal~~~~~~;~~l~~ magistra umozliwi~~::~:~:~:awodowa ~~ ,,:;rtP ~i·~· r

Arkadiusz SKIER SKI - student I roku fizyki
Jak tylko daleko siegne pamiecia, to zawsze chcialem zostac lekarzem. A

poniewaz na studia medyczne obowiazuja egzaminy z biologii, chemii i fizyki,
wiec do liceum poszedlem do klasy biologiczno-chemicznej, a fizyki posta
nowilem uczyc si~ sam. Nie szlo mi to najlepiej, poza tym mialem kiepskiego
riauczyciela. Chyba w trzeciej czy drugiej klasie "ogólniaka" siegnalem z
czystej ciekawosci po jakies popularnonaukowe opracowanie szczególnej
teorii wzglednosci. Zapamietalem z tego tyle tylko, ze czas jest pojeciem
wzglednym i ze dzieki temu miony moga dolatywac do detektorów naziem-

nych. Skrócenie dlugosci, dylatacja czasu tak mnie wciagnely, ze zaczalem
czytac inne popularnonaukowe ksiazki z dziedziny fizyki. Potem poszlo juz
z górki. Chcialem wiedziec coraz wiecej i wiecej. Dlatego wlasnie jestem na
pierwszym roku fizyki. Od studiów oczekuje, ze umozliwia mi poznanie tego,
co interesuje mnie najbardziej. Chodzi mi tu o fizyke czastek elementarnych
i astrofizyke, a wlasciwie kosmogonie~

Jak chyba kazdy uczacy sie fizyki marze o Nagrodzie Nobla ..., jednakze po
pierwszych kartkówkach na cwiczeniach mój zapal troche oslabl, ale zo
baczymy, jak bedzie po kolokwiach i po sesji.



Wrzl!lcalliekul

Do czego ten rezultat moze sie przydac?

Krzyzak znacznie prosciej

A

D

a = 1-2V6R.

Na rysunku obok przedstawiamy

propozycje pana Sitko. f. 71Jest ona o wiele prostsza od oryginalnego l V'

~~

~~

~

rozwiazania litewskiego i latwo sie
domyslic, jak z takich klocków zlozyc
krzyzak. Tyle ze mozna sadzic,
iz Litwini specjalnie skomplikowali
rozklad krzyzaka, by utrudnic zycie
skladajacemu.

co daje ostatecznie

(*)

Pan Krzysztof Sitko z Tarnowa nadeslal
nam inny sposób rozkladu krzyzaka
na szesc klocków.' Przypominamy:' chodzi
o tak wyciete z prostopadlosciennych
patyczków klocki, by dal sie z nich zlozyc
krzy!iak nie rozpadajacy sie i nie majacy
luk we wnetrzu (por. Delta 7/1990) .

CK = tAB, AK = >l/-AB, AP = ,ifAB, BP = VtAB, OP = tVtAB

Rozpatrujac odpowiedni przekrój obu czworoscianów stwierdzamy, ze

! G.a=! ~-R4V 3 4 V 3 '

Spróbujmy w czworoscianie
foremnym o krawedzi l umiescic
kule. Jakikolwiek bylby jej
promienR, jesli rzeczywiscie
da sie ona umiescic wewnatrz
czworoscianu, to jej srodek bedzie
sie znajdowal wewnatrz mniejszego
czworoscianu foremnego, którego
krawedz jest juz przez R
wyznaczona.

Istotnie, mniejszy czwor~cian to zbiór tych wszystkich punktów
wiekszego czworoscianu, których odleglosc od scian jest nie
mniejsza od R. Spróbujmy obliczyc dlugosc a krawedzi mniejszego
czworoscianu. W tym celu zauwazmy, ze oba czworosciany
sa jednokladne i Srodek jednokladnosci jest (miedzy innymi) ich
srodkiem ciezkosci. Odcinki laczace srodek ciezkosci sciany dowolnego
czworoscianu z przeciwleglym wierzcholkiem sa dzielone przez ten srodek
w stosunku l : 3 (dlaczego?) i wobec tego odleglosc srodka ciezkosci od

sciany czworoscianu wynosi ~VI'dlugosc krawedzi (prosze samemu
przeprowadzic obliczenia).

Srodki te umozliwiaj li, podzial
rozwiazywanego problemu na latwiejsze
do opanowania podproblemy. Niemniej,
do naprawde duzych zagadnien okazuje
sie to niewystarczajace.

Potrzebne sa zwiezlejsze i bardziej
abstrakcyjne srodki wyrazu, które
uwalnialyby programiste od potrzeby
szczególowego opisywania rozwiazania
oraz od myslenia o budowie i sposobie
dzialania maszyny cyfrowej. Wlasnie
temu celowi maja sluzyc jezyki typu
funkcyjnego i logicznego. Programujac
w nich mozemy operowac abstrakcyjnymi
pojeciami matematycznymi. Rola
maszyny ma polegac na "rozumiertiu"
tych abstrakcyjnych pojec w mysl zasady,
ze komputer ma sluzyc czlowiekowi, a nie
na-odwrót.

Dzieki zblizeniu jezyków funkcyjnych
i logicznych do tradycyjnego jezyka
matematyki latwiejsze staje sie badanie
wlasnosci programów. Matematyka
bowiem ma juz wypracowane srodki do
badania: takich obiektów, jak zbiory,
funkcje, predykaty, i maja one w niej
dobrze okreslone znaczenia. Jezyk
matematyki moze zatem sluzyc zarówno
do zapisywania programów, jak i do
opisywania jego wlasnosci.

Bylibysmy jednak nierzetelni dostrzegajac
wylacznie pozytywne strony jezyków
funkcyjnych i logicznych. Na drodze
upowszechnienia sie ich zastosowan
stoi bowiem powazna przeszkoda: ich
komputerowe realizacje sa prawie zawsze
mniej efektywne od realizacji jezyków
imperatywnych. W praktyce oznacza.
to, ze program w jezyku MIRANDA
albo PROLOG moze na tym samym
komputerze wykonywac sie kilka,
kilkanascie, a moze nawet kilkaset razy
wolniej od realizujacego to samo zadanie
programu w jezyku PASCAL, wymaga.jac

, przy tym -znacznie wiecej pamieci. Nie
powinno to dziwic, skoro w tym ostatnim
przypadku szczególowa droga dojscia
do rozwiazania pochodzi od "madrego"
czlowieka, a nie od "glupiej" maszyny.

Nadzieja na przelamanie impasu w tej
•dziedzinie wiaze sie z nowa generacja
tak zwanych równoleglych architektur.
komputerów. Ich istota jest mozliwosc
wykonywania wiecej niz jednej operacji
jednoczesnie przez niezaleznie- od siebie
dzialajace procesory. Jednak na dzien
dzisiejszy architektury zorientowane
na realizacje jezyków funkcyjnych lub
logicznych nie wychod7.a poza laboratoria
naukowców.

10



Kacik Pr ••c Uc•.niowskich uk•••.uje sie
w Delcie od numeru 3/1988
(•. przerw ••mi: Delt46, 12/1988,
l, 6, 7, 8/1989,6/1990 i 1/1991).
Zawiera on propo •.ycje ewentualnych
tematów na Konkurs Uc•.niowskich
Prac •. Matem ••tyki. Oc •.ywiscie,
chetnie wid •.imy takze prace na inne
tematy.

Otóz do rozwiazywania nastepujacego zadania:
W czworoscianie foremnym o krawedzi 1umieszczono n jednakowych kul.

Jaki moze byc ich najwieuzy promien r(n)?

Np. dla n = 2. Szukamy w malym czworoscianie dwóch naj odleglejszych
punktów - ich odleglosc to maksymalna srednica jednakowych, nie
przecinajacych sie kul, które maja w nich srodek. Konkretnie mamy
wiec (bo w czworakianie najodleglejszymi punktami sa jego wierzcholki)
2R = a. Stad rozwiazaniem naszego zadania jest rozwiazanie. równania

2R = 1- 2y6 . R,
a wiec

1
R = 2(1 + y6) = r(2) .

'A dla wiekszych n? Szukamy takich n punktów w malYm czworoscianie,
by najmniejsza z odleglosci miedzy nimi byla maksymalna. Przypuscmy,
ze znalezlismy te odleglosc i wynosi ona f(n) - np. f(2) = a.

Rozwiazaniem naszego zadania bedzie pierwiastek równania (*), w którym
zamiast a podstawimy wartosc obliczona z zaleznosci 2R = f(n) - mozna
to zrobic, bo dla ustalonego n wartosc f(n) zalezy tylko od a.

Mimo istnienia tak konkretnego przepisu znajdowanie wartosci r(n) jest
trudne. Tak trudne, ze nie tylko podanie ogólnej formuly, lecz takze
wyliczenie konkretnych wartosci dla n do - powiedzmy - dwudziestu jest
otwartym i wartosciowym (w skali naukowej matematyki) problemem.

Przy okazji ciekawostka: r(2) =r(3) = r( 4). Sadze, ze kazdy z Czytelników
z latwoscia to zauwazy.

Jako temat samodzielnej (i, jeszcze raz to podkresle, naukowo
wartosciowej) pracy polecam obliczanie wartosci r( n), a takze
rozwiazywanie analogicznego zadania dla szescianu czy któregos
z pozostalych wieloscianów foremnych.

M.K.

Okazuje sie zatem, ze podczas gdy
przemysl elektroniczny narzeka na
kryzys w dziedzinie oprogramowania,
informatycy maja podstawy, by narzekac
na elektronike, kt6ra nie jest w stanie
sprostac wymaganiom stawianym przez
nowoczesne oprogramowanie. A co z tego
moze wyniknac? Oczywiscie - postep.

Dodatek 'nadzwyes-.};ny

Metoda generowania trójek pitagorejskich
zastosowana w przytoczonych
programach nie jest optymalna: Mozna
uzyskac rozwiazania biorac takie trójki
liczb naturalnych k,l i m, ze k < l

i m(k2 + 12) $ M.Dla kazdej takiej
trójki mozemy wyznaczyc rozwiazanie
bezposrednio ze wzorów:

a = m(12 - Jr,2), ~ = 2mkl, c = m(k2 + 12).

Wydaje sie to najefektywniej-sz'a
z mozliwych, a w dodatku. dla malych
wartosci M nie wymagajaca uzycia
komputera, metoda znajdywania trójek.
Na dodatek staje sie jasne, ze trójek
pitagorejskich jest nieskonczenie wiele,
bowiem tyle jest trójek liczb: m, I, k.

Uwage te zamieszczamy dla zaspokojenia
tych Czytelników, którzy lubia
rozwiazania optymalne, a zarazem ku
przestrodze tym, którzy bezgranicznie
wierza w mozliwosci komputera.

Odpowiedzi na. postawione w tekscie
pytania sa nastepujace:

prawda;
X = "Jan", X = "Dariusz",
X = "Malgorzata", X = "Roman";
Y. = "MalgQrzata", Y = "Jan",
y ="Beata";
wszystkie 8 mozliwych takich par X, Y,
ze X oznacza potomka Y.

Regulamin Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki
l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gl6wny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesiecznika
Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji Narodowej.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typ6w
szk61.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial uczen, kt6ry w terminie do dnia
l maja przesle pod adresem Redakcji Delty jeden egzemplarz
swojej pracy matem ••tyc •.nej. Do pracy nalezy dolaczyc
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa
i ••dres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna
pra.,y.
6. Praca powinna •.awierac' s••modzielny wklad ucznia i pelna
informacje o l.r6dlach, z k't6rych korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez
Komisje Konkursu i kompetentnych recenzentów, Te sposr6d
prac, kt6re spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione
Jury Konkursu. Jury •.akwalifikuje najlepsze prace do finalu,
kt6ry odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
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'1. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
prl',eslane autorom prac ora •. nauczycielom - opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauc •.yciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Gl6wnegó PTM •.aproszenie do udzialu w Sesji
na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, kt6remu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo
pod uwage, opr6cz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnotfc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyr6znienia oraz nagrody pieniezne ufundowane przez
Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wynik6w finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury Konkursu powoluje Zarzad
Gl6wny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego Delty.
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108. Dwaj taternicy znajduja si~
na pOZiOJUYIU, plaskiln tarasie llad
przepascia o wysokosci H = 14 m.
W pewnej chwili taternik A spada
w przepasc. Jego kolega B, stojacy
w odleglosci l = 7 m od krawedzi,
trzyma lin~ asekuracyjna, do kt6rej
przywiazany jest spadajacy. Jak
powinien on postepowac, aby
zminimalizowac pr~dkosc upadku
towarzysl,a na dno przepasci i S3Inemu
nie spasc? Moze on trzYlnac sie liny
kurczowo badf tez dowolnie regulowac
sile jej wYPuszc7.a.nia. Przyjac, ze tarcie
liny o pr6g skalny jest zaniedbywalne,
natoruiast wspólczynniki tarcia
taternika B o podloze wynosza: 0,5
dla tarcia kinetycznego i 0,7 dla tarcia
statycznego. Masy taternik6w A i B
wynosza odpowiednio mA = 100 kg,
mB = 70 kg. Wytrzymalosc liny, kt6ra
IllOZll3 uZllac za nierozciagliwa, jest
równa 2000 N. Obliczyc przyblizona
predkosc upadku taternika A
w najbardziej korzystnym przypadku.

maladel10

Jak zoptymalizowac rozpraszanie energii?

(Rozwiazanie zadania 108 z Delty 9/1990 z Klubu 44 F)

Pytanie wydaje sie dziwne: przeciez energie trzeba oszczedzac. Owszem, gdy
jednak chcemy zatrzymac rozpedzony samoch6d, musimy jego energie kinetyczna
jakos rozproszyc - na tym wlasnie polega hamowanie.

A teraz przeniesmy sie na lono natury, najlepiej gdzies w g6ry. Wyobrazmy
sobie (rysunek) przepasc (glebok-oscprzepasci H = 14 m), nad nia poziomy taras
(szerokosc tarasu L = 7 m) i oblodzona krawedz przepasci. Na tarasie widzimy
dw6ch taterników - nazwijmy ich Alkiem (A) i Bolkiem (B) - polaczonych lina
asekuracyjna; Alek (masa mA = 100 kg) przywiazany jest do niej w sposób staly,
Bolek (masa mB = 70 kg) ma mozliwosc wypuszczania liny dowolnie regulujac
sile jej naciagu.

W pewnej chwili, gdy Bolek znajduje sie w najbardziej oddalonym punkcie
tarasu, Alek zaczyna spadac w przepasc .. Teraz od refleksu Bolka (i jego
znajomosci fizyki) zalezy, jak sie sprawa zakonczy.

A wyglada. powaZnie: upadek - nie hamowany - z wysokosci 14 m, to niechybna
smiere. Musimy wiec przyjac, ze Bolkowi nie brakuje przytomnosci umyslu
i szybkosci dzialania. Cóz zatem robi?

I. Jesli jest ostrozny, bedzie line wypuszczal z taka sila F!, aby samemu nie
wpasc w poslizg, tzn.

FI < f.mBg

(I. = 0,7 - orientacyjna wartosc wsp6lczynnika tarcia statycznego obuwia
o podloze, g = 9,8 m/s2 - przyspieszenie ziemskie). W ten sposób podczas
calego spadania (na odcinku o dlugosci H) zostanie rozproszona energia
o wartosci równej

F1H < f.mBgH,

co dla naszych danych moze dochodzic do 49% energii potencjalnej E = mAgH,

jaka mial Alek wzgledem dna przepasci. W najlepszym razie (przy znaku
równosci) energia kinetyczna Alka w chwili jego upadku na dno bedzie taka, jak
przy spadku z wysokosci O, 51H ~ 7 m (predkosc VI = 11,8 m/s). Oznacza to,
niestety, znac~ne poturbowanie.

II. Jesli Bolek jest nerwowy (albo nie ma "wyczucia") i pr~ytrzyma line z sila
wieksza od f.mB g, doptowadzi do z~blokowania liny i zacznie sie slizgac
w strone przepasci. Bedzie przy tym hamowal swego towarzysza zaledwie sila

F2 = fkmBg < f.mBg

(ik = 0,5 - orientacyjna wartosc wspólczynnika tarcia kinetycznego obuwia
o podloze). Bierna praca tej sily na drodze L stanowi w naszym przypadku
zaledwie okolo 18% energii E. W rezultacie upadek Alka na dno nastapilby
z taka predkoscia, jak przy spadku z wysokosci O, 72H = 11, 5 m (V2 =
15, O m/s), co jest trudne do przezycia. O ile na dodatek Bolek w pore nie pusci
liny, to nastapi podwójna tragedia.

Ul. Jesli Bolek dobrze orientuje sie w prawach mechaniki, moze poza tarciem
wykorzystac zasade zachowania pedu. Tak wiec najpierw bedzie postepowal jak
w punkcie I, a na krótko przed osiagnieciem przez Alk~dna przytrzyma line
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- 49%,
- 30%,
- 21%.

mocniej i przejmie czesc jego pedu (która potem moze wytracic slizgajac sie po
podlozu w strone przepasci),

Proces przytrzymywania liny przypomina zderzenie niesprezyste dwóch cial
A i B. W wyidealizowanym wiec przypadku natychmiastowego szarpniecia
(lina nierozciagliwa i nieograniczone sily dzialajace w zaniedbywalnym czasie)
obliczamy predkosc koncowa obu taterników jako

mA
v = ----vI ~6,9 m/s,

mA +mB
co odpowiada spadkowi z wysokosci 2,5 m. Sprawdzamy jeszcze, ze energia

kinetyczna, jaka uzyskal Bolek mBv2/2 = 1690 l, nie przewyzsza wartosci pracy
biernej sil tarcia F2L = 2400 J, bo to jest warunkiem jego zatrzymania sie przed
krawedzia przepasci.

W rzeczywistosci sily szarpniecia nie moga przekroczyc pewnej wartosci, która
- ze wzgledu na bezpieczenstwo obu taterników - mozemy okreslic np. na

Q = 2000 N (wytrzymalosc lin bywa znacznie wieksza). Obliczenia dla takiego
przypadku sa dosc zmudne. Przy zalozeniu nierozciagliwej liny wynika z nich
(dla podanego zespolu danych) nastepujaca procedura optymalna:

1) od poczatku spadania Alka Bolek wypuszcza line z sila zblizona do
f;mBg = 343 N, tzn. na granicy wlasnego poslizgu (patrz punkt I)j

2) z chwila., gdy Alek znajdzie sie na wysokosci 1,1 m nad dnem przepasci, Bolek
zwieksza nagle sile hamowania liny do wartosci Q = 2000 N, przez pewien czas
(0,3 s) wystepuje poslizg liny, a jej zablokowanie nastepuje w momencie, gdy
Alek osiaga. dno, Bolek uzyskuje w tym czasie predkosc równa co do wartosci
predkosci upadku Alkaj

3) Bolek wyhamowuje te predkosc slizgajac sie po podlozu i zatrzymuje sie 0,2 m
przed krawedzia przepasci (!).

W ten sposób daje sie przez tarcie rozproszyc okolo 80% energii spadajacego
taternika, dzieki czemu jego predkosc upadku odpowiada spadkowi z wysokosci
niespelna 3 m - jest wiec bezpieczna..

Interesujace jest jeszcze porównanie, jakie czesci energii rozproszonej przypadaja
na poszczeg6lne procesy:
- tarcie liny wypuszczanej przez Bolka w fazie 1
- tarcie liny w fazie 2 - szarpniecia

- tarcie Bolka o podloze podczas poslizgu w fazach 2 i 3

Uwagi taternika
Sytuacja opisana w zadaniu w praktyce'w górach
nie powinna sie w ogóle wydarzyc. Jesli tate'rnik B

pokonal trudny (14 m) uskok skalny, to powinien
on po drodze zalozyc tzw. przelotowe punkty

asekuracyjne (haki, kostki czy petelki), a po dojsciu
w latwy teren (pólka) zalozyc stanowisko asekuracyjne.
Dopiero wtedy moze on sciagac partnera bedac z góry
przygotowany na jego ewentualny upadek. Tak
powinno to wygladac zgodnie ze sztuka wspinania
i asekuracji, co w oczywisty sposób zmienia warunki
wyjsciowe zadania. Tarcie liny na przelotach, jej
rozciagliwosc (z zalozenia wszystkie liny alpinistyczne
sa elastyczne), tarcie liny o skale i inne jeszcze
czynniki bardzo znacznie zmniejszaja wartosc sily
dzialajacej na asekurujacego (np. jezeli kat przegiecia
liny na karabinku jest bliski 1800, moze to zredukowac
dzialanie tej sily nawet o polowe!).

Przyjmijmy jednak, ze nasi taternicy sa
niedoswiadczeni i wspinaja sie w takim terenie
z tzw. lotna asekuracja (bez przelotów, obydwaj
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Mala Delte przygotowal Andrzej NA DOLNY

jednoczesnie). Mozliwe sa ~tedy nastepujace sytuacje:

1. Z chwila upadku A zaskoczony i nieprzygotowany
taternik B zostaje automatycznie wyrwany ze
stanowiska. Jest malo prawdopodobne, aby zachowal
nawet pozycje pionowa. Zaczna zsuwac sie w przepasc
razem. W tym wypadku jedynym ratunkiem dla nich
bedzie tarcie liny o krawedz skaly i tarcie taternika B
o podloze. Oczywiscie, zakladajac, ze pólka nie jest
gladka ani oblodzona, gdyby tak bylo - obydwaj
spadna.

2. Jezeli taternik B utrzyma sie na nogach i bedzie
mógl kontrolowac sytuacje, wtedy impet upadku
zostanie przeniesiony na jego cialo (poprzez przyrzad

-asekuracyjny), zostanie on tez dagodzony przez
rozci'agniecie liny oraz tarcie liny o krawedz.

Przy prawidlowym przytomnym zachowaniu
taternika B moga wyjsc z opresji calo, czyli jak
w pkt. III.

Wofciech LE WANDO WSKI



Klub 44

Terlnin nadsylania rozwiazan:
31 V 1901

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zada.n z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice razwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mai.na nadsyla~ raz wiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednega zadania (kazde na .oddzielnej kartce), mazna ta rabi~
ca miesiac lub z dawalnymi przerwami. Razwiazania ",adan '" matematyki i z fizyki nalei,y
przesyla~ w .oddzielnych kapertach, umieszczajac na kapercie dapisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy ",adania w skali .od O da l z dakladnalfcia da 0,1. Ocene mnazymy
przez wspólc",ynnik trudnalfci' danega ",adania: WT = 4 - 38/N, gdzie 8 .oznacza 'sume
.ocen za ~azwiazania tega zadania, a N - liczbe .osób, które nadeslaly raz wiazanie cha~by
jednego zadania z danega numeru w danej kankurencji (M lub F) - i tyle punktów .otrzymuje
nadsylajacy. Pa zgramadzeniu 44 punkt6w, wdawalnym n,asie i w którejkalwiek z dwóch
kankurencji (M lub F), ",.ostaje .on czlankiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
da panownega udzialu. Trzykratne czlankastwa - 'ta tytul Weterana.
Szcze!,:ólawy regulamin zastal wydrukawany w numerze 7/1990.

Redaguje Marcin.E. KUCZMAZadania z matematyki nr 215, 216

/t-l .

k - 1 _ !L sin t(2n+ 1)11"
2 2 . sin f-1I"1=1 . ~

Zadanie 216 zaproponowal pan Andrzej Paszkiewicz z Zegrza.

215. Wyznaczyc wszystkie takie punkty P leza,ce wewnatrz kwadratu ABCD, ze

ILPABI + ILPBCI + ILPCDI + ILPDAI = 1800•

216. Udowodnic, ze reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalna, k > l
równa sie

Rozwill,zania zadan z matematyki z numeru 10/1990

!=44
Czalówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazal}

zadan 201 (WT';"2,06) i 202 (WT=1,57) Przypominamy tresc zadan:
z numeru 5/1990

H{'nryk Korn:..cki - Augustów 46,82
Ada.m Czornik - Bytom 45,99
Jerzy Ma.lopolskl - Kr-a.k6w ".'9
Adr-ia.n La.nger - Nisko 42,38

Pa.w('. Kubit ~- K~o'no 36,'7l
T01na.n G ~'Zesia.k - K~ak6w 36,ll

Su~egi Klubu 44 M za.i1ill panowie Ko~na.cki
i CY;o~nik. Pa.n, Ma.lopohkl zg~omad'ZiI
44 punkty juz powtórnie (w~a.caja.c do
zma.ga.1i ligowych po dluznej pn(>~wi(».
Wita.myl

211. Na p}:\szczy1.nie uane sa dwie pólproste o wsp6lnytn poczatku P (nie za.warte w jedll(>j
prostej) oraz kolozawieraja.ce punkt P w 8woirll wnetrzu. Wyznaczyc konstrukcyjnie tr6jk<\t
o tnirlilnalnYlu ohwodzie Iuajacy dwa boki 7.3Warte wdanycl .• p6lpr0stych, a trzeci bok styczny
da danega kola.

212. Znaldc' .ogólna pastac funkcji wymiernej F ~ 0, spelniaja,cejrównanie F(x) = F (~)
(dla w.zY8tkich x, dla kt6rych .obie strany maja sens).

211. Dwie dane pólproste oznaczmy przez p i a, dany okrag - przez Wj jego Brodek
i promien - przez O i ej rozwartosc kata {wypuklego) miedzy p i a - przez 2\0;
pólprosta dwusieczna, tego kata - przez 8.

IQO'I = IQPI + IPO', = ~ +'-f- = 100'1
Slll \O Slll \O sin \O •

Niech PAB bedzie dowolnym trójkatem c wierzcholkach A E p, B E a, o boku AB
stycznym do w. Wezmy pod uwage okrag dopisany, styczny do przedluzen boków P A,
PB oraz do boku AB odpowiednio w punktach K, L, M (rysunek l). Obw6d trójkata
PAB równa sie IPAI + IPBI + IAMI +IBMI = IPKI + IPLI = 2IPKI, a wiec jest
minimalny wtedy, gdy rozwazany okrag dopisany lezy mozliwie najblizej punktu P
- czyli gdy jest zewnetrznie styczny do okregu w. Prosta AB jest wówczas wspólna
styczna, obu okregów.

Rys. 1

Oznaczmy ten "optymalny" okrag (styczny do p, a, w) przez w', a jego promien
'i srodek - przez e' i O'. Oto jedna z metod konstrukcyjnego wyznaczenia punktu O'.
Na przedluzeniu pólprostej 8 odkladamy odcinek PQ o dlugosci e/ sin \O (rysunek 2).
Wówczas

1.
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Zbiór
o = {X: fgif = sin rp}

jest okregiem o srodku lezacym na prostej OQ (okrag Apoloniusza). Punkt O' lezy na
tym okreguj natomiast punkt P lezy wewnatrz niego (bo 10PI < e, !QP! = e/ sin rp).

Q

Rys. 2

2.

3.

~
4.

5.

Po dowolnie wybranej stronie odcinka OQ budujemy trójkat OQR o katach
!L OQ RI = rp, ILROQI = 900 i prowadzimy dwusieczna kata Q RO do przeciecia
z przyprostokatna OQw punkcie T. Z proporcji 10TI/IQTI = 10RIIIQRI = sin rp

wynika, ze R, T E O. Zatem srodek okregu O znajdujemy na przecieciu prostej
OQ z symetralna odcinka R:I'. KrJ!slimy ten okrag i w przecieciu z pólprosta 8

otrzymujemy posJukiwany punkt O' (drugi punkt przeciecia z prosta PQ lezy poza
pólprosta 8, skoro P lezy wewnatrz O). Punkt, w którym odcinek 00' przecina
okrag w, jest punktem stycznosci okregów w i W'j prosta styczna do w w tym punkcie
wyznacza zadany trójkat o minimalnym obwodzie.

212. Wielomian P(x) = ao + alX + ... + anxn (~ O) nazwiemy palindromicZrl!lm, gdy

(1) ai=an-j dlaj=O, ... ,n.

(Uwaga: P nie musi byc stopnia ni na przyklad P(x) = 2xC, - 3x4 + 2x3 spelnia (1)
dla n = 8: dziewieciowyrazowy ciag wspólczynników ma w tym przykladzie postac
(0,0, O,2, -3, 2, o, o, o).)

Dwa wielomiany P i Q nazwiemy jednakowo palindromicZrlllm~ jesli warunek (1)
jest spelniony dla. nich obu, i to z tym samym n. Jest widoczne, ze wówczas funkcja
F = P/Q spelnili. równanie F(x) = F(l/x).

Wykazemy, ze i na odwrót: jesli funkcja F, bedaca nieskracalnym ilorazem
wielomianów R i Q, spelnia to równanie, to wielomiany P i Q sa jednakowo
palindromiczne. Bedzie to wiec zadana charakteryzacja funkcji F.

Niech n = max( deg P, deg Q)i deg P oznacza stopien wielomianu P. Przyjmijmy
rex) = xR P{1/x), Q·(x) = xRQ(l/x). Wielomiany r i Q. sa wzglednie pierwsze
(podobnie jak P i Q), tzn. nie maja wspólnego pierwiastka zespolonegoj istotnie: gdyby
mialy wspólny pierwiastek Zo =1= O, to liczba 1/Zo bylaby wspólnym pierwiastkiem
wielomianów P i Qj takze Zo = ° nie jest wspólnym pierwiastkiem p. i Q., bowiem
którys z wielomianów P, Q ma stopien n.

Z równosci F(x) = F(l/x) (dla F = P/Q) wynika równosc PQ· = Qr. Skoro
zas wielomian P jest wzglednie pierwszy z Q, a p. jest wzglednie pierwszy z Q.,
z jednbznacznosci rozkladu wielomianu na czynniki wynika, ze p. = >.P, Q. = >.Q

dla pewnej stalej>. =1= o. Zatem, w szczególnosci, P(l) = >'P(l), Q(l) = >.Q(l). Co
najmniej jedna z liczb P(l), Q(l) nie jest zerem. Tak wiec>. = 1 i otrzymujemy
równosc p. = P, Q. = Q, oznaczajaca dokladnie to, ze wielomiany P i Q sa jednakowo
palindromiczne, z n = max( deg P, deg Q).

Zadania z fizyki nr 113, 114

113. Akceleratory czastek elementarnych sa - jak
wiadomo - urzadzeniami wielkimi i kosztownymi.
Opisany nizej (nieopatentowany!) wynalazek pozwala
nadawac elektronom wielka energie znacznie taniej
i prosciej. Uderzamy w kule bilardowa kierujac ja w strone
spoczywajacej kuli o dwa razy mniejszej masie, tak,
aby zderzenie bylo centralne (kule po 7;derzeniu biegna
wzdluz tej samej prostej). Kula uderzona trafia z kolei
w nastepna kule jeszcze dwa razy lzejsza, -itd., itd., ... ,
a na koncu znajduje sie elektron. Ostatni stosunek mas
bedzie liczba zawarta pomiedzy 1 a 2. Zakladajac, ze
wszystkie zderzenia sa centralne i doskonale sprezyste, oraz
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przyjmujac mase kuli bilardowej 0,2 kg i jej predkosc
poczatkowa 1m/s, oblicz numerycznie energie kinetyczna
uzyskana przez elektron (oczywiscie, w ramach mechaniki
relatywistycznej). Masa elektronu wynosi 9,11 . 10-31 kg,
predkosc swiatla c = 2,9979· 108 m/s.

114. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji
wynoszacej poczatkowo 5 T i malejacej liniowo do
zera w ciagu 0,4 s znajduje sie prostopadla do pola
petla (obwód kolowy) o promieniu 10 cm, wykonana
z przewodnika o oporze 0,1 O i wytrzymalosci na
rozerwanie 2 N. Czy petla ulegnie rozerwaniu?



1f1 ILu RozwiAzania zadan z fizyki z numeru 10/1990

Przypominamy tresc zadan:

109. Obwód sklada sie z diody, kondensatora G, cewki L (rys. 1). Miedzy okladkami
kondensatora panuje napiecie Uo. ZnaleU napiecie n3 kondensatorze oraz natezenie pradu
plynacego w obwodzie po uplywie czasu t od zamkniecia wylacznika .

. , I

u

110. Kula A o pronlieniu r spada na unieruchomiona kule B o promieniu R i wielokrotnip. sie
od niej odbija. W chwili poczatkowej ~rodek kuli A znajduje sie na wysokmfci h ;» R + r Ilad
~rodkiem kuli B i w odleglosci c <CR + r od prostej pionowej przechodz&cej przez srodek td
kuli. ZnaleU wspólrzedna pozioma srodka kuli A po kodbiciach.

k-l

( 8h) . e.Xk ~ R+r

VXk+2----.
Vk~ Vk-l R+r

tik ~ (~) k . !.eR+r t '

(I)

czyli

109. Po zamknieciu obwodu poplynie przezen prad w kierunku oznaczonym strzalka
(dodatnia wartosc natezenia pradu I), który jest kierunkiem przewodzenia diody.
Wobec zaniedbywalnego oporu diody nasz obw6d jest r6wnowazny prostemu obwodowi
LC (bez diody). Jak wiadomo, w takim obwodzie zachodza drgania rezonansowe
o okresie T = 21rVW. Zaleznosci cza.~owenapiecia U na kondensatorze oraz natezenia
pradu I plynacego w obwodzie rezonansowym przedstawiaja linie kropkowane na rys. 2.
Poniewaz w obwodzie z dioda prad nie moze plynac w kierunku zaporowym, zatem
w chwili t = 1rVLC prad przestanie plynac, a napiecie na kondensatorze pozostanie
stale, równe -Uo• Odpowiednie zaleznosci czasowe napiecia na kondensatorze
i natezenia pradu w omawianym obwodzie przedstawiaja krzywe na rys. 2 wykreslone
linia kolorowa.

110. Oznaczmy róznice wspólrzednych poziomych srodków obu kul przy k-tym

przesunieciu przez Xk (czyli Xl to zadana odleglosc poczatkowa e). Bedziemy
rozpatrywac tylko te faze ruchu kulki, w której jej przesuniecie poziome jest male
w porównaniu z R + r, czyli z pominieciem odbic koncowych. Zakladamy wiec, ze
pozioma skladowa predkosci jest bardzo mala w porównaniu z maksymalna wartoscia
skladowej pionowej, czyli ze wysokosc, która osiaga kulka, pozostaje po kazdym odbiciu

jednakowa i r6wna h, a odstep czasu miedzy odbiciami jest stale równy t ~ 2fif-.
Oznaczmy:
v - pionowa skladowa predkosci w momencie odbicia, v ~ y'2gh,
Vk - pozioma skladowa predkosci po k-tym odbiciu, Vo- przed pierwszym odbiciem
(z warunku poczatkowego mamy Vo= O),
ak ~ itr (zob. rys. 3) - kat, jaki tworzy z pionem prostopadla do powierzchni kuli B
w k-tym punkcie odbicia,
fi" ~ ~ - kat, jaki tworzy z pionem predkosc po k-tym odbiciu, czyli przed
(k +I)-szym odbiciem.

Przyrównujac kat padania (równy fi,,-l + ak) do kata odbicia otrzymujemy:

Pk = 2ak + /3k-l ,

2t1e
tlI ~ R+ r'

2vte
X2~e+-R '+r

2t1e 2t1e (2V) 2V2~-R +-R + -R te.+r +r +r

Zauwazmy, ze tlt ~ y'2gh . 2j'ii = 4h,zatem z zalozenia h ~ R + r wynikaja
przyblizenia:

Dolaczajac do tego tozsamosc

(2) 2:k = 2:k-l + tlk-lt
mamy pare równan rekurencyjnych pozwalajacych z poczatkowych danych Xl = e,
tlo = O znalezc kolejne wartosci Xk i tik:

Nietrudno skonstruowac program komputerowy obliczajacy tor kulki scisle, tzn. bez
zakladania, ze katy sa male, ani ze h ~ R + r. Na przyklad, dla e = lO-s, R + r = 30,
h = 135 otrzymuje sie X2= 37e, X3= 1405e, x. = 53350e, Xs = 20,54' lOse
(dla porównania- ~ = 36 (~)2 = 1296 (~)3 = 46656)• R+r 'R+r , R+r .

8
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Drodzy Czytelnicy!
Jak co mie'siqc, przyznamy nagrode
ksiqzkowq dla a"tora najciekawB%ej
odpowiedzi,

Rys, l

Rys,2

h

Rys,3

Listy prosimy przysylac pod adresem:
Korespondencyjny Klub Fizyków,
Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego,
ul. Hoza 69, 00-681 Warszawa,

Redaguje Jan GAJ

Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego

Korespondencyjny Klub Fizyków
Dzisiaj proponuje Ci, Czytelniku, doswiadczenia dotyczace jednego
z najpowszechniejszych zjawisk fizycznych - tarcia. Przed rozpoczeciem doswiadczen
przypomnijmy sobie, o co chodzi. Tarcie T jest sila hamujaca ruch przy slizganiu
sie po sobie dwóch powierzchni dociskanych sila FN. Oczywiscie, aby ruch wywolac,
winnismy ciagnac (pchac) cialo (w kierunku ruchu) jakas sila, powiedzmy F:

Jezeli cialo sie slizga po powierzchni podloza, sila tarcia T zwiazana jest z sila
dociskajaca FN wzorem:

T = fFN,

gdzie bezwymiarowy wspólczynnik f nosi nazwe wspólczynnika tarcia. Tak okreslony
wspólczynnik tarcia nazywamy czesto dynamicznym, w odróznieniu od statycznego,
który mierzy sile tarcia wystepujaca przy ruszaniu z miejsca. Tarcie statyczne
jest e reguly wieksze od dynamicznego. Ladnym dowodem doswiadczalnym tej
prawidlowosci jest

Dol!wiadczenie 1.

Pocieraj zwilzonym palcem brzeg szklanki lub kieliszka ruchem okreznym (patrz rys.2).
Jezeli szklanka i palec sa czyste, to po chwili uslyszysz piekny czysty dzwiek - drgania
szklanki. Czy potrafisz wytlumaczyc to zjawisko? '

Jezeli jestes, Czytelniku, ambitniejszy i chcialbys ujac badane zjawisko w liczby,
wykonaj

Dol!wiadczenie 2: pomiar wspólczynnika tarcia.

W tym celu potrzebne jest gladkie, czyste i suche podloze, na przyklad deska,
plytka szklana itp. Podloze (o dlugosci I) opieramy jednym koncem na stole, a drugi
podnosimy na wysokosc h, przy której polozone na podlozu badane cialo (na przyklad
gumka) zaczyna sie zsuwac (rys.3). Jezeli nie bedziemy gumce pomagac w zsuwaniu
sie, zmierzymy w ten sposób wspólczynnik tarcia statycznego (tarcie przy wprawieniu
w ruch). Aby zmierzyc wspólczynnik tarcia dynamicznego, znajdujemy taka wysokosc
h, przy której gumka, której ruch zapoczatkujemy dodatkowym pchnieciem, nie
zatrzyma sie, lecz bedzie sie zsuwac nie rozpedzajac sie ani nie zwalniajac·

Jako dodatkowe, bardzo proste zagadnienie teoretyczne, proponuje wykazanie, ze
wspólczynnik tarcia jest równy

h

f=~

Wyniki doswiadczen dla róznych cial ujmujemy w tabelke zawierajaca wartosci
wspólczynnika tarcia statycznego i dynamicznego. Oczywiscie, doswiadczenie
opisujemy notujac warunki jego przeprowadzenia (rodzaj podloza, mase uzytego ciala
itp.). Powodzenia!

M 589. Dany jest punkt A, prosta
k i okrag o. Skonstruowac taki
odcinek majacy jeden koniec na k,
drugi na o, którego srodkiem jest
punkt A.
Rozwiazanie na str. 5

M 590. Dana jest prosta k i dwa
okregi o l i 02. Skonstruowac taki
kwadrat, którego dwa przeciwlegle
wier~cholki leza odpowiednio na Ol

i 02, a pozostale - na k.
Rozwiazanie na str. 6

M 591. Dany jest punkt A i dwie
proste k i l. Skonstruowac taki
kwadrat, którego dwa przeciwlegle
wierzcholki leza odpowiednio na k
i I, a jednym z pozostalych jest A.
Rozwiazanie na str. 7

Zadania matematyczne zostaly
zaczerpniete z programu zajec
z geometrii na Trzyletnim Studium
Zawodowym nauczycieli matematyki
na Uniwersytecie Warszawskim.
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F 300. Pocisk o masio m zostal wystrzelony z lufy
armatniej nachylonej do poziomu pod katem Q. Predkosc
pocisku u wylotu lufy wynosi tlo. Zakladajac, ze sila oporu
dzialajaca na pocisk jest proporcjonalna do kwadratu jego
predkosci, Fop = -Ctl2 (i skierowana przeciwnie do wektora
predkosci), oszacowac zasieg strzalu oraz maksymalna
wysokosc, na jaka wzniesie sie pocisk w przypadku, gdy
predkosc poczatkowa spelnia warunek

(mitlo ~ V ~-c-

(gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym).
Rozwiazanie na str. 5

F 301. W jednorodnym walcu o promieniu a wycieto
równolegle do osi cylindryczny otwór o promieniu b,
którego srodek ,odlegly jest od osi o d (patrz rysunek).
Znalezc moment bezwladnosci tej bryly wzgledem osi
wiedzac, ze jej masa wynosi m, (d + b < a).
Rozwiazanie na str. 4


