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Eugeniusz SZUMAKO WICZ

Matematyka
•l gra w szachy

Geometryczne

sofizmaty

I. Kat prosty jest równy katowi
,rozwartemu.

Jaroslaw GÓRNICKI

Sofizmat - rozumowanie na poz6r poprawne,
w kt6rym popelniono bll\d logiczny, trudny
nieraz do wykrycia, nadajl\Cy pozory
prawdziwotCci falszywemu twierdzeniu.

o Euklidesie nie wiemy prawie nic.
Znany jest przede wszystkim jako
autor Element6w. Na uwage zasluguje
równiez inna jego praca Fa/Uf/we wniolA:i

(P8eudaria). Niestety, zaginela ona
i z ogólnikowych przekazów ojej tresci
mozna domniemywac, ze zawierala rózne
falszywe twierdzenia geometryczne i ich
bledne dowody. Do ich zrozumienia
wystarczy znajomosc elementarnych faktów
z geometrii. Oto kilka takich sofizmatów.

Zalózmy, ze figura ABCD jest kwadratem.
Z wierzcholka C odkladamy odcinek CG
równy CB. Punkty A i G laczymy prosta.
Odcinki AB i AG dzielimy na polowy
odpowiednio punktami E i H. Poniewaz
AB ~AG, wiec prostopadle do AB i AG,
wystawione w punktach E i H, takze
nie sa równolegle. Przecinaja sie one
w pewnym punkcie K. Rozpatrzmy
przypadki:
a) Punkt K lezy "ponad" prosta DC
(rys. 1) wewnatrz czworokata AGCD.

Rys.l

Laczymy punkt K z wieucholkami A, G,
C, D. Wówczas IKDI = IKCI i IKAI =
= IKGI. Zatem trójkaty KAD, KCG maja
odpowiednie boki równe. Stad ILK DAl =
= ILKCGI. Dodajac katy KDA i KDC
oraz LKCG i LKCD (ILKDCI=
= ILKCDI) otrzymujemy równosc
LADCI = ILGCDI.

gdzie biCi oznacza i-typ6lruch bialych wraz z nastepujacym po
nim i-tym p6lruchem czarnych, P zas oznacza podzbi6r zbioru
wszystkich ciag6w 4D-ruchowych, taki mianowicie, ze kazdy

jego element prowadzi do konfiguracji na szachownicy, kt6ra to
konfiguracja jest co najmniej remisowa dla bialych.

W dziedzinach skonczonych (jaka sa, oczywiscie, szachy) obowiazuje
ponad wszelka watpliwosc logiczne prawo wylaczonego srodka:
p lub -p. Podstawmy pod p hipoteze, ze biale maja strategie
nieprzegrywajaca - zapisana wzorem kwantyfikatorowym (*), wtedy:

- p == - (V /\ V /\ ... V /\(bICI, b2C2,"" b40C40) E p) -
, bl CI b2 C2 blo ClO '

/\ V /\ V ... /\ V (bICI, b2C2,"" ,b40C40) 'I. p -
bl CI b2 C2 blO ClO

W 1912 roku szwajcarski matematyk E. Zermelo (znany przede
wszystkim z aksjomatyki teorii mnogosci) udowodnil, ze w grze
w szachy: albo biale moga zawsze wygrac, lub co najmniej
zremisowac, albo moga zawsze wygrac czarne. "Zawsze", to
znaczy jesli nie popelnia bledu i stosowac beda swoja strategie
optymalna. Twierdzenie Zermeli ("szachowe") nie daje zadnej
wskaz6wki, jak taka strategie (funkcje wyboru na wezlach drzewa
gry pozycyjnej,jaka sa m.in. szachy) mozna znalezc; nie rozstrzyga
r6wniez, kt6ra strona - biale czy czarne, ma taka strategie. Jest'
to przyklad udowodnienia istnienia w spos6b niekonstruktywny,
chociaz (!) niekonstruktywnosc ta ma charakter pragmatyczny'
teoretycznie bowiem, wobec skonczonej liczby wariantów kr6lewskiej

gry (finityzm) te strategie mozna by znalezc za jakies ... 101010'"'

lat (wariantów tych jest wiecej niz elektron6w w obserwowanym
Wszechswiecie!).

Idea dowodu omawianego twierdzenia jest oownie prosta co
blyskotliwa - zwr6cil na to uwage polski matematyk, Jan MycieIski
w latach 60. we Wroclawiu. Przypuscmy na chwile, idealizujac,
ze kazda partia szach6w liczy 40 ruch6w (80 p6lruch6w bialych
i czarnych na przemian). Istnienie nieprzegrywajacej strategii dla'
bialych w tych chwilowo "usztywnionych" szachach mozna zapisac
w jezyku logiki kwantyfikatorow nastepujaco:

(*) V /\ V /\ ... V /\(bICl' b2C2,"" b40C40) E P,

/\ V /\ V ... /\ V(bICI, b2C2,"" b40C40) E N \ P,
b1 CI b2 C2 blO ClO

gdzie N oznacza wzmiankowany juz zbi6r wszystkich ciag6w
40-ruchowych. Ostatnia z r6wnowaznych formul nie mówi nic innego
jak to, ze czarne maja strategie wygrywajaca (jesli konfiguracja
koncowa nie jest nieprzegrywajaca dla bialych, to jest wygrywajaca
dla clarnych - jeszcze raz wylaczony srodek). C.b.d.o.
Z punktu widzenia absolutnej scislosci powyzsze rozumowanie
zawiera luki, ale sa one usuwalne, choc kosztem sztucznych
i zmudnych konwencji pomocniczych.

Jak juz powiedziano, twierdzenie Zermeli nie wskazuje, czy biale, czy
czarne sa w leps~ej sytuacji. Tymczasem wieloletnie doswiadczenie
i teoretyczne analizy szachistów sugeruja, ze to biale sa w lepszej
sytuacji rozpoczynajac gre (przewaga tempa). Argumentacja
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b) Punkt K lezy na odcinku DC,
tzn. dzieli on odcinek C D na polowy.
Równosc ILADCI = ILGCDI otrzymujemy
z przystawania trójkatów KDA i KCG.
c) Punkt K lezy "pod" prosta DC (rys. 2).
Laczymy punkt K z punktami
D, A, G i C. Wówczas trójkaty KAH
i KHG sa przystajace. Zatem IKAI =
= IKGI. Równiez trójkaty KDF i KCF
sa przystajace. Zatem IKDI = IKCI
i ILKDCI = ILKCDI. Ponadto IDAI =
= ICBI = tCGI. W ten sposób odpowiednie
boki trójkata KDA sa równe odpowiednim
bokom trójkata KCG. Oznacza to, ze
ILKDAI = ILKCGI. Odejmujac teraz
od tych katów równe katy KDC i KCD,
otrzymujemy: ILADCI = ILGCDI.

szachistów, w odróznieniu od np. dowodu twierdzenia Zermeli, nie
jest scisla, nie daje pewnosci, lecz tylko psychologicznie ten fakt
upra.wdopodabnia. Jednakowoz w nauce i róznych dziedzinach

dzialalnosci ludzkiej zdarzaja si~ niespodzianki, paradoksy.
Intuicyjnie czujemy, ze czasem korzystnie jest oddac chwilowo

inicjatywe przeciwnikowi (moze nie tylko w grach hazardowych!?).
Uwazam, ze mozna by znalezc racjonalny argument na rzecz
czarnych w szachach rozwiazujac pozytywnie nastepujace problemy:
1. Skomponowac zadanie szachowe niekonwencjonalnego typu: uklad
figur i pionów bialych i czarnych jest symetryczny wzgledem linii
poziomo polowiacej szachownice; temat: biale zaczynaja - czarne
wygrywaja.!
2. Wynalezc gre pozycyjna dwuosobowa, o symetrycznej konfiguracji
poczatkowej, w której rozpoczynajacy przegrywa przy optymalnej
grze, tj. stosowaniu optymalnych strategii z obu stron. A moze taka
gre juz znamy?

Rys.2

Wyjasnienia sofizmatów na str.16

A

[)

E

K

H

B

W ksiazce J. Nievergelt, J. Craig Farrar, E. M. Reinhold,
Informatyczne rozwiazywanie zadan matematycznych., WNT,

Warszawa 1978, na str. 109 - 111 jest opisana gra o nazwie Hex,
pozycyjna, dwuosobowa i symetryczna. Autorzy dowodza, ze biale
(rozpoczynajacE: gre) maja strategie wygrywajaca (remisy w tej
grze nie sa mozliwe). Idea przewodnia ich dowodu jest zalozenie

nie wprost, ze czarne wygrywaja, a nastepnie imitowanie strategii
czarnych przez biale przy pierwszym ruchu ,Jalowym". Mogloby
sie na pierwszy rzut oka wydawac, ze przypadek ten przemawia
przeciwko czarnym w szachach. Jednak nietrudno zauwazyc, ze
sposób powyzszy nie przenosi sie z Hexa na szachy, warcaby itp.
(dlaczego?). Totez problemy - wyzwanie (punkty 1i 2) pozostaja
otwarte.

II. Kazdy trójkat jest
równoramienny.

Wezmy dowolny trójkat ABC.
Poprowadzmy dwusieczna kata C,
symetralna boku AB i rozwazmy ich punkt
przeciecia N.
a) Dwusieczna i symetralna nie przecinaja
sie, tzn. sa równolegle" Oznacza to,
ze dwusieczna jest prostopadla do AB,
czyli IACI = ICBI.
b) Dwusieczna i symetralna przecinaja
sie w punkcie N, bedacym wewnetrznym
punktem trójkata ABC (rys. 3).
Opuszczamy z tego punktu prostopadle
NP i NQ odpowiednio do boków CB
i CA (IN PI = INQI). Ponadto IN Al =
= INBI. Trójkaty prostoka,tne NPB,
NQA sa przystajace, wiec ILN AQI =
= ILNPBI. Poniewaz ILNAMI = ILNBAI,
wiec ILCABI= ILCBAI. Stad !:::.ABC jest
równoramienny.
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Roawl"aanle aadanla F 806.
Poniewai interesuje nas jedynie
o8zacowanie, wiec mozemy zamiast
ol6wka rozpatrywa<! wahadlo
matematyune (o masie i dlugo~ci
r6wnym masie m i dlugo~c11 ol6wka)
ustawione w najwyzszym polozeniu.
Je~li oznaczymy kat odchylenia
wahadla (ol6wka) od pionu przez O,

to r6wnanie ruchu naszego ukladu
przyjmie posta~

ml9 = mgsinO.

Ograniczaj ac sie do malych odchylen
od pionu mozemy przyjac sin O ~ O.

Rozwiazanie r6wnania ruchu jest
wiec funkcja wykladnicza e±wt, t';dzie

w = 0. Pionowe polozenie ol6wka
jest polozeniem r6wnowagi nietrwalej
i wystarczy dowolnie maly impuls,
by rozpoczal sie ruch, podczas którego
() narasta jak ewt. W identyczny sposób
zmieniac sie bedzie predkotlc, a wiec

dla energii kinetycznej otrzymamy

T = Ae'wt.

W opisanych w zadaniu warunkach
tr6dlem poczatkowego impulsu jest

•nieustanne bombardowanie ol6wka
przez czasteczki powietrza. Poniewai
kazda z nich ma energie kinetyczna
rzedu kT, gdzie k oznacza stala
Boltzmanna, a T - temperature. wiec
podobna energie uzyska praktycznie
natychmiast i ol6wek. Stad wynika,
ze mozemy przyja~

A = kT

W chwili upadku energia kinetyczna
wynosi mg!. A zatem czas, po jakim
nastapi upadek, dany jest przez

t "" 2... In mgl .
2w kT

W tempera.turze pokojowej dla
typowego ol6wka (mI"" 100 g·cm)
dostaniemy t "" 2, l s. Por6wnanie tego
przewidywania z wynikiem prostego
do~wiadczenia pokazuje, ze warunki
zadania sa praktycznie bardzo trudne
do spelnienia.



Rya.4

B

B

N

A

c

Rya.5

Twlerdsenle. Jeteli w trójke,cie afrodkowa
i dwuaieczna poprowadzone z Jednego
wiencholka pokrywaja aie, to trójkat jeat
równoramienny.

Mamy bowiem

Rya.3

Dowód. Niech w trójkacie ABC odcinek CM
bedzie jednoczeafnie afrodkowa l dwuaieczna
kata ACB. o.puszczamy z punktu M
prootopadle MP i MQ na boki AC i BC
odpowiednio (punkty P i Q beda naleialy'(lo
odcinków AC i BC, a 'nie do ich przedluteti 
dlaczego?). Otrzymane tróklloty proatokllotne
AMP i MBQ aa przyatajace, zatem ILMACI =
= ILMBCI i tr6jkat ABC jeat r6wnoramienny.

d) Dwusieczna i symetralna przecinajl\ sie
w punkcie N lezacym na zewna,trz tr6jka,ta
ABC (rys. 4, 5). W o~lUprzypadkach
ILNABI = ILABNI i tr6jka,ty NAQ, NBP.
sa, przystajl\ce, zatem ILCABI = ILCBAI·

c) Dwusieczna i symetralna przecinajl\
sie w punkcie N lezacym na boku AB.
Oznacza to, ze dwusieczna i srodkowa
poprowadzone z wierzcholka C pokrywaj a,
sie, czyli tr6jka,t ABC jest r6wnoramienny.

Gwiazda neutronowa to tez ostatnia faza zycia, ale gwiazdy
masywniejszej, rzedu kilku mas Slonca. Jest ona zapadnietym
jadrem wczesniejszego czerwonego nadolbrzyma, przy czym
zapadniecie to i rozproszenie reszty gwiazdy odbywa sie wybuchowo
- jako eksplozja supernowej. Zapadniete jadro ma mozliwosc
zachowaxlia dawnego pola magnetycznego i - oczywiscie - dawnego
momentu pedu gwiazdy, wobec tego gwiazda neutronowa z reguly
bedzie szybko wirowac i obdarzona bedzie bardzo silnym polem
magnetycznym. Jej pole magnetyczne omiatajac otaczajacy
rozproszony gaz powoduje w nim blyski i przez to taka gwiazda
neutronowa widoczna jest jako pulsar. Zrozumiale, ze tracac w ten
spos6b energie pulsar musi zwalniac obroty (i to sie bezposrednio
obserwuje) oraz mozna spodziewac sie, ze jego pole magnetyczne
bedzie zanikac, jak wynikalo z pierwszych ocen teoretycznych,
w czasie rzedu dziesiatek milion6w lat.

Ale przyroda bywa bardziej skomplikowana. Ot6z gwiazdy bardzo
czesto wystepuja parami, w szczeg6lnosci znamy juz uklady
podw6jne skladajace sie z pulsara i bialego karla - takim jest np.
obiekt o symbolu katalogowym PSR0655 + 64 (polozony w Zyrafie).
Jego bialy karzel jest osobliwie chlodny, jego temperatura
powierzchniowa nie przekracza 10000 K. Do takiej temperatury
powinien on stygnac przez jakies 2 miliardy lat, a w tym czasie pole
magnetyczne towarzyszacego mu pulsara powinno dawno zaniknac
- jasne, ze przyjmujemy tu najsensowniejsze zalozenie, iz skladniki
ukladu podw6jnego sa w tym samym wieku.

Zaszla wiec koniecznosc stworzenia innego modelu pulsara, takiego,
kt6ry m6glby dlugo zachowywac swoje pole magnetyczne - i chyba
to sie udalo kilka lat temu. W nowym modelu inny jest czas zaniku
pola skorupy pulsara, a inny - wlasnie bardzo duzy - jego jadra. '.
Pozostaje wobec tego wytlumaczyc, dlaczego tak stary pulsar
wiruje jeszcze tak szybko (jego pulsy powtarzaja sie co 195,6 ms).
Odpowiedz tkwi w samym fakcie, ze jest on skladnikiem ukladu
podw6jnego. Mianowicie gwiazdy masywniejsze ewoluuja. szybciej,
zatem pulsar powstal wczesniej niz bialy karzel. Pulsarowi musial
wiec kiedys towarzyszyc czerwony olbrzym. A wtedy m6gl zachodzic
przeplyw materii z czerwonego olbrzyma do pulsara i przekaz w tym
samym kierunku momentu pedu. Czerwony olbrzym m6gl wiec przez
jakis czas "napedzac" pulsara i w ten spos6b uchronic go przed
wczesniejsza smiercia. Tzw. bratnia pomoc dziala nawet w swiecie
gwiazd.

Bialy karzel to ostatnia faza zycia gwiazdy o masie zb1izonej do
masy Slonca. Jest to silnie zgeszczone jadro gwiazdy, która bedac
uprzednio czerwonym olbrzymem rozproszyla swoje warstwy
zewnetrzne przeksztalcajac sie w taki wlasnie goracy, maly, zwarty
obiekt. Bialy karzel swieci juz tylko dlatego, ze stygnie. Jest to
proces bardzo powolny. Dlatego bezposrednio sie go nie obserwuje,
znane sa natomiast biale karly o r6znym wieku, a zatem znajdujace
sie na rozmaitych etapach stygniecia.

Patrz w niebo

Tomasz KWAST
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III. Jezeli w czworokacie ABC D kat'
A jest równy katowi C,_ a bok AB
jest równy CD, to czworok4t jest
równoleglobokiem.

Wezmy czworokat ABCD, w kt6rym
ILBADI = ILBCDI i IABI = ICDI.
Prowadzimy w nim proste BX.l AD
i DY .l BC. Laczymy punkty Bi D.

. Trójkaty ABX, CYD sa przystajace,
wiec IBXI = IDYI i IAXI = ICYI. Stad
trójkaty BXD, DY B sa przystajace, ich
odpowiednie boki sa równe, zatem
IXDI = IYBI. W ten sposób IADI= IBCI
i IABI = ICDI, wiec czwcrokat ABCD jest
równoleglobokiem.

Rys.6

IV. Kwadrat o boku 21 ma takie

samo pole jak prostokat o bokach 34i 13.

13 8

~ 13

I~I
13 . 21

Rys.7

V. 11" = 2-.

Na odcinku AB, bedacym srednica,
opisujemy pólokrag. Jego dlugosc wynosi
~IABI. Dzielimy odcinek AB na polowy
i na kazdym odcinku kreslimy pólokregi
po przeciwnych stronach odcinka AB.
Otrzymana w ten sposób krzywa
przypomina sinusoide i ma dlugosc ~IABI.
Teraz dzielimy odcinek AB na cztery

4

Monopole magnetyczne
Jacek ZIABIGKI

Miedzy elektrycznoscia i magnetyzmem jest wiele analogii. Wiadomo,
ze bieguny (tak elektryczne, jak i magnetyczne) róznoimienne przyciagaja
sie, a jednoimienne - odpychaja. Linie pola magnesu sztabkowego
i pary ladunków elektrycznych (dipola elektrycznego) wygladaja bardzo
podobnie. Jest jednak zasadnicza róznica: dipol elektryczny mozna
rozdzielic na dwa ladunki, podczas gdy po przelamaniu magnesu
otrzymamy dwa male magnesy (dipole magnetyczne), a nie pojedyncze
bieguny (monopole).

W miare jak dzielimy magnes na coraz drobniejsze kawalki, sytuacja
nie ulega zmianie. W rzeczywistosci wszystkie znane fundamentalne
skladniki materii - atomy, jadra, czastki elementarne - albo wytwarzaja
pole dipola (takie jak magnes), albo nie wytwarzaja pola magnetycznego
w ogóle. Pytanie, czy istnieja (moga istniec) w przyrodzie nie znane w tej
chwili czastki, obdarzone ladunkiem magnetycznym, pozostaje otwarte.
Sa pewne przeslanki teoretyczne wskazujace, ze monopole powinny
istniec. Pierwsza z nich, najbardziej oczywista, jest wspomniana symetria
elektrycznosci i magnetyzmu - brak ladunków magnetycznych te symetrie
zaburza.

Na.ukowe badania nad monopolami rozpoezal w 1931 r, Paul Adrian
Maurice Dirac, profesor matematyki na uniwersytecie w Cambridge, jeden
z tw6rców mechaniki kwantowej. Dirac rozwazal monopol jako podobna"
do elektronu czastke elementarna, obdarzona" zamiast elektrycznego 
ladunkiem magnetycznym. Pole magnetyczne wok6l takiej czastki dane
byloby wzorem analogicznym jak dla elektrycznego ladunku punktowego

(1) B = 1-'0 gr
411" ,a '

gdzie 1-'0 - przenikalnosc magnetyczna prózni, a wielkosc g nazywamy
ladunkiem magnetycznym monopola. Wyobrazmy sobie teraz naladowana
czastke (np. elektron), która przelatuje w duzej odleglosci b od monopola
tak, ze mozemy zaniedbac odchylenie spowodowane sila Lorentza
(rysunek)

(2) F = ev x B.

•
%

Elektron przelatujacy w duzej odleglolci b od monopola.

Sila ta, zgodnie z równaniem ruchu Newtona dp/dt = F, spowoduje
zmiane pedu czastki. Jesli pominiemy zmiane kierunku predkosci, to sila
(i zmiana pedu) bedzie miala tylko skladowa 11 (prostopadla do rysunku).
Obliczmy zmiane pedu w ciagu calego czasu ruchu czastki

,6.PII =i:Fil dt = i:evB:c dt =

1-'0 100 dt 1-'0 2eg= 471" egvb -00 (b~ + (vt)2)a/~ = 411" T
i zwiazana z tym zmiane skladowej z momentu pedu

6.L" = b6.PlI = 1-'0 2eg .
41i'



Rys.8

równe czesci i kreslimy linie zlozona
z czterech p6lokreg6w (rys. 8), kt6rej
dlugos~ tez wynosi ~IABI. Proces
ten kontynuujemy dzielac odcinek AB
na 23, 2·, ... r6wnych czesci i kreslac
na nich p6lokregi na przemian raz
z jednej, raz z drugiej strony odCinka AB.
Otrzymujemy w ten spos6b ciag krzywych,
II których kazda ma dlugos~ ~IABI,
i kt6rych granica jest odcinek AB. ~tem
~IABI = IABI (dlugos~ p6lokregu AB
r6wna jest jer;o srednicy), skad 71" = 2.

(II I
/ I/ I

/ I
I I

VI. Piaty aksjomat Euklidesa
o równoleglych mozna udowodnic
za pomoca pozostalych aksjomatów.

Pia.ty aksjomat Euklidesa: jezeli prosta,
przecinaj""a dwie proste, tworzy ka.ty
wewnetrzne jednostronne o sumie mniejszej
od dw6ch [ka.tówl prostych, to te dwie proste,
przedluzone nieograniczenie, spotkaj" sie z tej
strony, gdzie suma jest mniejsza od dw6ch
Ika.t6w] prostych (rys. 9).
28 poczatkowych twierdzen Element6w
(Ksiega I) ma uzasadnienia nie powoluj""e
sie na pia.ty aksjomat, dopiero twierdzenie
29 wymaga jego stosowania. Mozemy wiec
wykorzysta.!

Twlerdsenle. Jezeli prosta padaja.ca na dwie
proste czyni k"ty naprzemianlegle r6wnymi
miedzy soba., to te dwie proste beda. r6wnolegle
(rys. 10).
(Euklides, Elementy, Ksiega I, twierdzenie 21)

Rys.9 Rys. 10

Niech AB bedzie dana, prosta, a C
punktem nie leza,cym na niej. Wykazemy,
ze przez punkt C mozemy poprowadzic
jedyna, prosta, r6wnolegla do prostej AB.

Teorie Yanl1a-Mill.a to zbudowane na wzór elektrodynamiki teorie pola. Glówne
róznice: foton (nolnik oddzialywan elektromagnetycznych) jest jeden i nie
niesie ladunku. podczas gdy w teoriach Yanga-MiIIsa jest kilka naladowanych
nolników oddzialywania. Przykladami teorii Yanga-MiIIsa moga by/!: teoria
Weinberga-Salama oddzialywan elektroslabych oraz chromodynamika kwantowa
(QCD). czyli teoria oddzialywan silnych. Po sukcesie teorii Weinberga-Salama.
która unifikuje (tzn. opisuje w ramach jednej teorii Yanga-MiIIsa) oddzialywania !

elektromagnetyczne i slabe. zaczely powstawa<! teorie Wielkiei Unifikacji.
unifikuj""e oddzialywania: elektromagnetyczne, slabe i silne.

Wzór (3) nazywany jest warunkiem kwantyzacji Diraca, poniewaz
wynika z niego skwantowanie ladunku elektrycznego i magnetycznego.
Wid~ z niego, ze jezeli najmniejszy, wystepujacy w przyrodzie,
ladunek elektryczny oznaczymy przez eo, to najmniejszym ladunkiem
magnetycznym jest go = h/(p.oeo) (odpowiada to n = l). Wszystkie
mozliwe ladunki ma.gnetyczne sa wielokrotn~ciami go (dla wyzszych
wartosci n). Z kolei wszystkie ladunki elektryczne sa wielokrotn~ciami
h/(p.ogo), czyli wielokrotnosCiami eo. '

Jezeli przyjmiemy kwantowll hipoteze, ze skladowa z momentu pedu moze
sie zmieni~ tylko o wielokrotn~~ A, (A = h/(271"), h - stala Plancka), to
otrzymamy zwiazek ~

(3) p.oeg = ~h, n - liczba calkowita;

musi on by~ spelniony dla. kazdej czastki o ladunku e, która moglaby
sie znald~ w poblizu monopola. Poniewaz zmiana momentu pedu l:1L.
jest niezalezna od minimalnej odleglosci b czastki od monopola, mozemy
wybr~ b dowolnie duze - usprawiedliwia' to nasze pnyblizenie, a zarazem
rozszerza zakres stosowalnosci (3) na wszystkie czastki znajdujace sie
dowolnie daleko.

Teoria Diraca monopoli magnetycznych jest niekompletna.
Monopol pojawia sie w tej teorii dos~ sztucznie: istnienie monopoli
spelniajacych (3) nie je.t .przeczne z reszta elektrodynamiki, ale poza
estetycznym argumentem symetrii elektrycznosci i magnetyzmu i bardzo
atrakcyjnym wytlumaczeniem dyskretnej natury ladunku elektrycznego,
nie ma zadnych powodów dla istnienia monopoli. Elektrodynamika
ich nie potrzebuje. W roku 1974 't Hooft i Polyakov na gruncie teorii
Yanga-Millsa podali .po.6b A:orutruA:cji monopola magnetycznego, który
z daleka wyglada jak monopol Diraca. O ile ten ostatni traktowany
byl jak "czarna skrzynka" - badano tylko pole na zewnatrz nie
interesujac sie tym, co jest w srodku - budowa wewnetrzna monopoli
't Hoofta-Polyakova jest znana i wynika z konstrukcji. Takie monopole
mwza powstawac na gruncie calego szeregu teorii czastek elementarnych
(sa to tzw. teorie Wielkiej Unifikacji), które, jak sie uwaza, moga
opisyw~ fizyczna rzeczywistosc.

Jak to pogodzi~ z faktem, ze nikt jeszcze nie zaobserwowal monopol a?
Oddzialywanie monopoli magnetycznych z materia (przede wszystkim
z momentami magnetycznymi elektronów, protonów i jader) jest
dobrze zbadane. Wiadomo, ze prowadziloby ono do deformacji
i rozszczepienia jader, wzbudzania i jonizacji atomów, powstawalyby
"atomy" i "czasteczki" monopolowe. Oddzialywanie to jest na tyle silne,
ze mozliwe bylo skonstruowanie detektor6w wykrywajacych pojedyncze
monopole. Nie ma wiec obawy, ze nieswiadomie zyjemy w morzu monopoli
magnetycznych.

Poczatkowo pr6bowano wytworzy~ monopole w akceleratorach
-w podobny sposób odkryto wiekszosc znanych obecnie czastek
elementarnych. Pr6bowano np. przeprowadzi~ reakcje (g oznacza monopol
magnetyczny, g - antymonopoi):

e++e---+g+g

p+p--+g+g

p+p--+p+p+g+g.

5



W tym celu opuszczamy z punktu C
prostopadla, na prosta AR, nastepnie
prowadzimy prosta C F prostopadla
do CD. Prosta ta jest r6wnolegla do
prostej AB na podstawie "Twierdzenia
o r6wnoleglosci prostych przy r6wnosci
odpowiednich kat6w". Wiedzac,
ze z punktu na prosta mozna opuscic
dokladnie jedna prosta prostopadla,
oraz ze z punktu lezacego na prostej
mozna wyprowadzic dokladnie jedna
prosta prostopadla do tej prostej,
widzimy, ze prosta C E jest wyznaczona
jednoznacznie.

Zeby takie reakcje mogly zajsc, musimy dysponowac energia, dwukrotnie
wieksza niz energia. spoczynkowa. (E = mc:l) powsta.ja,cego monopola.
Z teorii .Dira.ca.nie wynika, jaka, masa, taki obiekt ma byc obdarzony.
Dirac zalozyl, ze klasyclny promien monopola ma byc równy klasycznemu
promieniowi elektronu i stad otrzymal oszacowanie mg ~ 2,4 GeV (dla
porównania, masa protonu mI' = 0,938 GeV). NajwiekSze dzialajace
obecnie akceleratory moga przyspieszac cza,stki do energii rzedu
1000 GeV, a wiec wytworzenie monopola w a.kceleratorze byloby realne.
Niczego takiego nie zarejestrowano, mimo ze dota,d prowadzone sa, pr6by
na kolejnych, coraz wiekszych akceleratorach. Wiadomo juz, ze nie ma
monopoli o masie mniejszej niz 150 GeV.

Korzystaj ac z równow8Znoici masy i. energii, E = mc2, mase mozna mierzyc'
w jednostk.ach energetycznych, np. w d;'ulach, elektronowoltach lub
gigaelektronowoltach. Poprawnie nalezaloby napisac' mgc2 F::j 2,4 GeV, ale fizycy
czastek elementarnych doic' powszechnie uzywaja ukladu jednostek, w kt6rym
c = 1.

Rys.H

A B

Monopol powstaly zgodnie z naj prostsza teoria, Wielkiej Unifikacji
mialby mase rzedu 1016 GeV = 0, 02 ~g, inne teorie daja inne wartosci,
w gra.nica.ch 1010 - 1019 GeV. Jest to olbrzymia energia, porównywalna
z energia, kinetyczna, sportowego samolotu. Takiej energii na cza,stke
nie ma i nie bedzie mial zaden akcelera.tor. Tak masywne cza,stki mogly
powstac jedynie we wczesnym Wszechswiecie, zaraz po Wielkim Wybuchu.

VII. Powierzchnia sfery
o promieniu R jest równa 11"2 • R2.

Rozpatrzmy p6lsfere o srodku °
i promieniu IOPI = R. Okra,g Q (rys. 12)
dzielimy na duza, liczbe (!) n r6wnych
czesci i punkty podzialu laczymy lukami
k6l wielkich z punktem P. Pólsfera
rozpada sie na n tr6jka,t6w sferycznych
o powierzchni l . :I·••·R .•• ·R = ...L. ",:I ..R:I.:I n :t :In
Zatem pole·n tr6jka,t6w wynosi 4, ",:I. R:I,
a pole sfery ",:I R:I •

1IB.
2

Rys. 12

VIII. Wszystkie okregi maja taki
'sam obwód.

Rozpatrzmy dwa wsp6lsrodkowe okregi
o r6znych promieniach r i R, gd3ie r < R.
Do okregów tych w punktach N i MJN,
M leza, na jednej pólprostej) prowa.dzimy
styczne NNl i MM1•

6

Eksperymenty laboratoryjne zaprojektowane do szukania monopoli
(tak lekkich, jak i ciezkich) w promieniowaniu kosmicznym, atmosferze,
materia.lach ferromagnetycznych, skalach ksiezycowych i.meteorytach,
prowadzone przez wiele grup badawczych przez wiele lat, z zastosowaniem
róznych detektorów dzialaja,cych na róznych zasadach, jako jedyna,
odpowied~ przyniosly górne ograniczenia na strumien 7 monopoli
przechodza,cych przez laboratorium: od 10-1 do 10-16 s-lsr-lm -:I.
Sensacje wzbudzil odnotowany 14 lutego 1982 r. na Uniwersytecie
Stanforda w USA pojedynczy impuls odpowiadaja,cy przejsciu
pojedynczego ladunku Diraca. Wyniku tego nie udalo sie nikomu
powt6rzyc (nawet tej samej grupie, na tym samym i na nowych, czulszych
detektorach) i dlatego nikt nie uwierzyl, ze byl to prawdziwy monopol.
R6wnoczesnie nikt nie potrafi obalic tego eksperymentu, tzn. powiedziec,
co spowodowalo uruchomienie detektora, mimo ze uwzgledniono wiele
efektów, które moglyby generowac falszywe impulsy. (Znacznie latwiej
o taki falszywy impuls w detektorze jonizacyjnym, ale tu detektorem byla
nadprzewod~a.ca petla z drutu. Ograniczony nia, strumien magnetyczny
zmienia sie przy przejsciu przez petle monopola o ~og, indukujac prad
elektryczny. Calosc zamknieto w nadprzewodzacej oslonie, aby odizolowac
detektor od p61 zewnetrznych.)

Silniejsz\! ograniczenia na strumien monopoli stawia astrofizyka. Wiadomo
z teorii, ze l:.dunek magnetyczny w polu magnetycznym jest przyspieszany
(tak jak elektryczny -- w elektrycznym) sila, F = gB. Na przyklad na
monopol o minhnalnym ladunku w polu B = l T dzialalaby sila
3,29 X 10-9 N. Moze sie wydawac, ze to niewiele, ale dla porównania: na
elektron w polu elektrycznym E = 3 X 108 VIm (o takiej samej gestosci
energii jak dla B = l T) dziala. sila 4,8 X 10-11 N. Mozna. to podsumowac,
ze o ile elementarny ladunek elektryczny jeat maly, o tyle magnetyczny 
duzy' (68,54 raza wiekszy). Obserwacje (m.in. polaryzacji swiatla gwiazd)
wskazuj a,na obecnosc w Galaktyce slabego (B = 3 x 10-10 T) pola
magnetycznego. Pole to przyspieszajac monopole przekazywaloby im swoja,
energie. O ile ni~ istnialby mechanizm wytwarzajacy pole i dostarczajacy
mu energii, pole to wkrótc.e zostaloby stlumione. (Z tego wlasnie powodu
nie ma w Kosmosie pola elektrycznego: zgasilyby je 8wobodne elektrony
i jony.) Astrofizycy potrafia oszacowac, ile energii galaktycznemu polu
moze dostarczyc ruch gazu miedzygwiazdowego. Stad niezalezne od
doswiadczen ia.boratoryjnych ograniczenie: 7 < 10-1:1 s-ler-im-:l,



Teorie Wielkiej Unifikacji przewiduj a. rozpa.d protonu. Sredni czas zycia
bylby na tyle dlugi (t > 1032 lat; dla por6wnania: wiek Wszechswiata =
= 1010 lat, srednie czasy zycia wiekszosci czastek elementarnych leza,
w przedziale 10-2• - lO-a s), ze rozpad ten m6gl byt do tej pory nie
zaobserwowany. Reakcja taka bylaby silnie egzotermiczna (80% masy
protonu byloby wypromieniowane w postaci kwantu 'Y). W 1982 r. Callan
i Rubakov obliczyli, ze monopole z Wielkiej Unifikacji bardzo silnie
katalizuj li, ·ten rozpad: zderzenie protonu z monopolem prawie zawsze
konczyloby sie rozpadem. Sta.d najostrzejsze w tej chwili ograniczenie na
strumien monopoli magnetycznych: monopole -uwiezione (grawitacyjnie)
w gwiazdach (zwlaszcza gestych i starych, jak gwiazdy neutronowe i biale
karfy) bylyby h6dlem dodatkowego promieniowania. Obserwowane
promieniowanie ogranicza strumien do 1< 10-23 s-lsr-lm-2•

Teorie Wielkiej Unifikacji przewiduj a. powstawanie monopoli. Klopot
w tym, ze przewiduja ich zbyt duzo: od 10-1 do 10-2 s-lsr-lm -2.
Gdyby tak bylo, prawie ca.la.masa Wszechswiata bylaby skupiona
w monopolach magn~tycznych, Wszechswiat bylby za.mkniety i juz
po 30 tysiacach lat wr6cilby do pierwotnej osobliwosci (ze wzgledu na
zachowam"! ladunku magnetycznego minimalnie nala.dowane monopole
sa. cza,stkami stabilnymi - nie mogly wiec sie rozpasc). Obserwowane
tempo ekspansji Wszechswiata i tzw. parametr hamowania dopuszczaja.
maksymalnie 1= 10-11 s-lsr-lm-2• Alan Guth zasugerowal,
ze Wszechswiat na wczesnym "etapie swej ewolucji, ale juz po utworzeniu
monopoli, m6gl przejst faze gwaltownej ekspansji, zwana inflacja

. (od ang. inflation - rozdmuchIwanie). W tym czasie Wszechswiat
rozszerzylby sie co najmniej o czynnik 1026 i dzieki temu monopole
zostalyby "rozcienczone": mozna by sie spodziewat nie wiecej niz
jednego monopol a na caly obserwowany Wszechswiat. Jest to w jak
najlepszej zgodnosci z negatywnYlJli wynikami doswiadczen (zlosliwi
twierdza, ze grupa stanfordzka zaobserwowala wlasnie ten jeden monopol).
Poniewai model inflaclljnll Gutha rozwia.zuje r6wnoczesnie pare innych
problem6w kosmologii, jest on traktowany przez fizyk6w i astrofizyk6w
jak najbardziej powaznie. Obaliloby go, oczywiscie, zaobserwowanie
w spos6b nie budza.cy watpliwosci chocby jednego monopola.

To, oczywi~cie, niemotliwe. Odosobniony, nie potwierdzony przypadek z,,"wsze
budzi w"tpliwoll'ci.

Czy monopole zostana. kiedykolwiek zaobserwowane - tego, qczywiscie,
nikt nie wie. Nie chodzi tu jednak tylko o moznost przelamania
magnesu. Istnienie lub nieistnienie monopoli magnetycznych jest scisle
zwiazane z najbardziej podstawowymi teoriami fizycznymi i jakikolwiek
rozstrzygaja.cy wynik eksperymentalny moze zadecydowat o ich przyjeciu
lub odrzuceniu.

Toczymy bez poslizgu okra.g o promieniu R
po stycznej MM1. Gdy punkt M przejdzie
w polozenie M', to N przejdzie w N',
gdyz oba okregi obr6ca. sie o ten sam
ka.t t. Po wykonaniu pelnego obrotu punkt

. M przejdzie w Ml, zas punkt N w Nl
(rys. 13).

RYs.13

Wynika stad, ze IMM11 = INN1I, tj. okregi
maja. jednakowe obwody. (Powyzszy
sofizmat przypisywany jest greckiemu
filozofowi Arystotelesowi.)

Re a •.••l"aanle aadanla F 804. Wbrew
POZO"OOl zadanie nie jest fanua za.rtu:
hel w cysternie jako siluie 8pr~zony
zajmuje znaczuie mu\ejsr.a obJ~to~c
nii w balonie. Tyn! aaluynl moze
.i~r.larLY~. ze chO<! wypelniona
cysterna nie unosi sie, to jednak
halon n ••pelniollY pochodzacym z niej
helem b~dzie w 8tanie unieU pU8ta,
)'lZ y.terne· A teraz przY8t,\pmy
ie i )zwiazywania.

N:ech M o~nacza tuaksytIlalna tnaSe,
jaka moze unie~c halon. Rozwaimy
cysterne o takiej wla~nie masie.
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Oczywi8te je8t, te cY8terna powinna
miec' taki ksztalt, by pomie~cic
mozliwie najwieksza objeto~c' helu.
Je~1i zalozymy, ze ~ciany cY8terny maj a
8tal" grubo~c d, to waru.nek ten 8pelnia
powloka 8feryczna. Oznaczaj"" jej
promien przez R otrzymamy

M = 4".R~d.p.,

gdzie P. je8t gesto~cia 8tali. Niech
ci~nienie helu w cY8ternie wyno8i p.
Ror.patrujac jej równikowy przekrój
latwo znajdziemy naprezenie ~cian:

S = _1 1_2_( 4_"'_R_~_._p_) = Rp .
2".Rd d

Zakladajac, ze temperatura helu
przed i po napelnieniu je8t taka 8ama

(i równa' tenlperaturze otoczenia),

mozemy tez obliczyc obj~to~c balonu

V-= ~"'R3 .E...

3 PO

gdzie Po je8t ci~nieniem
atmosferycznym. A zatem

M<><V p.
Zaniedbali~my tu ge8tO~c helu
(w porównaniu z ge8to~cia
powietrza Ppl. a takze objeto~c
cysterny (w porównaniu z objeto~cia
balonu) oraz mase powloki i olinowania
balonu. W ten 8po86b d08tajemy
ostatecznie

S = ~po' P. <>< 1,5 . lOg N/m~
2 Pp

Stal nie je8t w stanie wytrzymac
takich napi~c. Odpowied:l: na pytanie
postawione w zadaniu brzmi: nie.
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MATEMATYKA JEST UZVTECZNA, UNIWERSALNA I ... CIEKAWA

Rysunek przedstawia fi
gure samopodobna, czyli
fraktal.

Obrazki tego rodzaju po
jawiaja sie zawsze, gdy ba
damy proces, który podle
ga ewolucji. Proces taki o
pisuje sie zwykle równa
niem rózniczkowym. Jego
rozwiazaniem jest funkcja fet), która opisu
je wedrówke (np. po plaszczyznie) ustalonego
punktu z uplywem czasu t. Fraktal zwiazany
z takim równa.niem opisuje "czestosc odwie
dzin" róznych obszarów plaszczyzny podczas
tej wedrówki.
Burzliwy rozwój grafiki komputerowej umo
zliwia dzis opis ewolucji skompli-kowanychu
kladów poprzez badanie ich fraktali.

Dzialania nieskonczone moga prowadzic do
wyników:
- zaskakujacych:

V2-12v'2... = V2+-I2+..f2 ... ,
- uzytecznych:

_ 6 (1 1 l + l l l l )7r - Vi - 3" • 3" 5" 3:l - 7" • 33 + ...
- nonsensownych: mozna wyliczyc, ze
I-t+l-t+t-!+ ... =ln2=O,693I47180...
Ale przeciez

l-t+l-t+t-!+··· =
= (I+t+l+·· .)-2(t+t+l+· ...) =

= (I+t+·· .)-(I+t+···) = O.
Co wolno, a czego nie
- uczy analiza matematyczna.

Pole wycinka paraboli o
blicza sie za pomoca wzo
ru podobnego do wzoru na
pole trójkata: t iloczynu
podstawy przez wysokosc.
Jak uzyskac taki wzór?
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1 m

J ~ dx opisuje pole nie- :1!:~

o p

skonczonej figury zawartej 11111t_ :ilii

miedzy dodatnimi pólosia- t!
mi ukladu wspólrzednych i:[~

i wykresem odwrotnej pro- ~;~
porcjonalnosci. Jest ono ~~~
nieskonczone. o 1 i:j::l.

Dlaczego ~obe~ t:go objeto~c br.yly?owstal~j :;\~
przez obrot tej fIgury wokol OSIy Jest skon- iii
czona? . :j~
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a, z otrzymana nowa liczba zrób to samo.l
Postepujac w ten sposób zapewne dojdziesz
do liczby L
Tak jest, chotnie wiadomo dlaczego.

latematy ki to
~li rzeczywistosci

.stki bialka

l.H"'~'" """vo. n.'.ro",.alU, taje uderzeniowa
do podejmowania decyzji ekonomicznych
Aby wykonywac to skutecznie, niezbedne jest
- tworzenie nowych metod matematycznych,
- prowadzenie obliczen superkomputerowych

i wieloprocesorowych,
- poszukiwanie wspólnego jezyka z innymi

naukami.

':;:':'

~::::::
.......
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ZOBACZ SAM.

Rysunek pokazuje, gdzie trafili absolwenci z 1986roku
WydZialu Matematyki Uniwersytetu w Manchesterze
(Wlk. Brytania).

A Polska za kilka lat bedzie blizej Europy, wiec
i u nas mozna sie spodziewac podobnego popytu
na matematyków na rynku pracy.

• w ••••::.Dillll~irta.~fll;~~~~l~l\ii~Itil~j~~ri~~~ii~Jl~fI'····

Cennych informacji o obiektach matematy
cznych dostarcza badanie ich symetrii. Obie
ktami tymi sa nie tylko figury geometryczne,
lecz takze równania, zbiory liczb itp.

Np. zrozumienie symetrii ukrytych w równa

niach prowadzi do blyskawicznego rozwiaza- e'
nia klasycznych problemów starozytnych ~
Greków: nie jest mozliwa kwadratura kola,
trysekcja kazdego kata oraz podwojenie obje

tosci szescianu przy uzyciu tylko linijki i cyr- m
kla. Na tej samej podstawie kazdy student
II roku wie, ze prózne sa poszukiwania wzoru
na pierwiastek równania x5 -4x+2 = o. Ta
kich wzorów nie ma (choc pierwiastki umie
my znalezc z dowolna dokladnoscia)!
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Narysowane wyzej: sfera, torus i precel sa
przykladami rozmaitosci dwuwymiarowych:
w okolicy kazdego punktu wygladaja jak ka
walek plaszczyzny. Moga one zatem sluzyc
za modele Wszechswiata dla stworków 2-wy
miarowych. Przestrzenie takie sa w pelni po
klasyfikowane.

My, stworki 3-wymiarowe, zyjemy na pew
nej rozmaitosci trójwymiarowej. Klasyfikacja
mozliwych modeli naszego Wszechswiata cia
gle czeka na swego odkrywce.

Wyksztalcenie matematyczne daje szanse atrakcyjnej pracy:

o w bankach, firmach ubezpieczeniowych itp. (F),

o w zarzadzaniu (organizacja i optymalizacja) (Z),

o w szkolach wszystkich szczebli i rodzajów (S),

o prowadzenia badan naukowych (D).

STUDIA NA UNIWERSYTECIE WARSZAWSKIM DAJA SZANSE
uczeszczania na zajecia z rozmaitych dziedzin matematyki czystej, stosowanej i informatyki prowadzonych przez wykladowców
o miedzynarodowej renomie,

.:>'J.;'::il~ - kontaktu z nowoczesna technika komputerowa,l~i'.udzialu w miedzynarodowych programach wymiany studentów,!~~~i~.otrzymania wyksztalcenia otwierajacego droge do kariery zawodowej na calym swiecie.
tl.li Blizszych informacji o rekrutacji na Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW udziela korespondencyjnie, osobiscie lub telefonicznie
.'.,...,.,.,.'.. Dziekanat Wydzialu, ul. Banacha 2 (wejscie od ul. Pasteura) pok.128, 00-913 WARSZAWA 59, tel. 308-5471 lub 47-31-81.



o pomiarze ciepla wlasciwego

Andrzei TWARDOWSKI

Zapewne wiekszosc z Was miala kiedys okazje wykonywac pomiar ciepla topnienia lodu
lub ciepla wlasciwego jakiegos ciala. Jest to klasyczny, prosty eksperyment szkolny,
który - trzeba przyznac - nie wyglada zbyt atrakcyjnie i na ogól nie nasuwa skojarzen
z nowoczesna, fizyka. Jedna.k wbrew pozorom eksperymenty tego typu wykonywane sa.
we wspólczesnych laboratoriach (tych, które maja. po temu mozliwosci l) dosc czesto,
poniewaz dostarczaja. one istotnych informacji o strukturze materii.

Czym jest w istocie pomiar ciepla wlasciwego (czyli inaczej pojemnosci cieplnej)?
Jest to eksperyment polegajacy na wyznaczeniu ilosci energii (ciepla) potrzebnej
do podniesienia temperatury danego ciala od T1 do T2: I1E = Cp(T2 - T1) (w tym
wzorze cp jest cieplem wlasciwym substancji przy ustalonym cisnieniu). Jezeli
wzrost temperatury jest niewielki, to mozemy przyja"c, ze cp jest pochodna energii
wewnetrznej wzgledem temperatury. Przyjrzyjmy sie blizej zaleznosci energii
wewnetrznej materii od temperatury. Aby to uczynic w obrazie mikroskopowym,
tzn. rozwazajac elektrony i jadra atomowe tworza,ce badany obiekt, musimy
posluzyc sie aparatem mechaniki kwantowej, odpowiednim do opisu mikroswiata.
Elektrony, protony i neutrony moga miec scisle okreslone energie, przy czym na
ogól jedynie niektóre wartosci energii sa dopuszczalne (jak np. w atomie wodoru),
Mówimy, ze cza"stka jest w stanie o okr~slonej energii, lub ze obsadza okreslony stan
energetyczny, a pozostale dopuszczalne stany sa nieobsadzone. Prawdopodobienstwo
tego, ze dany stan jest obsadzony, zalezy od energii tego stanu oraz temperatury
w nastepujacy sposób

(1) P(E)=A'exp(-~/kT),

gdzie k jest stala, Boltzmana (k= 1,38 . 1O-2a J /K), a A jest stala zapewniajaca.
wlasciwa. normalizacje P(E) (oczywiscie, A = 1/ Eexp(-Ei/kT), gdzie sumowanie
przebiega po wszystkich mozliwych stanach). i

EEi exp( -Ei/kT)i
< E >= E1P(Et) + E2P(E2) + EaP(Ea) + ... = Eexp( -Ei/kT)i

(2)

Jezeli zatem mamy kilka róznych mozliwych stanów, to beda. one obsadzone z róznymi
prawdopodobienstwami (rozumie sie, ze jesli prawdopodobienstwo obsadzenia danego
stanu przez jeden elektron wynosi np. 0,05, to w zespole 102a elektronów 5 . 1021
bedzie obsadzac dany stan) zmieniaja,cymi sie w zaleznosci od zmian temperatury ..
Srednia energia calego ukladu bedzie suma wszystkich dopuszczalnych energii
wazonych prawdopodobienstwami obsadzenia poziomów

Pochodna sreaniej energii < E > wzgledem temperatury jest cieplem ,wlasciwym.
Latwo zauwazyc, ze cieplo wlasciwe wynosi zero, jesli mamy do czynienia z cialem
z pojedynczym poziomem energetycznym. Wynika to z faktu, ze nie ma poziomów,
które mozna by obsadzic podnoszac temperature ukladu. Z kolei dla ukladu
dwupoziomowego otrzymujemy charakterystyczna. zaleznosc ciepla wlasciwego od
temperatury przedstawiona. na rysunku l. Warto zauwazyc, ze w tym przypadku 
jak wynika z (2) - w niskich temperaturac1t cp rosnie wykladniczo z temperat]lfl\.
Zaobserwowanie tego typu zaleznosci Cp od temperatury w eksperymencie swiadczy
o istnieniu przerwy energetycznej pomiedzy stanami kwantowymi ukladu. Z zupelnie

, inna, sytuacja mamy do czynienia w przypadku systemów o cia,glym widmie
energetycznym (wszystkie energie z pewnego przedzialu sa dozwolone). Przykladami
takich systemów sa,: zespól elektronów przewodnictwa w metalach oraz zespól jader
atomowych w sieci krysztalu ciala stalego. Atomy w sieci krystalicznej inoga. drgac
w taki sposób, ze w pewnych zakresach energii sa, dopuszczalne drgania kolektywne
sieci krystalicznej (czyli tzw. fonony) o dowolnych energiach. Szczególowe rachunki
pokazuja, ze wtedy cp IV Ta. Z kolei w przypadku elektronów przewodnictwa dostajemy
liniowa, za.leznosc ciepla. wlasciwego od temperatury: cp IV T. Ta. róznica miedzy
elektronowym i fononowym cieplem wlasciwym wynika z róznicy widm energetycznych
elektronów przewodnictwa i fononów (drgan sieci) oraz z róznych praw
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statystycznych, którym podlegaja elektrony i fonony. Na rysunku 2 pokazane sa wyniki
pomiaru ciepla wlasciwego dla krysztalu metalicznego potasu. W tym przypadku
wklad do ciepla wlasciwego moze pochodzic zarówno od sieci krystalicznej, jak
i elektronów przewodnictwa, czyli mozna oczekiwac, ze bedzie c" = a . T + b . T3,

gdzie a i b sa, pewnymi stalymi. Jak widac na rysunku 2, istotnie tego typu zaleznosc
jest obserwowana.

Do tej pory nie mówilismy nic o szczególach pomiaru ciepla wlasciwego. Oczywiscie,
aparatura stosowana do tego celu w laboratoriach jest bardziej skomplikowana niz
szkolny kalorymetr, ale idea pomiaru jest taka sama: do próbki o temperaturze
TI dostarcza sie pewna, ilosc energii tlE i mierzy sie koncowa temperature T'J, do
jakiej nagrzala sie próbka. Schemat "prawdziwego" kalorymetru przedstawiony jes~
na rysunku 4. Próbka [1] wraz z termometrem [4] i grzejnikiem [3] umieszczona
jest na uchwycie [2]. Caly uchwyt umieszczony jest w kalorymetrze, [5], z którego
usunieto powietrze. Próznia w kalorymetrze zapewnia minimalny kontakt cieplny
uchwytu i próbki z otoczeniem. W ten sposób grzejnik [3] ogrzewa wylacznie próbke
i uchwyt. Poniewaz najczesciej pomiary wykonywane sa w niskich temperaturach,
kalorymetr umieszczony jest w naczyniu (tzw. kriosta.cie) z cieklym helem ·He
o temperaturze 4,2 K. Obnizajac chInienie par nad cieklym helem mozna uzyskac
temperatury do okolo 1,2 K. W celu uzyskania jeszcze nizszych temperatur
(do okolo 0,3 K) mozna zastosowac dodatkowo zbiornik z izotopem helu aHe
(wstepnie schladzanym przez 'He). Jeszcze nizsze temperatury (do okolo 0,005 K)
uzyskuje sie mieszajac obydwa izotopy helu 'He-3He (jest to tzw. chlodziarka
rozcienczalnikowa). W tym ostatnim przypadku (tzn. pomiarów w milikelwinach)
trudnosci eksperymentalne wzrastaja jednak znacznie, np. drgania podlogi
laboratorium spowodowane przez chodzacego po pokoju eksperymentatóra -
a przenoszone na kalorymetr - maja czesto wystarczajaca energie, aby podniesc
temperature próbki do tego stopnia, ze pomiar staje sie niemozliwy.

Jak widac z powyzszych przykladów, pomiar ciepla wlasciwego moze dostarczyc
fizykowi niezwykle waznych informacji o stanach energetycznych i pozwala czesto
rozszyfrowac nieznane widmo energetyczne badanego obiektu.

Interesujace sa wyniki pomiarów ciepla wlasciwego dla nadprzewodników.
Na rysunku 3 pokazane sa rezultaty dla galu. W stanie normalnym c"
pochodzi od drgan sieci oraz wzbudzen elektronów przewodnictwa. W bardzo
niskich temperaturach istotny staje sie wklad od jader atomowych. W stanie
nadprzewodza,cym c" wykazuje wykladnicza zaleznosc od temperatury (rysunek 3),
co - jak wspomniano - swiadczy o istnieniu przerwy energetycznej miedzy stanami
elektronowymi. Pojawienie sie takiej przerwy energetycznej wska.zuje na zachodzenie
drastycznych zmian w strukturze energetycznej substancji przy przejsciu do stanu
nadprzewodzacego i jest charakterystyczne dla zjawiska nadprzewodnictwa.
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Sam pomiar przebiega nastepujaco: próbke wraz z uchwytem schladza sie wstepnie
do najnizezej mozliwej temperatury za pomoca wylacznika mechaniczno-cieplnego [6]
bedacego w kontakcie cieplnym ze zbiornikiem helowym. Po schlodzeniu próbki
wylacznik [6] otwiera sie i rozpoczyna pomiar. Termometrem [4] mierzy sie poczatkowa
temperature próbki TI' po czym podgrzewa grzejnikiem [3] próbke o okolo 50-100 mK
do temperatury Ta. Komputer sprzeiony z eksperymentem wyznacza cieplo wlasciwe
na podstawie zmierzonej róznicy temperatur oraz energii I1E dostarczonej przez
grzejnik. Automatycznie uwzglednione zostaja rozmaite poprawki (np. pojemnosc
cieplna samego uchwytu, pojemnosc cieplna kleju, którym przyklejona jest próbka,
i in.). Jezeli wprowadzimy do pamieci komputera mase próbki i jej formule chemiczna,
to mozemy u;.;yskac ostatecznie cieplo wlasciwe w przeliczeniu na jeden mol substancji.
Uzyskane wyniki mozna od razu wyswietlic na ekranie komputera uzyskujac wykres c"
jako funkcje temperatury.

W typowych ukladach eksperymentalnych w kriostacie zazwyczaj umieszczona
jest jeszcze cewka nadprzewodzaca 17], pozwalajaca. na prowadzenie pomia.rów
w polu magnetycznym. Wa.rto podkreslic, ze pomiary takie, jak opisane powyzej,
sa I!tanda.rdowymi pomiarami, zwlaszcza w fizyce ma.gnetyzmu. Jest to chyba.
jeden z nielicznych przyklad6w eksperymentu, który przeprowadzany jest zarówno
w pr;!,cowni przecietnej szkoly, jak i w powaznych laboratoria.ch naukowych.
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Kacik prac uczniowskich ukazuje sie w De/cie od numeru 3/1988
(z przerwami: Delta 6, 12/1988, 1,6, 7, 8/1989, 6/1990
i 1/1991). Zawiera on propozycje ewentualnych temat6w na
Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki. Oc zyw ill'cie, chetnie
widzimy takze prace na inne tematy.

Przestrzen optyczna

Marek KORD OS

Najnowoczesniejszym sposobem mierzenia odleglosci jest uzycie. miernika laserowego.
Pomijajac szczeg6ly techniczne mozemy stwierdzic, ze mierzy on odleglosc
dlugoscia drogi promienia swiatla. Podobnie, droga swiatla mierza od lat odleglosci
astronomowie.

Od lat tez wiadomo, ze (z matematycznego punktu widzenia) mierzenie odleglosci
dlugo~cia drogi promienia Swietlnego jest sensowne tylko w bardzo szczególnych
warunkach. Badanie tego, czym rózni aie tak mierzona odleglosc od tego,
co w matematyce nazywamy odlegloscia, moze byc interesujacym tematem
samodzielnej pracy.

Podstawowym prawem rzadza,cym optyka geometryczna, (zajmujaca, sie biegiem
promieni swietlnych) jest zasada Fermata. Glosi ona, ze promien swiatla biegnie
po drodze, której przebycie zabiera mu najmniej czasu. W absolutnej prózni jest
to, oczywiscie, prosta. Jesli jednak obszar, w którym biegnie swiatlo, próznia, nie
jest, 'to tor promienia moze miec zupelnie inny ksztalt. Spostrzezenie to pozwala na
budowanie klasycznych urzadzen optycznych, takich jak mikroskop, luneta czy okulary.
,Sa to swiadomie przez nas wprowadzone niejednorodnosci przestrzeni powodujace,
ze swiatlo biegnie tak, jak to nam jest potrzebne.

Powstaje pytanie, jakie z "przyzwoitych" wlasnosci odleglosci moze~y w ten sposób
popsuc:

- czy mozna za pomoc a, przezroczystych przedmiotów (pryzmatów, soczewek itp.)
spowadowac, by dwa punkty "nie mogly sie widziec", czyli by z jednego z nich nie
mozna bylo oswietlic drugiego?

- czy mozna spowodowac (bez uzycia luster i innych odbijajacych swiatlo
przedmiotów), by swiatlo bieglo po linii zamknietej?

- czy istnieje taki uklad optyczny, w którym swiatlo moze biec z A do B, a z B do A
nie moze?

- czy mozliwa jest sytuacja, by promien swiatla biegl z A do B droga dluzsza, niz
suma dróg z A do C i z C do B?

Podobnych pytan mozna stawiac wiele i byloby interesujace, jak dalece zdumiewajace
wlasnosci mozna uzyskac budujac (moze to byc konstrukcja teoretycznaj specjalny
uklad optyczny.

Kolejny kierunek badan mozna zaczerpnac z natury. Otóz astronomom udalo sie
na jednej kliszy fotograficznej uzyskac dwa oddzielne obrazy jednego kwazara. I to
wcale nie przez dwukrotne jej naswietlenie ani nie przez jakas inna sztuczke - tak po
prostu bylo widac. Efekt ten zinterpretowano w ten sposób, ze znajdujaca sie gdzies
miedzy na.mi a kwazarem ciemna, niewidoczna, ale ciezka mglawica uginala promienie
swietlne w ten sposób, ze powstaly dwie (zgodne z zasada Fermata) najkrótsze drogi
od kwazara. do nas. I znów mozna postawic pytania:

- czy liczba obrazów jednego przedmiotu (bez pomocy luster) moze byc dowolnie duza?

- czy swiatlo docierajace do nas z jednego jródla, ale róznymi drogami, biegnie tyle
samo czasu?

-'co widzi oko umieszczone w punkcie, w którym zbiegaja sie promienie wychodzace
z punktowego jródla swiatla?

I znów podobnych pytan mozna postawic wiele.

Wbrew pozorom praca o przestrzeni optycznej bedzie praca matematyczna -
badamy w niej bowiem nie realne zjawiska fizyczne, lecz ich matematyczny model.
Przyjmujemy wiec caly szereg zalozen, których realne odpowiedniki 'badanych zjawisk
spelniac nie musza. I nie bierzemy pod uwage calego szeregu wlasnosci, które ma
realne swiatlo (np. efekty kwantowe).

W",kutek istnienia atmosfery Slonce
widzimy nawet po jego faktycznym
zachodzie

~ \
\
\
\
\
\

Umieszczajac delikatnie na dnie
akwarium s6l (oczywiicie, akwarium
nie jest zamieszkane) moiemy otrzyma~
roina gestol~ plynu zakrzywiajaca
IwiaUo latarki.

Swiatlo biegnie z A do B po lamanej,'
gdyz w pryzmacie porusza sie
wolniej i po proltej biegloby dluzej
(wiecej o zjawiskach optycznych
zwiazanych z pryzmatem pilalilmy
w Delcie 2/1985).

Zjawilko loczewki grawitacyjnej bylo
opilane w Dclcie 5/1982.

Czy moina tak ultawi~ loczewke i co
wtedy motna zobaczy<!7
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W Delcie 6/1990 na str. 12 prof. Zbigniew Semadeni opublikowal sluszne uwagi
o polonizacji i latynizacji nazwisk. Warto moze do tego artykulu dodac dalszy ciag:
trudnosc repolonizacji zlatynizow<!'nej formy nazwiska powoduje, ze wlMciwie nie
wiemy, jak naprawde nazywal sie, najwybitniejszy przed Waclawem Sierpinskim, polski
matematyk!

W nocy z 31 X na 1 XI roku panskiego 1585 (date, gregorianska" znamy z zachowanych
horoskopów) urodzil sie w Kurzelowie chlopak, kt6rego ochrzczono "Jan". Chlopak ten
(ojciec jego mial na imie Jakub) dor6slszy byl studentem Uniwersytetu Jagiellonskiego,
potem jego profesorem (w miedzyczasie zostal ksiedzem), a wreszcie jego rektorem.
Opublikowal on pod nazwiskiem "Broscius" r6zne ciekawe wyniki matematyczne.

Podpisywal sie,"zreszta" sam r6wniez "Broscius". Tak samo, po jego smierci
w 1652 roku, pisano o nim tez "Broscius" (czasem "Broscyus" lub "Brosius") nie
pr6buja,c repolonizowac tego, oczywiscie, zlatynizowanego naz~iska.

Dopiero po 170 latach, w 1821 roku S. Bandtke zacza,}pisac "Brozek", inni zM 
niemal r6wnoczesnie - zaproponowali repolonizacje "Brzozek". J. N. Franke znalazlszy
w metryce Uniwersytetu Jagiellonskiego zapis "Brozek", a potem dowiedziawszy
sie listownie od proboszcza w Kurzelowie, ze jest tam "Brozkowy Ka,t" zacza,}
walczyc o forme "Brozek". I dzis, za jego monografia, Jan Brozek (Krak6w 1884) to
wlMnie nazwisko stosowane jest powszechnie w literaturze. Tymczasem wystepuja,ca
parokrotnie w Pami~tni"tJJ. Wielewickiego (zmarlego w 1639 roku przyjaciela i kolegi
Brozka) forma "Brzoscius" sugerowalaby raczej nazwisko "Brzozek" lub - moze 
"Brzoski".

Podpis Jana Brozka na egzemplarzu KaMrlograJU Ptolemeusza.
Ksiazka byla przepisana recznie.

Brozek czy Brzozek?

STVDIOSlE

luuentuti in Acadclnia
Cracouienfi.

rOANNES BROSCIVS
Dodor MedicinZ, Ordinarius

Aihologus. S. P.

Cpmn,.)uo ",ump""Dioph.lItl. '1u~,JCl.,ijii1lf. /(")M';' F-p"",,, P.tritillPrnd', poflll/.nR lII;bi c()n~if.;iliim'~
c,,,(tAtiftimlllp,,ft/111r i" f1l1i1i.P".uin. v.
mi",. A/ex.w, S},,!;/iINIIII; chllrlulA",('Pili,.,.", "!"i" in 'I" h~c'Iu~f1;' '1c,ipt4 fui'
.h/'it vU"{o/lIliM'. D, .",hm'lfultfli.m; n."

c.,,!'~t;,x"npl~ip{u", D;'p~~nli f'+" in.{inp",ne", M;'xltlll PL."udll trl/CI,tun"chi.
A n(Jn",1Ii4 A".jjl.".pDjiI.",ilJi'.cmlim 11.
SDlllilu,mU/Ii,.,du, l.m Mi", pturi",,,, ;n"t

"i {ofuti01lt!4.'vI '!Jel him': ,uflid4tll' 't"mea
••"li1uD'r.vl1.r,tlt'. GenUI rji (a/url1di nM iD",!
'lJ,,~ii.4ji'umpl' in"" cer/ol li",ita 'lUDU" Nu
mrri va/D,r,fd l",/?,~diller(um vi"Jrm'Jj/r"",
tli "pDdii1kll,lucr!I {ertlI fiin{ocuj:'p"erdrr.r.!'.bu
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Poniewaz J. N. Franke nie sprawdzil metryk parafii
w Kurzelowie (za jego czasów istnialy jeszcze ksiegi
obejmujace okres od 1641 roku), wiec zachecilem swego
czasu (dzis, niestety, juz niezyja,cego) dr Stanislawa
Dobrzyckiego do ich zbadania. Do dzis zachowane
ksiegi (przechowywane w Archiwum Archidiecezjalnym
w Gnieznie) maja, zapisy dopiero od 1715 roku. Nie ma
w nich zadnych Brozk6w (ani BrockiCh), a takze zadnych
Brzozków (ani Brzozkich). Poniewaz zM nazwa "Brozkowy
Ka,t" moze pochodzic nie od rod::iny Brozk6w, lecz
bezposrednio od slowa "brog" (oznacza ono daszek nad
sterta), wiec chyba nigdy juz nie bedziemy wiedzieli na
pewno, jakie naprawde nosil nazwisko rektor Uniwersytetu
Jagielionskiego Joannes Jacobeus Broscius ...

Warto moze jeszcze dodac, ze Broscius nie jest jedynym
matematykiem polskim, kt6rego prawdziwego nazwiska
nie znamy. Nie znamy, na. przyklad, wlMciwego nazwiska
Jana Musceniusa (moze Mucha?), tez zreszta, urodzonego
w Kurzelowie, a zmarlego w Krakowie w 1602 roku .
Z tym ze Mut!cenius wprawdzie byl r6wniez profesorem
Uniwersytetu Jagiellonskiego (i to znanym), tez zajmowal
sie matematyka, ale nie byl - w przeciwienstwie do Brozka
(Brzozka?) - matematykiem twórczym.

Krzysztof TATARKIEWICZ



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla<! rozwl""ania "adall. z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamlegzczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla.! rozwiazania
czterech, trzech,.dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi.!
co mleslE;,Club z dowolnymi przerwamI. Rozwiazania zadan z matematyki I z fizyki nalezy
przesyla.! w oddzielnych kopertach, umieuczajac na kopercie dopisek: Klub "" M lub
Klub "" F . .oceniamy iadanla w skali od O do 1 z dokladnoafcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnoafci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gd ••ie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które na.deslaly rozwiazanie cho.!by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - I tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu "" punkt6w, w dowolnym czasie I w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), sostaje on czlonkiem Klubu "", a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weter.n ••.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadaylania rozwiazan: 31 VII 1991

Zadania z matematyki nr 219, 220 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Cwlówka ligi zadaniowej

Klub "" M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 205 (WT=2,85) i 206 (WT=2,66)
z numeru 7/1990

Konra.d Pl6ro - W.u.aw •. 31,16
Mlorlu ••. Z"J~ - PruI:lJr6w 3.,56
P.we~ Kllblt - Kro'no 3','5
Tom••• Gne.Ia.Jr- KraJr6w 36,'1

••

219. Niech z•• = E (~)" dla. n = 2,3,4, ... Czy cia,g (z ••/",) jest zbiezny?I:=~

220. W trójka,t ABC wpisano okra,g styczny do boków tego trójka,ta w punktach
P, Q, R. Miary ka,tów trójka,ta ABC sa, równe a,/3,"f; miary ka,tów trójka,ta PQR
wynosza, a', /3', "f'. Dowiesc, ze

sin o:sin /3sin "f ~ sin a' sin /3' sin "f' •

Zadanie 220 zaproponowal pan Adam Czornik z Bytomia.

Zadania z fizyki nr 111, 118 Redaguje Jerzy BROJAN

111. Przekladnia slimakowa sklada sie z dwóch zazebionych kól obracaja,cych sie
wzdluz osi wzajemnie prostopadlych (rys.l). Jaka jest maksymalna mozliwa wartosc
sprawnosci energetycznej przekladni, jesli wspólczynnik tarcia zebów jest równy l?

Rys.2

z

Rys.1

!=44~

Czo16wka ligi zadaniowej
Klub. "" F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 107 (WT=2,50) i 108 (WT=2,20)

z numeru 9/1990
Luz~k Motyka. - Kra.Jr6w 41,'5
Pawet perkowlkl - Szczecin 25,t2
D'Ilerzy.la.w Llpnla.cJrI- Lublin 25,'6

118. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 wystepuje zródlo napiecia
o czestotliwosci akustycznej, glosnik zas odgrywa role miernika. Suwak przesuwano
wzdluz opornika Rs - R. do uzyskania minimum dzwieku. Wykazac, ze na ogól dzwiek
nie zanika calkowicie przy iadnym polozeniu suwaka. Jaki warunek musi byc spelniony,
aby dzwiek zanikl?

Ro.wla.anle •• d.nl. M 696.
Zaznaczmy pewne pola tak, jak
na rysunku.•
Zauwazmy, ze dowolny prostokat 4 X 1
zakrywa dokladnie jedno zaznaczone
pole. Poniewaz 25 prostokatów
pokrywa szachownice, wiec zakrywa
tylko 25 z 26 zaznaczonych p61, czyli
szachownicy pokryc sie nie da.

Ro.wl •••anle .adanl. M 696. Obrót
wzgledem grodka okregu opisanego
na 1991-kacie o wielokrotnolfc kata
360' /1991 przeprowadza grodek
boku (przekatnej o danej dlugogci)
na grodek boku (przekatnej o takiej
samej dlugogci). Zarazem przekatnych
o róznej dlugogci jest w tym wielokacie
994. Zatem punkty zbioru S leza. na
995 okregach po 1991 na kazdym.
Poniewaz dowolny okrag nie bedacy
jednym z tych 995 przecina kazdy
z nich w co najwyzej dwóch punktach.
wiec nalezy do niego co najwyzej
2·995 = 1990 punkt6w zbioru S.

Stad na jednYIIl okregu moze lezec
co najwyzej 1991 punkt6w zbioru S.

Ro.wl •••• nle •• d.nl. M 697.
Zauwazmy, ze Idac nasza figura po
drodze zamknietej musimy wykona.!
tyle samo ruchów zwiekszajacych
rzedna, co zmniejszajacych ja.
Analogicznie jest z odcieta, stad
otrzymujemy, ze w drodze zamknietej
liczba ruchów w prawo je8t równa
liczbie ruchów w dól i równa liczbie
ruchów po przekatnej w lewo w góre.
Stad calkowita liczba ruchów jest
podzielna przez 3. No, ale szachownica
10 X 10 ma 100 p6l, wiec na obejlfcie jej
zgodnie z warunkami zadania potrzeba
100 posuniec. Poniewaz 100 nie je8t
podzielne przez 3, wiec szachownicy
obejlfc sie nie da.
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Krzysztof CIESIELSKI
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5825
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1

"714

Ponumer~my dziewiec wierzcholków sympleksu jednostkowego
w R s liczbami od l do 9. Funkcja nasn kazdemu punktowi
plaszczyzny przyporzadkow~e wierzcholek sympleksu, który
jest oznaczony tym samym numerem, co kwadrat, do którego
badany punkt naleiy. Oznacn to, ie jezeli punkty leza
w kwadratach o róznych numera.:h, to ich obrazy sa odlegle
o jeden. W 8Zczególnollci zatem funkcja przeprowadza w r6ine
wierzcholki punkty odlegle o jeden (jako elementy kwadratów
z róznymi numerami), czyli odleglollci takich punktów nie
zmienia. Nie jest ona jednak izometria (wystarczy rozwazyc dwa
rózne punkty z t.ego samego kwadratu).

Podobnie mozna skonstruowac funkcje z R2 do R6 o tej samej
wlasnollci (zamiast kwadratów nalezy plaszczyzne podzielic
na szellciokaty foremne). Takie przeksztalcenie jest, oczywiscie,
takze przykladem rozstrzygajacym problem dla wszystkich Rn
przy n > 6, bo dla k < n mozna R" traktowac jako podzbiór Rn
(po dopisaniu zer na kolicowych wspólrzednych).

Wr6cmy jednak do wyjlIciowego pytania. Co sie dzieje, gdy
funkcja prowadzi z R2 nie w Ra, nie w R6, ale w znakomicie
znana przestrzen R 3'{ Pozostaly ponadto przypadki R' i R 6.

Brzmi to moze zaskak~aco, ale odpowiedz na te pytania do tej
pory nie jest znana.

2 Nie zmieniajac odleglosci jeden
JellU odwzorowanie plaszczyzny w plaszczyzne przeksztalca
punkty odlegle o jeden w punkty odlegle o jeden, to musi
byc ono izometria (por. EPSILON nr 1). Przychodzi na
mylfi pytanie: co sie dzieje, gdy funkcja o tej wlasnollci
prowadzi z plaszczyzny nie w plaszczyzne, lecz )IV przestrzen
tr6jwymiarowa?

Okaz~e sie, ze znacznie latwiej jest odpowiedziec na
analogiczne pytanie, gdy przeksztalcenie pro., ..adzi z plaszczyzny
)IVprzestrzen o wymiarze nieco wiekszym nii trzy. Co to
znaczy? Wiemy, ze prosta mozna utozsamic ze zbiorem liczb
rzeczywistych (R), plaszczyzne ze zbiorem par liczbowych (R2),
przestrzeli ze zbiorem trójek (R3). Naturalne jest, ze dla
dowolnego naturalnego n mozemy ro&waiac przestrzen Rn.
Np. katdy element RS jest "ósemka" liczb rzeczywistych
(Z1"" ,za). Symbole Rll czy RIDDl wygl~ac moga dla
niektórych odstrasz~ aco, nie naleiy sie jednak przeraiac.
Tu watna bedzie jedynie pewna wlasnollc.

Na prostej znajdziemy bez trudu dwa punkty odlegle o 1
(konce odcinka), na plaszczyinie trzy punkty, takie, ze kaide
dwa z nich sa odlegle o jeden (wierzcholki odpowiedniego
tr6jkata równobocznego), w przestrzeni zas - cztery punkty
(wierzcholki czworalcianu foremnego) o tej wlasnollci. Nie jest
wiec zaskoczeniem informacja, ze w Rn istnieje n + 1
punktów, II których kaide dwa sa odlegle o jeden. Takie punkty
uczenie nazywa sie wierzcholkami n- wymiarowego sympleksu
jednOlltkowego.

Pokaiemy, 'te istnieje przeksztalcenie plasuzyzny w RS nie
bedace izometria, odwzorow~ace punkty odlegle u jeden na
punkty równiei odlegle o jeden. Podzielmy plaszczyzne na

kwadraty o boku :il- i ponumer~my je tak, jak na rysunku.
Do kaidego kwadratu
dolaczmy lewy dolny
wierzcholek i dwa boki

stykajace sie w tym
JlVierr;cholku(bez drugich

/konców). Latwo sprawdzic,
ze jezeli dwa punkty sa
odlegle o jeden, to leza
w kwadratach oznaczonych
róznymi numerami.

(z wykladu dla studentów matematyki)

Beniowski - student matematyki
(pocz~tek poematu)

"Za panowania króla Stanislawa .•.•
Tak to przed laty zaczynal Slowacki.
Gdziez sie podziala dzis dawna oktawa?
Zgin~l poezji duch w narodzie lackim.
Wskrzesic go bedzie to nielatwa sprawa.
Ale sie znalazl posród braci zackiej
Jeden, co w twarde tej oktawy ryzy
Ujmie podstawy trudne analizy.

A wiec do dziela. Rzucone juz kosci.
Tak wiec z pocz~tku wprowadzimy smialo
Wazne pojecie (pierwotne) mnogosci,
Które, jak stwierdzic by tu nalezalo,
Jest równowazne pojeciu wlasnosci.
A gdyby bylo nam tego za malo,
To w jeszcze inne uj~wszy to slowa
Mnogosc, rzec mozna, to forma zdaniowa.

Zbiór - to istotne. Nie ma jednak racji
(W tym chyba kazdy dzis zgodzi sie ze mna)
Kto lekcewazy pojecie relacji.
Relacja moze byc na przyklad peln~,
Lub (co nastapi w. dalszym ciagu akcji)
Ze zbioru tworzyc strukture zupelna.
Odpowiem, owym nim sie zajme tworem
Czym jest relacja? Par pewnych jest zbiorem.

Galeria Jednego Cytatu

Slo - Slo

Nota bibliograficzna
Wtajemniczeni twierdza, ze pod pseudonimem Slo - Slo
ukryla sie sp6lka: Juliusz Slowacki - Wojciech Slomczyrtski.
Podobno jeden z autor6w byl swego udzialu nidwiadomy. Utw6r
BenioVl,1ci- ,t.d~nt matematyki (o ile wiadomo, nie dokortczony)
powsta! w roku 1979.

"Ogólnie rzecz biorac, podrozmaitolIci w sensie immersji moga
byc obrzydliwe"

EPSILON - nie~alezny dodatek Delty. Redakcja: Krzysztof Ciesielski (nac.elny), Danuta Ciesiel.ka, Slawomir Cynk, Zd~islaw Pogoda,
Ananiasz PolCmiechowski. Adres do korespon~encji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krak6w, z dopiskiem ,.
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Rys.U

Sofizmaty - jak jest naprawde
I. Tajemnica sofizmatu jest tu polozenie punktu K, kt6ry w rzeczywistosci lezy ponizej
prostej CD, ale tak, ze odcinek GK nie ma punkt6w wsp61nych z kwadratem ABCD
(rys. 14). Dokladniej, IBCI = ICGI, lAKI = IBKI, lAKI = IGKI, a zatem IBKI =
= IKGI. Oznacza to, ze punkty C i K leza na symetralnej odcinka BG, co gwarantuje
rozlacznosc prostej KG z kwadratem ABCD.

II. Wszystkie przedstawione przypadki sa niemozliwe, a jedyny mozliwy nie zostal
rozpatrzony. Punkt N bedzie lezal zawsze na zewnatrz trójkata ABC i to tak, ze jedna
z prostopadlych NP, NQ (opuszczonych na proste BC, AC odpowiednio) przetnie
bok tr6jkata (np. AC, rys. 15), druga zas przedluzenie drugiego b.oku. Rzeczywiscie,
niech IACI > ICBI. Opisujemy na tr6jkacie ABC okrag O. Z wlasnoscj.Jcatów
wpisanych, dwusieczna kata C przechodzac przez punkt N dzieli luk AB na polowy.
Podobnie symetralna odcinka AB. Zatem punkt N E O i jako taki lezy na zewnatrz

trójk~a ABC. Poniewaz IACI > ICBI, wiec .0CI > ICBI. Laczac to z faktem,
ze lANI = INBI, otrzymujemy IGANI > ICBNI, skad wynika, ze kat CAN jest
ostry, a kat CBN rozwarty. Uzasadnia to poprawnosc rysunku 15. (Mozna dodatkowo
wykazac, ze punkty P, Q, M leza na jednej prostej.)

III. Dowód twierdzenia jest poprawny, jesli oba punkty X i Y leza na bokach
czworokata lub jesli oba leza na przedluzeniach tych bok6w. W przypadku, gdy jeden
z tych punkt6w lezy na boku czworokata, a drugi na przedluzeniu jego boku, dowód
jest falszywy. Kontrprzyklad przedstawia rysunek 16.

IV. Przy oznaczeniach takich j ak na rysunku 17: tg Ot' == !f, tg Ot = 2al• Poniewaz

~ > ~, wiec Ot' > Ot. Nierównosc ta, w polaczeniu z faktem {3= li' - Ot, daje
{3 + Ot' = 71"+ Ot' - Ot > 71".

A

Rys.l5

Rys.16

A

Rys.lS

i='

B

Rys.l7

V. Blad polega tu na utozsamieniu dw6ch róznych faktów: geometrycznego
postrzegania ciagu krzywych i jego granicy (w naszym przypadku w sensie odleglosci)
oraz ciagu liczbowego - dlugosci poszczególnych krzywych.

VI. Popelniony blad nalezy do bledów logicznych "ignoratio elenchi" (niezrozumienia
dowodzonej tezy). Dowód bylby poprawny, gdybysmy pokazali, ze przez punkt C
mozna poprowadzic tylko jedna prostar6wnolegla do danej prostej AB. Istnieja
inne metody (od zaprezentowanej w "dowodzie") pozwalajace na wykrelHenie prostej
przechodzacej przez punkt C i równoleglej do AB. Na przyklad: na prostej AB
mozemy wybrac punkt D' '" D i poprowadzic prosta D'C (rys. 18). Przy odcinku EC,
w punkcie C, zbudowac LECF' = LCD'B. Na podstawie twierdzenia o równoleglosci
prostych, przy r6wnosci odpowiednich katów, CF'IIAB. Gdzie jednak gwarancja, ze
proste CF (z rys. 11) i CF' (z rys. 18) pokrywaja sie? Tego wlasnie nalezalo dowiesc!
W naszym rozumowaniu bez dowodu przyjelismy to, co nalezalo udowodnic.

VII. Blad polega na przekonaniu, ze "nieskonczenie waski" tr6jkat z p6lsfery mozna
utozsamic z tr6jkatem na plaszczy~nie o podstawie IABI = 2:R i wysokosci ":
(rys. 12). W rzeczywistosci zaden tr6jkat sferyczny (lezacy na powierzchni sfery) nie
moze byc utozsamiany, w powyzszym sensie, z trójkatem na plaszczy~nie. Widac
to chocfazby stad, ze dla trójkatów na plaszczy~nie euklidesowej suma miar katów
wewnetrznych wynosi lI', natomiast w przypadku trójkatów sferycznych jest ona

wieksza od li' (rys.12 - dla sferycznego trójkata PAB jest ILPABI = ILPBAI = i).
VIII. Sofizmat ten jest kinematyczny. O ile okrag o promieniu R toczy sie bez
poslizgu po prostej MMl, to w tym samym czasie okrag o promieniu, < R toczy
sie z poslizgiem po prostej Ntf..l' Jezeli w pewnym pol~eniu IMPI = IM'i'PI , to dla
mniejszego okregu INPll >IN'PII, gdyz INPII = ~ IN'Pll.

16



Zadania
Redaguje Michal WOJCIECHa WSKI

M 696. Czy szachownice o rozmiarach 10 x 10 mozna pokryc prostoka.tami 4 x 1

o rozlacznych wnetrzach?
Rozwiazanie na str. 14

M 696. Niech S oznacza zbiór skladajacy sie ze srodków boków 1991-ka.ta foremnego

oraz srodków wszystkich jego przekatnych. Jaka jest najwieksza liczba punkt6w
zbioru S lezacych na jednym okregu?
Rozwiazanie na str. 14

M 697. Na szachownicy 10 x 10 dysponujemy figura, kt6ra w jednym ruchu moze
przesuna.c sie o Jedno pole w prawo, o jedno pole w d6l lub o jedno pole po przekatnej
w lewo w góre. Czy mozna ta figura obejsc szachownice bedac na kazdym polu raz
i wrócic do punktu wyjscia?
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Pawel KRA WCZYK

F 304. Czy balon napelniony helem moze uniesc stalowa cysterne, w której hel zostal
dostarczony?
Rozwiazanie na str. 7

F 306. Ostro zatemperowany olówek postawiony zostal na czubku w pozycji dokladnie
pionowej. Oszacowac czas, jaki uplynie do chwili upadku olówka, jesli otaczaja.ce go
powietrze jest calkowicie spokojne.
Rozwiazanie na str. 2

Prowadzone przez ostatnie dwa lata przez amerykanska Agencje
Ochrony Srodowiska badania dowodza szkodliwego wplywu
"fal elektromagnetycznych o niezwykle malych czestotlciach" na
organizmy ludzkie i zwierzece. Powszechnie spotykanym zródlem
takich fal sa domowe i przemyslowe instalacje elektryczne. Ich
skutkiem jest wzrost prawdopodobienstwa zachorowania na
niektóre rodzaje bialaczek i raka. Jednakze mechanizm tego
zjawiska pozostaje nieznany.

Równania Einsteina opisujace zachowanie sie pola
grawitacyjnego w ogólnej teorii wzglednosci Sl\ na tyle
skomplikowane, ze nieczesto sie zdarza, iz znajduje sie ich nowe
rozwiazania. Sztuka ta udala sie w 1990 r. J. M. M. Senovilli
z Uniwersytetu w Salamance. Co wiecej,- rozwiazanie Senovilli
wzbudzilo sporo kontrowersji wsród kosmologów i relatywistów.
Wbrew powszechnemu mniemaniu pokazuje ono, ze mozliwy
jest w historii Wszechswiata najpierw wzrost, a potem spadek
gestosci materii bez osiagniecia stanu, w którym gestosc stalaby
sie nieskonczona. Ta ostatnia sytuacja charakterystyczna jest
przy konwencjonalnym opisie dla momentu Wielkiego Wybuchu,
w którym mial narodzic sie nasz Wszechswiat. Byc moze jednak
wszystko odbylo sie znacznie spokojniej.
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Klimat po poludniowej stronie granicy amerykansko
-meksykanskiej jest w znaczacy sposób cieplejszy niz po
jej stronie pólnocnej. Maksymalna dtienna temperatura
w kilkudziesieciokilometrowym pasie w poblizu granicy rózni
sie srednio o okolo 4°C - gorecej jest w Meksyku. Przyczyna
tego zaskakujacego faktu jest ilosc bydla wypasanego w obydwu
krajach. W Stanach Zjednoczonych istnieja scisle ograniczenia
na koncentracje bydla (na km:!), w Meksyku takich ograniczen
nie ma. W efekcie flora po meksykanskiej stronie ulega
znacznemu zniszczeniu i bez tonujacego wplywu rotflinnosci
klimat przypomina bardziej klimat pustynny niz ma to miejsce
w USA.

Jednym z uswieconych wyników fizyki kwantowej jest
twierdzenie Pauliego o zwiazku spinu ze statystyka. Glosi
ono, ze zachowanie sie funkcji falowej opisujacej stan dwóch
identycznych obiektów ulezy od wewnetrznego momentu pedu
(tj. spinu) tych obiektów. Jezeli spin jest liczba calkowita
(w jednostkach Il = h/21f), to operacja zamiany miejscami
obiektów nie zmienia funkcji falowej. W przypadku spinu
polówkowego funkcje falowa nalezy pomnozyc przez -1.
Obiekty pierwstego rodzaju nazywamy bozonami, drugiego
- fermionami. Inne zachowanie sie funkcji falowej dwóch
czastek przy ich przestawieniu jest niemozliwe. Okazuje sie
jednak, ze wniosek ten zalezy od liczby wymiarów przestrzeni
- gdyby nasza przestrzen byla dwuwymiarowa, mozliwe byloby
mnozenie funkcji falowej przez dowolna liczbe zespolona
o module 1. Obiekty o tej wlasnosci nazwano anyonami
(z ang. any - dowolny). Byc moze, ze w taki wldnie dziwny
sposób ~achowuja sie elektrony w niektórych krysztalach
o wyraznej warstwowej strukturze, która praktycznie wyklucza
przemieszczanie sie elektronów w kierunku prostopadlym do
warstw. Choc jest to tylko niesprawdzona hipoteza, niektórzy
badacze spekuluj Il. ze to wlasnie anyony odpowiedzialne Sl\ za
wysokotemperaturowe nadprzewodnictwo.


