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o zasadzie
naj mniejszego dzialania
Pawel KRA WCZYK

Bloczki, równie pochyle, wahadla, baki - oto, z czym zwykle kojarzy
sie zwrot "mechanika klasyczna". Czy moze byc cos interesujacego
w zagadnieniach tego typu? Czy moze byc interesujaca dziedzina
systematycznie badana od trzystu lat, dziedzina, w której chyba
wszystkie dajace sie rozwiazac problemy dawno juz rozwiazano?
A jednak ... Czytelnik bylby zapewne zdziwiony mnogoscia podreczników
z mechaniki klasycznej i to nie tylko tych szacownych, istniejacych juz od
dziesiatków lat, ale tez i tych nowych, napisanych ostatnio. Nie jest to
bynajmniej przejaw akademickiego zaslepienia ich autorów, którzy poza
ukochana dziedzina nie dostrzegaja interesujacych tematów. Co prawda,
mechanika potrafi urzec swa matematyczna struktura, precyzja twierdzen
i wieloscia sformulowan. Nie jest to jednak najistotniejsze. Rzecz raczej
w odniesieniu mechaniki do innych dziedzin fizyki, szczególnie tych, które
wciaz jeszcze sa tworzone. Niektóre bowiem z formalizmów mechaniki
klasycznej daja sie w naturalny sposób uogólnic i staja sie punktem
wyjscia dla budowy i opisu nowych dzialów fizyki. Aktualny stan badan
w pozornie nie zwiazanej z mechanika dziedzinie moze wiec rzucic nowe
swiatlo na mechanike, zmieniajac nasze wyobrazenia o tym, co jest w niej
mniej lub bardziej wazne. I to jest bodaj glówna przyczyna powstawania
wciaz nowych podreczników tej klasycznej juz wiedzy.

Przez wiele lat ulubiona metoda fizyków kwantowych, zaczerpnieta
z mechaniki klasycznej, byl tzw. formalizm kanoniczny. Jednakze
osiagniecia ostatniego dwudziestolecia. w teorii czastek elementarnych
i kwantowej teorii pola przywrócily nadszarpniety autorytet intuicyjnie
latwiejszemu i historycznie wczesniejszemu formalizmowi lagranzowskiemu.
Opis niektórych jego aspektów jest tematem naszego artykulu. Notabene,
w dziedzinach takich, jak klasyczna teoria pola, podejscie lagranzowskie
nigdy nie utracilo "palmy pierwszenstwa".

Wszyscy Czytelnicy Delty wiedza, ze mechanike klasyczna (punktów
materialnych) mozna ujac w formie trzech zasad dynamiki Newtona.
Nie jest to jednak sformulowanie.jedyne, a nawet - w wielu przypadkach
- najwygodniejsze .. W naszych rozwazaniach oprzemy sie na
alternatywnym sformulowaniu zwanym zasada najmniejszego dzialania.

Rozwazmy punkt materialny, którego polozenie w dowolnej chwili mozemy
scharakteryzowac przez podanie wektora wodzacego F. Dowolna funkcje
czasu, F(t), nazwiemy trajektoria tego punktu (poniewaz nie orzekamy,
czy taka wlasnie funkcja czasu realizowana jest podczas ruchu, czy tez nie,
moglibysmy równiez mówic o trajektoriach mozliwych). Jezeli w chwili tA

punkt materialny znajdowal sie w punkcie A (o wektorze wodzacym FA),

zas w chwili tB znajdzie sie w pewnym dowolnym punkcie B (o wektorze
wodzacym FB), to zasada najmniej szego dzialania stwierdza, ze w czasie
ruchu realizowana jest ta sposród wszystkich mozliwych trajektorii
spelniajacych warunek

F(tA) = FA, r(tB) = rB,

dla której usredniona wzgledem czasu i pomnozona przez (tA - tB) róznica
miedzy energia kinetyczna i potencjalna jest minimalna.

Zauad.'\ najmniejuego dzialania nalezy do najog6lniejszych zasad fizyki
teoretycznej. Czytelnik moze znalelc wiecej informacji o niej w znakomitych
F'eynma-na wyk/adach z fizyki, t II, CZ, 1. PisaliSmy o niej r6wniez
w Delcie 6/1985.

Dla porzadku dodajmy, ze tak naprawde trajektorie musza spelniac
pewne dodatkowe warunki, jak np. rózniczkowalnosc, w pewnych zas
patologicznych przypadkach dzialanie - bo tak wlasnie nazywa sie
srednia róznica energii kinetycznej i potencjalnej pomnozona przez czas
ruchu - nie jest minimalne, lecz na odwrót - maksymalne. Sa to jednak
komplikacje, o których mozemy spokojnie zapomniec.
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Sily plywowe
na Ziemi
i w Ukladzie
Slonecznym

. '
Andrzej KRASINSKI

1. Sily bezwladnosci.

Wszystko, co trzeba wiedziec o silach
bezwladnosci, abY'zrozumiec dalszy ciag
artykulu, mozna znalezc w moim artykule
w Delcie 3/1980. Przypomnijmy wiec tylko
podstawowe fakty w skrócie.

Pierwsze prawo dynamiki Newtona
mówi, ze cialo, na które nie dzialaja
zadne oddzialywania zewnetrzne, bedzie
poruszalo sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym albo pozostawalo
w spoczynku. Stwierdzenie to jest
w gruncie rzeczy definicja pewnej klasy
ukladów odniesienia zwanych ukladami
inercjalnymi, zalozeniem zas mechaniki
Newtona jest, ze takie uklady odniesienia
istnieja. Nasze otoczenie' jest przenikniete
silami grawitacyjnymi Ziemi i sasiednich
obiektów astronomicznych i nie jest wcale

I oczywiste, gdzie nalezaloby szukac ukladówI inercjalnych.
W ukladzie, który nie jest inercjalny, ciala
niekoniecznie beda poruszaly sie po liniach
prostych albo ze stalymi predkosciami,

.moga one doswiadczac niespodziewanych
zmian kierunku lub przyspieszen.
Przykladem ukladu nieinercjalnego jest
wlletrze autobusu (zakladamy na chwile,
ze powierzchnia Ziemi jest ukladem
inercjalnym - wrócimy jeszcze do tego
problemu). W przyspieszaja,cym autobusie
pasazerowie czuja sile ciagnaca ich do
tylu, w hamujacym autobusie pewna
sila pcha ich do przodu, na zakrecie zas
podobna sila usiluje wypchnac ich na
zewnatrz zakretu. Narciarz rozpoczynajacy
zjazd musi wychylic sie do przodu, aby
nie upasc na plecy pod wplywem sily,
która nie dzialala na niego, dopóki stal
w miejscu. Sily, pojawiajace sie w ukladach
odniesienia poruszajacych sie ruchem
przyspieszonym, sa nazywane sUami
bezwladnolfcl. W ukladzie poruszajacym
sie z przyspieszeniem a sila bezwladnosci
jest równa -ma, gdzie m jest masa
ciala doswiadczajacego przyspieszenia.
Prosze zauwazyc, ze sila bezwladnosci
ma zwrot przeciwny do wywolujacego ja
przyspieszenia. ----
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Funkcja podcalkowa jest równie waznym obiektem co dzialanie i nosi nazw~
lagranzjanu.

Ti ~ ; (Zi -~~i-lr
Pojawia sie teraz pytanie, jaka, wielkosc wzia,c za dyskretna, reprezentacje
energii potencjalneJ V. W zwyklym podejsciu jest ona cia,gla,funkcja
polozenia V = V(z). Od razu nasuwaja sie wiec cztery mozliwe sposoby
wyboru energii potencjalnej w i-tym przedziale czasowym: V(Zi),
V(zi-d, V("'i+;i-1), ~[V(Zi) + V(zi-d]. Okazuje sie, ze kazdy z nich
moze byc uzyty z równie dobrym skutkiem. Tutaj zdecydujemy sie na
ostatnia, mozliwosc, gdyz nie narusza ona symetrii mie.dzy koncowymi
punktami przedzialu (jak pierwsze dwie) i nie wprowadza nowych punktów
(jak trzecia). Po tych rozwazaniach jestesmy gotowi do wypisania
przyblizonego wzoru na dzialanie.

W ujeciu dyskretnym trajektoria staje sie po prostu zbiorem liczb
{zo, Zl, ... , ZN}. Tym samym, dzialanie mozemy uwazac teraz za
funkcje N-l zmiennych Zl, ... , ZN-I (punkty Zo i ZN sa ustalone)
i wzgledem tych zmiennych przeprowadzic minimalizacje S. Jesli zasada
najmniejszego dzialania ma byc sluszna, to musi zachodzic

as . N
-a =0, t=l, ... , -1.Zi

Rózniczkowanie powyzsze latwo mozemy wykonac explicite: i-ta zmienna
wystepuje jedynie w i-tym i i+ l-llzym skladniku sumy okreslajacej S.
A zatem dostaniemy

m. (Zi - zi-d - (Zi+l - Zi) _ dV I = O.(~t)2 dz "'="'i

N { 2 }

1 m Zi - Zi-l 1

S ~ N ~ 2" ( ~t ) - 2[V(Zi) + V(zi-d] . (tA - tB) =

N { 2 }

m z' - z' l 1

= ~ 2" ( , ~t'- ) . -'2[V(Zi) + V(Zi-I)] . ~t.
Przyblizenie nasze jest tym lepsze, im mniej zmienia sie na kazdym
z malych przedzialów ~t prawdziwa wartosc energii kinetycznej
i potencjalnej, a wiec powinno sie poprawiac, gdy N rosnie. W granicy
N -+ 00 (~t -+ O) otrzymujemy prawdziwa wartosc dzialania.
II Wtajemniczeni" bez trudu spostrzega, ze w granicy N -+ 00 nasze wyrazenie na.
dzialanie "taje "i~ calka Riemanna postaci .

tB

S = f [~(~;)2 - V (x)] dt .

Energia kinetyczna

Zi - Zi-l
Vi ~ li.t

gdzie Zi = Z(ti), i = 0,1, ... ,N i Zo = ZA, ZN =:= ZB.
przybierze wiec postac

Najkrótsza nawet chwila namyslu nad zasada, najmniejszego dzialania
wskazuje, ze stanowi ona sformulowanie mechaniki zgola zdumiewajace.
Po pierwsze, rózni sie ona drastycznie od zasad Newtona i nie jest
bynajmniej oczywiste, ze obydwa sformulowania sa, r6wnowazne.
Spróbujmy wiec wyprowadzic druga, zasade dynamiki z zasady
naj mniejszego dzialania. Nie jest to latwe, gdyz dziedzina, na której
obliczamy dzialanie, jest zbi6r mozliwych trajektorii, a wiec zbiór
funkcji, a nie liczb i nie mozemy stosowac zwyklych metod szukania
ekstremum, o kt6rym mowa w zasadzie. Zaatakujmy wiec problem
sposobem i podzielmy przedzial czaeowy [tA, tB] na N podprzedzial6w
o tej samej dlugosci ~t = (tA - tB)/N. Wyrózniamy w ten sposób
na osi czasowej N + 1 r6wno odleglych punktów i zastepujemy
usrednianie energii kinetycznej i potencjalnej wzgledem calego przebiegu
czasowego, usrednianiem wzgledem tych dyskretnych punktów. W celu
jeszcze dalszego uproszczenia ograniczymy sie wylacznie do ruchów
jednowymiarowych (opisanych zmianami wspólrzednej z). Jesli
wybralismy dostatecznie male przedzialy ~t, to predkosc w i-tym
przed'ziale jest prawie stala i wynosi w przyblizeniu

Rzeczywiste pola grawitacyjne,
wystepujace w przyrodzie, nie sa
jednorodne. Ich linie sil sa, zbiezne,
a natezenie pola gra.witacyjnego zmienia
sie wzdluz nich (rosnie w kierunku
zr6dla). Lokalny uklad inercjalny jest
wiec scisle inercjalny tylko wzdluz kazdego
pojedynczego toru spadku swobodnego,
i jest w przyblizeniu inercjalny w takim
otoczeniu owego toru, w którym zbieznosc
linii sil jest zaniedbywalnie mala (na
przyklad, nie moze byc zmierzona
przyrzadem pomiarowym o danej
dokladnosci - nalezy pamietac, ze wielkosc
ukladu lokalnego zawsze bedzie zalezala od
dokladnosci naszych pomiarów).

Zauwazmy, ze znoszenie sil grawitacyjnych
przez sily bezwladnosci zachodzi nie tylko
dla cial spadajacych wprost ku srodkowi
Ziemi. Zachodzi ono takze na orbitach

Wyobrazmy sobie teraz cialo
o masie m spadajace swobodnie w polu
grawitacyjnym o natezeniu g. Sila
grawitacyjna dzialaja,ca na to cialo jest
wtedy r6wna mg, przyspieszenie w spadku
swobodnym wynosi g, sila bezwladnosci
wynosi wiec -mg, zatem sila wypadkowa
dzialaja,ca na cialo, mierzona w ukladzie
odniesienia spadajacym wraz z badanym
cialem, wynosi mg - mg = O. Cialo
spadaja,ce swobodnie nie doswiadcza
wiec zadnych sil i jest jedna, z mozliwych
realizacji ukladu inercjalnego. Zauwazmy
jednak, ze taki uklad (nazywany lokalnym
ukladem Inercjalnym) przestaje byc
inercjalny w duzych odleglosciach od
swobodnie spadaja,cego ciala. Wystarczy
wyobrazic sobie dwa obiekty swobodnie
spadaja,ce po przeciwnych stronach
Ziemi. Kazdy z tych obiektów bedzie
mial niezerowe przyspieszenie wzgledem
drugiego, a wiec nie beda, one dla
siebie nawzajem inercjalnymi ukladami
odniesienia ..

Jak duzy jest lokalny uklad inercjalny?
Wyobrazmy sobie na chwile jednorodne
pole grawitacyjne (jest to obiekt
nieistniejacy w realnym swiecie). Jego
natezenie g jest wszedzie takie samo,
a wiec jakiekolwiek dwa swobodnie
spadaja,ce ciala beda poruszaly sie z takim
samym przyspieszeniem g. Wzgledne
przyspieszenie tych dwu cial bedzie
wiec równe zeru, czyli beda, poruszac
sie jedno wzgledem drugiego po linii
prostej ze stala, predkoscia, .. Widac
sta,d, ze uklad Gdniesienia zwiazany ze
swobodnie spadaja,cym cialem jest ukladem
inercjalnym w calym obszarze, w kt6rym
pole grawitacyjne mozna uwazac za
jednorodne.
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Nietrudno zauwazyc, ze w granicy At -.. O wzór powyzszy przybiera postac
d2z dV-m---.-=O
dt2 dz '

a poniewaz przyspieszenie definiujemy jako druga, pochodna, polozenia
i z definicji energii potencjalnej wynika, ze - ~ jest po prostu sila" tym
samym wzór powyzszy pokrywa sie z druga, zasada, dynamiki Newtona.
Zaprezentowanemu wywodowi drugiej zallady dynamiki z zasady najmniejozego
dzialania daleko jeet do matematycznej IcielolCi. Zauwaimy jednak, ze uwaga
ta nie dotyczy wepomnianej mozllwolci. iz dzialanie etaje oic:makeymalne. a nie
minimalne. :t~alllmy bowiem jedynie znikania pochodnej Rt;. co obejmuje
obydwa przypadki, jak równiez mozllwol~ ietnienla punktu ot~cjonarnego
(co CZallemtez eic: zdarza).

Co z pozostalymi zasadami? - zapyt~ Czytelnik. Cóz, pierwsza, z nich
przemycilismy formulujac zasade najmniejszego dzialania - zasada
wymaga podania wzoru na energie kinetyczna,. Powiedzenie, ze ten
wzór to lmv2, jest sluszne jedynie w ukladzie inercjalnym. Wtedy
tez dostajemy ruch jednostajny prostoliniowy. Jezeli chodzi o trzecia"
zasade dynamiki, to orzeka ona o silach dzialajacych pomiedzy cialami,
wymaga wiec wyj~cia poza mechanike punktu materialnego, czego w tym
artykule nie robimy. Ale równiez trzecia zasada dynamiki znajduje
w przedstawionym formalizmie swój wyraz.

Trzecia zasada dynamiki wiaze ze ooba oilc: F AB. Z jaka punkt B dziala na

punkt A. z ella F BA(= - F AB). z'jaka punkt A dziala na B. Ograniczmy oie
do ukladu dwóch punktów materialnych. Dzialanie w tym przypadku nadal
okreaf1amyjako 'rednia CZallOW"róznicy ·energii kinetycznej i potencjalnej
(calkowltych). Trzeci" zallade dynamiki odtworzymy zakladajac. ze energia
potencjalna zalety nie od indywidualnych polozen. lecz jedynie od ich róznic.

Druga zasada dynamiki wia,ze ze soba, przyczyne (sile) i skutek
(przyspieszenie) i na tej podstawie pozwala - przy znajomosci polozenia
i predk~ci w pewnej chwili - okreslic polozenie i predkosc w chwili
nastepnej. Ruch w tym opisie sklada sie z wielkiej liczby malych
kroczków powiazanych zwia,zkiem przyczynowo-skutkowym. Inaczej jest
w zasadzie najmniejszego dzialania. Tam, poruszaja,ca sie cza,stka w jakis
sposób "wie" od samego pocza,tku, jak ma sie poruszac wprzecia,gu
calego trwania ruchu, "przeczuwa", ze ruch nie zostanie przerwany
az do osia,gniecia swego celu. Nie moze na pocza,tku biec zbyt wolno,
bo w koncowej fazie wymagaloby to nadmiernych predkosci i - co za
tym idzie - nieminimalnej wartosci dzialania. Interpretacje taka, jest
niezmiernie trudno pogodzic z przyczynowym (kauzalnym) opisem swiata,
który przeciez legl u ppdstaw fi:lyki! Fakt ten sugeruje, ze mechanika
klasyczna nie jest teoria, pelna, (choc nie ma tu zadnej wewnetrznej
sprzecznosci o charakt.erze formalnym). I ta wlMnie obserwacja moze
posluzyc do rozwiniecia pewnego sformulowania mechaniki kwantowej.

.!' .. ' ..... , ".

kolowych, w tym przypadku sila
grawitacji mg jest równowazona przez
sile odsrodkowa, mv2/r = mg, gdzie m
jest masa, obiektu kra,zacego po orbicie,
v - jego predkoscia" r - odlegloscia,
od srodka Ziemi. Sila odsrodkowa
jest sila, bezwladnosci wywolana, przez
przyspieszenie g odchylajace tor ciala od
linii prostej. Na orbicie eliptycznej ruch
ciala jest zlozeniem ruchu obiegowego
oraz spadku swobodnego (lub swobodnego
ruchu w góre - sila grawitacji zmniejsza
wtedy predkosc), równiez wtedy sila
grawitacyjna jest znoszona przez sily
bezwladnosci, chociaz rachunek bylby
troche bardziej skomplikowany.

2. Sily plyw()we.

Wyobrazmy sobie kulisty oblok zlozony
z malych obiektów, nie oddzialuja,cych
na siebie zadnymi silami (zapomnimy
na chwile o ich wzajemnym przycia,ganiu
grawitacyjnym) i spadaja,cy swobodnie
w p~lu grawitacyjnym bardzo duzego
obiektu (np. Ziemi) wprost ku jego
srodkowi, z predkoscia, pocza,tkowa. równa,
zeru (rys. la). Przypomnijmy wzór na
przyspieszenie grawitacyjn~:

_ GMf
g = ----,:a'

gdzie G - stala grawitacyjna, M- masa
Ziemi, r - odleglosc obiektu od Ziemi.
Poniewaz obiekty znajduja,ce sie w "górnej"
("tylnej"?) czesci obloku sa, zawsze dalej
od Ziemi niz obiekty w dolnej czesci
obloku, przyspieszenie tylnej czesci
bedzie zawsze mniejsze od przyspieszenia
przedniej czesci. Ta róznica przyspieszen
wywola róznice w predkosciach, stale
narastajaca,. W rezultacie dolna czesc
obloku bedzie oddalala sie od górnej.
Równoczesnie przyspieszenia bocznych

. ' .

Przyspieszenia
grawitacyjn.e
w roznych
miejscach obloku

....

• ZIEMIA

Ryo. la. Ryo. lb.
Oblok ewobodnie opadajacych obiektów, w chwili pocz"tkowej ... wydluzy oic:podczas lotu i zwezy wokutek r6znic w natezeniu
majacy koztalt kulloty ... pola grawitacyjnego w oasiednich punktach.
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czesci obloku nie beda równolegle, lecz
nachylone ku sobie (sa one wszystkie
skierowane ku srodkowi Ziemi). Beda
wiec mialy male skladowe, skierowane
ku srodko~i obloku, i boki obloku beda
powoli zblizaly sie do siebie. Widac stad,
ze róznice w natezeniu pola grawitacyjnego
w sasiednich punktach spowoduja
deformacje obloku. Bedzie on rozciagany
w kierunku srodka Ziemi i sciskany
w kierunkach prostopadlych, zmieniajac
ksztalt z kulistego na wrzecionowaty
(rys. Ib).

Te róznice w natezeniu pola
grawitacyjnego nazywane sa silami
plywowymi. Przy jch oqliczaniu
odejmuje sie wartosci skladowych sily
grawitacyjnej po przeciwnych stronach
badanego obiektu (w powyzszym
przykladzie byl to spadaja.cy oblok).
Wynik tego obliczenia nie moze byc
zakodowany jako wektor,poniewaz sklada
sie on z 9 liczb - jest to macierz; nie
bedziemy sie dalej zajmowali szczególami
matematycznymi, ale trzeba wiedziec, ze
mówimy tu o innym pojeciu niz zwyczajna
sila wektorowa.

Oblok. poruszajacy sie po orbicie kolowej
ulegnie podobnej deformacji (rys. 2a i 2b).
Mozna latwo obliczyc (np. z drugiego
prawa Kepiera), ze obiekty dalsze od
Ziemi poruszaja sie po orbicie z mniejsza
predkoscia niz obiekty blizsze. "Dolna"
czesc obloku bedzie wiec stale wyprzedzala
czesc górna, i jesli w chwili poczatkowej
oblok bedzie kulisty, to po pewnym czasie
przybierze ksztalt podobny do banana
(poniewaz róznica predkosci nie jest
proporcjonalna do róznicy odleglosci
od Ziemi, obiekty lezace poczatkowo
na odcinku prostej utworza pózniej luk
krzywej).

Teleologia i determinizm
komentarz do artykulu O zasadzie najmniejszego dzialarJ,ia

Po raz kolejny dwóch fizyków z redakcji Deltll nie moze dojsc do porozumienia.
Tym razem przyczyna niezgody jest dosc typowa - róznice w interpretacji
rezultatu formalnego, a mianowicie równowaznosci zasady naj mniejszego
dzialania i zasad dynamiki Newtona.

Opis ukladu oparty na równaniu rózniczkowym, wyrazajacym druga zasade
dynamiki, ma wyraznie charakter deterministyczny, tzn. ewolucja ukladu
przedstawia sie jako lancuch przyczyn i skutków. Przy zastosowaniu natomiast
zasady naj mniejszego dzialania ujawnia sie, by uzyc terminu filozoficznego,
teleologiczny badz finalistyczny charakter ewolucji, tzn. uklad dazy do
okreslonego celu, w tym przypadku do zminimalizowania wielkosci zwanej
dzialaniem. Te druga, teleologiczna interpretacje uwaza mój adwersarz
za podejrzana i w zwiazku z tym sugeruje, ze mechanika klasyczna jest
"teoria niepelna" . Nie zgadzam sie z takim pogladem. Obie interpretacje,
deterministyczna i teleologiczna, uwazam za c,alkowicie równopra';ne.

Filozofowie od wieków tocza- dyspute o prawach rzadzacych swiatem.
Materialisci stoja zwykle na gruncie determinizmu, podczas gdy idealisci czesto
optuja za teleologia, choc cel inny niz minimalizowanie dzialania maja na mysli.
Fizyka w odróznieniu od filozofii dysponuje aparatem formalnym podsunietym
przez matematyke i w.ypracowana metodologia badan doswiadczalnych. Dzieki
temu nie tylko stawia pytania, ale potrafi udzielac odpowiedzi. Pytania sa
zwykle duzo prostsze niz te rozwazane przez filozofów, zamiast bytu czy nicosci
mamy uklad punktów materialnych lub równie pochyla, za to odpowiedzi bywaja
calkiem precyzyjne.

Zasada naj mniejszego dzialania wydaje sie nie miec wiele wspólnego z zasadami
dynamiki Newtona, a jednak oba podejscia sa calkowicie równowazne. (Pomijam
tu sztuczki matematyków, którzy zapewne bd klopotu znajda taka klase
niefizllcznllch ruchów, ze dyskutowane podejscia nie beda równowazne). Jesli
juz równowaznosc zostala udowodniona, to nie ma sensu twierdzic, ze jedna
interpretacja jest sluszna i prawidlowa, podczas gdy druga podejrzana badz
przypadkowa. Równowaznosc oznacza, wedlug mnie, ze róznica jest pozorna,
ze zespól pojec, jakim operujemy, w tym przypadku determinizm i teleologia,
jest nie zawsze adekwatny do opisu rzeczywistosci. W fizyce z taka sytuacj a
spotykamy sie wielokrotnie, szczególnie w mechanice kwantowej, gdzie mamy
slynny dualizm korpuskularno-falowy, który sprawia, ze obiekt kwantowy
zachowuje sie jednoczesnie jak czastka i jak fala. Uzywajac znanych nam z zycia
codziennego pojec fali i czastki zrozumiec tego nie sposób, lec•• Natura tym sie
nie przejmuje. I podobnie jest, jak sadze, z determinizmem i teleologia, czyli
w naszym przypadku z zasadami dynamiki Newtona i zasada najmniejszego
dzialania. Zauwazmy, ze zarówno w przypadku wspomnianego dualizmu, jak
i dyskutowanej równowaznosci zasad ruchu, strona formalna zagadnien nie budzi
kontrowersji.

predkoS~i .
róz nyc h cze!;cj .' •
obloku .'

ZIEMIA •

Rys. 2a.
Oblok poruszaj I\CY sie po orbicie, poczatkowo kulisty ...
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ZIEMIA•
Rys. 2b .
... równiez zostanie zdeformowany wskutek róznych predkosci
orbitalnych róznych czesci obloku (spowodowanych róZnicami
w natezeniu pola grawitacyjnego).



A jednak elem<,ntarnie ...

W Delcie 9/1991 w niezaleznym dodatku EPSILON zostalo
rozwiazane nieelementarnie (za pomoca .calek podw6jnych z funkcji

zespolonej!) nastepujace zadanie.

Prostokat P dzielimy na skonczona liczbe mniejszych prostokatów

(w ten sposób, ze dowolne dwa z nich moga zahaczac o siebie jedynie
bokami - porównaj z rysunkiem). Zalózmy, ze kazdy z mniejszych
prostokatów ma przynajmniej jeden bok o dlugosci bedacej liczba
calkowita. Udowodnic, ze prostokat P ma bok o dlugosci bedacej
liczba calkowita·

61=· ill_-q
Redakcja EPSILONA zaznaczyla, ze nie zna elementarnego
rozwiazania. Co wiecej, zadanie to bylo dyskutowane na
pewnej miedzynarodowej konferencji i tam tez nikt nie znalazl
elementarnego rozwiazania. Natomiast pan Marcin Mazur zwr6cil
nam uwage, ze elementarne rozwiazanie tego zadania znajduje sie
w z~iorku 3&py5e)l{Hhle M&TeM&TH'leCKHeOnHMnH&AhI(wyd. Moskwa

1987) - zadanie 16.25.

Ponizej przytaczamy szkic tego rozwiazania. Wyobrazmy sobie,
ze plaszczyzna jest nieskonczona szachownica. (pomalowana. na
czarno-bialo w standardowy spos6b), przy czym kwadraciki,
z kt6rych zbudowana jest ta szachownica, maja. krawedzie dlugosci

1/2. Jezeli teraz wezmiemy dowolny prostoka.t o krawedziach
r6wnoleglych do linii szachownicy, majacy jeden bok o dlugosci
calkowitej, to, jak latwo zauwazyc, powierzchnia jego bialej czesci
bedzie r6wna powierzchni jego czesci czarnej (dlaczego?). Jezeli
natomiast wezmiemy dowolny prostokat o krawedziach równoleglych
do linii szachownicy, majacy jeden z wierzcholk6w wsp6lny z
wierzcholkiem jakiegos kwadracika i jezeli wiemy, ze powierzchnia
jego bialej czesci jest taka sama jak powierzchnia jego czesci czarnej,
to stad juz wynika, ze jeden z boków ma dlugosc calkowita.. Jezeli
bowiem zaden z boków nie ma dlugosci calkowitej, to odcinaja.c
odpowiednie prostokaty, których co najmniej jeden z boków ma
dlugosc calkowita. (dla nich czesc biala ma takie samo pole jak
czesc czarna), dojdziemy do takiej sytuacji, ze zosta.nie nam
malutki prostokacik o obydwu bokach dlugosci mniejszej niz 1,
kt6ry ma jeden wierzcholek wspólny z wierzcholkiem kwadracika
na szachownicy. Latwo zauwazyc, ze pola bialej i czarnej czesci
tego prostokacika musza. byc rózne (dlaczego?). Teraz juz mozemy
dokonczyc nasze zadanie. Przypuscmy, ze prostokat P jest suma
prostokatów Pl, P2, •• '., Pn - tak jak w zadaniu. Usytuujmy nasza
szachownice tak, aby krawedzie tych prostokatów byly równolegle do
linii szachownicy i aby jeden z wierzcholków prostokata P pokrywal
sie z wierzcholkiem kwadracika szachownicy. Wówczas, zgodnie
z tym, co juz udowodnilismy, czesci biale i czarne prostokatów Pl,
P2, ••• , Pn maja. r6wne powierzchnie. Wobec tego ta wlasnosc
przysluguje tez prostokatowi P, a stad jedna z jego krawedzi ma
dlugosc calkowita..

Zauwazmy, ze powyzszy dowód uogólnia sie na przypadek
trójwymiarowy, gdzie prostokaty zastepujemy prostopadloscianami
(prosze sformulowac i udowodnic odpowiednie twierdzenie).

Piotr HAJLASZ
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Na orbicie eliptycznej deformacja obloku
bedzie kombinacja. opisanych tu efektów.

W tym miejscu Czytelnik wie juz
wystarczajaco duzo, aby zrozumiec, jak
powstaja przyplywy na Ziemi i na innych
cialach niebieskich.

3. Przyplywy na Ziemi.

Mechanizm przyplywów oceanicznych
na Ziemi jest skomplikowany, poniewaz
Ziemia jest dosc mocno zwiazana swoim
wlasnym polem grawitacyjnym (nie jest
oblokiem swobodnie poruszajacych sie
obiektów), a ponadto skorupa ziemska
jest cialem stalym o duzej sztywnosci.
Rózne czesci Ziemi nie poruszaja sie wiec
niezaleznie w polu grawitacyjnym Slonca.
Przedstawione powyzej rozumowanie
pozwala jednak na jakosciowe zrozumienie
tego procesu.

Bedac cialem prawie sztywnym cala
Ziemia jest przymuszana do ruchu po
orbicie z ta sama predkoscia. Jednakze,
czesc Ziemi znajdujaca sie blizej Slonca,
gdyby mogla, poruszalaby sie szybciej niz
srodek Ziemi (z drugiego prawa Keplera)
- porusza sie wiec z predkoscia mniejsza
od jej wlasciwej predkosci orbitalnej.
Powoduje to nadwyzke sily ciazenia nad
sila odsrodkowa - na te czesc Ziemi dziala
sila odcia.gajaca ja ku Sloncu, od srodka
Ziemi. Czesc Ziemi znajdujaca sie dalej
od Slonca, gdyby mogla, poruszalaby
sie po orbicie wolniej niz srodek Ziemi,
jest wiec przymuszana do ruchu "zbyt
szybkiego". To z kolei wywoluje nadwyzke
sily odsrodkowej nad sila ciazenia - na te
czesc Ziemi dziala wiec sila odciagajaca ja
od Slonca, znów od srodka. Ziemi.

Jedyna czescia powierzchni Ziemi, która
moze w widoczny sposób poddac sie tym
silom, sa masy wody w oceanach. Wznosza
sie one ku Sloncu i w dal od Slonca,
wysokosc wzniesienia jest ograniczana
polem grawitacyjnym Ziemi. Gdyby
Ziemia obracala sie synchronicznie,
zwrócona stale ta sama strona ku Sloncu,
owe dwa wzniesienia na powierzchni
oceanów stalyby nieruchomo stale w tych
samych miejscach. Poniewaz Ziemia
obraca sie niesynchronicznie, wzniesienia
przyplywów, znajdujace sie zawsze na
linii laczacej srodki Slonca i Ziemi,
wedruja po powierzchni Ziemi powodujac
obserwowalne efekty na wybrzezach.

Dla uproszczenia mówilismy tu
o przyplywach spowodowanych przez
Slonce. W rzeczywistosci na Ziemie dziala
takze przyciaganie grawitacyjne Ksiezyca.
Poniewaz Ksiezyc jest znacznie blizej,
niejednorodnosc jego pola grawitacyjnego
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(zbieznosc linii sil) jest wieksza niz
w przypadku Slonca i przyplywy
spowodowane przez Ksiezyc sa wyzsze. Na
otwartym' oceanie róznice poziomu wody
spowodowane przez Slonce wynosza 35 cm,
róznice poziomu spowodowane przez
~siezyc wynosza 65 cm. Te dwie pary fal
przyplywowych obiegaja Ziemie z róznymi
predkosciami (sloneczne w 24 godziny,
Ksiezycowe nieco dluzej - podczas obrotu
Ziemi Ksiezyc przemieszcza sie w kierunku
obrotu). Dwa razy w ciagu miesiaca
synodycznego (podczas nowiu i pelni) fale
przyplywów slonecznych i ksiezycowych
pokrywaja sie i osiagaja maksymalna
wysokosc okolo 1 metra. W pozostalych
okresach w ciagu doby nastepuja po cztery
mniejsze przyplywy i odplywy, oddzielone
zmieniajacymi sie odstepami czasu.

Fale przyplywu zalewajace wybrzeza
oceanów osiagaja wysokosci znacznie
I?rzekraczajace 1 metr. Dzieje sie tak
wtedy, gdy nadbiegajaca fala napotyka dno
morskie wznoszace sie lagodnie w kierunku
jej ruchu albo zatoke lejkowato zwezajaca
sie w kierunku ruchu. W zatokach na
francuskim brzegu kanalu La Manche
wysokosc fali przyplywu siega 10 metrów,
zas najwyzsze na swiecie przyplywy
- 16 metrów - notowane sa w zatoce
Bay of Fundy w poludniowo-wschodniej
Kanadzie.

Zauwazmy, ze róznice poziomu morza
mniejsze niz 1 metr przy srednicy
Ziemi, wynoszacej prawie 13000 km,
sa bardzo male. Pola grawitacyjne
Slonca i Ksiezyca sa wiec z dobrym
przyblizeniem jednorodne na calej Ziemi
i sa calkiem dokladnie znoszone przez
przyspieszenia orbitalne Ziemi. Podobnie,
pola grawitacyjne naszej Galaktyki
i innych galaktyk sa znoszone przez
sily bezwladnosci spowodowane ruchem
Slonca w Galaktyce i ruchem Galaktyki
w Lokalnej Grupie galaktyk. Dlatego uklad
odniesienia zwiazany ze srodkiem Ziemi
moze byc dla wielu celów uwazany za
inercj alny.

4. Skutki sil plywowych na innych
cialach w Ukladzie Slonecznym.
W skorupie Ziemi dzialanie sil plywowych
nie daje sie zaobserwowac, poniewaz na
Ziemi sily te sa, jak wykazano powyzej,
bardzo male. Mozna sobie jednak latwo
wyobrazic, ze wieksze sily ply,wowe,
powstajace w bardziej niejednorodnym
polu grawitacyjnym (np. blisko Slonca
albo duzej planety), moga wznosic garby
podobne do przyplywów oceanu takze
w stalych powierzchniach planet lub
ksiezyców. Zdarza. sie to rzeczywiscie
w Ukladzie Slonecznym.~-
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Jablko Demokryta
Kazimierz MIKULSKI

Wsr6d wielu anegdot i opowiesci o starozytnych filozofach jest tez
i ta o jablku Demokryta. Glosi ona, ze siedzac pewnego razu na
kamieniu nad brzegiem morza i trzymajac w dloni jablko, Demokryt
tak rozmyslal: .

Jezeli to jablko przetne na polowe, otrzymam po16wke jablka. Jezeli
nastepnie te po16wke przetne na dwie czesci, otrzymam cwiartke
jablka. Jezeli w ten sposób dalej bede dokonywal takiego dzielenia,
to czy zawsze pozostanie mi w reku ósma, szesnasta, trzydziesta druga
itd. czesc jablka, czy tez nastapi taki moment, ze dzielenie doprowadzi

do tego, iz pozostala w wyniku dzielenia czesc juz nie bedzie miala
wlasciwosci jablka?

Filozof doszedl do wniosku, ze granica owych podzial6w istilieje.
Swoje spostrzezenia i wnioski wylozyl w dziele pt. Maly diakosmos,
a niepodzielna czesc nazwal "atomem" .

Ilu ciec potrzeba, by zamiast jablka trzymac w reku atom?
Demokryt nie byl w stanie odpowiedziec na to pytanie. Aby to
~robic, musialby znac rozmiary atomu, a pierwsze informacje na
ten temat pojawily sie przeszlo dwa tysiace lat po smierci genialnego
Greka.

W 1742 r. Michail Wasylewicz Lomonosow (1711 - 1765)
zauwazyl, ze jubilerzy rozwalkowuja zloto do grubosci jednej
dziesieciotysiecznej czesci centymetra (10-4 cm), a wiec atomy nie
moga byc wieksze. W 1773 r. Benjamin Franklin (1706 - 1790)
wykonal juz specjalne doswiadczenie majace na celu pomiar
rozmiar6w atomu. Wylal on na powierzchnie wody stawu
w Clapham Common lyzke oleju o objetosci okolo 4 cm3 i zmierzyl
powierzchnie powstajacej plamy - wynosila ona okolo 0,2 ha, czyli
2 . 107 cm2• Dzielac objetosc przez powierzchnie, Franklin otrzymal
liczbe 2 . 10-7 cm wyznaczajaca g6rna granice na srednice "atomu"

(dzis powiedzielibysmy - czasteczki) oleju.

Doswiadczenia z blonkami olejowymi byly powtarzane
i w p6zniejszych latach. W swoich rozleglych pracach badawczych
Michael Faraday (1791 - 1867) wykonal ze zlota warstwy o grubosci
rzedu 10-6 cm, a na szkle otrzymal przezroczyste warstewki, wrecz
blonki o grubosci 10-7 cm. Lord John William Strutt Rayleigh
(1842 -1919) otrzymal blonki o grubosci 16 A (1 A= 10-8 cm).
Natomiast w 1890 roku Wilhelmowi Conradowi Roentgenowi

(1845 - 1923) udalo sie wytworzyc blonki olejowe o grubosci 5 A,
ale jeszcze wczesniej, bo w 1805 roku, Thomas Young (1773 - 1829)
badajac zjawisko kapilarnosci oraz napiecia powierzchniowego cieczy
wyliczyl, ze rozmiary badanych atom6w sa rzedu 10-8 cm.

Zupelnie odmienny spos6b oszacowania wielkosci fizycznych
zwiazanych z atomem (w tym i jego rozmiar6w) podal w 1865 roku
J6zef Loschmidt (1821 - 1895). Stwierdzil on, wykorzystujac
teorie molekularno-kinetyczna, kt6ra zakladala budowe gaz6w
z poruszajacych sie molekul, ze srednice atomów wynosza 10-8 cm
i sa prawie jednakowe dla wszystkich znanych atomó.w.

Dalsze badania nie przyniosly juz zasadniczych zmian w obrazie
nakreslonym przez Loschmita, choc, oczywiscie, precyzja pomiarów
rosla z uplywem czasu.



Fala przyplywu biegnaca po powierzchni
ciala stalego wykonuje prace przy
odksztalceniu tej powierzchni. Zródlem
energii do wykonania tej pracy jest ruch
obrotowy ciala (planety lub ksiezyca).
Energia ruchu obrotowego jakiegokolwiek
ciala stalego w silnie niejednorodnym
polu grawitacyjnym zmniejsza sie wiec
stale dotad, az fale przyplywu przestana
wedrowac po jego powierzchni. Innymi
slowy, ksiezyc lub planeta doswiadczajaca
takich przyplywów zwolni swój ruch
obrotowy tak, ze w koncu bedzie zwrócona
stale ta sama strona w kierunku zródla
pola grawitacyjnego. Tak wlasnie stalo sie
z Ksiezycem, który jest zwrócony ku Ziemi
stale ta sama strona, i z galileuszowymi
satelitami Jowisza.

Mozna zapytac, dlaczego Ksiezyc nie
zmusil Ziemi do obrotu synchronicznego,
mimo ze Ziemia zmusila do tego Ksiezyc.
Aby to wyjasnic, napiszmy wzór na róznice
przyspieszen grawitacyjnych wywolana
przez Ziemie po przeciwnych stronach
Ksiezyca:

l:::..gK= GMz ((d _lrK)2 - (d +1'K)2)

_ 4GMz d'rK

- (d2 - 'i)2 ,
gdzie Mz jest masa Ziemi, d - odlegloscia
od srodka Ziemi do srodka Ksiezyca,
'K - promieniem Ksiezyca. Wzór na
róznice przyspieszen grawitacyjnych po
przeciwnych stronach Ziemi wywolana
przez Ksiezyc jest nastepujacy:

l:::..gz=GMK((d_1rz)2 - (d+1rz)2)

_ 4GMK drz

- (d2 -,~)2 ,
gdzie MK jest masa Ksiezyca, zas 'z 
promieniem Ziemi. Stad:

l:::..gK_ Mz ,'K. (d2_r;)2 _
l:::..g - M r (d2 - r2 )2 -Z K Z K

M r (l - ,2 /d2)2_ Z K Z

- MK ';-;. (1 - r~/d2)2 .

Ostatni czynnik jest z dobrym

przyblizeniem równy l e,z/d Rj ~),
. 60

2
Mz/MK Rj 81, rK/,z Rj -. Zatem:7

l:::..gK= 23,
l:::..gz

czyli sily plywowe wywolywane na
Ksiezycu przez Ziemie sa 23 razy wieksze
niz sily plywowe wywolywane na Ziemi
przez Ksiezyc. Ponadto, wlasne pole
grawitacyjne Ksiezyca na jego powierzchni
jest okolo 6 razy slabsze od ziemskiego
pola grawitacyjnego na, powierzchni Ziemi,
Ksiezyc tlumil wiec fale przyplywowe
znacznie mniej skutecznie niz Ziemia.

1 1- = - +
2 4

1 1 1 1 1
16 = 32 + 32 = 25 + 2S

Rysunek przedstawia podzial jablka Demokryta, A na ile czesci Ty, Czytelniku,
mozesz podzielic jablko, ile najwiecej wykonasz ciec? Spróbuj.

Na zakonczenie dodajmy, ze z pogladami Demokryta (znanymi
z poematu autorstwa Titusa Lukrecjusza Carusa (99 - 55 p.n.e.)
pt. O naturze wszechrzeczy), zyjacego w latach okolo 460 - 370 p.n.e,
w jonskiej kolonii Abderze na trackim wybrzezu Morza
Sr6dziemnego, nie zgadzal sie dzialajacy niewiele p6zniej Arystoteles
(384 - 322 p.n.e.), kt6ry uwazal, ze jablko mozna dzielic bez konca.
Zdanie Arystotelesa zwyciezylo i przez blisko dwa tysiace lat
mialo w nauce, moc obowiazujaca. A jednak Demokryt, uwazany
powszechnie za tw6rce pojecia atomu, nie byl w swych pogladach
zupelnie osamotniony. Historia wspomina jego nauczyciela, Leukippa
z Miletu, oraz czasami fenickiego uczonego, Moscha z Sydonu,
a takze starochinskiego filozofa Kanade (samo slowo "Kanada"
mozna tlumaczyc jako "pozeracz atomów").

Aby odpowiedziec na postawione wczesniej pytanie o liczbe
podzial6w jablka, kt6rej musialby dokonac Demokryt, mozemy
z powodzeniem przyjac, ze srednica atomu wynosi 10-8 cm.
Zal6zmy, ze Demokryt trzymal jablko bedace w przyblizeniu
kula o srednicy d dziesiec centymetr6w, a wiec o objetosci

V = ~11"(~)3 ~ 500 cm3. przy kazdym podziale jablka objetosc
ta zmniejsza sie o polowe (rysunek). Po n-tym dzieleniu objetosc

trzymanej czesci wynosi wiec Vn = J.., przy czym proces dzielenia
mozemy kontynuowac co najwyzej do momentu, gdy Vn jest r6wne

objetosci atomu Va = ~11"(~)3, gdzie D = 10-8 cm. Otrzymujemy

stad 2n ~ (~) 3, czyli n ~ 90. Licz ba ta jest zaskakujaco mala.
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2. Dla szkól srednich (trzeba cos wiedziec o trygonometrii).
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1. Dla szkól podstawowych (trzeba znac cechy przystawania
trójkatów i umiec wyliczac proste zaleznosci miedzy katami).

Nastepujace zadanie pochodzi podobno od Napoleona.

Wykazac, ze trójkat, którego wierzcholkami sa srodh trójkatów
równobocznych zbudowanych na bokach danego trójkata (lstrokatnego,
jest równoboczny.

Przedstawimy tu trzy rozwiazania tego zadania.

Zadanie Napoleona
Edmund PUCZYLOWSKI

Zauwazmy, ze AY = b/V3, AZ = c/V3 oraz LY AZ = a + 60°.

I
I

II
Z I

IIII
\ I
\ I

0/

Korzystajac z tego, ze AZ = BZ mozemy zbudowac trójkat ATZ
przystajacy GO trójkata BXZ. Zauwazmy, ze AT = BX = CX,
AY = CY oraz

LTAY = 360° - LY AZ - LTAZ = 360° - (60° + a) - LXBZ =
= 360° - (60° + a) - (60° + (3) = 240° - (a + (3) =
= 240° - (180° - ')') = 60° + ')'= LYCX.

Oznacza to, ze trójkaty ATY i CXY sa przystajace. W efekcie
YT = YX oraz ZT = ZX, co dowodzi, ze przystajace sa takze
trójkaty YT Z oraz Y X Z. Zauwazmy ponadto, ze LTY X = 120°
(bo LTY X = LAYC + LAYT - LCYX, LAYC = 120°

i - z przystawania trójkatów ATY oraz CXY - LAYT = LCY X).
W efekcie LXYZ = LTYZ = 60°. Podobnie LYZX = 60°, a wiec
trójkat XY Z jest równoboczny.

Przypuscmy, ze obrót ksiezyca jakiejs
planety stal sie juz synchroniczny, ale jego
orbita jest eliptyczna, Ze wzoru na I1g

widac, ze róznica sil grawitacyjnych po
przeciwnych stronach ksiezyca jest

Wlasnie dlatego Ziemia nie zostala jeszcze
zmuszona do obrotu synchronicznego
z Ksiezycem. Warto jednak wiedziec,
ze istnieja geologiczne dowody na to, ze
ruch obrotowy Ziemi jest spowalniany.
W muzeum historii naturalnej Smithsonian
Institution w Waszyngtonie znajduje
sie odlamek dawnej rafy koralowej
pochodzacy sprzed kilkuset milionów
lat. Rafa koralowa jest szkieletem
zywego organizmu i, dopóki orglmizm
zyje, stale rosnie. Geolodzy potrafia
rozpoznac warstwy przyrostu dziennego
rafy i po charakterystycznych, cyklicznie'
powtarzajacych sie ukladach warstw
dziennych rozpoznaja przyrosty roczne.
Okazuje sie, ze w czasach, gdy rafa
z muzeum zyla, rok mial 390 dni. Nie sa
z'nane przyczyny, dla których moglaby
zmalec dlugosc roku na Ziemi (wiazaloby
sie to z przyspieszeniem ruchu orbitalnego,
a wiec zblizeniem Ziemi do Slonca - tak
wyrazna zmiana w ciagu kilkuset milionów
lat nie bylaby mozliwa do wytlumaczenia).
Wniosek jest tylko jeden: Ziemia obraca
sie dzis wolniej, a za spowolnienie obrotu
odpowiedzialne sa przyplywy.

Sily plywowe moga wywolywac tez inne
efektowne zjawiska. Jesli sa wystarczajaco
duze, moga spowodowac rozerwanie
gwiazdy, planety lub ksiezyca na
fragmenty. Mozliwe, ze ich dzialaniu
zawdzieczaja tez istnienie pierscienie
pylowe wokól planet. Wyobrazmy
sobie, ze na orbicie wokól gwiazdy
lub planety znalazl sie oblok malych
obiektów (podobny do tego, o którym
juz mówilismy), zwiazany silami
grawitacyjnymi na tyle slabo, ze wlasne
pole grawitacyjne obloku jest za male dla
powstrzymania rozciagajacego dzialania
sil plywowych. Wówczas, jak to juz
opisalismy, czesc obloku blizsza cialu
przyciagajacemu bedzie systematycznie
wyprzedzac czesc zewnetrzna i po
dostatecznie duzej liczbie obiegów
wyprzedzi ja o cala orbite. W tym
momencie oblok zamieni sie w zamkniety
pierscien. Nie próbujemy tu wyjasnic,
jak powstaje poczatkowy oblok, ale
wnioskiem z powyzszych rozwazan jest
nastepujace stwierdzenie: dla ukladu
wielu malych obiektów krazacych po
bliskich sobie orbitach naturalnym stanem
koncowym jest zamkniety pierscien wokól
ciala centralnego, nie zas oblok o malych
rozmiarach.

,•
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Zatem, na podstawie twierdzenia cosinusów,

(YZ)2 = (1/3)(b2 + e2 - 2becos(0: + 60°)) =
= (1/3)(b2 + e2 - be cos o: + V3be sin 0:) .

Analogicznie

(X Z)2 = (1/3)(a2 + e2 - ae cos {3+ V3ae sin {3).

Teraz be sin o: = ae sin {3= 28, gdzie 8 jest polem trójkata ABC,

oraz (z twierdzenia cosinusów zastosowanego do trójkata ABC)
a2 = b2 + e2 - 2be cos 0:. Zatem

(Y Z)2 = (1/3)(a2 + be cos o: + V3be sin 0:) =
= (1/3)(a2 + e(e - acos{3) + 2V38) =
= (1/3)(a2 + e2 - aecos{3 + V3ae sin {3)= (XZ)2,

czyli YZ = XZ. Podobnie dowodzimy, ze XY = XZ.

3. Dla studentów (1) (trzeba cos wiedziec o... kinematyce).

c

A

z

Zal6zmy, ze punkty A i B sa umocowane, a punkt C porusza
sie w spos6b "gladki". Wraz z nim poruszaja sie punkty X i Y'.---+ ---+
Poniewaz kat miedzy wektorami AC i AY jest stale równy 7r/6 oraz---+ ---+
dlugosc AY jest stale równa 1/V3 dlugosci AC, wiec równiez kat
miedzy wektorami (swobodnymi) 'predkosci tJy i tJe punktów Y

i C jest stale równy 7r/6 oraz dlugosc pierwszego z' nich jest równa

1/-/3 dlugosci drugiego. Tak wiec tJy = (.1/-/3)01l'/6(tJe), gdzie 011'/6

oznacza obrót o kat 7r/6. Podobnie tle = -/301l'/6(tJX). W efekcie
tly =01l'/s(tJx) ..

Wybierzmy teraz na plaszczyznie uklad wspólrzednych o poczatku--+
w punkcie Z. Przypomnijmy, ze jesli wektor ZX w chwili t jest
równy (x(t), y(t)), to wekto~ predkosci tJx punktu Xw chwili t
jest równy (x' (t), y'(t)) , gdzie - jak zwykle - x'(t), y'(t) oznaczaja

. pochodne x(t) i y(t) wzgledem t. Podobnie, jesli w chwili t
---+
ZY = (xdt), Yl(t)) , to w te.j chwili tJy = (xUt), yUt)). Jak

widzielismy, tJy = 01l'/3(tJX), wiec xUt) = cos(7r/3) . x'(t) -
- sine 7r/3) . y'(t) oraz y~ (t) = cos(7r /3) . y' (t) + sine 7r/3) . x' (t).
Wynika stad, ze istnieja takie stale a, b, ze dla dowolnego t
Xl (t) = cos(7r/3) . x(t) - sin(7r/3) . y(t) -+ a oraz
ydt) = cos(7r/3) . y(t) + sin(7r/3) . x(t) + b. Oznacza to, ze--+ ----+ --+ --+
W dowolnym momencie ZY = 01l'/3(ZX) + R, gdzie R jest
wektorem o wspólrzednych a, b. Oczywiscie, ruch punktu C mozemy
dobrac tak, by w pewnym momencie to, punkty A, B, C tworzyly
trójkat równoboczny. W tym momencie równiez punkty X, Y, Z

beda tworzyly trójkat równoboczny. Ma,my wiec zy = 01l'/3(ZX),
--+

co oznacza, ze R = O. W efekcie dla dowolnego polozenia punktu C,
---+ --+
ZY = 01l'/3(ZX), Oznacza to, ze LY ZX = 7r/3. Podobnie
dowodzimy, ze pozostale katy trójkata XYZ sa r~wne 7r/3.
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wieksza, gdy ksiezyc znajduje sie blizej
planety i mniejsza, gdy jest dalej. Fala
przyplywu na powierzchni ksiezyca
(powierzchnia ta jest cialem stalym!)
bedzie wtedy stac stale w tym samym
miejscu powierzchni, ale bedzie oscylowac
w góre i w dól. Energia, której kosztem
powstaja odksztalcenia powierzchni
ksiezyca, to energia ruchu obiegowego po
orbicie. Wskutek utraty tej energii ksiezyc
moze w koncu spasc na swoja macierzysta
planete lub tez jego orbita moze stac
sie kolowa. Zanim do tego dojdzie,
praca wykonywana przez oscylujaca
powierzchnie ksiezyca wytwarza energie 
cieplna w jego wnetrzu i moze je stopic.
Ten mechanizm wytwarzania ciepla jest
jedynym wyjasnieniem, dlaczego na
najblizszym z galileuszowych ksiezyców
Jowisza, lo, znajduja sie wulkany (erupcje
wulkanów na lo zostaly sfotografowane
przez amerykanska sonde kosmiczna
Voyager). Obiekt o duzej masie, jak
Ziemia, mógl zachowac wystarczajaco
duzo c1epla we wnetrzu od czasu swojego
powstania, lub tez nagrzac sie od energii
rozpadu pierwiastków promieniotwórczych.
Maly obiekt, taki jak lo, wystyglby juz
dawno (podobnie jak np .. nasz Ksiezyc),
gdyby nie mial stale dzialajacego tr6dla
energii.

5. Sily plywowe sa obiektywnym
testem na istnienie pola
grawitacyjnego.

·Jak juz stwierdzilismy wczesniej,
przyspieszenie moze zniesc grawitacje.

.Moze ·tei byc uzyte do symulowania
grawitacji. Czytelnicy wiedza pewnie;
np. z powiesci fantastyczno-naukowych,
o "sztucznej grawitacji" w pojetdzie
kosmicznym, która mozna wytworzyc
przez obrót pojazdu wokól jego osi - sila
odsrodkowa bedzie wtedy "udawala"
sile grawitacyjna. Nie jest to zadna
sztuczka psychologiczna, sily bezwladnosci
i sily grawitacyjne naprawde dzialaja
identycznie na wszystkie uklady fizyczne
i zadne przyrzady pomiarowe mierzace sile
w jednym punkcle nie potrafia rozróznic
tych dwóch sil.

Mozliwosc odróznienia grawitacji od
sil bezwladnosci stwarzaja wlasnie sily
plywowe. Wyobrazmy sobie uklad
inercjalny, w kt6rym nie dzialaja sily
grawitacyjne. Wyobrazmy sobie nastepnie,
ze w takim ukladzie zbieramy grupke
malych czastek materii i nastepnie
wypuszczamy wszystkie czastki
z jednakowymi predkosciami poczatkowymi
(tzn. wszystkie predkosci maja r6wnolegle
kierunki oraz jednakowe zwroty i wartosci .



liczbowe). Wzgledne predkosci czastek
sa wiec poczatkowo równe zeru. Jesli
w ukladzie nie dzialaja zadne sily, to
predkosci wzgledne pozostana równe
zeru stale - i obserwacje te uczyni kazdy
obserwator, niezaleznie od tego, czy on
sam spoczywa, czy porusza sie ruchem
jednostajnym lub przyspieszonym.
Jezeli jednak obserwowane czastki
znajduja sie w polu grawitacyjnym,
to wsku tek dzialania sil plywowych
pomiedzy predkosciami poszczególnych
czastek zaczna narastac r6znice i po
pewnym czasie predkosci r6znych
czastek na og6l nie beda ani r6wne,
ani równolegle - predkosci wzgledne
stana sie rózne od zera. Równiez te
obserwacje zgodnie uczynia wszyscy
mozliwi obserwatorzy. Sily plywowe
sa wiec obiektywnym, niezaleznym od
ukladu odniesienia dowodem istnienia
pola grawitacyjnego. Wniosek ten jest
wazny przy studiowaniu teorii grawitacji
Einsteina, dla kt6rej rozr6znienie zjawisk
wzglednych, obserwowalnych tylko
w niekt6rych ukladach odniesienia, od
zjawisk obiektywnych, wykrywalnych dla
kazdego obserwatora, jest podstawowym
problemem.-...-.---
Ro.wl" •• nle .adanla M 616. Ozn ••czmy
promien /cj przet rj. Dowód pierw8zej
wspól\lnlowolcl: Jednokl ••dnoU o 'rodku "'u
I sk••1i ~ przeprowadz ••/cI na /C,.

a jednokladnolc o 'rodku ""3 i skali a
przeprowadza /C, n•• /c3. Zlozenie tych
jednokl ••dnolci ma skale ~ . a = ~ > O;
przeprowadza /cI na /c3. m•• wiec 'roaek "'u·
Jelli doieniem jednokladno/ci JI i J, jeot
jednokladnoU J3 (i zadna z nich nie jelt
identJ/czno~ciq). to ~rod/citJ/ch jednokladno/ci
lezq na jednej prootej. Sta,d pierwsza
••spól\lniowolc.
Do••ód drugiej wspól\lniowolci: Jednokladno'c

o 'rodku au i skali ~ przeprowadza /cI na /C,.
a jednokladnolc o 'rodku Wn i skali - ~
przepro .••••dza /C, n•• /c3. Zlozenie tych "

jednokladnolci ma skale !2... (-~) = - ~ < O;r1 '" "1
przeprowadz •• /cI n•• /c3• m•• wiec 'rodek Wu
- cia,g dalszy jak poprzednio.

Z2J~ 'Z'3
Do.••ody pozostalych przypadk6w sa,
analogiczne.
Jelli Czytelnik nie zna twierdzenia
.••yróznionego kursywa, (z kt6rego istotnie
korzystallImy). to ma przed soba, dodatkowe.
cz.••arte zadanie (ale jur. bez rozwia,zania .•• tym
numerze Delty) - udowodnic to twierdzenie.
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Patrz w niebo

Nie od dzis wiemy, ze planetoidy róznia sie nie tylko ksztaltem
i rozmiarami, ale i skladem chemicznym. W szczególnosci
istnieje dosc dobrze wyodrebniona klasa planetoid metalicznych
zbudowanych niemal wylacznie z zelaza i niklu. Podejrzewa sie
zreszta, ze moga to byc szczatki jakiegos wiekszego obiektu.
Wiekszosc planetoid krazy wokól Slonca, };l.k wiadomo; miedzy
orbitami Marsa i Jowisza, niektóre jednak maja ~rbity silnie
odbiegajace od kolowych i zblizaja sie znacznie do orbity Ziemi. Stad
wziely sie pomysly, ze ciala te mozna by w przyszlosci wykorzystac
jako "zródlo bogactw naturalnych".

Obserwacyjnie planetoidy tego typu wyrózniaja sie silniejsza emisja
promieniowania dlugofalowego i dosc wysoka ogólna zdolnoscia
odbijania swiatla. W ten sposób stwierdzono, ze metalicznymi
planetoidami sa np. 1986 DA i 1986 EB. Obiekty te w ogóie nie
sa latwe do obserwowania. Sa to ciala male, a wiec widoczne tylko
z nieduzej odleglosci, a wtedy z kolei dosc szybko poruszaja sie na
niebie. Rozmiary wspomnianych planetoid nie przekraczaja 3 km.
Niemniej jednak Steven Ostro z Jet Propulsion Laboratory
w Kalifornii ze swoim zespolem wykonal unikalny eksperyment
z planetoida 1986 DA. Mianowicie, za pomoca 300-metrowego
radioteleskopu w Arecibo (Puerto Rico) wyslano ku niej impulsy
radiowe i odebrano ich echo. Stosunkowo duze natezenie odbitych
impulsów potwierdzilo wczesniejsze podejrzenia co do skladu
planetoidy.

Pojawily sie wtedy - jak to w Ameryce - praktyczne kalkulacje
wartosci tego bogactwa naturalnego. Gdyby planetoidy te mialy
istotnie taki wlasnie sklad chemiczny w calej objetosci, to moglyby
byc warte 10 bilionów dolarów. Taka bylaby wartosc rynkowa
- o naukowej w ogóle trudno cos sensownego powiedziec.

Ale to jeszcze nic. Z badan geochemicznych wynika,
ze okolo 2,3 mbl lat temu do Pacyfiku spadla planetoida - bo
tak chyba naJezy ten obiekt nazwac. Dowodem na to ma byc nie
krater w dnie oceanicznym, lecz zaobserwowana nadwyzka irydu
w osadach pochodzacych z podejrzanego miejsca. Nawiasem mówiac,
jego wspólrzedne geograficzne sa: dlugosc 90° W i szerokosc 57°S
(troche ponad 1000 km na zachód od Przyladka Horn). Wydobyte
mianowicie z tamtych okolic osady denne zawieraly szkliste ziarenka
o zwiekszónej zawartosci irydu i zlota. Irydu jest w skorup'ie
ziemskiej jeden atom na bilion innych i kazde odchylenie od tej
normy ma prawo sugerowac nawet pozaziemskie jego pochodzenie.
Do takiego wlasnie wniosku doszli badacze z University of California
w Los Angeles: Frank Kyte, Lei Zhon i John Wasson. Nadwyzke
irydu zaobserwowali oni w wielu miejscach wok6l punktu o podanych
tu wspólrzednych. Z tego oszacowali mase osobliwych osadów
na 300 mln ton, a wreszcie rozmiary planetoidy na co najmniej
600 m (ceny nie podali). Bylby to najwiekszy obiekt, którego
upadek na Ziemie mozna by uznac za "dowiedziony" (drugim bylby
meteoryt, który wybil slynny krater w Arizonie - jego srednica
oceniana jest na 50 do 100 m). Co ciekawsze, geologowie sugeruja,
ze miedzy 2,2 a 2,5 mln lat temu nastapila jakas gwaltowna zmiana
klimatu ziemskiego. Spadek takiego ciala mógl wywolac np. epoke
lodowcowa, której bezposrednich sladów nie znamy.

Tomasz KWAST
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Przedstawimy tu jedynie idee odpowiedniego rozumowania.
By otrzymac w sposób cia,gly zbiór D ze zbioru C, nalezy
odcinek wychodza,cy z punktu 2 zawinac i zaczepic
w tym punkcie takze i drugim koncem, tak, by otrzymac
petelke. Aby dostac C z D, nalezy to zrobic z odcinkiem
zaczepionym w punkcie l i przesuna,c cala, figure o 2
w lewo.

Tak jak poprzednio, fakt, ze zbiory C i D nie sa,
homeomorficzne, wydaje sie "widocznym". Dowód nie
jest jednak calkiem banalny. Mysl jednego ze sposobów
pokazania tego polega na zauwazeniu, ze punkty, w których
zaczepione sa, petelki, musza, po przeksztalceniu przez
homeomorfizm przejsc w punkty tego samego typu.
Nalezy tez wykorzystac wlasnosc, ze jesli po wyrzuceniu
jednego punktu figura rozpadnie sie na kilka kawalków,
to taki sam efekt da wyrzucenie obrazu tego punktu
z homeomorficznego obrazu figury, a ponadto uzyskane
kawalki musza, byc ze soba, parami homeomorficzne. Na tej
podstawie mozna wykazac, ze zaden punkt nie moze byc
obrazem 2 w ewentualnym homeomorfizmie z D na C.

Cos Z zycia
Komputer to taki nieslychanie sprawny idiota.

(Hugo Steinhaus)
W zwiazku z planowanym wyjazdem zagranicznym
matematyk R. zostal zmuszony do napisania swego zyciorysu
w jezyku angielskim. Palajac wrodzona niechecia do tego
typu tw6rczosci, zapyta! swojego kolege, matematyka N., czy
ten przypadkowo nie posiada na dyskietce tekstu z wlasnym
zyciorysem. Przypuszczenie bylo slulZne - posiadal.
Pozyczyl wiec R. dyskietke, siadl przy komputerze i zaczal
modyfikowac zyciorys kolegi zmieniajac date urodzenia
i inne dane osobiste. Reszte pozostawia! bez zmian.

Gdy dotarl do dzialalnosci naukowej w zyciorysie, z niejakim
zaskoczeniem przeczytal, ze dzialem, kt6rym interes~e sie
N., jest "erotic theory" .

Skad taka informacja znalazla sie w tekscie? Rozwiazanie
zagadki nie bylo trudne. Otóz po napisaniu zyciorysu
N. sprawdza! poprawnosc angielszczyzny specjalnym
programem komputerowym ("spellchecker"), a slowa
"ergodic" (N. zajmuje sie teoria ergodyczna) w slowniku
nie bylo. Komputer wyswietlil wiec mozliwe, znane sobie,
warianty "poprawnych" slów, wsród kt6rych najblizsze
wyjsciowemu bylo wlasnie "erotic" . Matematyk N. zas
z rozpedu nacisnal nieodpowiedni klawisz.

Co najciekawsze, pan N. sam usterki nie zauwazyl i 6w
zyciorys wyslal za granice. Odpowiedzi na razie nie ma.
Niewykluczone, ze wkr6tce zostanie on zaproszony do
wygloszenia cyklu wyklad6w. Pytanie tylko, czy to,
co powie, zadowoli sluchaczy ...

i (1(1), x) sa,jednak rozla,czne, wiec f-l nie moze byc
bij ekcja,. Uzyskana sprzecznosc konczy dow6d.

Poswiecmy jeszcze pare slów drugiemu ze wspomnianych
poprzednio przykladów "niehomeomorficznej pary". Tym
razem sa, to podzbiory plaszczyzny. Oto one (górne konce
"pionowych odcinków" nie naleza do zbiorów C i D):

9

l--l

o parach niehomeomorficznych (II)
PrzypomnijmYj pokazalismy (EPSILON nr 8), ze gdy
okreslimy zbiory: A = (O, l) U {2} Li(3,4) U {S} U •..

i B = (A\{2}) U {I}, to istnieje bijekcja cia,gla
przeksztalcaja,ca A na B oraz bijekcja cia,gla
przeksztalcaja,ca B .na A. Zbiory A i B nie sa,jednak
homeomorficzne. Dlaczego?

I I I I I I I I I I I I I I itd
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

i \"\'
'li ]

O ~ fl(xl p1

Wezmy teraz dowol,ny element p E U-1(x), l) n (4, l).
Korzystaja,c znów z wlasnosci przyjmowania wartosci
posrednich, znajdziemy: w przedziale (1(1), x) taki
punkt q, ze f-!(q) = P i punkt o tej samej wlasnosci
w przedzialE' (10) '/(1)). Przedzialy (10) ,/(1))

Dowód, który przedstawimy ponizej, nie jest najprostszym
z mozliwych, ma jednak te zalete, ze opier.a sie wyla,cznie
na znanej ze szkoly wlasnosci przyjmowania wartosci
posrednich (nazywanej tez wlasnosci a, Darboux) w jej
bezposredniej postaci. Zgodnie z ta, wlasnosci a, funkcja
cia,gla ~ : [a, b] -+ R przyjmuje wszystkie wartosci miedzy
~(a) i ~(b).

Przypuscmy, ze istnieje homeomorfizm przeksztalcajacy
B na Aj oznaczmy go przez f. Wartosc f w jedynce nie
moze byc punktem izolowanym (tzn. f(l) :f. 3k + 2 dla
dowolnego k naturalnego). Czemu? Gdyby tak bylo,
to na mocy wlasnosci przyjmowania wartosci posrednich
w zbiorze A musialby zawierac sie przedzial [J O) ,/(1)]

(lub' [f(I), f (~) D, gdziekolwiek jednak f O) by sie

znajdowalo (10) :f. f(I), bo f jest bijekcja), jest to
niemozliwe.

Wobec tego zachodzi f(l) E (k, k + l) dla pewnego k
calkowitego (k jest takie, ze przedzial (k, k + l) zawiera

sie w A). Zauwazmy, ze równiez f O) nalezy do (k, k + l),
gdyz wszystkie sposród liczb miedzy f O) i f(l) musza

byc wil.i'tosciami funkcji f. Przyjmijmy, ze f O) < f(l)
(gdy f(l) < f O), dowód jest analogiczny). Wezmy
z E (I(I),k + l) i rozwazmy punkt rl(z). Nalezy on
do (O, l] (w przeciwnym przypadku mamy sprzecznosc
z wlasnoscia,'Darboux zastosowana, dla przedzialu [f(I),x]

i funkcji f-l, która tez jest cia,gla). Ponadto rl(z) :f. 1.

EPSILON - niezalezny dodatek Delty. Redakcja: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Slawomir Cynk, Zdzislaw Pogoda,
Ananiasz P.o~miechowski. Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Mat~matyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem e.
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Tylko predkosci radialne Tomasz KWAST

Roawl"aanle aadanla F 8:1 1. Sila
oporu aerodynamiunego jest r6wna
F = CspSu', ~atem praca dana jest
wyrazeniem W = F . d = C.pSu'd.
Praca mechaniuna, jaka. wykona silnik,
jest r6wna W = QV", gdzie V oznacza
objeto'~ spalonej ben~yny, " ~•••
jest sprawnollcia silnika. Najwieksza.

sprawnoll~ ma silnik pracu~a.cy
w cyklu Carnota " = 1 - .;;:,
gd~ie T. = 3000·C = 3273 K jest
temperatura kotla, chlodzenie
odbywa aie ~a pomoca wody,
kt6rej temperatura jest r6wna
Te" ~ 80·C = 353 K. Stad " ~ 0,89.
Porównuja.c wyrazenia na prace
otrzymujemy

CspSu~d .
V = ----- ~ 1,5 htra.

Q"

Roawl"aanle aadanla F 8:1:1. Niech
E o~n'ac~a natezenie. o'wietlenia
Slonca, E, ~•••natezenie olIwietlenia
obiektu o 'wiatlollci Slonca, wielkolIci
gwia~dowej m i odleglego o r od Ziemi.
Stad

m. = -2,5IogE + b,

m=-2,5IogE,+b.
Niech I o~nacza 'wiatloM Slonca.
W6wc~•••

E = ~ ora~ E, = .!...-R' r'
Podstawiajac te wyrazenia do
wudniejnych r6wnan i odejmujac je
stronami otrzymujemy

r'
m. - m = -2,510g R' ,

(m-mg)stad r = R· 10-'- ~ l mln lat
'wietlnych.-
Roawl"a ••nle a ••d ••nl •• M 618.
W ka.t ABC wpisujemy male kolo k,.
a nastepnie rysujemy kolo k, o tym
samym promieniu styune zewnetrznie
do k, i do BC (Id.ace wewnatrz
kata ABC).

A

N•••~epnie prowadzimy 8tyczna
do k, r6wnolegla d~ AG i lezaca po
przeciwnej stronie k, ni1. punkt B.
Przez punkt D 8tyuno~ci k, z ta
równolegla prowadzimy pro8ta z B
az do przeciecia lo AG 01.naczanlY
to przeciecie E. JednokladnoM
o 'rodku B i skali BE : BD
prr.eprowadza k, i k, na k, i k,.

Niebo, a w kazdym razie uklad gwiazdozbiorów, zawsze robilo wrazenie czegos
majestatycznego i niezmiennego. Jest to, oczywiscie, pozór, bowiem rozsiane
w przestrzeni gwiazdy przyciagaja sie grawitacyjnie i musza sie poruszac.
Poznanie tych ruchów jest jednym z glównych celów astronomii. Idealem bylaby
mozliw~c okreslenia trzech skladowych predkosci kazdego wybranego obiektu
wzgledem Slonca (co prawda, obserwator mieszka na Ziemi obiegajacej Slonce,
ale uznajmy, ze ten ruch Ziemi zawsze da sie uwzglednic). Latwo zgadnac,
ze trzeba przy tym znac odleglosc obiektu. Skladowe predkosci styczne do sfery
niebieskiej to iloczyny odleglosci oraz przesuniec katowych (np. w rektascensji
i deklinacji) gwiazdy w jednostce czasu. Same przesuniecia wyznacza sie
(be;1Jposredniona niebie lub na zdjeciach) z dwóch pomiarów konfiguracji
gwiazd, przy czym dobrze jest jezeli te dwie obserwacje dzieli odstep czasu
kilkudziesiecioletni. Gwiazdy sa bowiem tak odlegle, ze w krótszym czasie ich
ruch moze byc po prostu niezauwazalny. Najszybciej (10:'31 na rok) biegnie po
niebie tzw. gwiazda Barnarda (lezy w gwiazdozbiorze Wezownika; golym okiem
jej nie widac); jest ona zreszta równiez jedna z najblizszych gwiazd (1,8 pc),
nic wiec dziwnego, ze jej ruch na niebie jest tak szybki. Nie trzeba chyba tu
dowodzic, ze z kolei ruch galaktyk na niebie jest absolutnie niemierzalny.

Trzecia skladowa predkosci, prostopadla do sfery niebieskiej, mierzy sie jako
predkosc radialna Vr na podstawIe dopplerowskiego przesuniecia linii widmowych
gwiazdy:

Vob8 = Vo (1 - ~) ,
gdzie Vobs i Vo oznaczaja obserwowana i laboratoryjna czestosc fali swietlnej
w linii widmowej, a c predkosc swiatla, W tym przypadku odleglosc gwiazdy
jest nieistotna.

Nietrudno sie teraz domyslec, ze dla gwiazd bardziej odleglych predkosc radialna
jest w ogóle jedyna mierzalna skladowa predkosci. Czy z tak zubozoneg~
materialu obserwacyjnego mozna cos sensownego wydedukowac? Okazuje sie,
ze mozna. Wyobrazmy sobie np. uklad wspólrzednych prostokatnych, wzgledem
którego nie porusza sie (jako calosc) zbiór gwiazd widocznych golym okiem.
Slonce z.apewne ma jakas niezerowa predkosc w tym ukladzie - niech ma ona
skladowe U0, V0, W0. Wezmy dowolna gwiazde o wspólrzednych a, 5. Rzut
na ten kierunek (tzn. okreslony przez te wspólrzedne) predkosci gwiazdy (tY.)

minus rzut predkosci Slonca jest wlasnie obserwow.ana predkoscia radialna (vr)
gwiazdy, czyli

(rzut v.) - U0 cosacos5 - V0sinacosó - W0sinó = Vr•

Rzut predkosci gwiazdy jest nieobserwowalny, mozna jednak przyjac, ze dla
róznych gwiazd jest. on przypadkowy. Jezeli zatem w powyzszym równaniu
rzut·v. pominac, a za to ulozyc duzo takich równan (obse.rwujac wiele gwiazd),
to dostanie sie uklad równan, z którego mozna wyznaczyc U0, V0, W0 jako
wielkosci spelniajace go najlepiej np. w sensie najmniej szych kwadratów. Tak
znajdujemy skladowe predkosci Slonca wzgledem "ukladu gwiazd okolicznych".
Uklad k r6wnan liniowych (a takie 8a nasze r6wnania) z n niewiadomymi dla k ?: n

{~.1.'~.'.~:::.~ .~~~~.~.~.~~Aklx, + ... + A."x" = Pk

nie ma na og6l rozwiazania. Wówczas za najlepsze uwaza sie takie wartolfci (Xl l o •• , xn.)
niewiadomych, dla 'kt6rych wyliuone warto~ciprawych 8tron równan

AllX, + ... + A ,,,X,, = L,

8pelniaja warunek:

L(Li - P;)' nia warto~~ najmniej8za.

Istnieja algorytmy obliczania warto~ci Xi. Warto~ci te uwazamy za "najlep8ze w 8en8ie
najmniej8zych kwadratów". Szczególnym przypadkiem takiej 8ytuacji je8t wielokrotny pomiar
tej 8amej wielko.ki - otrzymany w6wczas wynik to 'rednia arytmetyczna pomiarów.
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Ta predkosc Slonca wynosi okolo 20 km/s i jest skierowana ku punktowi
a0 ::::l 18h, 60 ::::l 30°. Nazywa sie on apeksem Slonca i lezy w gwiazdozbiorze
Herkulesa.

Tak mozna wyznaczac predkosc ~lonca wzgledem dowolnej grupy obiekt6w
(a prawde powiedziawszy, nawet "wzgledem" promieniowania reliktowego).
Np. wykonanie tej procedury dla zbioru gromad kulistych daje jako wynik
predkosc obiegowa. Slonca wok6l centrum Galaktyki (lekko zafalszowana. przez
predkosc ku apek.<;owi).W og61e, sama zaleznosc predkosci radialnych gwiazd
lezacych w Drodze Mlecznej od dlugosci galaktycznej idealnie interpretuje
sie przez tzw. rotacje r6znicowa. Galaktyki. Rozumie sie przez to fakt,
ze gwiazdy polozone w r6znych odleglosciach od centrum Galaktyki obiegaja. je
z r6znymi predkosciami - w przyblizeniu jakby wedlug praw Kepiera. Zaleznosc
ta bowiem, poza, oczywiscie, rozrzutem, jest "dwukrotnie zageszczona"
sinusoida. (rys. 1).

Jest to naturalne, bo np. w pierwszym kwadrancie dlugosci galaktycznej (rys. 2)
widzimy gwiazdy lezace na orbitach ciasniejszych niz sloneczna, a wiec
poruszajace sie szybciej niz Slonce. Uciekaja. one zatem przed Sloncem, czyli
ich predkosci radialne sa dodatnie. W drugim kwadrancie widac gwiazdy
poruszajace sie wolniej, a wiec Slonce je dogania i ich predkosci radialne sa
ujemne itd. Dowodzi to jeszcze ponadto, ze istotnie w centrum Galaktyki musi
byc skupiona dominujaca masa.

Zalozenie losowego rozkladu predkosci umozliwia znalezienie sredniej predkosci
calkowitej gwiazdy lub galaktyki w gromadzie z pomiar6w samych predkosci
radialnych. Ot6z predkosc radialna Ur = u cos U, gdzie U jest katem miedzy
wektorem fi a kierunkiem widzenia (rys. 3) - zakladamy tu, ze gromada jako
calosc ma zerowa predkosc radialna..

Liczba wektor6w fi skierowanych pod katem U do kierunku widzenia jest
proporcjonalna do sin U (do pola zacieniowanego na rysunku), zatem srednia
predkosc:radialna. (dokladniej: (lUr!)) bedzie (ur) zrzutowane na kieru~ek
widzenia i dodatkowo wazone sinusem U, tj.

"/2 "/2

.(lUr I) = f (u) cos Usin UdUj f sin UdU = ~(u) .
o o

Analogicznie sredni kwadrat predkosci radialn~j bedzie dany przez
"/2 "/2

(u;) = f (U2) cos2 UsinUdUj f sinUdU = ~(u2)
o o

(pamietajmy, ze sredni kwadrat to nie kwadrat sredniej!). Wyniki te sa istotne
dla poznania dynamiki gromady, a stad np. wyznaczenia sredniej masy galaktyki
w gromadzie.

Obserwacje predkosci radialnych daja. tez cenne informacje w przypadku
pewnych pojedynczych obiekt6w. Na przyklad widmo pierscieni Saturna, gdy
szczelina spektrografu ustawiona jest wzdluz ich duzej osi, ma linie lezace
ukosnie, co dowodzi ich r6znicowej rotacji. Stad juz od konca ubieglego wieku
wiadomo, ze pierscienie zbudowane sa z drobnych brylek obiegajacych planete
niezaleznie. Z kolei widma mglawic planetarnych maja. linie rozdwojone
w centralnych czesciach mglawicy i normalne, pojedyncze na jej brzegach.
Jedynym wytlumaczeniem jest zalozenie, ze mglawica jest w przyblizeniu
sferyczna warstwa. gazu peczniejaca we wszystkie strony od swojej macierzystej
gwiazdy. Wtedy bowiem w centrum obrazu mglawicy obserwator widzialby
zar6wno masy gazu zblizajace sie ku niemu (linie poniebieszczone), jak
i oddalajace sie od niego (linie poczerwienione) - oczywiscie gdy dla prostoty
rozwazan znowu uznac, ze mglawica jako calosc ma zerowa predkosc radialna.

Przedstawione tu przyklady ilustruja zasade, ze jezeli chcemy z okrojonych
obserwacji cos wydobyc, to musimy poczynic dodatkowe zalozenia, najczesciej,
jak widzimy, jakiejs symetrii. Kr6tko m6wiac - nic za darmo.

do
obserwatora

360' dt ugost
galaktyczno

dl\Jgost
90la ktyc:zM

t
centrum Galaktyki

Mamy

LABOi = LO.BC = LO.CD =
LDCO. = LCDO.

(pierwsza i trzecia równolfc ma
miejsce, bo katy sa wierzcholkowe,
dru~a i czwarta - bo trójka,ty sa

równoramienne). Zatem ~llo;D
Stad w jednokladnolfci o skali
dodatniej nakladajacej ki na k.
obrazem punktu B jest punkt D
Src dkietr takiej jednokladno4cl je.t .9,
a pon:.ewat prosta laczaca punkt z jego
(·brazem w jednokladnolfci przechodz'
prze z grodek tej jednokladnolfci, wiec
prosta BD (czyli BC) przechod~
przez S.
Uwaga: Zadanie to mozna uogólnic
na wiele sposobów. Np. k. moze
byc styczne wewnetrznie do ki i k.
i na.wet rozwiazanie pozostanie

takie oamo. Mozna tez zaotaplc
warunek, by ki i k. byly rozlaczne
przez warunek, by jedno nie zawieral
oie w drugim. Pozootawiajac warunp
rozlacznotfci moina zalniC"nif styczne
z€wr.etrr.ne na styczne wew1:u:trzne,
ale wtedy k. musi >'yc maC1.eJ otyczn
ci, ki n ••. d) k.

Rozwl"zanle zadania M 61•.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Rys. 3

Rys. 2

v,

Rys. l

13



Kwadratura kola, czyli jak zostac milionerem
Piotr HAJLASZ

Q

Krok ten jest w zasadzie jednym z rysunkowych dowod6w
twierdzenia Pitagorasa.
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W 1900 r. na II ~iedzynarodowym Kongresie Matematycznym
David Hilbert sformulowal 23 problemy. Próby rozwiazania
tych proble(Ilów przyczynily sie w znacznym stopniu do. rozwoju
matematyki wspólczesnej.

Krok 6. Dowolny wielokat kroimy na trójkaty.
Z trójkatów robimy kwadraty (kroki l, 2, 3), a kwadraty
laczac po kolei - tak jak w kroku 4 - daja nam w koncu
jeden kwadrat - równowazny z.naszym wielokatem.

Mozna postawic analogiczne pytanie dla wieloscianów
i badac, jakie wielosciany sa równowazne przez pociecie
na wieloscianiki. Otóz trzeci problem Hilberta dotyczy
wlasnie tego typu problemu. Mozna go sformulowac
w sposób nastepujacy. Czy czworoscian foremny i szescian
o tej samej objetosci sa równowazne przez pociecie na
wieloscianiki? Otóz w tym samym roku, w którym problem
zostal sformulowany, a wiec w roku 1900, Dehn udowodnil,
ze nie sa równowazne.

Krok 4. Dwa kwadraty sa równowazne przez pociecie
z jednym kwadratem.

a

Ten dziwny tytul wyjasni sie dopiero pod koniec artykulu.
Ale nie uprzedzajmy faktów.

Powiemy o dwóch wielokatach, ze sa równowazne przez
pociecie na wi'elokaty (w skrócie: przez pociede),
jezeli jeden z nich tak mozna pociac na skonczona
liczbe mniejszych wielokatów, ze z tych kawalków da
sie zlozyc drugi wielokat. Przy 'ukladaniu drugiego
wielokata kawalki nie moga na siebie zachodzic, moga
co najwyzej stykac sie brzegami. Kiedy jest to mozliwe?
Oczywiscie, wielokaty musza miec to samo pole. Okazuje
sie, ze jest to juz warunek dostateczny! Ten fakt zostal
udowodniony niezaleznie przez Farkasa Bolyaia w 1832 r.
i Paula Gerwiena w 1833 r.

Twi'erdzenie (Bolyai'-Gerwi'en). Dwa wielokaty sa
równowazne przez pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy maja
to samo pole.

Dowód. Latwo zauwazyc, ze jezeli wielokat W1 jest
równowazny przez pociecie z wielokatem W2, wielokat
W2 zas z wielokatem Wa, to W1 jest równowazny z Wa
(dlaczego?). Wobec tego wystarczy udowodnic, ze dowolny
wielokat jest równowazny z kwadratem o tym samym polu.
Dow6d tego faktu rozbijemy na kilka kroków.

Krok 1. Tr6jkat jest równowazny przez pociecie
z prostokatem.

Krok 2. Jezeli w prostokacie stosunek dlugosci krawedzi
dluzszej do krótszej jest nie wiekszy niz 4, to prostokat ten
jest równowazny z kwadratem.

Dlaczego musi byc ~ :S 4?

Krok 3. Dowolny prostokat jest równowazny
z prostokatem takim, jak w kroku 2.

Ale powrócmy na plaszczyzne. Skoro poradzilismy sobie
z wielokatami, to zastanówmy sie, czy kolo i kwadrat sa
równowazne przez pociecie na wielokaty krzywoliniowe?
Oczywiscie, musimy dopuscic szersza klase kawalków,
na które tniemy - wielokaty krzywoliniowe, bo przeciez
z normalnych wielokat6w kola nie da sie poskladac. Co to
jest wielokat krzywoliniowy? Mówiac niezbyt scisle, jest to
wielokat, w którym krawedzie moga byc powyginane.

Podzielilillmy kolo na wielokaty krzywoliniowe.
\

Nieco scislej, jest to kawalek plaszczyzny otoczony krzywa
I I bez samoprzeciec - takie zdeformowane kolo. Okazuje sie

tym razem,' ze kwadrat i kolo nie sa równowazne przez
I I pociecie. Prawde powiedziawszy, ten fakt nie jest zbyt

zaskakujacy. Przeciez kazdy odpowie bez namyslu, ze nie
ma takiego "puzzla", który w zaleznosci od tego, jak

Jezeli prostokat jest "za dlugi", to go mózemy zlozyc "na pól".



go skladac, da albo kwadrat, albo kolo. Zreszta, zaraz
to udowodnimy. Dowód nasz nie bedzie zbyt scisly,
bo prz~ciez nie zdefiniowalismy precyzyjnie, co tojest
wielokat krzywoliniowy.

Przypuscmy, ze pocielismy kolo o promieniu 1 na wielokaty
krzywoliI\iowe. Porozkladajmy je oddzielnie. Pokolorujmy
te kawalki obwodów tych wielokatów, które sa lukami
o promieniu l.

Pokolorowalilfmy fragmenty obwodu beda,ce lukami okregów
o promieniu 1.

Mamy dwa rodzaje takich luków - wklesle i wypukle.
Jezeli jakis wielokat ma wklesly luk pokolorowany, to temu
lukowi odpowiadaja pewne pokolorowane luki wypukle
tej samej dlugosci (poniewaz do tego luku doklejony
jest z drugiej strony inny wielokat badz wielokaty
- zanim je porozkladalismy oddzielnie). Natomiast nie do
wszystkich wypuklych luków pokolorowanych doklejone sa
z drugiej strony luki wklesle, bowiem caly obwód kola jest
pokolorowany.

Tak wiec suma dlugosci pokolorowanych luków
wkleslych jest mniejsza o 271" (dlugosc okregu) od sumy
dlugosci pokolorowanych luków wypuklych. Natomiast
jezeli kwadrat potniemy na krzywoliniowe wielokaty,
to powtarzajac powyzsze rozumowanie stwierdzimy,
ze sumy dlugosci pokolorowanych luków wkleslych
i wypuklych sa równe. A stad juz wynika, ze nie da sie
z tych samych kawalków zlozyc kola i kwadratu.

Mozna tez nieco inaczej zdefiniowac równowaznosc dwóch
figur (bryl).

Powiemy, ze dwie figury (bryly) A i B sa równowazne
przez skonczony rozklad, jezeli mozna je przedstawic
w postaci sumy parami rozlacznych zbiorów

A = Al U Ai U U An , Ai n Aj = 0 dla i # j ,
B = Bl UB2 U UBn , Bi n Bj = 0 dla i # j,

w taki sposób, ze zbiory Ai oraz Bi dla i = 1,2, ... , n sa
izometryczne.

Równowaznosc przez skonczony rozklad przypomina
równowaznosc przez pociecie, ale jednak rózni sie od
niej bardzo istotnie. Po pierwsze, przy równowaznosci
przez pociecie dopuszczalismy jedynie ciecie ha wielokaty
(ewentualnie wielokaty krzywoliniowe, wielosciany). Tutaj
natomiast dopuszczamy rozklad na dowolne podzbiory.
Po drugie, przy równowaznosci przez skonczony rozklad
zakladamy, ze zbiory, na które dzielimy, sa rozlaczne,
natomiast przy równowaznosci przez pociecie wielokaty
nie byly rozlaczne, gdyz stykaly sie brzegami. O tym, jak
bardzo róznia sie pojecia równowaznosci przez pociecie
i przez skonczony rozklad, przekonamy sie widzac, do jak
dalece odmiennych wniosków one prowadza.
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W 1925 r. Alfred Tarski postawil nastepujace pytanie:
Czy kolo i kwadrat o tym samym polu sa równowazne
przez skonczony rozklad? Jest to wiec w pewnym
sensie pytanie o kwadrature kola, tylko ze rozumiana
zupelnie inaczej niz w starozytnej Grecji. Ioto w 1990 r.
wegierski matematyk, Miklós Laczkovich udowodnil, ze tak
rozumiana kwadratura kola jest wykonalna! Liczba czesci,
na które dzielil kolo i kwadrat, wynosila okolo ... 1060•

Jeszcze c;hyba bardziej zaskakujacym wynikiem
od twierdzenia Laczkovicha jest paradoks
Banacha-Tarsklego. Otóz udowodnili oni w 1924 r.
(ponad 60 lat przed Laczkovichem!), ze kula o promieniu 1
jest równowazna przez skonczony rozklad z dwiema. kulami
o promieniu l! (A oto recepta, jak zostac milionerem:
dokonujemy wielokrotnie takich operacji na kulach ze
zlota.)

Tak naprawde, to Banach i Tar8ki udowodnili znacznie wiecej.
Udowodnili oni mianowicie, ze dwa dowolne ograniczone,
o niepu8tym wnetrzu, podzbiory w R3 8a, równowazne przez
8konczony rozklad. (W 8zczególno~ci czworolcian foremny
i k08tka - por. trzeci problem Hilberta.)

Stefan Banach (1892 - 1945). Przez wielu uznawany za
najwybitniej8zego pol8kiego matematyka. Jeden z twórców
analizy funkcjonalnej.

Alfred Tar8ki (1901 - 1983). Wybitny pol8ki matematyk i logik,
autor kluczowego dla pod8taw matematyki pojecia 8pelniania.

Na pierwszy rzut oka mogloby sie wydawac, ze twierdzenie
to jest w ewidentny sposób falszywe. Przeciez jezeli
dzielimy kule na skonczenie wiele kawalków i z tych
kawalków skladamy cos innego, to to cos musi miec taka
sama objetosc co wyjsciowa kula, pr~eciez przy izometriach
objetosci sie zachowuja. Otóz w tym rozumowaniu jest
blad. Byloby ono poprawne, gdybysmy potrafili obliczyc
objetosc tych kawalków, ale przeciez jest wiele zbiorów,
dla których bynajmniej nie jest jasne jaka miala by byc
ich objetosc, powierzchnia, dlugosc. Na przyklad: jaka jest
dlugosc zbioru liczb niewymiernych z odcinka [O, l]?

Wobec powyzszych argumentów jasne jest, ze w paradoksie
Banacha- Tarskiego kule musimy dzielic na kawalki, dla
których w zaden sposób nie mozna obliczyc objetosci
(przynajmniej dla niektórych z nich). A jak to jest na
plaszczyznie? W twierdzeniu Laczkovicha kolo i kwadrat
maja te sama powierzchnie. Czy jednak mozna rozlozyc
kolo na skonczona liczbe kawalków i z tych kawalków
otrzymac figure o innym polu?

Otóz w 1923 r. Stefan Banach udowodnil, ze na prostej
i na plaszczyznie istnieje metoda pozwalajaca na obliczenie
dlugosci i powierzchni wszystklch podzbiorów. Wobec
tego równosc powierzchni jest warunkiem koniecznym na
to, aby dwie figury na plaszczyznie byly równowazne przez
skonczony rozklad.

Dla tych, którzy wiedza col niecol o teorii miary, 8formulujemy
precyzyjnie twierdzenie Banacha. Ot6z Banach udowodnil, Ze na
pro8tej i na pla8zczy:lnie istnieje skonczenie addytywna miara
mierzaca wszystkie podzbiory, niezmiennicza ze wzgledu na
izometrie i rozszerzajaca miare Lebesgue'a.

Paradoks Banacha-Tarskiego pokazuje,ze w R3 takiej miary nie
ma. Z tego paradok8u wynika tez, ze takiej miary nie ma w R"
dla n ~ 3 (Jak?).

A czy w przestrzeni istnieje taka uniwersalna metoda
obliczania objetosci wszystkich zbiorów? Oczywiscie, nie
istnieje. Gdyby bowiem istniala, to nie byloby paradoksu
Banacha- Tarskiego.
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Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skr6t regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnolcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnolcl danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, które nadesialy rozwi"zanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg610wy regulamin zostal wydrukowany w numerze 7/1990.

Termin nadsylania rozwi"zan: 29 II 1992

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 215 (WT=I,44) i 216 (WT=2,51)

z numeru 2/1991
Toma •• Gnula.k - Kra.Jr6w "",29
KrzJ'ntof Za.W"lloW.JrI- Wau •• wa. '2,82
Tom •.•• Wl~teth& - Ta.rn6w 31,"

Numer szelldziesi"ty sz6sty
w Klubie 44 (M): pan Grzesiak.

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 113 (WT=3,04) i 114 (WT=2,20)

z numeru 2/1991
Plowel PuJrow.kl- Sscz~cln 28,51
Ann. Gluza. - Torurt 2.,35
Ada.m Sikorski - Lublin 23,26

Zadania z matematyki nr 229, 230
Redaguje Marcin E. KUCZMA

229. Dany jest czworoscian OABC oraz tr6jkat KLM o wierzcholkach K,L,M
lezacych odpowiednio na krawedziach OA, OB, OC. Dowiesc, ze jezeli na
kazdym z czworokatów ABLK i ACMK mozna opisac okrag, to równiez na
czworokacie BCML mozna opisac okrag.

230. Dla funkcji ciaglej f : R -+ R rozwazamy nastepujace dwa zdania:
(1) Istnieja takie trzy rózne liczby a, b,e, ze f(a) = b, f(b) = c, f(e) = a.

(2) Ist.nieja takie cztery rózne liczby t,u,v,w, ze f(t) = u, f(u) = v, f(v) = w,

f(w) = t.
Udowodnic, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f warunek (1) pociaga za soba (2) oraz dac

przyklad pokazujacy, ze nie zachodzi implikacja odwrotna.
Zadanie 230 zostalo opracowane na podstawie propozycji zgloszonej przez pana
Andrzeja Pawlowskiego z Zabrza.

Zadania.z fizyki nr 121, 128
Redaguje Jerzy B. BROJAN

127. Mamy 70 jednakowych ogniwo oporze wewnetrznym l O. Jak je nalezy
polaczyc, aby przez dolaczony do baterii opornik R poplynal jak najwiekszy prad?
Rozwazyc dwa przypadki:
a) R = 10,
b) R = 2 O.
Nie jest wymagany dowód, ze w podanym obwodzie prad jest rzeczywiscie
maksymalny, wystarczy, ze inni rozwiazujacy nie otrzymaja wiekszej wartosci.

, I , I- -
I I

128. Dana ilosc wody o temperaturze poczatkowej To nalezy doprowadzic do
temperatury koncowej T ogrzewajac naczynie na palniku gazowym lub grzejniku
elektrycznym. Uplyw ciepla z naczynia do otoczenia na jednostke czasu jest dany
i wynosi p••(zakladamy dla uproszczenia, ze jest staly). Sprawnosc grzejnika, tzn.
stosunek ciepla przekazanego naczyniu do ciepla wydzielonego przez grzejnik, jest
funkcja mocy P grzejnika (np. funkcja wielkosci plomienia)

W(P)=a-bP,

gdzie a, b - dane stale dodatnie. Jak nalezy wybrac moc P grzejnika, aby zuzyc na
ogrzanie wody naj mniejsza ilosc energii?
Pojemnosc cieplna samego naczynia mozna pominac lub przyjac, ze jest dana.
Zakladamy tez, ze cieplo wlasciwe wody (ewentualnie takze materialu naczynia)
nie zalezy od temperatury oraz, ze straty cieplne nie sa tak duze, aby calkowicie
uniemozliwic podgrzanie naczynia.
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Korespondencja komputerowa

W rubryce tej publikujemy krótkie notatki otrzymane dzieki
sieci komputerowej EARN, z której Delta korzysta.

Stacja badawcza l.n1l•• e$, po odlaczeniu sie od statku
kosmicznego Di$cove'1l w pazdzierniku 1990 roku, zmierza
w kierunku Jowisza, w którego rejonie znajdzie sie w lutym
1992 roku. Pole grawitacyjne tej gigantycznej planety spowoduje
taka zmiane trajektorii lotu stacji, ze l.n1l$$e8podazy ku Sloncu,
ale daleko od plaszczyzny Ukladu Slonecznego. W ciagu okolo
czterech miesiecy, poczawszy od maja 1995 roku, obserwowana
bedzie z pokladu l.n1l88e8a poludniowa pólkula Slonca, a od maja
roku nastepnego, równiez przez okolo cztery miesiace, pólkula
po1nocna. Stacja bedzie znajdowala sie wówczas w odleglosci
okolo 330 mln km od niego. l.n1l88e8badac bedzie pole
magnetyczne Slonca, strumien czastek emitowanych przez Slonce
tworzacych tzw. wiatr sloneczny, czastki wysokoenergetyczne
pochodzace z wybuchów slonecznych, promieniowanie kosmiczne
z przestrzeni miedzygwiazdowej i pyl miedzygwiazdowy.
Ponadto l.nIlUe8 jest wyposazony w aparature do rejestracji fal
grawitacyjnych i radiowych oraz urzadzenia do badania korony
slonec.znej.
Misja l.nllue8a jest wspólnym przedsiewzieciem amerykanskiej
agencji do badania przestrzeni kosmicznej (NASA)
i analogicznej organizacji europejskiej (ESA).

Jacek TUSZYNSKI, Pa8adena, Kalifornia, USA

Obecnie wykonuje sie na swiecie ponad miliard kopii
kserograficznych dziennie. A jak to sie zaczelo? Pewien
fizyk amerykanski pracowal w dziale patentowym niewielkiej
nowojorskiej firmy, gdzie czesto trzeba bylo przerysowywac,
recznie kopiowac rysunki techniczne. W roku 1938 fizyk
ów, Chester Carlson, zaproponowal metode automatycznego
kopiowania, zwana obecnie technika kserograficzna. Wynalazek
zostal upowszechniony dopiero po ponad dwudziestu latach.
Przyczyna opóznienia byl w duzej mierze brak wiary u osa b
dysponujacych kapitalem w zapotrzebowanie na takie kopiarki.
Ponadto nalezalo rozwiazac pewne kwestie techniczne,
w szczególnosci, jak podgrzac p.apier nie powodujac jego
spalenia.

Proces kserograficzny we wspólczesnych maszynach kopiujacych
przebiega, w znacznym uproszczeniu, w sposób nastepujacy:
1) Matryca pokryta dodatnim ladunkiem elektrostatycznym
oswietlona jest swiatlem odbitym od kopiowanego dokumentu.
W miejscach oswietlonych powierzchnia matrycy staje sie
przewodnikiem, wiec ladunek z tych miejsc odplywa.
2) Matryce powleka sie ujemnie naladowanym proszkiem
(tonerem), który pozostaje na niej w miejscach, gdzie
poprzednio zachowal sie ladunek dodatni.
3) Proszek przeniesiony jest na arkusz papieru, gdy ten,
naelektryzowany dodatnio, kladzie sie na matryce·
4) Uzyskany obraz zostaje utrwalony przez podgrzanie
pokrytego proszkiem papieru.

Chester Carlson zmarl w roku 1968, w kilka lat potem gdy
rozpocza! sie burzliwy okres rozwoju techniki kserograficznej.

Adam KLISZEWSKI, Lo8 Angelu, Kalifornia, USA

_ Zadania
M 613. W trójka,cie ABC umiescic dwa zewnetrznie styczne kola kl i k2 o tym
samym promieniu w ten sposób, by kl bylo wpisane w LABC,-a k2 - w LACB.
Rozwia,zanie na str. 12

M 614. Do rozlacznych kól kl i k2 o róznych promieniach jest styczne zewnetrznie

kolo k3. Wykazac, ze punkty stycznosci kl z k3 i k2 Z k3 oraz punkt przeciecia
zewnetrznych prostych stycznych do kl i k2 leza, na jednej prostej.
Rozwia,zanie na str. 13

M 615. Dane sa, rozla,czne kola kl, k2 i k3, kazde o innym promieniu. Oznaczmy przez

Zij (i < J') punkt przeciecia zewnetrznych prostych stycznych do ki i k j, a. przez Wij
- wewnetrznych prostych stycznych do tych kól. Wówczas nastepuja,ce trójki punktów

sa wspólliniowe (Zl2,Z23, Zl3), (Zl2, W23, Wl3), (Wl2,Z23, Wl3) i (Wl2, W23,Zl3) - pisalismy
juz o tym w Delcie, ale bez dowodu. Podac dowód.
Rozwia,zanie na str. 10

Zadania Iuatematyczne zostaly zaczerpniete z prograrnu zajec z geoInetrii na Trzyletnim
Studiurn Zawodowym nauczycieli mate111atyki na Uniwer::lytecie Warszawskim.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 321. Oszacowac dolna, granice ilosci benzyny spalanej na drodze d = 100 km
przez idealny samochód o standardowym przekroju poprzecznym S = 2 m2

jadacy z predkoscia, u = 90 km/h. Zakladamy, ze osiagalna wartosc wspólczynnika.
aerodynamicznego wynosi Cz = 0,3, wartosc opalowa benzyny jest równa
Q = 33 MJ /1, silnik pracuje w najefektywniejszym cyklu, a maksymalna temperatura
spalin wynosi okolo 3000°C. Pomijamy wszystkie inne opory poza aerodynamicznymi.
Gestosc powietrza p = 1,2 kg/m3•
Rozwiazanie na str. 12

F 322. Za pomoca, ll-metrowego teleskopu Keck budowanego na Hawajach bedzie
mozna obserwowac obiekty do m = 28 wielkosci gwiazdowej'. Oszacowac, z jakiej

najwiekszej odleglosci móglby byc obserwowany obiekt o swiatlosci Slonca. Pomijamy
zjawisko pochlaniania promieniowania przez materie miedzygwiazdowa,. (Wielkosc
gwiazdowa Slonca m. = -26,7, odleglosc Ziemi od Slonca R = 1,6· 10-5 roku
swietlnego) .
Rozwia,zanie na str. 12
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