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Diabel w lustrze

Lecaca nrua w kazdl/m momencie jen w jakimi miejacu. Ale lico", w nim jest, wiec nie
ponuza lie.

KretencZl/k twierdzi, ze WIZl/ICl/ KretencZl/cl/ klamia. GZl/ mozna mu wierZl/c?

Jelli zbi6r X Iklada lie z takich element6w, kt6re nie Iq Iwoimi elementami, to CZl/ lam
jelt ,woim elementem?

Pierwsze z zacytowanych zdan pochodzi z V wieku p.n.e., ostatnie z konca
XIX wieku. Kazde z nich formuluje jakas aporie, czyli trudnosc. Zdan tego
rodzaju, to znaczy glupich pytan, na które nie sposób odpowiedziec inaczej niz
odczep lie, historia ludzkiego myslenia naprodukowala bez liku. I na ogól sluzyly
one do intelektualnego przekomarzania sie. Chyba ze trafialy na zbyt ambitnych.

Grupa zawodowa, do której mam zaszczyt sie zaliczac, od samego powstania
byla zbyt ambitna. Juz sama nazwa MATEMATYKA zawiera w sobie
niewiele skromnosci (pochodzi od greckiego mathema, co oznacza umiejetnosc;
mathein oznacza uczyc sie). Blizsze przyjrzenie sie ogólnym zamierzeniom
przyswiecajacym jej narodzinom stawia sprawe jeszcze bardziej jednoznacznie
- miala to byc wiedza pewna, w odróznieniu od innych nauk (nawet podzial na
nauki scisle i rozwiazle okazywal sie byc ztyt malo podkreslajacy wyjatkowosc
matematyki). A jako wiedza pewna nie mogla dopuscic do tego, by chociazby
naj glupsze pytanie dotyczace jej dziedziny pozostalo bez calkowicie jednoznacznej
odpowiedzi.

Jakajest rada na pojawianie sie aporii, zeby nie powiedziec wprost: paradoksów?
Jest nia uscislenie czy, jak kto woli, rygoryzacj a pojec i metod. Oba te slowa
niosa, co prawda, w sobie zapowiedz kleski - pierwsze sugeruje ciasnote,
a drugie sztywnosc - ale program uscislenia, rygoryzacji czy, jak mówiono, dania
matematyce solidnych podstaw, pod koniec ubieglego stulecia (gdy paradoksów
namnozylo sie bez liku) uznano za wazny i przez ponad pól wieku realizowano go
z wielkim nakladem sil i srodków.

Ustalono, co to jest teoria (mianowicie: zbiór zdan zamkniety ze wzgledu na
wnioskowanie), ustalono, co to jest zdanie (wyrazenie zbudowane zgodnie
z zamknieta lista regul i w okreslonym jezyku), ustalono, co to jest jezyk itd.
Potem powiedziano, ki~dy teoria jest dobra teoria. Ma ona w tym celu byc
przede wszystkim niesprzeczna (z dwóch przeciwnych zdan co najwyzej jedno
ma byc jej twierdzeniem), ma byc zupelna (z dwóch przeciwnych zdan co
najmniej jedno ma byc jej twierdzeniem), ma byc kategoryczna (jej modele,
czyli te obiekty, do których pasuje, maja miec identyczna budowe), ma tez
byc rozstrzygalna (czyli musi istniec sposób na stwierdzenie w skonczOl~ej
liczbie kroków, czy dane zdanie w jej jezyku jest twierdzeniem, czy nie). Byly
i inne warunki, ale i tych bylo dosyc na to, by po pewnym czasie matematycy
przekonali sie, ze dla takiej np. arytmetyki (zwyczajnych liczb rzeczywistych)
zadnego z tych warunków nie da sie udowodnic (Godei, Skolem, Lowenheim).
Przez "drobna modyfikacje" warunków gry (uzycie teorii drugiego rzedu) zdolano
jedynie zapewnic arytmetyce liczb rzeczywistych kategorycznosc. Inne chwyty
pozwolily zapewnic tejze arytmetyce niesprzecznosc (Gentzen). Wiadomo,
arytmetyka liczb rzeczywistych jest tak powszechnie stosowana, ze mozna
dopuscic sie wielu "innowacji" , by obronic jej dobre imie.

Z innymi jednak obiektami zainteresowan matematyki nie poszlo juz tak latwo.
Oczywiscie, byly teorie, które spelnialy wszystkie zadane warunki (specjalnie
w tym celu je wymyslono), ale klopot byl ze znalezieniem dla nich sensownego
zastosowania gdziekolwiek. Byly jednak i takie, które nie dosc, ze byly zle, to
jeszcze nie bardzo bylo wiadomo, jak je poprawic.

Najbardziej donioslym przykladem jest teoria mnogosci, która (na domiar
zlego) sama zostala powolana do zycia (Cantor), by umozliwiac uscislanie
innych, bardziej z codzienna praktyka zwiazanych teorii matematycznych.
Po pierwszych, zrozumialych w nowo tworzonej dyscyplinie, trudnosciach w
ustaleniu sposobu, w jaki mozna bez popadania w sprzecznosci mówic o zbiorach
przed jej twórcami stanely pytania, w jakie wlasnosci stworzone wlasnie zbiory
nalezy wyposazyc. Wydawalo sie, ze sprawe da sie bezkonfliktowo rozwiazac,
bo przeciez mozna bylo sie zgodzic na kazde, nie prowadzace do absurdów
rozwiazanie. I wtedy okazalo sie, ze rozwiazan nie prowadzacych do absurdów
nie ma.

W Delcie 2/1992 P. Grzegorzewski pisze o problemie wyboru reprezentacji dla
pewnej klasy zbiorów. Przez reprezentacje rozumie taki nowy zbiór, w którym
kazdy z wyjsciowych zbiorów ma swojego reprezentanta i rózne zbiory maja
róznych reprezentantów. I przytacza twierdzenie Hal1a, które mówi, kiedy
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Jak przekroczyc
predkosc swiatla?
Piotr HAJLASZ

Opiszemy cztery sposoby przekroczenia
predkosci swiatla. Nie beda to,
"oczywiscie" , wszystkie mozliwe metody.

No, ale przeciez teoria wzglednosci mówi,
ze predkosci swiatla nie mozna pokonac.
Czy tu nie ma jakiejs sprzecznosci?
Oczywiscie, sprzecznosci nie ma, mimo ze

sposoby na przekroczenie predkosci swiatla
beda autentyczne, to znaczy, poza jednym

przykladem (pierwszym), predkosc swiatla
zostanie pokonana naprawde i nie bedzie
to zadne zludzenie wynikajace ze zlej

interpretacjj naszych obserwacji. Pozorna
sprzecznosc z teoria wzglednosci bierze sie
stad, ze zwykle nie precyzuje sie, co nalezy
rozumiec przez niemoznosc przekroczenia

predkosci swiatla. No, ale nie uprzedzajmy
wypadków. Wytlumaczenie paradoksów
podamy na koncu.

Oto pierwszy sposób.
Pod koniec lat siedemdziesiatych
astronomowie obserwujac fale radiowe
wysylane przez radiogalaktyke 3C120
zauwazyli w niej "oblok", który

przemieszcza sie ze spora predkoscia
katowa. Mnozac predkosc katowa
poruszajacego sie obloku przez
odleglosc od Ziemi otrzymali predkosc
liniowa, która, ku ich oslupieniu,

wynosila 2,1 predkosci swiatla.

Podobne paradoksalne predkosci
zaobserwowano w kilku kwazarach.

W kwazarze 3C279 znaleziono nawet

obiekt poruszajacy sie z predkoscia
dziesieciokrotnie przewyzszajaca predkosc
swiatla! •

Zanim jedIl,.ak wytlumaczymy, w jaki
sposób mozemy obserwowac t.ak
paradoksalne predkosci, przejdzmy do
nastepnego sposobu.

Kiedy obserwujemy koliscie rozchodzace

sie fale na wodzie (np. po rzuceniu
kamieniem), to zwykle patrzymy na grzbie
jednej z fal i obserwujemy predkosc, z jaka
on sie przesuwa. Sklonni jestesmy uznac
ja za predkosc fali. Tak zdefiniowana
predkosc nosi nazwe predkosci fazowej.
Definicja ta odnosi sie nie tylko do
fal na wodzie, ale równiez np. do fal
elektro magnetycznych.

Jesli jednak wyliczymy predkosc fazowa
w ziemskiej jonosferze fal wysylanych

przez nadajniki TV (czestotliwosc
rzedu 100 MHz), to okaze sie, ze jest ona



wieksza niz c ! A wiec czyzby fala
elektromagnetyczna poruszaja;ca sie
w osrodku mogla miec predkosc wieksza,
niz predkosc swiatla w prózni?

A teraz trzeci sposób. Wyobrazmy
sobie, ze w srodku kulistego ekranu
o promieniu 300 000 km znajduje sie laser
mogacy sie obracac.

PLAMKA

Jesli teraz w ciagu pól sekundy obrócimy
laser o 3600, to poniewaz swiatlo rozchodzi
sie z predkoscia 300 000 km/s, wiec jeszcze
przez pól sekundy punkcik na ekranie nie
drgnie.

PLAMKA

Tak wyglada przefjtrzenne rozmieszczenie
fotonów po pelnym obrocie lasera. Strzalkami
zaznaczono kierunki przemieszczania sie
fotonów.

Lecz po calej sekundzie (od chwili
ruszenia lasera) swietlny punkcik zacznie
sie przesuwac po ekranie z zawrotna
predkoscia, tak ze w ciagu pól sekundy
wykona pelny obrót.

PLAMKA

Chwilke pózniej. Poniewaz promien przesuwa
sie - w kierunku zaznaczonym strzalkami
- z predko~cia. c, wiec widac, ze predko~c
plamki musi znacznie przekroczyc c.
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jest to mozliwe. Gdybysmy jednak zalozyli, ze zbiory, z kt6rych wybieramy
sa rozlaczne, to wybór reprezentacji bylby chyba zawsze mozliwy. Nic wiec
dziwnego, ze mozliwosc utworzenia na tych oslabionych wa:~u~kach reprezentacji
dowolnej rodziny zbior6w zostala uznana przez Ernsta Zermelo, który
porzadkowal nowa teorie, za calkowicie dopuszczalna wlasnosc. Zyskala ona
nazwe pewnika wyboru (dobra nazwa - chodzi przeciez o utworzenie organu
przedsta wicieiskiego ).

Niestety, matematycy maja te paskudna ceche, ze bez przerwy dowodza
jakichs twierdzen i stawiaja sobie wszelkie pytania, jakie im przyjda do glowy.
W ramach wlasnie takiej nadgorliwosci Banach i Tarski udowodnili, ze
poslugujac sie pewnikiem wyboru mozna kule podzielic na piec czesci, z których
mozna zlozyc dwie kule takie, jak wyjsciowa. Nie wszystkich pojawienie sie
tak rewelacyjnej mozliwosci ucieszylo - nie jest najlepiej, gdy dyscyplina,
która uprawiamy, traci wyraznie kontakt z rzeczywistoscia; pojawia sie
obawa, ze niewybredne anegdoty o scholastykach i inne uwlaczajace opowiesci
o uczonych pasuja do nas zbyt dokladnie. Mozna wiec bylo odrzucic pewnik
wyboru i uprawiac matematyke bez jego pomocy. Niestety jednak jablka
z drzewa wiadomosci dobrego i zlego nie da sie wypluc - w miedzyczasie
stwierdzono, ze (jesli chce sie postepowac scis1e) bez pewnika wyboru nie mozna
udowodnic np. równowaznosci definicji ciaglosci Heinego (to ta ze szkoly - za
pomoca ciagów) i definicji Cauchy'ego (to ta z epsilonem i delta). A przeciez
takie rozdwojenie ciaglosci byloby paranoja.

Byla jeszcze nadziej a, ze inne naturalne zalozenia przyjmowane o zbiorach
zdecyduja za nas - okaze sie, ze przyjecie badz odrzucenie pewnika wyboru jest
wymuszone przez inne potrzebne wlasnosci. Niestety, i ta nadzieja zawiodla. W
1963 roku Paul Cohen udowodnil, ze zarówno przyjmujac pewnik wyboru, jak
i go odrzucajac, nie otrzymamy sprzecznosci z pozostalymi aksjomatami teorii
mnogosci, zaproponowanymi przez Zermelo. W ten sposób cala odpowiedzialnosc
za to, jaka bedzie matematyka, musza na siebie wziac matematycy. Niby bylo
to i tak oczywiste, ale nikt sie nie spodziewal, ze jest az tak duza dowolnosc w
tworzeniu matematyki.

Wynik Cohena byl wielkim osiagnieciem podstaw matematyki, ale
- paradoksalnie - znacznie obnizyl range podstaw. Skoro nie mozna sie od tej
dyscypliny dowiedziec niczego decyduj acego, a tylko poznawac glab dowolnosci,
to moze lepiej tego nie robic.

Juz od paru stuleci matki przestrzegaja swoje córki, by zbyt dlugo nie
przypatrywaly sie sobie w lustrze - po pewnym czasie mozna w lustrze dojrzec
diabla. A matematycy nie sluchali, przygladali sie sobie naj dokladniej , jak
umieli, i teraz wiedza, ze tego, czego dowiedziec sie chcieli, dowiedziec sie nie
mozna.

Marek KORDOS

Jak zarobic milion dolarów?

Kazdy wie, jak zaprzeczyc implikacji. Mianowicie, zdanie -.(p -+ q) równowazne
jest zdaniu p./\ -.q. Regula ta jest bardzo czesto wykorzystywana przy dowodach
nie wprost.

No, dobrze. Zobaczmy, jakie wnioski z niej wynikaja. Wezmy takie oto zdanie:
"Jesli bede mial milion dolarów, to zjem Slonce".
Bzdura, jakich malo! A wiec prawdziwe jest zaprzeczenie tego zdania, czyli
poslugujac sie regula zaprzeczenia implikacji wnioskujemy, iz prawdziwe jest
zdanie:

"Bede mial milion dolarów i nie zjem Slonca" .
A wiec prawda jest, ze bede mial milion dolarów! Nigdy nie widzialem prostszego
sposobu zrobienia majatku. A moze cos jest nie tak z naszym rozumowaniem?
Istotnie. Niestety, popelnilismy blad. Uznalismy bowiem, ze poczatkowe zdanie
jest ewidentnym falszem. A przeciez zdanie to w odniesieniu - jak sadze - do
wiekszosci Czytelników ma postac

Bede mial 106$ ~ zjem Slonce'-v-' ~
fa.lsz raisz

A takie zdanie - z falszu wynika falsz - zawsze jest prawdziwe - jak widac,
czasami wbrew naszej intuicji. Jak sie jednak dobrze zastanowic, to czesto sami
uzywamy podobnych zdan w mowie potocznej. Na przyklad:
"Predzej mi kaktus wyrosnie na dloni niz zarobisz milion dolarów" .

Piotr HAJLASZ



Paradoksy Olbersa

Jeden z podstawowych postulatów kosmologii, tzw. zasada kopernikowska,
glosi, ze Wszechswiat ogladany z dowolnego miejsca wyglada srednio
tak samo. Ta bardzo naturalna i bogata w skutki zasada, zastosowana
bezposrednio do naszego Wszechswiata, prowadzi jednak natychmiast
do tzw. paradoksu Olbersa. Jest on formulowany w dwóch wersjach:
fotometrycznej i grawitacyjnej (zwanej tez grawitacyjnym paradoksem
Seeligera) .

Wersja fotometryczna mówi, ze skoro na mocy zasady kopernikowskiej
gestosc przestrzenna gwiazd jest wszedzie srednio taka sama, to cale
niebo powinno swiecic nieskonczenie jasno. Wyobrazmy sobie bowiem
gwiazdy znajdujace sie w malym kacie brylowym dw w odleglosci od
nas zawartej miedzy r a r + dr. Ich liczba w tak okreslonym elemencie
objetosci jest proporcjonalna do r2drdw. Oswietlenie na Ziemi dawane
przez kazda gwiazde jest proporcjonalne do r-2, zatem oswietlenie
dawane przez gwiazdy z tego elementu objetosci od odleglosci juz nie
zalezy i jest proporcjonalne do drdw. Wynik sumowania (calkowania)
po nieskonczonej objetosci Wszechswiata jest wobec tego nieskonczony.
W naszym rozumowaniu milczaco traktowalismy gwiazdy jak punkty.
W rzeczywistosci sa one widoczne jako wprawdzie bardzo male, ale tarczki
i dlatego przy równomiernym wypelnieniu przestrzeni przez gwiazdy
patrzac w dowolnym kierunku powinnismy widziec powierzchnie gwiazdy.
Oswietlenie na Ziemi byloby wtedy skonczone, ale cale niebo powinno
swiecic z jasnoscia powierzchniowa przecietnej gwiazdy. Tymczasem niebo
jest jednak czarne! Tu uwaga: nie oznacza to, ze z fragmentów nieba
pomiedzy gwiazdami nie dociera zadne promieniowanie, a tylko, ze tego
promieniowania jest tak malo, ze niebo widzimy tam jako czarne.

Odrzucenie zasady kopernikowskiej byloby z wielu powodów niekorzystne
dla przyrodoznawstwa, dlatego od samego poczatku próbowano znalezc
sposób na wybrniecie z tej sprzecznosci. Taka próba byla np. hipoteza
Wszechswiata hierarchicznego. Postulowalo sie mianowicie, ze gwiazdy
grupuja sie w galaktykach, galaktyki w gromadach galaktyk, gromady
galaktyk tworza zgrupowania wyzszego rzedu itd. W modelu takim
gestosc przestrzenna gwiazd obliczana dla coraz wiekszych obszarów
bylaby coraz mniejsza, poniewaz w objetosci zawierajacej strukture
wyzszego rzedu zawsze bylyby zawarte gwiazdy o gestosd odpowiadajacej
strukturom poprzedniego rzedu plus próznia miedzy nimi. W rezultacie
dla Wszechswiata nieskonczonego gestosc gwiazd dazylaby do zera,
a wiec niebo mogloby byc czarne. Problem grupowania sie galaktyk jest,
co prawda, do dzis istotny dla astronomii, ale fotometryczny paradoks
Olbersa stracil znaczenie, a przyczyna stalo sie odkrycie ucieczki galaktyk.
Mianowicie, nawet gdyby gwiazdy wypelnialy przestrzen równomiernie,
wskutek ich dopplerowskiego poczerwienienia (obnizenia energii kwantów
swiatla) i ekspansji calego Wszechswiata (obnizenia gestosci kwantów)
oswietlenie dawane przez gwiazdy z odleglosci r spadaloby z jej wzrostem
gwaltowniej niz r-2• Sumowanie (calkowanie) oswietlen ze wszystkich
odleglosci (do nieskonczonosci) daloby wtedy wynik skonczony, a wiec, byc
moze, niebo byloby czarne.

Wersja grawitacyjna paradoksu jest subtelniejsza, a trudnosci sa innego
typu. Gdyby mianowicie Wszechswiat mial byc, nieskonczony i równo
wypelniony materia, to z kazdego kierunku powinnismy odczuwac
nieskonczone przyciaganie grawitacyjne. Tu mozna by powiedziec, ze skoro
z kazdego kierunku, to nie ma problemu, bo wszystko sie znosi. Nie jest
to jednak takie proste, bowiem moglyby sie tak znosic oddzialywania
dowolnie silne, byle skonczone, natomiast w ogóle nie wiadomo, czy -00
i +00 moga sie jakkolwiek kasowac. Na szczescie stalo sie to równiez
nieistotne po odkryciu ekspansji Wszechswiata oraz tego, ze grawitacje,
tak naprawde, opisuje nie prawo Newtona, lecz równania Einsteina.

Tomasz KWAST
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, }A:ozemywiec z latwoscia obliczyc
predkosc, z jaka bedzie sie przesuwal ów
punkcik:

2'11'·300000 km/O, 5 s > 12c.

A wiec predkosc swiatla zostanie
przekroczona ponad 12 razy! Gdyby
wziac ekran o jeszcze wiekszym promieniu
badz obrócic laser z wieksza predkoscia,
to moglibysmy otrzymac dowolnie duza
predkosc poruszania sie swietlnego punktu
po ekranie.

I wreszcie ostatni sposób. Sposób ten
bedzie najprostszy. Do zrozumienia jego
nie bedzie potrzeba zadnych wiadomosci
z fizyki i dzieki temu bedzie tutaj
najbardziej widoczne, dlaczego nie
prowadzi on do sprzecznosci z teoria'
wzglednosci.

Nieraz wystawy sa ozdabiane rurkami,
wewnatrz których znajduja sie zaróweczki
- jedna obok drugiej. Zaróweczki te po
kolei zapalaja sie i gasna, dzieki czemu
odnosimy wrazenie, jakby wewnatrz rurki
przesuwal sie swietlny punkt.

Wyobrazmy wiec sobie nastepujace
doswiadczenie. Ustawmy' zaróweczki
jedna obok drugiej w odstepach 1 cm na
odcinku o dlugosci 1 000000 km, przy
czym tak podobierajmy czasy zapalania sie
zaróweczek, ze kolejna zaróweczka zapala
sie o 10-11 s pózniej niz poprzednia.
Poniewaz mamy akurat 1011 zaróweczek,
wiec ostatnia zapali sie o sekunde pózniej
niz pierwsza. Obserwator bedzie wiec
widzial punkt swietlny, który pokona
odleglosc miliona kilometrów w ciagu
jednej sekundy, a wiec ponad trzykrotnie
przekroczy predkosc swiatla!

Ale czy to przeczy teorii wzglednosci?
Oczywiscie, ze nie, gdyz poruszaniu sie
swietlnego punkcika tak naprawde nie
bedzie towarzyszyl zaden rzeczywisty ruch.
To jest tylko zludzenie. Zadna czastka,
zadna fala, zadna informacja nie biegnie
wraz z tym punktem.

Teoria wzglednosci mówi, ze jesli
w punkcie A zaszlo jakies zjawisko,
to zaden efekt tego zjawiska, zadna
informacja o nim nie dotrze do punktu B
z predkoscia wieksza niz c. A wiec nie
mozemy wyslac z punktu A do punktu B
zadnej czastki, zadnej fali z predkoscia
wieksza niz c. Natomiast teoria
wzglednosci nie eliminuje innych sposobów
pokonania predkosci swiatla, takich jak
chocby opisane w powyzszych przykladach.
I choc poza pierwszym przykladem (tym
z galaktyka) przekroczenie predkosci
swiatla nastapilo naprawde, to jednak
uzasadnione wydaje sie nazwanie



tych sposobów pozornymi, uznajac w ten
spos6b, ze przez przekroczenie predkosci
swiatla rozumie sie to, co ten termin
oznacza w teorii wzglednosci.

Przeanalizujmy teraz powyzsze cztery
sposoby - od ostatniego do pierwszego
- aby sie przekonac, ze rzeczywiscie nie
prowadza one do sprzecznosci z teoria
wzglednosci.

Spróbuj wykryc bledy
Robert HAJLASZ
l. Re rozwiazan ma r6wnanie

L~r= log--\- z?16

Rozwiazanie.
y

Odpowiedz: Dokladnie jedno.
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( 1).1. 1- ' = log--\- -,16 16 2

2. Dla jakiej warto/ci parametru a uklad r6wnan

{ 1/ - Z2 = 31/2 + z2 = a

ma do1dadnie jedno rozwiazanie f

y=( l..)x16

Tymczasem

Mozna dowiesc, ze dane równanie ma dokladnie trzy rozwiazania: i,A, 4'
Bledny byl wykres. Powinien on wygladac tak:

Rozwiazanie.
I sposób
Przypuscmy, ze dla pewnej wartosci a uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie (z,I/). Wtedy otrzymujemy nastepujace zdania prawdziwe

1/2 + 1/ = 3 + a,

1/2 + 1/ - (3 + a) = O.

Skoro jest tylko jedno (z, 1/), wiec jest tylko jedno 1/. A jezeli tak, to musi byc
.6 = 0, czyli

Predkosc fazowa (predkosc strzalki) moze byc
znacznie wieksza od predkosci calej paczki
falowej (predkosc krzyzyka) .

Ostatni sposób juz przeanalizowalismy.
Przyklad poprzedni (ten z laserem) jest
dokladnie tej samej natury, co przyklad
z zaróweczkami. Jedynie tylko to,
ze doswiadczenie jest troche bardziej
skomplikowane, moze wywolac wrazenie,
ze przyklad ten jest bardziej subtelny.

Przejdzmy teraz do omówienia przykladu
z fala elektromagnetyczna. Zastanówmy

. sie, czy to, ze predkosc fazowa fali jest
wieksza niz c, rzeczywiscie oznacza, ze fala
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
to znaczy, czy fala ta przenosi informacje,
energie ... z predkoscia wieksza niz c?

Ponizszy rysunek pokazuje, ze rzeczywista
predkosc "paczki falowej" moze byc
mniejsza od predkosci fazowej.

Otóz, cala informacja, energia ... porusza
sie z paczka falowa, a wiec prawdziwa
predkosc, z jaka porusza sie fala,
to predkosc calej paczki falowej, a ta jest
juz zawsze nie wieksza niz c. Predkosc ta
nazywa sie predkoscia grupowa.

Pozostal teraz juz tylko jeden paradoks do
wytlumaczenia - ten z galaktyka.

1+ 4(3 + a) = 0,
13

a= -"4'
Zatem wykazalismy, ze jesli istnieje a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie, to a = -13/4. Innymi slowy, wykazalismy, ze a = -13/4 to jedyny
kandydat na wartosc parametru a, przy którym uklad ma dokladnie jedno
rozwiazanie. Czy kandydat "przejdzie", przekonujemy sie przez sprawdzenie.
Podstawiajac a = -13/4 do równ~nia 1/2 + z2 = a dostajemy sprzecznosc.

Odpowiedz: Dla zadnej.
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II spos6b

I spos6b

Odpowiedz: Dla a = 9. Wtedy jedynym rozwiazaniem jest para (0,3).

Otóz, z rysunku widac, ze foton Fi
wyprzedza w "pionie" foton F2 o 0,2 roku
swietlnego, podczas gdy róznica ich
wspólrzednych w p.oziomie wynosi 0,4 roku
swietlnego.

Po uplywie milionów lat, gdy fotony dotra
mi. Ziemie, najpierw dotrze foton Fi,
a po uplywie 0,2 roku dotrze foton F2•

Natomiast my bedziemy obserwowali,
ze dotarly one z punktów w przestrzeni
odleglych o 0,4 roku swietlnego. Stad
otrzymamy predkosc poprzeczna 2c,
podczas gdy tak naprawde jest ona równa
"zaledwie" 0,4 c.

F,

Niech w chwili t = ° oblok znajduje
sie w punkcie A. Wysyla on wówczas
z tego punktu foton FI w nasza strone.
W chwili t = l rok oblok znajduje sie
w punkcie B. Wysyla on wówczas z tego
punktu foton F:l w nasza strone.

Paradoks ten jest nieco innego rodzaju
niz trzy pozostale. Mianowicie, nie
mamy tutaj do czynienia z zadnym
przekroczeniem predkosci swiatla.
To, ze wydaje sie nam, iz jakis oblok
porusza sie z predkoscia wieksza niz c,
jest po prostu zla interpretacja danych
doswiadczalnych. Nie, nie twierdze, ze to
wynika z niedokladnosci pomiarów. To jest
cos znacznie bardziej subtelnego.

Oczywiscie, nikt nie wie, jak to jest
naprawde. Istnieje jednak hipoteza
bardzo ladnie tlumaczaca obserwowanie
takich predkosci. Wyobrazmy sobie,
ze obserwowany oblok porusza sie
z predkoscia 0,9 c pod katem 26:'6 do
prostej laczacej nas z oblokiem.

A

F

x

allllll + _1__ s.uu
allllll - (a) 3 + l

Odpowiedz: 2. (aS)~ = l + l = 2.

RozwialPlanie.
I spos6b

r 1+2+3+ ... +n r (1 2 3 l)n!..moo ----n-~--- = n!..moo n~+ n2 + n~+ ... +;; =
=0+0+0+ ... +0=0.

Gdy "rzecz dlieje sie w zbiorze liczb rzeclywistych" , wtedy oba sposoby sa zle.
Nie ma bowiem takiego rzeczywistego a, ze a~+ a+ l = O. Gdy "rlecz dzieje
sie w zbiorze liclb zespolonych" , wtedy I sposób jest poprawny, II sposób zas
jest ily. Zly dlatego, ze wzór (zA:)' = zA:1 obowialPluje, przy zespolonym z, dla k,l
calkowitych. Wezmy np. k = 4, l = 1/4. Wtedy wzór sie "psuje". Istotnie

(i4)t = i4·t---- ~

(iiii) t. ;"-v-'
l

Odpowiedz: -1.
II spos6b

Zatem l = i. Sprzecznosc.

4. Oblicz lim l + 2 + 3 + ... + n .n-oo n2

II spos6b

lim 1+ 2 + 3 + ... + n = lim (1 + n)n = lim (~+!) = ! .n-oo n2 n-oo 2n2 n-oo 2n 2 2

I sposób jest bledny. II sposób jest poprawny. W sposobie I zastosowalismy

twierdlenie o granicy sumy. Twierdzenie to wolno stosowac. tylko wtedy, gdy
skladniki tej sumy sa zbiezne i liczba tych skladników jest stala. Tymczasem
u nas liczba ta rosnie wraz z n.

I/~ + 1/ - 12 = O,

li. = 49.

Wtedy 1/1= -4, I/~ = 3, ale 1/1 zostaje przez równanie 1/ - z~ = 3 odrzucone
i lostaje tylko I/:l'

S. Wiedzoqc,ze a~ + a + l = O, oblicz allllll + al~91'

Rozwiazanie.
Mnozac obie strony danej równosci przel a mamy aS + a~+ a = O, stad
aS=-(a~+a)=+I.----

-l

I sposób jest bledny, II sposób,jest poprawny. Blad w sposobie I pojawil sie,
gdy uznalismy, ze przy dokladnie jednym rozwiazaniu ukladu musi byc li. = O.

Otóz, nie musi. Istotnie, popatrzmy bowiem na rysunek. Widac, ze uklad ma
dokladnie jedno rozwiazanie, a mianowicie (0,3), natomiast li. ci O. No bo
obliczmy Ii..
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Gdy dwa prawa zachowania klóca
Andrzej SZYMACHA

•
SIe ze soba

R

~
C -L9-x x~

~~ -xTC

-Kazdy wie, co to jest kondensator i to, ze moze on sluzyc
do magazynowania energii. Jesli pojemnosc kondensatora
wynosi c, a zgromadzony na okladce ladunek równy jest Q,
energia kondensatora ma wartosc Q2 /2C _ Charakterystyczne
jest wystepowanie w tym wzorze wspólczynnika 1/2. Naiwnie
mozna by sadzic, ze skoro napiecie na okladkach wynosi Q/C,
energia powinna byc równa iloczynowi napiecia Q/C
i ladunku Q, czyli Q2/C.

Wyjasnienie jest bardzo proste. Gdybysmy zaczeli czerpac prad
z tego kondensatora i stopniowo go rozladowywali, napiecie
by spadalo i tylko poczatkowe porcje ladunku przeplywalyby
przy napieciu Q/C, podczas gdy koncowe przechodzilyby
przez róznice potencjalów dazaca do zera. Srednie napiecie
byloby równe (1/2)(Q/C + O) i stad wlasnie 1/2 we wzorze
na calkowita energie. Dokladnie taki sam jest mechanizm
pojawienia sie analogicznego wspólczynnika we wzorach na
energie odksztalconej sprezyny, na droge w ruchu jednostajnie
przyspieszonym i w wielu innych sytuacjach. To wlasnie ten
wspólczynnik mial na mysli ów ksiadz, któremu doniczka spadla
na glowe i który westchnal dziekczynnie: "Chwala Ci, Panie,
ze energia kinetyczna to tylko pól mv2".

Przygotujmy dwa identyczne kondensatory, ale naladujmY
poczatkowo tylko jeden z nich. Co sie stanie, gdy do koncówek
kondensatora naladowanego przytkniemy koncówki tego
drugiego? Niewatpliwie ladunek, a takze i energia rozplyna
sie pomiedzy oba kondensatory, przy czym ze wzgledu na ich
identyczna!c koncowe energie i koncowe ladunki powinny byc
takie same na kazdym z nich. Pamietajac o prawie zachowania
energii i o prawie zachowania ladunku mozna by przypuscic,
ze teraz na kazdym z kondensatorów mamy ladunek Q/2

i energie Q2/4C. Ale tak nie moze byc! Przeciez podstawiajac
do ogólnego wzoru na energie kondensatora ladunek -Q /2
dostaniemy Q2 /8C. Mnozac te ostatnia wartosc przez 2
(bo sa dwa kondensatory) dostajemy jako calkowita wartosc
koncowej energii tylko polowe tego, co bylo na poczatku.
Jesli przyjmiemy, ze koncowy ladunek calkowity jest równy
poczatkowemu, ginie nam gdzies pól energii - gdybysmy sie
upierali przy zachowaniu energii, musialby jaka! niezrozumiale
rozmnozyc sie ladunek.

Któremu z praw zachow'ania nalezy przyznac pierwszenstwo
w tym przykladzie? Niewatpliwie ladunkowi. Nie ma takiej
ludzkiej sily, by ladunek zniszczyc lub wykreowac. Nie sposób
takze ladunek ukryc lub przegapic.

Energii tez, oczywiscie, zniszczyc nie mozna, ale ma ona tyle
form, tyle róznych postaci, ze latwo przy pobieznej analizie
zjawiska zaniedbac którys z mechanizmów jej przetwarzania.
Tak tez i dzieje sie w naszym przykladzie. Wydostawanie sie
energii poza obreb rozwazanych kondensatorów byloby bardziej
widoczne, wrecz oczywiste, gdybysmy zamiast zwierac na krótko
odpowiednie okladki kondensatorów polaczyli jedna z par
przewodnikiem o okreslonej wartosci oporu omowego (rys.).
W trakcie wyrównywania napiec (i ladunków) plynie prad
i na oporniku wydziela sie cieplo Joule'a-Lenza. Mogloby sie
wydawac, ze straty na cieplo daja sie ograniczyc do minimum
przez wziecie malego oporu,
ale to zludzenie. Wydzielone
cieplo latwo obliczyc
i przekonac sie, ze wynik
nie zalezy od wartosci
oporu, no i ze, oczywiscie,
to wydzielone cieplo dokladnie
uzupelnia wartosc koncowej
energii elektrostatycznej do
wartosci energii poczatkowej.

Uzyskanie tego wyniku nie wymaga praktycznie zadnych
obliczen, w szczególnosci nie trzeba wyznaczac czasowego
przebiegu zjawiska rozladowania. Wystarczy zauwazyc,
ze przeniesienie ladunku X z okladki pierwszego kondensatora
na okladke drugiego zmniejsza napiecie pierwszego o X/C
i zwieksza napiecie drugiego o X/C, a wiec zmniejS'La
róznice potencj alów na koncach opornika o 2X / C. W trakcie
przeladowywania przeniesienie polowy poczatkowego ladunku
powoduje (liniowy jako funkcja X) spadek napiecia na oporze
laczacym, od poczatkowej wartosci Q/C do koncowej wartosci
zero. Srednie napiecie jest wiec równe Q /2C i przeplyw
ladunku Q/2 spowoduje wydzielenie ciepla Q /2 x Q/2C, czyli
dokladnie tyle, ile "zginelo" nam przy pierwszym rachunku.

Przedstawione powyzej rozwiaz:anie tego niezbyt
skomplikowanego paradoksu nie- wyczerpuje calosci problemu,
gdyz jest ono poprawne jedynie przy zaniedbaniu indukcyjnosci
petli, jaka tworza kondensatory i laczace je (chociazby
zredukowane do samych koncówek) przewody. Moze pojawic sie
iskrzenie, moze byc wypromieniowana fala elektromagnetyczna,
moze powstac halas - nie mamy jednak watpliwosci, _
ze w kazdym konkretnym przypadku dokladnie pól poczatkowej
energii elektrost atycznej rozproszy sie do otoczenia.

Jak pileczka pingpongowa rozbic mur?
Bardzo prosto - strzelamy pileczka pingpongowa o masie m i predkosci v w znacznie ciezsza,
spoczywajaca kule o masie M. Zaniedbujemy grawitacje, opory itp., tzn. rozpatrzymy
zderzenie prawie sprezyste. Po zderzeniu kula o masie M porusza sie z predkoscia V, a nasza
kulka odskoczy do tylu z predkoscia v'. Z zasady zachowania pedu mamy:

mv= mv'+MV.

Otrzymujemy, ze

MV = m(v - v') ,

to znaczy kula o masie M toczy sie z pedem MV > mv, bo v' < O. Zderza sie Ol)a teraz
z jeszcze ciezsza kula, która W wyniku zderzenia znów nabiera pedu. Powtarzamy to jeszcze
kilka razy z coraz ciezszymi kulami, az koncowa kula z olbrzymim pedem uderza w mur. Czy
mur sie zawali?

Na szczescie nie. Ped kuli M po zderzeniu rosnie, ale jej energia jest mniejsza niz energia
pileczki pingpongowej. Jesli sa jeszcze jakies straty, które zaniedbalismy, to tym gorzej.

Jan KALINO WSKI_
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Zasada superpozycji

glosi, ze dwie fale moga przebiegac dany obszar przestrzeni
niezaleznie, tzn. w kazdym punkcie i w kazdej chwili wychylenie
jest suma wychylen odpowiadajacych kazdej z fal oddzielnie.
Wynika stad wniosek, ze jesli np. na strunie wytworzymy dwa
impulsy biegnace naprzeciw siebie,

~/\V__- -
to w pewnym momencie fale "znikna" , tzn. wychylenia sie
zniosa,

a nastepnie impulsy znów powstana "z niczego" .

----,»o

Czy ten - pozornie absurdalny - wniosek z zasady superpozycji
jest prawidlowy i jak mozna go pogodzic z zasada zachowania
energii?

Wyjasnienie paradoksu kryje sie w tym, ze energia fali
wystepuje w dwóch postaciach - jako suma energii kinetycznych
punktów osrodka oraz suma energii potencjalnych (np. energii
sprezystosci, gdy fala powoduje rozciaganie i sciskanie
osrodka, lub energii grawitacyjnej, gdy mowa o falach
na powierzchni wody). Energia potencjalna zalezy od wychylen
punktów osrodka, energia zas kinetyczna od ich predkaici.
Na przedstawionych rysunkach bezposrednio widzimy tylko
wychylenie punktów, a wiec tylko energia potencjalna spada
do zera i ponownie sie "odtwarza". Aby omówic energie
kinetyczna, zaznaczmy pionowymi strzalkami predkosci punktów
osrodka na pierwszym rysunku.

Widzimy, ze nalozenie sie impulsów oznacza dodanie

(~odwojenie) predkosci:

W momencie mijania sie impulsów kosztem spadku energii
potencjalnej do zera energia kinetyczna jest wiec czterokrotnie
wieksza niz dla pojedynczego impulsu.

Jerzy B. BROJAN

Nie wszystko kolo, co sie kreci
Nastepujace pytanie zostalo postawione przez Andrieja Nikolajewicza Kolmogorowa.
Mamy dany Ieo!- oraz punkt O wewnatrz niego (rys. 1). Czy iatnieje figura inna niz kolo, kt6ra moze

obracac 3ie wewnatrz tego kata w taki apoa6b, ze bedzie caJy czaa dotykaJa do obu jego ramion, punkt O
%al bedzie lezaJ na jej obwodzie?

Oczywiscie, kolo ma te wlasnosc. Ale nie tylko kolo. A. Babiczew znalazl pewna klase
takich figur (Kwant 5/1981). Rozwazmy, mianowicie, wielokat foremny umieszczony w kacie
utworzonym z przedluzenia dwóch jego boków. Niech natomiast punkt O bedzie jednym
z wierzcholków tego wielokata (rys. 2a).

e c
Rys. 2b. Po obrocie o kot 21(/5.Rys.! Rys.2a

o

Jesli teraz bedziemy obracali ten wielokat, to punkt O ,oczywiscie, nie bedzie lezal na jego
obwodzie, lecz bedzie zakreslal pewna krzywa w jego wnetrzu. Jesli obrócimy wielokat
o kat 211',to punkt O zakresli pewien "kwiatek". Latwo zauwazyc, ze figura w ksztalcie tego
"kwiatka" spelnia juz zalozenia zadania Kolmogorowa .. '
Powstaja pytania. Czy istnieja inne figury o tej wlasnosci? A jesli ograniczymy sie do
figur wypuklych, to czy istnieja jakies figury rózne od kola? A moze zmodyfikowac zadanie
i rozpatrywac figury styczne nie do ramion kata, lecz do jakichs innych figur?

Piotr HAJLASZ

Sume szeregu l - 1 + 1 - 1+ 1 - 1 + mozna obliczyc bez
trudu: S = l - 1 + 1 - 1 + 1 - l + =
= l - (1- 1+ 1- 1+ ... ) = 1- S, skad S = !.
Blad, oczywiscie, polega na potraktowaniu szeregu tak, jakby
reprezentowal on liczbe - jesli S nie jest liczba, to z S = l - S

nie da sie wyprowadzic zaleznosci S = !.
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Rodziców mamy dwoje. Dziadków czworo. Pradziadków
osmioro. Cofajac sie o n pokolen bedziemy mieli 2"
prapra ... pradziadków. Biorac n = 100 (a wiec cofaj ac sie o kilka
tysiecy lat) mamy

2100 = (210)10 = 102410 > 100010 = 1030.

Czy to troche nie za duzo?



maladel1a

Gotowanie wody

Nic prostszego - kazdy powie. Zwyczajnie: wziac garnek, wode, palnik gazowy lub cos innego bardzo goracego i juz. Ale my
bedziemy chcieli niezwyczajnie. Spróbujemy inaczej gotowac wode: wrzatkiem, sniegiem, a na koniec w papierowym rondelku.
A wiec do roboty.

Spróbujmy najpierw zagotowac wode wrz'atkiem. Wezmy
szklane naczynie (na przyklad sloik lub butelke) z woda
i umiescmy w garnku z woda tak, aby szklane naczynie
i garnek nie stykaly sie. Teraz ogrzewamy garnek do
momentu wrzenia w nim wody. Mozna by oczekiwac, ze
i woda w szklanym naczyniu bedzie tez wrzec.

Tak sie jednak nie dzieje. Woda w butelce bedzie bardzo
goraca (tak samo goraca jak w garnku), ale nie bedzIe .
wrzec. Dlaczego? Czym rózni sie woda w butelce od
wody w garnku? Otóz, zeby woda wrzala, nie wystarczy
ogrzac ja do 100°C (w warunkach norIJlalnych), lecz nalezy
dostarczac dalej cieplo, które jest niezbedne do przejscia
wody ze stanu cieklego w pare. W garnku woda odbiera
cieplo od bardziej rozgrzanych scianek garnka i moze
wrzec. Woda zawarta w butelce styka sie jedynie z butelka,
a ta z wrzaca woda. Temperatury wody w garnku i w
butelce sa równe, wiec nie ma przeplywu ciepla do butelki,
czyli woda w niej nie moze sie zagotowac.

Jesli nie mozna wrzatkiem, to moze zimna woda albo
sniegiem? Wolne zarty - ktos powie. No cóz, spróbujmy.
Nalewamy troche wrzacej wody do butelki, szybko
korkujemy i czekamy, az wrzenie w niej ustanie. Wiemy,
ze polewanie wrzatkiem nic nie da. Równe temperatury,
brak przeplywu ciepla itd. Polejmy ja wiec zimna woda
albo polózmy na niej troche sniegu. I co? WRZE!

Czy to nie paradoksalne? Czego nie mógl zrobic wrzatek,
dokonal snieg!
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Tajemnica tkwi w tym, ze snieg (lub zimna woda) oziebil
scianki butelki. Spowodowalo to skroplenie pary wodnej
wewnatrz niej i spadek cisnienia. A przy nizszym cisnieniu
woda wrze w nizszej temperaturze. Dlatego wysoko
w górach nie mozna ugotowac kartofli. W bu telce mamy
wiec wrzatek, ale niezbyt goracy. O tym, ze cisnienie
w butelce zmalalo, latwo sie przekonac biorac, na przyklad,
butelke plastykowa zamiast szklanej.

______ BUTELKA
PLASTIKOWA

Po oblaniu zimna woda butelka zostaje zgnieciona przez
cisnienie zewnetrzne powietrza. Przy tych doswiadczeniach
nalezy pamietac, zeby nie napelniac bu'telki (lub sloika) do
pelna.

A teraz juz ostatnia rzecz - gotowanie wody w papierze.
Nalewamy wody do torebki papierowej lub pudeleczka
zrobionego z papieru i stawiamy na gaz. Znowu rzecz na
pozór paradoksalna.

Papier nie zapala sie i mozna w ten sposób zagotowac
wode. Chodzi o to, ze woda w papierowym naczyniu
odbiera szybko cieplo od papieru i nie pozwala mu
ogrzac sie powyzej 100°C i zapalic sie. To samo dzieje sie
w zwyklych garnkach, w których mozna gotowac przez cale
lata. Ale wystarczy postawic pusty garnek na gaz tylko
raz, aby ulegl zniszczeniu.

Gotowal Jan KALINO WSKI



Cieplo
.ZImnO

Wiele codziennych doswiadczen potwierdza oczywista
prawde: gdy dwa ciala o róznych temperaturach sa
w kontakcie cieplnym, zawsze mamy do czynienia ze
zjawiskiem polegajacym na wyrównywaniu sie temperatur.
W efekcie cialo cieplejsze ochladza sie, zimniejsze-'ogrzewa,
az do uzyskania stanu posredniego miedzy wyjsciowymi
wartosciami temperatur. Obserwacje te formalnie opisuje
druga zasada. termodynamiki okreslajaca kierunek wymiany
ciepla - wyklucza ona mozliwosc przeplywu ciepla od ciala
zimniejszego do cieplejszego.

Zastanówmy sie jednak nad mozliwoscia rozwiazania
problemu brzmiacego paradoksalnie w zestawieniu z druga
zasada termodynamiki:
Jak doprowadzic do tego, by dana ilosc zimnej wody na
skutek wymiany ciepla z taka sama iloscia wody cieplej
stala sie cieplejsza od wody cieplej?
Innymi slowy:
Jak ogrzewajac wode zimna za pomoca goracej dojsc
do stanu, w którym koncowa tem~eratura wody
ogrzewanej bedzie wyzsza od koncowej temperatury wody
ogrzewaj acej?

temperatur! W prawdziwym doswiadczeniu, wskutek
nieuniknionych strat ciepla pobieranego przez naczynia
i otoczenie, róznica ta bedzie mniejsza, ale ostateczny efekt
taki sam.

Zwrócmy uwage, ze dzielac wode chlodna nie na dwie, lecz
na wieksza liczbe czesci mozemy uzyskac jeszcze wyzsza
jej temperature koncowa. Dokonujac podzialu na 10,
100, 1000... czesci uzyskujemy wciaz wyzsza i wyzsza
temperature. A co bedzie, jesli zimna wode podzielimy
na nieskonczenie wiele nieskonczenie malych porcji?
Czy wtedy nastapi calkowita zamiana temperatur?

Tak dobrze to juz nie bedzie. Tylko pierwsza,
nieskonczenie mala porcja chlodnej wody ogrzeje sie do
pierwotnej temperatury wody goracej. W kazdym etapie
doswia.dczenia nastepuje ochladzanie wody poczatkowo
goracej, za kazdym wiec razem porcje wody zimnej beda
uzyskiwaly coraz mniej ciepla.

Zalózmy, ze wode zimna podzielilismy na 10 czesci.
Po pierwszej wymianie ciepla temperatura wody goracej
bedzie równa

(10)2li t1,

10 .--h,
tZ1 = 10 + 1

~tzl
tZ2 = 10 + 1

tz F:j 62, 8°C.

W ogólnym przypadku podzialu na n równych porcji
mamy

a wiec

(n) n t1ty = tz" = n + 1 h = (1 +' ~)n .

Mianownik ostatniego wyrazenia przy nieograniczonym
wzroscie n nie rosnie nieograniczenie~ lecz dazy do
e = 2,71828 ... Tak wiec koncowa temperatura litra goracej
poczatkowo wody nie moze spasc ponizej wartosci

t =!..!. F:j 100 F:j 368°C
y e 2,71828 ' ,

a tym samym tempefatura wody chlodnej nie moze
wzrosnac powyzej tz = 100°C - 36, 8°C = 63, 2°C. Slowem,
nie mozna doprowadzic do calkowitej zamiany temperatur
litrowych porcji wody.

po drugiej

po dziesiatej zas

(10) 10 °ty = tz10 = li t1 F:j 38,5 C.

Koncowa temperature wody chlodnej (teraz juz raczej
cieplej) znajdujemy jako srednia temperature wszystkich
jej dziesieciu porcj i

t - tZ1 + tZ2 + ... + tzlO ~ 615°C
z - . 10 ~"

lub prosciej, korzystajac z warunku, ze chlodna woda
ogrzeje sie o tyle, o ile ostudzi sie ciepla

tz = t2 + (h - ty) = 100 - 38, 5 = 61, 5°C.

Ciekawe, ze dalsze dzielenie zimnej wody na coraz mniejsze
porcje niewiele juz daje. Gdybysmy dokonali podzialu na
100 czesci, otrzymalibysmy

( 100 ) 100 • °ty = tz100 = --- t1 F:j 37,2 C,
100 + 1 •

Opracowala Joanna UDALSKA

(na podstawie ksiazki P. Makowieckiego Pomysl zanim odpowiesz, Wiedza Powszechna, Warszawa 1985)

ty = 2tz +t2 F:j 44,4°C.3
Do takiej tez wartosci spadnie ostatecznie temperatura
wody ogrzewaj acej - tej z termosu A. Koncowa
temperature wody ogrzewanej bedzie mozna zmierzyc
po wymieszaniu pól litra wody o temperaturze 66,7°C
i pól litra wody o temperaturze 44,4°C. Bilans cieplny dla
tego przypadku podpowiada nam wartosc 55,5°C. A wiec
rzeczywiscie udalo sie doprowadzic do odwrócenia stosunku

Natychmiast nasuwa sie spostrzezenie, ze wymiana
ciepla miedzy woda goraca i zimna ustanie w momencie
wyrównania sie ich temperatur, dalsze zas ogrzanie wody
zimnej oznaczaloby, ze cieplo moze przeplywac od ciala
chlodniejszego do cieplejszego, co przeciez nie jest mozliwe.

Wyobrazmy sobie jednak nastepujacy przebieg procesu:
W termosie A przygotowujemy litr wody goracej
(h = lOO°C), w termosie B zas litr zimnej (t2 = O°C).
Dodatkowo potrzebny nam bedzie jeszcze jeden
termos (C), w którym bedziemy gromadzili ogrzewana
wode, oraz naczynie o cienkich, dobrze przewodzacych
sciankach, w którym zimna woda bedzie ogrzewana.

Nalewamy polowe zimnej wody do naczynia i naczynie
zanurzamy w wodzie goracej z termosu A. Po pewnym
czasie temperatury wody w termosie i wody VI naczyniu
wyrównaja sie. Ustali sie temperatura posrednia tz,

spelniajaca warunek t2 < tz < t1. Analiza niezwykle
prostego w tym przypadku bilansu cieplnego (przy
upraszczajacych zalozeniach w rodzaju: nie ma wymiany
ciepla z otoczeniem, pojemnosc cieplna naczynia jest
zaniedbywalna) prowadzi do zaleznosci

tz = 2h + t2 F:j66, 70C.3
Teraz pól litra ogrzanej wody przelewamy do termosu C,
druga zas polowe chlodnej wody ogrzewamy za pomoca
cieplej w termosie A. Woda ogrzewajaca nie jest juz tak
goraca, jak na poczatku doswiadczenia. Wciaz jednak
mozemy za jej pomoca calkiem niezle podgrzac pozostale
pól litra zimnej wody. Jej temperatura koncowa osiagnie
wartosc
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Ry•. 1. Pileczka "wci"gana" przez
.trumien wody.

Rys. 2. Pileczka podtrzymywana przez
.trumien powietrza. \

Ry•. 3. Jetfli miedzy kartki wdmuchiwoc
powietrze, to kartki "przyci"gaj" .ie".

Ry•. 4. Dwa .tatki plyn"ce r6wnolegle
przyci"gaj" .ie.

Rys. 5. Rozpylacz.

Prawo Bernoulliego
Jan KALINOWSKI

Czy zauwazyles, jak rózne przedmioty plywajace na wodzie (patyki, pileczki itp.)
"z uporem maniaka" dostaja sie pod strumien cieknacej wody? Mozesz to sam latwo

sprawdzic. Wez pileczke do pingponga lub mah\ pileczke gumowa, wlóz do naczyniai ustaw pod strumieniem wody lecacej z kranu (rys. 1). Zauwazysz, ze pileczka
zostanie wciagnieta pod strumien, a nawet, ze pod strumieniem plywa nieco mniej
zanurzona. Jakby strumien wody wyciagal ja w góre, zamiast glebiej ja wepchnac.
Jeszcze bardziej zagadkowe jest zachowanie sie pileczki w strumieniu powietrza
wydmuchiwanego z weza wlozonego z przeciwnej strony do odkurzacza. Pileczka
jakby ,trzymala sie strumienia powietrza (rys. 2). Kazdy moze jakos zrozumiec,
ze strumien skierowany prosto do góry moze to zrobic z pileczka, ale skierowany
na ukos? W silnym strumieniu powietrza, np. ze sprezarki do pompowania opon
samochodowych, mozna utrzymac sruby, nakretki, kulki metalowe itp. Dlaczego tak
sie dzieje? Dlaczego, gdy dmuchamy miedzy dwie kartki papieru, to trudno jest je
rozdzielic, gdyz raczej "sklejaja sie" zamiast rozsunac sie (rys. 3)? Czy zauwazyles,
ze gdy wchodzisz do rwacej rzeki, nurt rzeki wciaga cie na srodek? Podobnie, szybko
przejezdzajacy pociag moze wciagnac pod kola osoby stojace na peronie zbyt blisko
toru". Wydawaloby sie, ze ped powietrza wywolany przez pociag powinien raczej
odepchnac !lieuwaznych.

Wszystkie powyzsze ~jawiska latwo mozna wytlumaczyc korzystajac z prawa
Bernoulliego. Prawo to glosi, ze dla bezwirowego przeplywu niescisliwej cieczy lub
gazów wielkosc

l
pgh + _pv2 + p

2

jest stala, gdzie p, v, i p sa odpowiednio gestoscia, predkoscia przeplywu i cisnieniem
cieczy lub gazu w danym punkcie, a h - wzgledna wysokoscia tego punktu. Prawo
Bernoulliego wynika z zasady zachowania energii przy przeplywie cieczy i gazów.
Na mocy tego prawa, na przyklad, na tej samej wysokosci (h = const), jesli predkosc
przeplywu cieczy rosnie, to maleje cisnienie. Teraz mozemy juz wytlumaczyc omawiane
zjawiska.

Rozpatrzmy strumien wody spadajacej na pileczke. W punktach A predkosc wody jest
wieksza niz w punkcie B i róznica cisnien utrzymuje pilke pod strumieniem, a nawet
troche wypycha ja z wody.

Podobnie jest dla pileczki w strumieniu powietrza. W srodku strumienia predkosc jest
wieksza niz na brzegach i wynikajaca stad sila wraz z sila grawitacji i oporu czolowego
pileczki utrzymuja ja w polozeniu stacjonarnym. Przesuwajac strumien przesuwamy
tez pileczke. Podobnie dwie kartki "przyciagaja sie", gdy dmuchamy miedzy nie.
Trzeba o tym pamietac kierujac statkami. Gdy dwa statki plyna równolegle, woda
miedzy nimi musi plynac szybciej niz na zewnatrz. Cisnienie miedzy nimi jest wiec
mniejsze, statki "przyciagaja sie" i moze dojsc do zderzenia (rys. 4).

Innym przykladem wykorzystania prawa Bernoulliego jest rozpylacz. Powietrze jest
przedmuchiwane przez rurke ze zwezeniem. W zwezeniu predkosc powietrza jest
wieksza, a wiec cisnienie mniejsze. Wskutek mniejszego cisnienia w punkcie A (rys. 5)
plyn ze zbiorniczka podnosi sie i jest porywany przez struge powietrza.

Jak widac, zjawisk zwiazanych z prawem Bernoulliego jest bardzo duzo i mozna je
stosunkowo latwo objasnic. Ale, ale. Czy rzeczywiscie wszystko juz rozumiemy?
Na zdrowy rozum wydawaloby sie, ze jesli dmuchamy przez rurke ze zwezeniem,
to w zwezeniu powinno byc wyzsze cisnienie, bo tam musimy powietrze wtloczyc.
A prawo Bernoulliego mówi, ze na odwrót - jest tam nizsze cisnienie. Powiedzielismy,
ze prawo Bernoulliego odzwierciedla prawo zachowania energii." Na zakonczenie
podamy wiec argument z uzyciem sil pozwalajacy lepiej zrozumiec to prawo.
W zwezeniach gaz lub ciecz musi plynac szybciej, aby taka sama masa osrodka przeszla
przez zwezenie. Zeby osrodek mógl plynac szybciej, musi byc sila przyspieszajaca
przeplyw. Sila ta moze pochodzic jedynie z róznicy cisnien. Gdyby w zwezeniach
panowalo wieksze cisnienie niz poza nimi, to osrodek bylby hamowany, a nie
przyspieszany.
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Granica Roche'a to taka krytyczna odleglosc od planety, ponizej
której ciekly satelita obiegajacy te planete nie moze istniec,
poniewaz sily plywowe przewazalyby nad jego wlasna grawitacja
- satelita zostalby rozerwany skutkiem plywowego dzialania
swojej macierzystej planety. Gdy gestosci planety i satelity
sa jednakowe, to granica Roche'a znajduje sie w odleglosci
okolo 2,5 promieni planety od jej srodka. Tymczasem wiadomo
z wielu zródel i nawet widzielismy w telewizji, ze astronauci
w statku na orbicie okoloziemskiej wypuszczali do kabiny
kule wody, które, co prawda, nieco drgaly i falowaly, ale
nie mialy zadnej tendencji do rozrywania sie - a ..przeciez
rzecz dziala sie duzo ponizej granicy Roche'a. Obserwacjom
nie mozna przeczyc, pozostaje wiec znalezc przyczyne tej
niespodziewanej spoistosci kuli wodnej w niedozwolonym dla
niej obszarze przestrzeni. Jest nia napiecie powierzchniowe
wody, które dla tak malych porcji wody decyduj aco wplywa na
ich ksztalt. Gdyby te kule wodne mialy kilometrowe rozmiary,
to co innego ...

*
Ksiezyc odlegly jest od Slonca (o masie 2 . 1030 kg)
o 1,5.1011 m, a od Ziemi (o masie 6· 1024 kg) 03,84· lOs m.
Stosunek jego przyspieszenia ze strony Slonca do przyspieszenia
ze strony Z,iemi wynosi wiec

2 . 1030 (3 84. lOS) 2

---- ' Rj 2
6 . 1024 1,5 . 1011 '

czyli Slonce przyciaga Ksiezyc dwa razy silniej niz Ziemia.
A jednak obiega on Ziemie, co kazdy przeciez widzi.
SprEecznosci nie bedzie, jezeli wziac pod uwage, ze gdyby
uklad Ziemia-Ksiezyc znajdowal sie w jednorodnym polu
grawitacyjnym, to mogloby ono byc dowolnie silne, a Ksiezyc
spokojnie obiegalby Ziemie. Oba te ciala "spadalyby" bowiem
w tym polu z jednakowym przyspieszeniem. W rzeczywistosci
Ziemia i Ksiezyc znajduja sie w niemal jednorodnym polu
grawitacyjnym Slonca (bo Slonce jest dosc daleko) i dlatego
samo bezwzgledne Jego natezenie nie jest istotne. W rezultacie
geocentryczny ruch Ksiezyca jest w dobrym przyblizeniu
keplerowski i jedynie perturbowany przez oddzialywanie Slonca.

*

Kazdy chyba rozumie, ze skoró Ksiezyc przyciaga grawitacyjnie
wode ziemskich oceanów, to woda ta, majac m'ozliwosc
swobodnego przelewania sie po powierzchni Ziemi, musi
spietrzyc sie w punkcie podksiezycowym, musi tam nastapic
przyplyw. No to dlaczego woda spietrza sie równiez w punkcie
Ziemi przeciwleglym do Ksiezyca? Sa wszak dwa przyplywy
i dwa odplywy w ciagu doby! Pozorny paradoks tkwi w zbyt
uproszczonym tlumaczeniu przyczyny przyplywów. Ksiezyc
wprawdzie przyciaga wode, no ale sama Ziemie tez. Woda
po stronie Ksiezyca dlatego sie podnosi, ze jest przyciagana
silniej niz Ziemia, a to z kolei dlatego, ze jest nieco blizej
Ksiezyca. Po stronie przeciwnej sama Ziemia jest przyciagana
silniej niz woda, wiec znowu pojawia sie r6znlca przyspieszen
grawitacyjnych powodujaca podnoszenie sie wody. Tak wiec,
plywy to skutek nie samych oddzialywan ze strony Ksiezyca,
lecz róznicy oddzialywan (por. Delta 11/1991).

*

Zastosujmy rozumowanie dotyczace plywów do Ksiezyca,
którego ruch geocentryczny (niech to bedzie w plaszczyznie
ekliptyki) jest perturbowany obecnoscia Slonca. W nowiu
Ksiezyc jest silniej przyciagany przez Slonce niz Ziemia
(bo blizej Slonca), a w pelni slabiej (bo dalej). Wobec tego
jego orbita powinna zostac rozciagnieta w kierunku na Slonce
i przeciwnym - tymczasem tak nie je8t! Tlumaczy to fakt,
ze orbita Ksiezyca nie jest tworem materialnym. W nowiu
i w pelni przyspieszenie Ksiezyca ze strony Ziemi jest oslabiane
przez plywowe dzialanie Slonca, zatem jego orbita musi
miec tam krzywizne mniejsza od sredniej. W poblizu kwadr
- przeciwnie - dzialanie plywowe Slonca pozornie zwieksza
ziemska grawitacje, a wiec tu orbita musi miec krzywizne
wieksza. W rezultacie orbita Ksiezyca jest splaszczona
w kierunku na Slonce i przeciwnym.

Zadania Redaguje Michal WOJCIECHO WSKI

M 628. Udowodnic, ze
nk n

L~~kL~'
;=2 i=2

Rozwiazanie na str. 13

M 629. Czy istnieje wieloscian, którego kazdy przekrój jest trójkatem?
Rozwiazanie na str. 12

M 630. Czy liczba naturalna A, co najmniej trzycyfrowa, której tylko pierwsza
i ostatnia cyfra sa rózne od zera, moze byc kwadratem liczby naturalnej?
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 831. Oszacuj, ile srednio piorunów uderza w Ziemie w ciagu sekundy, jezeli
wiadomo, ze ladunek piorunu wynosi okolo q = -15 C. Dane dotyczace Ziemi:
powierzchnia Ziemi naladowana jest ladunkiem Q = -580 000 C, opór wlasciwy
atmosfery wynosi p = 4 . 1013 n·m.
Rozwiazanie na str. 12

F 382. Magnes zawieszony na cienkiej nici poludniowym biegunem do dolu
zostal ogrzany powyzej temperatury Curie (jtst to temperatura, w której zanika
namagnesowanie). W która strone zaczal sie obracac?
Rozwiazanie na str. 12
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Paradoksy w rachunku prawdopodobienstwa
__ Jacek JAKUBOWSKI
Ro.wi".anie .adania F 881.
Niech R oznacza promien Ziemi,
S = 471"R' jej powierzchnie. Natezenie
pola elektrycznego przy powierzchni

Ziemi wynosi E = _1_!l...
471"lfo R'

W kierunku Ziemi plynie prad
I = !E. . S = ~. Rozladowaniu Ziemi

p ·op
zapobiegaja burze, kt6re dostarczaja na
jej powierzchnie ladunek ujemny. Prad
piorun6w musi sie r6wnac pradowi

ladunk6w dodatnich: q t:. N = I, gdzie
t:. t

N oznacza liczbe piorun6w. Stad

t:. N Q O' 6 /-- = -- = 11 p.orun w s.
t:.t .opq

Ro.wl".anle .adania F 882.
Momenty magnetyczne
ferromagnetyk6w zwiazane sa
z wlasnymi momentami magnetycznymi
elektron6w, kt6re ustawione sa
w preferowanym kierunku, tj. do g6ry.
Wlasne momenty pedu elektron6w
(spiny) ustawione sa w przeciwnym
kierunku, tj. w d6l. Po przekroczeniu
temperatury Curie zanika stan
ferromagnetyzmu i ustawienie
moment6w, a zatem i spin6w, bedzie
chaotyczne. Wypadkowy moment pedu
musi byc jednak zachowany - stad
wynika, ze magnes jako calosc zacznie
sie obracac. Predkosc katowa w bedzie
skierowana w d6l.

Ro.wi".anie .adania M 629.
Nie istnieje. Przypuscmy bowiem,
ze istnieje. Wezmy dwie sciany majace
wsp6lna krawedz. Narysujmy na nich
po jednej prostej r6wnoleglej do owej
krawedzi, a nastepnie przetnijmy
wieloscian plaszczyzna przechodzaca
przez te proste. W przekroju
otrzymamy wielokat o dw6ch bokach
r6wnoleglych. Nie bedzie to wiec
tr6jkat.

Ro.wl".anie .adania M 680.
Nie moze. Przypuscmy bowiem,
ze A jest kwadratem jakiejs liczby
naturalnej. W6wczas ostatnia cyfra
liczby A musi byc l, 4 lub 9, bo nie ma
kwadrat6w konczacych sie na OS ani 06.
Oznaczmy ostatnia cyfre przez n'.
Mamy

A - n' = (VA - n)(VA + n).
Ot6z A - n' jest podzielne przez Sk-l,
gdzie k ;::>: 3 oznacza liczbe cyfr
w rozwinieciu A, ale tylko jedna z liczb
.JA - n, .JA + n jest podzielna przez S,
wiec stad wynika, ze jest ona podzielna
przez Sk-l. Mamy

JA +'n;::>: Sk-l, A;::>: (Sk-l _ 3)'.
Bezposrednio sprawdzamy,
ze A nie moze miec trzech
cyfr. Dla k ~ 4 mamy zas
A;::>: (Sk-l - 3)' > 9· lOk-. + 9.
Sprzecznosc.

Rachunek prawdopodobienstwa jest ta dziedzina matematyki, w której istnieje
szczególnie duzo paradoksów. Zwiazane jest to z naszymi blednymi wyobrazeniami
o losowosci. Znany jest fakt, ze dla niewprawnej osoby losowosc wydaje sie
regularnoscia lub tendencja do skupiania sie. W tym artykule przedstawie kilka
znanych i ciekawych paradoksów. Jednoczesnie mam nadzieje, ze ich zrozumienie
przyblizy rachunek prawdopodobienstwa.

Problem kawalera de'Mere

Przy rzucie trzema kostkami sume oczek równa 11 mozna otrzymac szescioma
sposobami:

1+4+6=1+5+5=2+4+5=2+3+6=3+4+4=3+3+5.

Sume oczek równa 12 tez mozna otrzymac szescioma sposobami:

1+5+6=2+5+5=2+4+6=3+3+6=3+4+5=4+4+4.

Dlaczego czesciej wypada suma oczek równa 11 niz suma oczek równa 12? Wydaje
sie, ze jest to sprzecznosc. Nasz "zdrowy rozsadek" mówi, ze rzucajac jednakowymi
kostkami nalezy je traktowac jak kostki nierozróznialne, a zatem obu zdarzeniom
sprzyja 6 sytuacji, czyli oba zdarzenia maja jednakowe prawdopodobienstwo
równe 6/56. Okazuje sie, ze natura wybiera inny model, a mianowicie traktuje
kostki jak kostki rozróznialne (czyli tak, jak gdyby kostki byly pomalowane róznymi
kolorami). Wtedy wazne jest nie tylko, jakie wypadly oczka, ale i na których kostkach.
Zajsciu zdarzenia polegajacego na otrzymaniu sumy oczek równej 11 sprzyja 27
wyników, a zdarzeniu polegajacemu na otrzymaniu sumy oczek równej 12 sprzyja
25 wyników. Róznica miedzy prawdopodobienstwami jest tak mala (okolo 0,009),
ze mozna na nia zwrócic uwage tylko wtedy, gdy wykona sie duza liczbe rzutów.

Paradoks Bertranda

"twierdzi", ze prawdopodobienstwo nie jest wyznaczone jednoznacznie. Rozwiazmy
nastepujace zadanie:
W okrag o promieniu R wpisano trójkat równoboczny. Znalezc prawdopodobienstwo tego,
ze losowo poprowadzona cieciwa bedzie dluzsza od boku trójkata.

Rozwiazanie pierwsze. Patrzymy na kat srodkowy oparty na losowo wybranej cieciwie.
Zatem zdarzeniem elementarnym jest wybór kata srodkowego, czyli przestrzenia
zdarzen elementarnych jest odcinek [0,7r]. Cieciwa jest dluzsza od boku trójkata,
gdy kat srodkowy jest wiekszy niz 27r/3, stad zbiór zdarzen sprzyjajacych Ajest
odcinkiem (27r/3, 7r]. P(A) jest równe dlugosci przedzialu (27r/3, 7r]podzielonej przez
dlugosc przedzialu [O, 7r], tzn. P(A) = 1/3.

Rozwiazanie drugie. Patrzymy na odleglosc srodka cieciwy od srodka okregu.
Utozsamiamy cieciwy, których srodek lezy na tym samym okregu (maja one te sama
dlugosc). Zdarzeniem elementarnym jest wybór odleglosci srodka cieciwy od srodka
okregu. Zatem przestrzenia zdarzen elementarnych jest odcinek [O, R]. Cieciwa spelnia
warunki zadania, gdy odleglosc srodka cieciwy od srodka okregu jest mniejsza od R/2,
tzn. zbiór zdarzen sprzyjajacych B jest odcinkiem [O, R/2). Stad P(B) = 1/2.

Rozwiazanie trzecie. Polozenie cieciwy jest wyznaczone przez polozenie jej
srodka, zatem dlugosc cieciwy jest wyznaczona jednoznacznie przez polozenie
jej srodka. Zdarzeniem elementarnym jest wybór srodka cieciwy, to znaczy
wybór jednego punktu z kola. Stad przestrzenia zdarzen elementarnych jest kolo
o promieniu R. Zbiór zdarzen sprzyjajacych C jest wnetrzem kola o promieniu R/2.

Stad P(C) = 7r(R/2)2 = !..7rR2 4

Otrzymalismy trzy rózne wyniki. Dopóki nie bylo aksjomatyki rachunku
prawdopodobienstwa (a zostala ona sformulowana dopiero w 1933 r. przez
Kolmogorowa), nie mozna bylo tej sprzecznosci wyjasnic. Teraz mozemy.
W kazdym z proponowanych rozwiazan co innego rozumielismy przez slowa
"losowo poprowadzona". Wybierajac metode rozwiazywania zadania wybieramy
przestrzen probabilistyczna (sposób losowania). Wybierajac inna przestrzen
probabilistyczna rozwiazujemy inne zadanie. Paradoks Bertranda jest bardzo dobra
ilustracja faktu, ze rozwiazanie problemu nastepuje dopiero po wybraniu przestrzeni
probabilistycznej. Rachunek prawdopodobienstwa nie rozstrzyga problemu, jaka
przestrzen probabilistyczna nalezy wybrac.
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Dylemat wlejnla
Trzech wiezniów A, B, G przebywalo w wiezieniu. Administracja postanowila uwolnic
jednego, o czym dowiedzieli sie wiezniowie, ale nie wiedzieli którego. Wiezien A ma
wsród strazników znajomego, który wie, kto bedzie wolny. Chce go zapytac, ale krepuje
sie pytac o siebie. Pyta wiec o imie jednego z wiezniów (B lub G), który ma pozostac
w wiezieniu. Przed zadaniem pytania ocenia, ze kazdy z nich ma szanse wyjscia
równa 1/3. Mysli, ze jesli straznik powie, ze na przyklad B zostaje, to jego szanse
rosna do 1/2 (bo zostanie uwolniony A lub G). Gdzie popelnia blad?

Zle liczy zdarzenia elementarne. Nie bierze pod uwage wariantów odpowiedzi
straznika. Straznik powie B z prawdopodobienstwem 1, gdy zostaja A i B,
a z prawdopodobienstwem 1/2, gdy zostaja B i G. Zatem prawdopodobienstwo
warunkowe, ze wyjdzie A, gdy zna odpo~iedz straznika, jest równe

1/2' 1/3 _ 1
1/2' 1/3 + O+ 1 . 1/3 - 3" '

a nie 1/2, jak sadzil A (skorzystalismy z definicji prawdopodobienstwa warunkowego
i ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite)~ Tego nalezalo sie spodziewac, gdyz
informacja straznika z punktu widzenia A nic nie wnosi. Wiadomo, ze eo najmniej
jeden z wiezniów B i G zostaje.

Paradoks dlugo~cigry

Gra sklada sie z ciagu 2n partii, z których w kazdej gracz A wygrywa jeden
punkt z prawdopodobienstwem p = 0,45, a gracz B wygrywa jeden punkt
z prawdopodobienstwem 1 - p. Dla wygrania calej gry nalezy uzyskac wiecej punktów.
Jesli gracz A moze wybrac liczbe partii 2n z góry, to jakie n powinien wybrac?
Wielu osobom wydaje sie, ze skoro gra jest niekorzystna dla A, to im szybciej
sie skoIiczy, tym lepiej dla A. Gdyby liczba partii byla dowolna liczba naturalna,
to tak by bylo i A powinien wybrac gre o dlugosci l. Ale A moze wybierac tylko
sposród liczb parzystych i wtedy na wynik ma wplyw to, ze gra jest korzystna dla B
i to, ze prawdopodobienstwo remisu maleje wraz ze wzrostem n. Jesli p = 0,45,
to optymalna dlugoscia gry nie jest 2, ale jest 10. Mozna to obliczyc korzystajac
z tego, ze prawdopodobienstwo wygrania gracza A w ciagu 2n partii wynosi

f ekn) pk (1 - P)2n-k i z tego, ze jesli A w grze o dlugosci 2n nie zdobyl nk=n+l
albo n + 1 punktów, to w grze o dlugosci 2n + 2 wygra lub przegra w zaleznosci od
tego, czy wygral, czy przegral w grze o dlugosci 2n. Dla O < P < 1/2 dlugosc gry 2n

. 1 1
spelnia warunek --- - 1 < 2n < --- + l.

1 - 2p - - 1 - 2p

Paradoks losowych liczb naturalnych

Dwóch graczy A i B gra w nastepujaca gre. Automat generuje losowo pary sasiednich
liczb naturalnych i przyznaje losowo jedna graczowi A, a druga graczowi B. Gracz A
zna liczbe przypisana graczowi B, a gracz B zna liczbe przypisana graczowi A. Zaden
z nich nie zna swojej liczby. Osoba z mniejsza liczba placi drugiej tyle zetonów, ile
wynosi liczba jej przypisana. Kazdy z graczy moze uznac, ze nie warto grac w danym
momencie i poprosic o nowa pare liczb. Ale zaden z nich nie spasuje, gdyz rozumuje:
Gdy widze, ze przeciwnik ma liczbe k, to ja mam k - 1 lub k + l. Kazda z nich jest
jednakowo prawdopodobna (poza k = 1), ale gdy wygram, to dostane k + 1 zetonów,
a gdy przegram, trace tylko k - 1 zetonów. Srednio kazdy z nich wygrywa, wiec gra
jest korzystna dla obu. Jest to niemozliwe. Gdzie jest blad?

Paradoks wynika z faktu, ze nie istnieje rozklad prawdopodobienstwa, który przypisuje
kazdej liczbie naturalnej te sama wartosc (dlaczego?). Natomiast gdyby qgraniczyc
zbiór liczb, z którego maszyna losuje, bylby to zbiór skonczony i rozumowanie graczy
prowadzace do paradoksu byloby falszywe.

Mam nadzieje, ze te paradoksy przyblizyly rachunek prawdopodobienstwa Czytelnikowi
i pokazaly, jak czesto nasza intuicja moze byc zawodna.

Rozwiazanie zadania M 628. Oto dowód:
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Q UWAGA! Redakcja "Delty" ma nowy adres Q
Klub 44

!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 219 (WT=3,52) i 220 (WT=I,67)
z numeru 4/1991

Pa.wel Kubit - Krosno '3,17
KJ;zyntof Za.wlsla.wlkl- Wa.rtza.wa. '2,82
Toma.sz Wletecha. - Ta.rn6w 37.'8

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1992

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla~ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla~ rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi~
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesyla~ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnogci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie cho~by
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Zadania z matematyki nr 239, 240
239. Dla danej liczby naturalnej n;:>: 3 wyznaczyc kres

dolny i kres górny wartosci wyrazenia
n

L akak + ak+1 + ak+2k=l

po wszystkich ukladach liczb dodatnich (al, ... ,an)j
przyjmujemy, ze numeracja jest cykliczna

(an+1:= a1,an+2:= a2)'

Redaguje Marcin E. KUCZMA
240. Znalezc wszystkie pary (x, y) spelniajace równanie

5y2 - 2x2 + 4xy - 23x - 27y + 12 = O,

w których x jest dowolna liczba calkowita, a y - liczba
pierwsza.

Zadanie 240 zaproponowal pan Marcin Wycislik
z Chorzowa.

gdzie

Rozwiazania zapan z matematyki z numeru 12/1991
Przypominamy tresc zadan:

281. Dowiesc, ze miary katów a, (3,'1 trójkata ostrokatnego
spelniaja nierównosc

yI3(sina + sin (3+ sin '1) :2: 2(cosa + cos(3 + COS'1)2.

231. Przyjmijmy, ze a 2 {32 "I. Ozn~czmy: I{) = H{3 + "I),

.p = l({3 - "I). Wówczas

(1) i1l" ~ I{) ~ *11", '1{) 2 .p 2 0,

(cosa + cos{3 + COS"l)2- lv'3(sina + sin{3 + sin "I) =

(2) = (2 cosI{) cos.p - cos21{))2 - lv'3 (2 sin I{)(cos I{) + cos.p))

= ax2 - bx + c,

G(n, k) = (;k) g(n, k) ,

2k

f(n,k) - g(n',k) = L (2jk) (-I)j = (1- I)2k = O.
i=O

Zauwazmy, ze

Zatem

k

f(n, k) = L(;~),
;=0

gdzie

2k

f(n,k) + g(n,k) = L (2n = (1 + I)2k = 22k,
i=O

Stad f(n,k) = g(n,k) = 22k-1 i ostatecznie

F(n, k) = G(n, k) = 22k-1 (2nk) .

232. Oznaczmy pierwsza z podanych sum przez F(n,k), a
druga - przez G(n, k). Mamy równosc

(n)(n-2;) _ n! (n- 2j)!2; 2k-2; - (2j)!(n - 2j)! . (2k - 2j)!(n - 2k)!

n! (2k)! _ ( n) (2k)
(2k)!(n - 2k)! . (2j)!(2k - 2j)! - 2k 2; .

Podobnie sprawdzamy, ze

(n) ( n-2; -l) _ (n) ( 2k )2;+1 ~k-2;-1 - 2k 2j+1 .

Prawdziwosc tej nierównosci mozna udowodnic porównujac jej
lewa i prawa strone z wyrazeniem 3 - t - t2 :

(3 - t2)2 V(4) --- < 3 - t - t2 < 9 - 6t - 3t2 .3+t - -
Pierwsza z nierównosci (4) sprowadza sie latwo do postaci
t2 + t - 2 ~ 0, a druga - do t2 + 2t - 2 ~ O. Wobec oszacowan
(1) zmienna t przebiega przedzial (0;y2 - 1), w którym obie te
nierównosci sa spelnione. To konczy dowód.

k-1

"" ( " ) (,,-2j-l)6 2j+l 2k-2j-l
j=O

k

"" ( ,,) ( ,,-2j )L." 2j 2k-2j
j=o
n:2: 2k).

282 .•• Zwinac" sumy

(dla danych n, k E N,

a = 4 cos2 I{) , b = 4 cos I{) cos 21{) + v'3 sin I{) ,

c = cos2 21{) - v'3 sin I{) cos cp , x = cos.p .

Dla ustalonych wartosci a, b, c trójmian kwadratowy T(x) =
= ax2 - bx + c jest funkcja rosnaca zmiennej x w przedziale
(xo; 00), gdzie

b 4cos I{)cos 21{) + 2 I-2cosl{)<
Xo = - < 2 = cos I{) + 2 _ cos I{) •2a 8 cos I{) 4 cos I{)

Teza zadania mówi, ze wyrazenie (2) przyjmuje wartosci
niedodatnie. Poniewaz x = cos.p E (cosl{);I) C (xo;oo),
wystarczy wykazac, ze T(I) ~ 0, czyli ze

(3) a - b + c = (2 cos I{) - cos 21{)) 2 - v'3 sin I{)(I+ cos I{)) ~ O.

Wprowadzamy zmienna t = 2 cos I{) - 1. Wówczas cosl{) =
= l (1 + t), cos 21{) = 2 cos2 I{) - 1 = l (t2 + 2t - 1), sin cp =
= VI - COS21{) = lY3 - 2t - t2 i dowodzona nierównosc (3)
przybiera po krótkich przeksztalceniach postac

(3 - t2)2 < V9 _ 6t _ 3t2 .3 + t -
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o Wydzial Fizyki UW, ul. Smyczkowa 5/7, 02-678 WARSZAWA o
Zadania z fizyki nr 137, 138

Redaguje Jerzy 13. BROJAN

137. Przez wnetrze cewki C przechodzi staly strumien ~ pola magnetycznego
wytworzonego przez magnes'staly lub - jak na rysunku - elektromagnes. Cewka
obraca sie ze stala predkoscia katowa w, nawijajac drut z bebna B (i zwiekszajac w ten
sposób liczbe zwojów).' Woltomierz V jest dolaczony jedna koncówka slizgowa do
pierscienia P, a druga do drutu. Obliczyc wskazania woltomierza.

138. Dwie równolegle nici odlegle o d sa napiete, kazda sila F. Do nki sa prostopadle
przymocowane jednorodne prety w odleglosci wzajemnej b, kazdy o masie m
i dlugosci l (rys.). Srodki pretów sa w polowie odleglosci miedzy nicmi. Obliczyc
predkosc fali torsyjnej wzdluz nici (fala ta polega na obrocie kolejnych pretów
w plaszczyznie prostopadlej do nici). Zalozyc, ze katy obrotu sasiednich pretów
niewiele sie róznia.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1991

Przypominamy tresc zadan:

1~9. Cienki jednorodny lancuszek o masie m i dlugosci l zostal zamocowany za jcdcn z kOl\c6w
w polu grawitacyjnym o natezeniu g, Nadajemy mu predkosc katowa w wok6l pionowej
osi przechodzacej przez punkt zawieszenia, tak ze w obracaj acYlll sie ukladzie odniesienia
lancuszek osiaga stan r6wnowagi. Jaka jest minimalna wartosc predkosci katowej, przy kt6rej
mozliwy jest stan r6wnowagi r6zny od zwisu pionowego? Wykazac, ze ta minimalna predkosc

katowa jest proporcjonalna do yI;;;i i obliczyc numerycznie stala proporcjonalnosci.

180. W dw6ch jednakowych naczyniach znajduje sie ta sama ilosc tego samego gazu o tej
salnej temperaturze poczatkowej; na zewnatrz naczyn jest próznia. Otwarto ulaly otworek
w kazdym naczyniu, tak ze gaz zaczal wyplywac, Otworki r6znia sie wielkoscia: w picrwszym
naczyniu otwór 1113 S:rednic~ llluiejsza od S:redlliej drogi swobodnej czasteczek, a w drugiln
llla §rednice znacznie wieksza od §redniej drogi swobodnej. Przez oba otworki WypU87.CZOllO

jednakowa ilosc gazu (w ciagu niejednakowego czasu), W kt6rym naczyniu gaz o?iehil sie
silniej? Doplyw ciepla z naczynia i z otoczenia pOluinac.

(3)

h

dh

+- .,.
r

, I , ,- -
I I

129. Zbadajmy ksztalt lancuszka i zmiennosc sily napiecia wzdluz niego, gdy znajduje sie on
w stanie równowagi w obracajacym sie ukladzie odniesienia (rysunek). Przy' przesunieciu o ds
wzdluz lancuszka w góre pionowa skladowa Fh sily napiecia przyrasta o

(1) dFh=dm·g=pgds,

gdzie p = ~ Skladowa pozioma Fr przyrasta zas o

(2) dFr = dm· aod •• = w2rdm =,pw2rds,

Dla wiotkiego lancuszka sila napiecia ma w kazdym punkcie kierunek styczny do niego, tzn.

dh = _ Fh
dr Fr

(minus pochodzi stad, ze dr < 0, podczas gdy Fh i Fr uwazamyza dodatnie). Wynika stad
procedura numeryczna pozwalajaca wyznaczyc dlugosc lancuszka l przy danych g, p, w

i danej odleglosci ro dolnego konca od osi obrotu, Wybrawszy odpowiednio maly krok ds
zaczynamy od Fh = Fr = O w dolnym koncu, znajdujemy z równan (l) i (2) przyrosty dFh

i dFr, nastepnie obliczamy dh = dsFh/F i dr = -dsFr/F (gdzie F jest calkowita sila,

F = ../Fl + F?) i powtarzamy operacje tak dlugo, dopóki r nie osiagnie zera, Dlugosc l

mozna na'koniec obliczyc ze wzoru l = Fh, W praktyce mozemy w tych rachunkach polozyc
gp

g = p = w = l, gdyz jest to równowazne wyrazeniu dlugosCi rll i l w jednostkach g/w2, Analiza
numeryczna wykazuje, ze im mniejsze ro, tym mniejsza jest wyliczona wartosc I, przy czym dla
ro -+ O dazy ona do minimalnej wartosci 1,45 ... Przeksztalcajac

I Iw2
1,45 i::J -- =

g/w2 g

znajdujemy Wrn'n i::J Vl,45y i::J 1,201f, Proporcjonalnosc Wrn." do If (bez stalej)
mozna wyprowadzic szybciej z analizy wymiarowej, Analogiczne zadanie dotyczace punktu
materialnego zawieszonego na niewazkiej nici jest znacznie latwiejsze i wystepuje w wielu
zbiorach zadan - wspólczynnik przed pierwiastkiem jest wtedy równy 1.

130. Gdy otwór ma rozmiary znacznie wieksze od sredniej drogi swobodnej, wyplyw
gazu nastepuje wedlug praw mechaniki plynów, a rozklad predkosci czasteczek w gazie
wyplywajacym jest taki sam, jak wewnatrz naczynia, Gdy otwór jest mniejszy od sredniej
drogi swobodnej, czasteczki wylatuja "pojedynczo", przy czym wieksze prawdopodobienstwo
trafienia do otworu i wydostania sie maja czasteczki szybsze, Dlatego spadek energii
wewnetrznej (i temperatury) jest silniejszy przy wyplywie zadanej ilosci gazu przez mniejszy
otwór.
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Piekny barion odkryty

Pod koniec ubieglego roku grupa
do€wiadczalna UA1 z CERNu

(Genewa) doniosla o odkryciu barionu
(czastki .zbudowanej z trzech kwark6w)
zawierajacego kwark piekny. Znamy juz
piec kwark6w oznaczanych literami
u (up - g6rny),
d (down - dolny),
• (strange - dziwny),
c (charm - powabny),
b (beauty - piekny).
Najpowszechniej wystepujace bariony:
protony i neutrony, sa zbudowane
z kwark6w u i d - proton = uud,
neutron = udd. Kwark. zosta)

odkryty pod koniec lat 40., chociaz
pojeci'; kwarku zostalo wprowadzone
znacznie p6tniej, bo w polowie lat
60. Zaobserwowano w6wczas dziwnie

zachowujace sie czastki, które zaW8ze
produkowane byly parami - stad
nazwa czastki dziwne i odpowiadajacy
im kwark •. Np. barion A = ud.,
a "najdziwniejszy" barion to O = ""3.
Nastepny kwark c zostal odkryty
wraz z zaobserwowaniem mezonu

(ukladu kwark-antykwark) Jjt/J = cc.
Kwark powabny c byl oczekiwany
i przewidziano nawet jego mase.
Kwarku b nikt sie nie spodziewal.

Zostal odkryty w 1977 r. ~rzez
obserwacje mezonu T = bb. 'reraz
oczekujemy odkrycia sz6stego
(ostatniego?) kwarku t" (top - ?).
Wiadomo jedynie, ze jest on ciezszy
co najmniej 90 razy od protonu
(mp = 938 MeV). Jdli istnieje
kwark b, to powinny istniec tez
bariony piekne zawierajace kwark b.
Zderzenia proton6w i antyproton6w
przy wysokich energiach sa dobrym
tr6dlem produkcji czastek pieknych.
Jednak zaobserwowanie pojedynczej
czastki pieknej w gaszczu innych
czastek produkowanych w tym
salnYlll zderzeniu nie jest latwe.
Dopiero kilkuletnia analiza danych
do€wiadczalnych zebranych
w latach 1988-89pozwolila na
wyselekcjonowanie odpowi('duirh
pn'.ypadk6w. Sl.ukauo przypad" >N

r<>7.padu bariollu u.d#) -+ A + i

C7.C\stka J/w id<"ut.yfikowaua jest
pr7.(!7. r07.paU na (>a1'<; 1(!ptou6w 1-&:

J/W -+ "'+IJ.-,uatoluiast A [,o7.pada
8i~ na proton i Uj<"lllUi(' naladowa.ny
1l1('7.011 1f-. Zua.}('ziouo 16 ± 5 takich
pr1.ypadk6w. Na ich podgt.a.wie
O('('UiOIlO, 1.(' luaga. pi<;kIH'gO hariouu
wynosi 5640 ± 50 ± 30 M,' V .

Chlodzenie swiatlem

Fakt, ze swiatlo oddzialujac z jakimkolwiek ukladem moze spowodowac jego ogrzanie,
jest dla nas intuicyjnie zrozumialy i nie budzi zadnych zastrzezen. Ochlodzenie czegos
poprzez skierowanie na nie wiazki swiatla wydaje sie raczej niemozliwe. Tymczasem
"swietlny" mechanizm chlodzenia nie tylko dziala, ale doprowadzil do uzyskania
zadziwiajaco niskiCh temperatur.

Przejdzmy od razu do konkretnego przyktadu. Niech ukladem na.szym beda atomy
sodu w fazie gazowej, a chlodzacym swiatlem wiazka laserowa o tak dobranej cze8tosci
promieniowania, aby mogla byc absorbowana przez atomy sodu o danej predkosci. Jak
pamietamy, czestosc re:l;onansowa zalezy (w wyniku efektu Dopplera) od predkosci
atomu. Kazdemu aktowi wzbudzenia atomu bedzie towarzyszylo przekazanie mu
pedu fotonu. Jest to po prostu konsekwencja zasady zachowania pedu. Kierujac
wiazke swiatla przeciwnie do kierunku poruszajacego sie atomu spowodujemy w ten
spo8ób zwolnienie jego ruchu. Kazdy akt absorpcji zmniejszy jego predkosc bardzo
nieznacznie, bo zaledwie o 3 cm/s. Jednakze wzbudzony atom po czasie równym 10-8s
wysyla foton, powraca do stanu podstawowego i jest ponownie gotów do kolejnego aktu
absorpcji zwa.lniajacego jego ruch.

Jesli przyjmiemy, ze termiczna predkosc atomu jest rzedu 105 cm/8, to po
okolo 30 tysiacach aktów absorpcji i reemi8ji atom zostanie zahamowany. A przeciez
zwolnienie ruchu atomów wchodzacych w sklad naszego ukladu oznacza wlasnie jego
)Chlodzenie. W ten sposób podstawy fizyczne chlodzenia atomów przy uzyciu swiatla
mamy juz opanowane, co nie znaczy, ze wiemy juz wszystko, co potrzeba, aby móc
takie doswiadczenie przeprowadzic. Konieczne dla pelnego sukcesu sa dwie bardzo
istotne uwagi techniczne.

W opisany wyzej sposób mozemy zwalniac ruch atomów w jednym tylko wymiarze,
a nawet kierunku. Ochlodzenie wszystkich atomów mozemy zrealizowac w konfiguracji
szesciu wiazek biegnacych po dwie (przeciwnie do siebie) wzdluz trzech osi
prostokatnego ukladu wspólrzednych. Ponadto musimy pamietac o tym, ze atomy
zwalniajac zmieniaja swoja czestosc rezonansowa i aby umozliwic im absorpcje
fotonów, musimy w rytm zwalniania ich biegu zmieniac czestosc wiazki laserowej.

Na zakonczenie wynik opisanego wyzej doswiadczenia: udalo sie ochlodzic atomowa
pare sodu do temperatury ponizej 10-3 K! Wynik ten pozostawiamy bez komentarza.

Krzysztof ERNST

Pekajace rury

Zima czesto sie zdarza, ze pekaja zamarzniete rury. Wydaje sie, ze nie ma w tym nic
dziwnego. Sloik lub butelka z woda wystawione zima na dwór tez pekaja. Wiadomo,
ze przy zamarzaniu woda rozszerza sie, szklo nie wytrzymuje i peka. Zamarzajaca
woda rozsadza tez skaly. Ale w przypadku rur zastanawiajace je8t to, ze rury zwykle
pekaja nie w miejscu, w którym woda zamarzla, lecz gdzie indziej. Poznac to mozna
chocby po tym, ze z rury w miejscu pekniecia leje sie woda, a nie wylatuje lód. Co w
takim razie powoduje pekniecia rur? Niektórzy zalecaja tez, zeby nie zakrecac szczelnie
kranów zima, gdyz zapobiega to pekaniu rur. Czy jest w tym sens?

Rzeczywiscie, rury (i nie tylko rury) pekaja na skutek zamarzania wody, ale czynnikiem
rozrywajacym jest woda, a nie lód. Lód tworzy sie najpierw przy samej rurze i
postepuje radialnie do srodka rury, az w koncu zablokuje rure. Nic sie zlego na razie
nie dzieje, gdyz zamarzajaca woda wypycha wode w glab rury i cisnienie lodu na rure
jest równe cisnieniu wody. Dopiero dalsze, postepujace wzdluz rury zamarzanie wody,
gdy utworzy sie juz blokada, powoduje znaczny wzrost cisnienia wody w rurze. Jesli
woda nie ma ujscia, to wówczas rura peka w najslabszym miejscu. Moze to byc tuz
przy zamarznietym fragmencie, a moze byc w zupelnie innym miejscu. Widac wiec,
ze zostawienie lekko niedokreconego kranu nie uratuje rury przez zamarznieciem, ale
moze uratowac przed peknieciem nie dopuszczajac do wytworzenia sie zbyt wysokiego
cisnienia. Chyba ze rura zamarznie w kilku miejscach, wtedy i cieknacy kran nie
pomoze. Zreszta sloiki i butelki tez rozsadza woda, a nie lód. Najpierw z-a.marza
woda na powierzchni blokujac wode i postepujace w glab zamarzanie doprowadza do
pekniecia naczynia.

Jan KALINO WSKI
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l. Og6lne cechy metody.

Metoda bezposrednia (po angielsku: 3traightforward princip/e) jest
zasada heurystyczna pomocna przy rozwiazywaniu róznorodnych
zadan. Mimo szerokiego rozpowszechnienia samej idei jej
jednosc i uniwersalnosc pozostaja skryte za bogactwem form,
jakie przybiera ona w róznych dziedzinach, na gruncie których
sie pojawia. Urzekajaca jest takze zadziwiaj aca latwosc jej
stosowania. Wyrózniamy trzy rodzaje (odmiany) metody
bezposredniej, które wygodnie bedzie zapisac symbolicznie:
a) metoda bezposrednia standardowa lub klasyczna (claancal

atraightforward princip/e): Z -> T - polegajaca na ,wystartowaniu
od zalozenia i dojsciu do tezy,
b) metoda bezposrednia odwrotna (cont/ene 3traightlorward

princip/e): ~ T ->~ Z - polegajaca na zaprzeczeniu tezie
i osiagnieciu na tej podstawie zaprzeczenia zalozenia,
c) metoda bezposrednia mieszana (mized 3traightlorll!ard princip/e):
~ T A Z -> S - polegajaca na otrzymaniu sprzecznosci na
podstawie wniosków z zalozenia i zaprzeczenia tezy.

Wydaje sie, ze ujecie omawianej idei w ramy pewnej metody
heurystycznej jest dostatecznie ogólnym punktem widzenia,
dajacym mozliwosc jej efektywnego zastosowania i pozwalajacym
na systematyzacje wielu pozornie odmiennych zagadnien.

W dalszym ciagu prezentujemy pewna liczbe przykladów.
Prostota niektórych z nich jest zamierzona i nie powinna
sklaniac do uznania samej idei za calkiem trywialna.

2. Przyklady zastosowan.

2.1. Geometria. Wykazemy, ze 31/ffletralne boA:6wtr~A:qta

przecinq,fq ne w jednym punkcie. Dowolny punkt S symetralnej
boku AB spelnia warunek: SA = SB, symetralnej zas
odcinka BC: SB = SC. Stad punkt przeciecia O tych
dwóch prostych spelnia warunek: OA = OB = OC, czyli
nalezy do symetralnej boku AC. Jak zapewne Czytelnik
zauwazyl, wykorzystana tu zostala odmiana klasyczna metody
bezposredniej.

2.2. Algebra. Wykazemy, ze w grupie i3tnieje doldadnie jeden

element neutralny. Przypuscmy, ze istnieja dwa rózne elementy
neutralne el i e2; mamy wtedy el = el • e2 = e2 (gdyz el i e2

sa elementami neutralnymi). Stad el = e2, co jest sprzeczne z
hipoteza. Zastosowalismy odmiane odwrotna.

2.8. Anallza. Stosujac odmiane mieszana (a dókladniej, pewien
jej wariant) wykazemy twierdzenie: Jelli lim an = A i lim bn = B
(n -> 00) oraz an ::; bn dla W3Z1/3tA:ichn wieA:3Zych od pewnego K l,
to A::; B.

Dla jasniejszego obrazu uzyda metody dowód przedstawimy
za pomoca diagramu; K(W)' oznacza konsekwencje wlasnosci W

IPrzypuszczamy, ze A>BJ- - - - - - - --[2]__ l_ l
!Okrestomy E =~, E>01- - - - - - - - -I---K-I---T-)---\

I

lOn -.. A, bn - B 1- - - - - - - - -0
,l l ,

[0l0.n>K2 oo>A-E, bo< B'E 1- - - - - - -I K(Z' K(-~

IDla n> K, : 00"; bn 1- - - - - - - - 0
l j ,

11010 "> 'rmo' \", ',\, A-, <°''',<B.t[- -1KIN I'" 1-T1( I
I A - B < 2 E = A - B 1- - - - - - - - - - - - - - - -I S

S.Uwagi koncowe.

Na zakonczenie wymienimy w telegraficznym skrócie kilka
·haslowych przykladów. Interpretacje ich w kontekscie metody
bezposredniej pozostawiamy Czytelnikom w charakterze
pozytecznego cwiczenia ..
- twierdzenie o stratyfikacji zbiorów semi-analitycznych

(geometria semi-analityczna),
- twierdzenie o dualnosci (kohomologie Cecha-Alexandera),
- A-lemat (gladkie uklady dynamiczne),
- twiedzenie Hopfa o bifurkacjach (równania rózniczkowe),
- twierdzenie Pitagorasa (geometria elementarna).

Metoda bezposrednia nie jest, oczywiscie, jedyna
metametoda heurystyczna (por. Delta 5/1989,
Matematyka-Spoleczenstwa-Nauczanie 6/1991).

Pewne bardziej skomplikowane warianty trzech odmian metody
bezposredniej, ich analiza, klasyfikacja, zwiazki miedzy nimi
oraz ich zastosowania zostaly podane w interesujacej pracy
mojego kolegi E. Cabackiego i jego wspólpracownika T. l. Joke'a
(Trans. Cuban Math. Soc. 88, 115-247). Nie bede wiec tutaj
rozwijal tego tematu.

Artykul stanowi skr6t referatu wygloszonego przez autora na
konferencjach w Wkhita Falls (Texas, USA) i w Szczechach
Wielkich (woj. suwalskie, Polska).
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