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Kilka prostych problemów
matematycznych w ekonomii

Krzysztof MAZUR

Z podreczników szkolnych znamy na ogól zastosowania matematyki

w fizyce. Ostatnio jestesmy swiadkami wielkiego wzrostu

zainteresowania ekonomia.. Ludzie poszukujacy informacji na ten

temat siegaja. czesto do ksiazek zachodnich, poniewaz w polskich

króluje zwykle jeszcze ekonomia polityczna socjalizmu ze swymi

"jedynie slusznymi" dogmatami. Zajrzawszy do zachodnich

podreczników ekonomii przekonujemy sie, jak bardzo wykladana

tam ekonomia opiera sie na matematyce. Czesto uzywa sie w nich

skomplikowanych metod opartych na rachunku p~awdopodobienstwa

i statystyce, aby móc uwzglednic czynnik ryzyka w dzialalnosci

gospodarczej.

Przyklady, które ponizej przedstawiam, sa jednak calkowicie

elementarne i deterministyczne, tj. niezalezne od czynnika losowego.

Pierwszy dotyczy minimalizacji kosztów w przedsiebiorstwie. Jest to

tzw. problem hurtownika:

Hurtownik ma magazyn, przez który w ciagu roku przewiia sie

3 000 ton iakiegos towaru. Zamówienie nowei partii towaru kosztuie

hurtownika 50 tys. zl (transport), przechowywanie towaru kosztuie

go 30 tys. zl/tona x rok i iest proporcionalne zarówno do czasu

przechowywania, iak i do ilosci towaru. Odbiór towaru przez sklepy

odbywa sie w tempie iednostainym, tzn. w ciagu dnia sklepikarze

odbieraia 3000/365 ton towaru. Jakiei wielkosci dostawy i co iaki

czas powinien hurtownik zamawiac, aby koszty byly naimnieisze?

Wiemy ze szkoly, ze zadania na minimum dobrze sie rozwiazuje za

pomoca pochodnej. Lecz najpierw, jak w kazdym zadaniu z trescia,

musimy napisac równanie na szukana wielkosc kosztu, abysmy

wiedzieli, co mamy minimalizowac. Wprowadzmy wiec nastepujace
oznaczenIa:

C - calkowite koszty roczne,

n - liczba dostaw w ciagu roku,

Q - wielkosc kazdej dostawy (zalozymy, ze dostawy sa równe,

dlaczego - o tym bedzie mowa pózniej).

Latwo zauwazyc, ze koszty poniesione przez hurtownika rozpadaja sie

na dwie czesci: CI - koszty zamawiania nowych partii towaru i C2

- koszty przechowywania. Widac tez, ze:

CI = 50 tys. zl· n
oraz

Q . n = 3 000 ton.

Troche wiecej klopotu sprawia skladnik C2. Nie jest on równy

30 tys. zl· Q, jak mogloby sie wydawac, a to dlatego, ze ilosc towaru

jest równa Q tylko w dniu dostawy, a potem juz jednostajnie maleje.
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Wbrew
zdrowemu
rozsadkowi (III)
(Wedlug wykladów radiowych
z audycji IV programu - Widnokrag)

Piecdziesieciolatek zyje
juz ponad sto lat
i na pewno wazy
ponad sto kilogramów

Tomasz HOFMOKL

W naszych spotkaniach staram sie
przedstawic Panstwu wyniki doswiadczen,
które przecza temu, co na ogól uwazamy
za mozliwe, czyli, innymi slowy, przecza
zdrowemu rozsadkowi. Poprzednio
opowiedzialem o wynikach, które
ponad wszelka watpliwosc pokazuja,
ze predkosc swiatla, a ogólniej fali
elektromagnetycznej w prózni, jest zawsze
taka sama i nie zalezy od ruchu zródla
lub ruchu obserwatora - odbiornika.
Fakt ten lezy u podstaw szczególnej
teorii wzglednosci Alberta Einsteina.
Wynika z niej miedzy innymi, ze predkosc
przesylania sygnalu nie moze przekroczyc
predkosci swiatla, czyli 299 792 458 m/s.
Istnienie najwiekszej mozliwej predkosci,
jakkolwiek moze budzic sprzeciw, nie
jest bardzo trudne do przyjecia. Tak juz
jest Wszechswiat zbudowany i trudno.
Z duzymi predkosciami nie spotykamy sie
w zyciu codziennym, wiec to ograniczenie
naszych mozliwosci specj alnie nas
nie boli. Czy aby na pewno? Jezeli
potrafimy uswiadomic sobie wszystkie
konsekwencje tego faktu, to juz nie bylbym
taki pewny. Postanowilem, ze w cyklu
naszych pogadanek bede staral sie omijac
wywody teoretyczne, a odwolam sie
do najprostszych doswiadczen. Cóz
moze byc prostszego niz pomiar czasu?
Wiadomo, ze do tego sluzy zegarek.
Moze nam sprawic nieco klopotu pytanie,
a co to jest zegarek, nie mówiac juz
o pytaniu, co to jest czas. Obiecalem
jednak chodzic po ziemi, a nie zajmowac
sie teoretycznymi rozwazaniami. Na nasze
potrzeby wystarczy stwierdzenie, ze uplyw
czasu wyznaczamy za pomoca zegarka.
No, a sam zegar zdefiniujemy jako
urzadzenie, które po dokonaniu cyklu
zmian·wraca do stanu poczatkowego.
Zegarem moze byc serce, a jednostka
czasu jedno jego uderzenie. Moze byc nim'
nakrecany zegarek ze sprezyna balansowa,
moze byc wreszcie zegar kwarcowy albo
zegar atomowy. Oczywiscie, bicie serca
-



Np. dla n = 5, Q = 600 ton wykres ilosci towaru w magazynie
wyglada tak:

Q

t

300 ton = g
2

100+!L~2,- 100Q

Przy rozwiazywaniu problemu hurtownika nasuwaja sie nastepujace
spostrzezenia:
1. Nie trzeba wcale uzywac pochodnej, by rozwiazac to zadanie.

Wystarczy postawic sobie problem jako zadanie z parametrem M:

dla jakiego parametru M nierównosc

150000 Q> M
Q + 15 _

zachodzi dla kazdego Q > O? Otóz
100 Q M- + - > -. - oraz
Q 100 - 1500

a wiec M = 3000.

2. W naszej analizie przyjelismy zalozenie, ze najkorzystniej jest,

jesli wszystkie dostawy sa równej wielkosci. I to jest rzeczywiscie
prawda. Aby sie o tym przekonac, rozwazmy sytuacje, w której

mamy n dostaw w ciagu roku i wielkosc i-tej dostawy jest
xi-ta czescia dostawy caloroczn~czywiscie, bedzie wtedy
Xl + Xz + ... + Xn = 1. Dla takiego rozlozenia dostaw skladnik

Cz bedzie proporcjonalny do xi + x~ + ... + x~ (z jakims
wspólczynnikiem proporcjonalnosci), natomiast dla ciagu dostaw

równych (kazda w wysokosci .!. dostawy calorocznej) Cz bedzie

(l)Z (~)Z (l)Z 1proporcjonalny do ;;: + ;;: + ... + ;;: =;;: (z tym samym

wspólczynnikiem). Skladnik CI jest w obu przypadkach taki sam.
Zatem, aby przekonac sie, ze najkorzystniejsza jest sytuacja, gdy
dostawy sa równe przez caly rok, wystarczy zauwazyc, ze:

jesli Xl,XZ"",xn~O i xl+xz+ ... +xn=l, to

( ) Z Z z 1,. Xl + Xz + ... + xn ~ -n
Mozna tego dowiesc metoda wyrównywania wyrazów ciagu. Metoda
ta polegac tu bedzie na stopniowym wyrównywaniu wszystkich

, dl .... k d' lwyrazow Xl, Xz, ... , Xn o - I zauwazenIu, ze suma wa ratow ca yn
czas maleje. Na koniec dochodzimy do sytuacji, w której wszystkie

wyrazy sa równe.!. i nierównosc (•• ) staje sie równoscia. N a czymn .
zatem polegaja poszczególne kroki tej metody?

600t

1 rok

Srednia ilosc towaru w magazynie wynosi wiec

Tak samo jest dla dowolnego innego n. Zatem

C 3 Q 1 Q S d' ., .. l"z = O tys .. - = 5 tys.' . ta mozemy zestawIC JUZ ca oSClOwy
2

wzór na koszt
50 tys .. 3000

C = CI + Cz = 50 tys .. n + 15 tys .. Q= ---Q + 15 tys .. Q
i stad traktujac C jako funkcje zmiennej Q kazdy obliczy, jakie musi

byc Q, aby koszt byl minimalny.

W pazdzierniku 1971 roku wyslano
rejsowymi samolotami komunikacyjnymi
cztery cezowe zegary atomowe w podróz
dookola swiata. Raz zgodnie z kierunkiem
obrotu Ziemi, czyli na wschód, a drugi
raz na zachód. Wskazania zegarów
porównywano ze wskazaniami zegarów
odniesienia w U.S. Naval Observatory, czyli
w amerykanskim obserwatorium floty. Nie
bede opowiadal szczególów eksperymentu
i jak zabezpieczono sie przed popelnieniem
bledów doswiadczalnych. Nie bylo to
calkiem proste, bowiem spodziewano sie
róznic wskazan zegarów nieruchomych
i podrózujacych rzedu jednej stumilionowej
czesci sekundy. Dlatego wlasnie w podróz
wyslano cztery niezalezne zegary, które
przed lotem, w przerwach lotu i po locie
porównywano ze wskazaniami zegarów
wzorcowych przez caly okres 636 godzin.
Piloci rejestrowali przez caly czas lotu

nie jest zbyt dokladnym miernikiem.
Najdokladniejszy, jak dotychczas, jest
zegar atomowy. Mozna za jego pomoca
osiagnac dokladnosc pomiaru czasu
rzedu 10-12 s.

Po tych wstepnych uwagach
moge juz opowiedziec o bardzo
prostym doswiadczeniu wykonanym
w pazdzierniku 1971 roku. Postanowiono
mianowicie sprawdzic, czy zega.rek
nieruchomy chodzi tak samo, jak zegarek
w ruchu. Inaczej mówiac, czy na.sz
zegarek, zakladajac, ze jest to idealny
zegarek, powinien: chodzic tak samo
w jadacym tramwaju, jak schowany
w szufladzie w domu. Dla wielu z Panstwa
samo postawienie takiego pytania wyda
sie bezsensowne. Czy uplyw czasu moze
zalezec od tego, czy poruszamy sie, czy
nie? Do pojawienia sie szczególnej teorii
wzglednosci bylo oczywiste, ze czas to
czas, czyli ze jest wielkoscia absolutna,
taka sama wszedzie i nikt nie stawial
sobie pytania, czy uplyw czasu moze
zalezec od jakichs warunków zewnetrznych.
Oczywiscie, nie mówimy o poczuciu
czasu. Moze nam sie cos dluzyc, moze
czas biec szybko, ale rozumiemy przez to
odczucia subiektywne dobrze wiedzac,
ze ten prawdziwy czas, odmierzany przez
bezlitosne zegary, jest zawsze taki sam.
Powiedzialem "dobrze wiedzac, ze", a skad
my to dobrze wiemy? Jedynym zródlem
naszej wiedzy jest doswiadczenie. Przy
malych predkosciach i dokladnosciach
pomiaru czasu spotykanych w zyciu
codziennym doswiadczenie zdaje sie
potwierdzac przekonanie, ze czas zawsze
plynie jednakowo. A moze to tylko wynik
przyblizony, moze czas wcale nie plynie
zawsze jednakowo?
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Otóz zalózmy, ze mamy taki ciag liczb dodatnich Xl, X2,"" Xn,

ze Xl + X2 + ... + Xn = 1. Zalózmy ponadto, ze nie wszystkie Xi

sa równe ~ Wówczas istnieja co najmniej dwa takie wyrazyn

w tym ciagu, ze jeden jest wiekszy, a drugi mniejszy od ~n
Przenumerowujac mozemy zalozyc, ze sa to Xl i X2. W takiej

sytuacji przerabiamy ciag wyjsciowy Xl, X2, ... , Xn na ciag x~ = ~,n
x~ = Xl + X2 - l/n, x~ = X3, x4 = X4,""X~ = Xn, w którym jest

wiecej wyrazów równych ~. Trzeba jeszcze wykazac, ze ciag «)7-1n -
ma mniejsza sume kwadratów. W tym celu wystarczy wykazac,

ze xi + x~ > (xD2 + (x~)2, czyli (x~)2 + (x~)2 - xi - x~ < o.

Proponuje podstawic za x~ i x~ to, co wyzej, a nastepnie lewa strone
powyzszej nierównosci przedstawic jako iloczyn dwóch wyrazen

o przeciwnych znakach. Zaznaczmy, ze metoda wyrównywania moze
byc uzyta do dowodów bardzo wielu nierównosci, np. miedzy srednia

arytmetyczna i geometryczna.

Tyle o problemie hurtownika. Tym z Czytelników, którym spodobalo

sie zagadnienie minimalizacji kosztów w przedsiebiorstwie, polecam
samodzielne rozwiazanie nastepujacego problemu:

Mieszkancy pewnego miasteczka wyrzucaja tygodniowo 700

pojemników smieci. Tygodniowy sredni koszt utrzymania pojemnika

wynosi 3 tys. zl. Koszt kursu smieciarki na wysypisko i z powrotem

wynosi 24 tys. zl. Smieciarka w czasie jednego kursu zabiera smieci

maksymalnie ze st~ pelnych pojemników. Ile pojemników na smieci

trzeba ustawic w tym miescieJ by (tygodniowe) calkowite koszty

zakladu oczyszczania miasta byly najmniejszeJ a smieci nie lezaly na
ulicach?

Wskazówki:

1. Rozwiazywac problem osobno w kazdym z przedzialów

(0,100], (100,200], itd. Liczby bedace granicami przedzialów
oznaczaja tu liczby pojemników.

2. Wynik ma byc liczba calkowita., tymczasem rozwiazanie, które

dostaniemy przyrównujac pochodna kosztów do zera, moze nie byc

liczba calkowita.. W tej sytuacji nalezy sprawdzic, dla której z dwóch

najblizszych rozwiazaniu liczb calkowitych koszt jest mniejszy.

Przejdzmy teraz do zagadnien wymagajacych innych metod. Beda

to metody zwiazane z pochodna logarytmiczna. opisujaca tzw. tempo

wzrostu danej wielkosci. Pochodna logarytmiczna funkcji f jest to

po prostu f' / f = (lnU))' (ze wzoru na pochodna funkcji zlozonej).
Rozwia.zmy nastepujace zadanie.

Niech na gieldzie papierów wartosciowych dostepne beda akcje tylko

dwóch firm zmieniajace swoje ceny wedlug wzoru fI (t) = 3 + cos tJ

f2(t) = 3 + sinto Ceny te sa podane w dolarach. W J'aki sposób nalezy

grac na gieldzie w okres~'e [0,211"], aby zyskac naJ'wiecej? Ile zyskamy

do momentu t = 211" zaczynajac gre w momencie t = ° z kwota 1000$?

Gra na gieldzie polega na tymJ ze w dowolnym momencie mozemy

kupowac badz sprzedawac wybrane akcje lub tez wycofac sie z gieldy

i trzymac pieniadze w domu.

Gra w kazdym z pierwszych trzech przedzialów [0,11"/2], [11"/2,11"],

[11",~11"] jest prosta, bo w kazdym ze skrajnych przedzialów tylko
jedna z tych funkcji rosnie, w srodkowym zas obie maleja.·.
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wysokosc i predkosc samolotu oraz
dokladna trase, aby mozna bylo potem
obliczyc teoretycznie oczekiwane wskazania
zegarów. Mozemy smialo zawierzyc,
ze J. C. Hafele z Washington University
oraz Richard E. Keating ze sluzby
czasu U.S. Naval Observatory dolozyli
wszelkich staran, aby pomiary wykonac
z najwieksza mozliwa starannoscia. Nas
interesuje wynik. Otóz zegary w samolocie
wskazywaly inny uplyw czasu niz zegary
w obserwatorium. Nie jest wazny w tej
chwili wynik liczbowy. Najwazniejsze
jest stwierdzenie, ze czas inaczej plynie
w ukladzie, który sie porusza, a inaczej
w spoczynku. Czas nie jest absolutny.
Radze dobrze sie zastanowic nad tym
wynikiem. Jest to calkowicie sprzeczne
z niemal wrodzonym poczuciem, ze czas
to cos nieublaganego, co stale uplywa i nic
na to nie mozemy poradzic. Otóz tak nie
jest.

Nie moge twierdzic, ze autorzy
eksperymentu byli zaskoczeni. Przeciwnie,
eksperyment byl zaplanowany po to, aby
sprawdzic w skali makroskopowej, w skali
zycia codziennego, no bo przeciez samolot
to niemal zycie codzienne, przewidywania
szczególnej teorii wzglednosci. Jakie byly
przewidywania teorii? Otóz mówi ona,
ze czas w ukladzie poruszajacym sie plynie
wolniej w stosunku do czasu mierzonego
w ukladzie nieruchomym. Inaczej mówiac,
jadac tramwajem starzejemy sie wolniej
niz czekajac na niego na przystanku.
Zegar w tramwaju "chodzi" wolniej.
Przewidywania teorii mówia o ukladach
poruszajacych sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym. Doswiadczenie z zegarami
zostalo wykonane w ruchu obrotowym
wokól Ziemi. W tym przypadku zegara
na ziemi nie mozna traktowac jako
nieruchomego, bowiem porusza sie równiez
z cala Ziemia w jej ruchu obrotowym.
Dlatego przewidywania teorii trzeba
zmodyfikowac. Zegary podrózujace
samolotem na wschód, czyli zgodnie
z ruchem obrotowym Ziemi, beda sie
póznic, a zegary lecace na zachód beda
sie spieszyc wzgledem zegara na ziemi.
Na to nakladaja sie jeszcze inne zjawiska
zwiazane z polem grawitacyjnym Ziemi,
o których mówi ogólna teoria wzglednosci,
która dzisiaj nie bedziemy sie zajmowac.
Otóz uwzgledniajac wszystkie znane
nam czynniki mozemy sie spodziewac,
ze lecac na wschód po takiej trasie, jaka
samoloty przelecialy, zegary powinny sie
spóznic o okolo 40 nanosekund. Jedna
nanosekunda równa sie jednej tysiecznej
milionowej czesci sekundy. Przewidywanie
to jest obarczone bledem wynikajacym
z niezbyt precyzyjnie znanych warunków



Otrzymujemy

Podobnym zagadnieniem jest slynny problem skladowania wina:
Ktos zajmuje sie produkcja wina, którego wartosc w czasie zmienia

sie wedlug wzoru

1333,(3)$1333,(3)$1000$

Proponuje rozwiazac to zadanie samodzielnie, gdyz jest analogiczne
do poprzedniego.

Mozemy nasza strategie zapisac symbolicznie:
h 11" wycofujemy 8i~ f1 3

0-- ,- '11" ,-11"
xt 2 xt 2

2000$

W(t) = ev'tWo,

gdzie t jest czasem mierzonym w latach. Zalózmy, ze roczne
oprocentowanie kapitalu w banku wynosi 15%. Jak dlugo trzeba

trzymac wino w beczkach i kiedy nalezy je sprzedac, by zarobic na tym
najwiecej?

Najciekawsza sytuacja jest w przedziale [~11'",211"], bo tam zar6wno h,
jak i h rosna. Trzeba sie zatem zdecydowac na wyb6r tej funkcji,
kt6ra w danym momencie daje lepszy zysk. Normalnie za lepsze

(przynoszace wiekszy zysk) uwaza sie te akcje, dla kt6rych iloraz

f(t + h) - f(t) ... k d . d .... h
f(t) jest najWle szy, g Zle t - czas poprze mej seSJI, t +

- czas ostatniej sesji, h - odleglosc miedzy sesjami. Jednak zamiast

b d ' kt6 '1 ' fI(t+h)-h(t) f2(t+h)-f2(t)
a ac, ry z lorazow: fI (t) czy f2(t)

jest wiekszy, mozemy podzielic oba przez h, przejsc do granicy przy

h ----> 0+ otrzymujac nowe ilorazy ~~~:~ oraz ~:~:~ i wybrac wiekszy

z nich. Rozwiazmy zatem w przedziale [~11", 211"] nier6wnosc:

fHt) > fHt)
h(t) - f2(t) .

Rozwiazania quizu z EPSILONA:

Pierre, Diofanto8 (Arytmetyka), prawnikiem, Leonhard Euler, w markach
niemieckich (w wysokosci 100000, ale ta nagroda dawno juz sie zdewaluowala),
Riemann, Szatan z si6dmej klasy, gdyz jest ostatnim jeszcze nie udowodnionym
sposród tych, które Fermat zostawil bez dowodu potomnym, 1987, Mordella.

- sin t cos t---->---
3 + cos t - 3 + sin t '

- sin t . (3 + sin t) ~ cos t . (3 + cos t) ,
-3(sint + cost) ~ cos2 t + sin2 t = 1,

.. (11" ) 1sm t + sm - - t < --
2 - 3'

2 . 11'" ( 11'") 1
sm - . cos t - - < --

4 4 - 3'

cos (t _ ~) < __ 1_.4 - 3y2
Zatem patrzac na wykres funcji cos widzimy, jak mamy postepowac

w przedziale [~11'", 211'"]. W chwili ~'ll' mamy akcje h. Tak trwamy az

do chwili t, dla kt6rej cos(t - ~) = -~. W tym momencie akcje
fI zamieniamy na f2 i przy tym trwamy juz do konca. Obliczenie
calkowitego zysku przy tej optymalnej strategii pozostawiamy
Czytelnikom.

Zrozumienie faktu, ze uplyw czasu
zalezy od predkosci podrózowania,
jest tak wazne, ze zatrzymam sie na
doswiadczeniu myslowym ilustrujacym tak
zwany paradoks blizniat. Dane liczbowe
zaczerpnalem z podrecznika Wstep do
fizyki autorstwa A. K. Wróblewskiego
i J. A. Zakrzewskiego.

Oto prawdopodo bna, lecz wymyslona,
historia dwóch braci blizniaków. Pierwszy
zostal pilotem rakiety kosmicznej
o najnowszym typie silnika fotonowego,
który pozwala rozwinac rakiecie predkosc
podrózna 0,745 predkosci swiatla. Drugi
pozostaje na Ziemi, jako kierownik kontroli
lotów. Rakieta wyrusza z Ziemi do ukladu
Q Centaura. Zakladamy dla uproszczenia,
ze predkosc podrózna rakieta osiaga zaraz
po starcie. To tylko uproszczenie obliczen;
Rakieta startuje 1 stycznia i bracia
postanawiaja przeslac sobie zyczenia
noworoczne droga radiowa. Mozna latwo
obliczyc, ze sygnal wyslany z Ziemi po
roku od chwili startu dotrze do rakiety po
uplywie okolo 2,6 roku od chwili startu
wedlug zegara w rakiecie. Takze sygnal
wyslany z rakiety po roku od chwili startu
dotrze do brata blizniaka na Ziemi równiez

po uplywie 2,6 lat od chwili startu wedlug
zegara na Ziemi. W pierwszej fazie lotu
sytuacja jest wiec symetryczna: kazdy
z braci blizniaków stwierdza, ze zegar jego
brata idzie wolniej, bo brat porusza sie
wzgledem odczytujacego sygnaly zegara.
Mamy tu do czynienia ze wzglednoscia
ruchu. Uklad Q Centaura jest najblizszym

lotu. Przypominam, ze samolot byl
zwyklym samolotem komunikacyjnym
i lecial po swojej zwyczajnej trasie,
co komplikowalo obliczenia. Opóznienie
moze siegac w tych warunkach do
szescdziesieciu kilku nanosekund.
Z porównania wskazan zegarów okazalo
sie, ze spoznily sie o 59 nanosekund.
Podobne rozwazania prowadza do
wniosku, ze zegary podrózujace na zachód
powinny przyspieszyc w calej podrózy
o 275 nanosekund. W rzeczywistosci
przyspieszyly o 273 nanosekundy.
Doswiadczenie potwierdzilo wiec sprzeczny
ze zdrowym rozsadkiem wniosek, ze czas
plynie inaczej w ukladzie poruszajacym sie
niz w ukladzie spoczynkowym.

Wybralem dla Panstwa to wlasnie
doswiadczenie, bo jest ono zrealizowane
w warunkach bardzo zblizonych
do warunków zycia codziennego.
Potwierdzenie wolniejszego uplywu czasu
w ukladach poruszajacych sie spotykamy
na kazdym kroku w fizyce czastek
elementarnych, gdy przyspieszamy je do
predkosci bliskich predkosci swiatla.
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Wielkoskalowe pola predkosci
we Wszechswiecie
Michal CHODOROWSKI

Swoje slynne prawo liniowej zaleznosci predkosci ucieczki galaktyk od
odleglosci do nich Edwin Hubble sformulowal w 1929 roku. Od tamtego
czasu w kosmologii króluja (poza krótkim okresem popularnosci
tzw. Modelu Stanu Stacjonarnego) modele Friedmana ekspand ujacego
Wszechswiata. Wedlug nich powstal on ol(Olo 10-20 miliardów lat temu
w Wielkim Wybuchu i rozszerza sie. Jednakze przyciaganie grawitacyjne
spowalnia ekspansje: jesli srednia gestosc materii we Wszechswiecie p

przekracza pewna wartosc krytyczna Pkr, wówczas grawitacja ostatecznie
zwyciezy i po fazie ekspansji nastapi faza kontrakcji (Wszechswiat zacznie
sie kurczyc). W przypadku p < Pkr Wszechswiat bedzie sie rozszerzac
wiecznie, natomiast gdy p = pkr, predkosc ekspansji Wszechswiata malec
bedzie asymptotycznie do zera.

Do dzis nie jestesmy pewni, który z powyzszych scenariuszy realizuje nasz
Wszechswiat ...

Jedna z konsekwencji jego gestego i goracego poczatku jest kosmiczna
nukleosynteza pewnych lekkich pierwiastków podczas kilku pierwszych,
naj goretszych minut istnienia Wszechswiata. Te lekkie izotopy, powstale
z wodoru, to hel-4, deuter, hel-3 i lit-7. Porównanie przewidywan
teoretycznych obfitosci ich wystepowania z obserwacjami wypada bardzo
korzystnie dla modelu Wielkiego Wybuchu - przewiduje on prawidlowo
obfitosci wszystkich lekkich pierwiastków, pomimo olbrzymiego zakresu
liczbowego tych obfitosci: od jednej czwartej dla helu-4 do 10-10 dla
litu-7. Jedyny dopasowywany parametr w tych rachunkach to obecna
tzw. srednia gestosc materii barionowej we Wszechswiecie Pb. Bariony to
"normalna" materia, z której jestesmy zbudowani, np. protony i neutrony
(elektrony sa na tyle lekkie, ze moga tu byc pominiete). Z dopasowania
wynika, ze Pb ~ 0, 06pkr.

Druga konsekwencja goracego poczatku Wszechswiata jest istnienie
tzw. reliktowego promieniowania tla, czyli ,,swiatla" Wielkiego Wybuchu,
obecnie bardzo niskoenergetycznego - mikrofalowego - z powodu ekspansji
Wszechswiata. Promieniowanie to ma - znów zgodnie z przewidywaniami
teoretycznymi! - rozklad widmowy ciala doskonale czarnego i okazuje
sie byc bardzo jednorodne: jego natezenie z duza dokladnoscia nie
zalezy od kierunku, z którego ono dociera. W pierwotnym, goracym
Wszechswiecie materia barionowa byla zjonizowana i jej niejednorodnosci
nie mogly narastac ze wzgledu na silne oddzialywanie z promieniowaniem
poprzez bardzo efektywne rozpraszanie fotonów na swobodnych
elektronach. Dopiero, gdy z powodu rozszerzania sie Wszechswiata
jego temperatura spadla na tyle, ze zrekombinowal wodór (tzn. protony
polaczyly sie z elektronami tworzac atomy wodoru), Wszechswiat stal
sie "przezroczysty" dla promieniowania i niejednorodnosci w rozkladzie
materii zaczely narastac. Zatem mierzone obserwacyjnie niejednorodnosci
w rozkladzie natezenia promieniowania tla informuja nas posrednio
o niejednorodnosciach rozkladu materii w erze rekombinacji wodoru. Otóz,
okazuja sie byc one o wiele za male, by zdazyc narosnac odpowiednio tak,
by utworzyc struktury obserwowane obecnie, takie jak galaktyki, gromady
galaktyk itp.! Jedyna sensowna próba unikniecia sprzecznosci modelu
z obserwacjami wydaje sie byc zapostulowanie istnienia we Wszechswiecie
znaczacych ilosci materii niebarionowej - w szczególnosci nie oddzialujacej
elektromagnetycznie. Taka materia bylaby, oczywiscie, niewidoczna
("ciemna"), natomiast jej niejednorodnosci, nie bedac "rozmazywane"
przez promieniowanie moglyby narastac znacznie wczesniej, przed era
rekombinacji wodoru. Po rekombinacji materia zwykla (tzn. barionowa)
szybko spadalaby do juz utworzonych przez ciemna materie dolów
potencjalu grawitacyjnego. Czy aby jednak ciemna materia to nie
przyslowiowa brzytwa, której chwytaja sie obroncy modelu standardowego
tonac w morzu obserwacji sprzecznych z teoria?
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Ziemi ukladem gwiezdnym polozonym
w odleglosci 4,3 lat swietlnych od na8.
Jeden rok swietlny to odleglosc, jaka
przebywa swiatlo w ciagu jednego roku.
Z punktu widzenia brata na Ziemi brat
astronauta pokona droge tam i z powrotem
przy zalozonej predkosci 0,745 c w czasie
8,6/0,745 = 11,54 lat. W ukladzie rakiety
przy podanej predkosci czas plynie wolniej
póltora raza. Czyli na zegarze rakiety
uplywa 11,54/1,5 = 7,7 lat, gdy laduje
ona z powrotem na Ziemi. Brat blizniak
bedzie wiec mlodszy o ponad trzy lata.
Stad paradoks - brat blizniak mlodszy
o kilka lat. Doswiadczenie z wozeniem
samolotem zegarów potwierdza wlasnie
ten nieprawdopodobny wniosek. Moze
byc dwóch braci blizniaków rózniacych
sie wiekiem o kilka lat, a w przypadku
wiekszych predkosci podrózowania nawet
i o wiecej.

Moze sie ktos zastanawiac, czy w pedzacej
rakiecie cos sie czuje, ze czas uplywa
wolniej. Mo,ge odpowiedziec z wlasnego
doswiadczenia, a i kazdy z Panstwa ma
podobne. Oczywiscie, nie mamy poczucia
ogromnej predkosci i nie czujemy, ze czas
uplywa wolniej. Skad ta pewnosc? Otóz
w bardzo prosty sposób mozemy wykonac
rzeczywiste doswiadczenie.

Wiemy, ze Wszechswiat sie rozszerza.
Ciala niebieskie oddalaja sie od siebie
z predkosciami proporcjollalnymi do
odleglosci. W 1960 roku odkryto nowy typ
cial nazwanych kwazarami, których znamy
juz dzis okolo póltora tysiaca, a które
charakteryzuja sie niezwykla predkoscia
ucieczki wzgledem Ziemi. Te najszybsze
moga nawet osiagac 93% predkosci
swiatla. A to oznacza, ze my w tej
wlasnie chwili pedzimy w przestworzach
z predkoscia równa 0,93 predkosci swiatla.
wzgledem wybranego kwazara! I co?
I nic! Nie odczuwamy tej predkosci.
Ale obserwator tam gdzies daleko widzi
pedzaca Ziemie (jezeli takie male cos
moze zobaczyc) i mysli sobie (jezeli
tam jest i mysli): "Ale pedza! Tym to
dobrze, wolniej sie starzeja". I prawda.
Przekroczylem juz jakis czas temu pól
wieku zycia. A tamten obserwator moze
mi zazdrosci "Temu to dobrze, przekroczyl
140 lat zycia i jakos sie trzyma". Kto
ze sluchaczy ukonczyl 35 lat, ma prawo
pogratulowac sobie ukonczenia stu lat
zycia, tyle ze w oczach obserwatora
z odleglego kwazara. Przy okazji dodam,
ze dla naszego odleglego podgladacza
waze ponad 224 kg. Ale o tym nastepnym
razem.



W przypadku galaktyk spiralnych
jasnosc galaktyki zalezy monotonicznie
od jej predkosci obrotu. Zaleznosc
ta zostala ustalona przez badanie
galaktyk nalezacych do danej gromady,
a wiec znajdujacych sie z niezlym
przyblizeniem w jednakowej od nas
odleglosci. Zbadanie kiikudziesieciu
gromad pozwolilo ustalic, ze predkosc
rotacji jest skorelowana z jasnoscia
galaktyki ze srednio 40% rozrzutem.
Jasnosc obserwowana danego obiektu
jest odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu jego odleglosci, stad
40% rozrzut w jasnosciach oznacza
20% blad wyznaczenia odleglosci.
Innymi slowy, jesli z dw6ch galaktyk
spiralnych o identycznej predkosci
obrotu druga ma cztery razy mniejsza
jasnosc obserwowana, to mozemy
sie spodziewac, ze znajduje sie
ona 2 (±2 X 20%) = 2 (±0.4) razy
dalej od pierwszej. Analogiczne
zwiazki znaleziono takze dla galaktyk
eliptycznych. Natomiast aby znalezc
odleglosc absolutna, a nie tylko
wzgledna, nalezaloby wykalibrowac
powyzsze zwiazki przez niezalezne
wyznaczenie odleglosci do pobliskich
gromad. Pozostaje to wciaz problemem
oczekujacym na zadowalajace
rozwiazanie.
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Otóz nie, gdyz istnieja inne niezalezne fakty obserwacyjne sugerujace istnienie
ciemnej materii we Wszechswiecie. Mianowicie, charakterystyczne predkosci gwiazd
w galaktykach i galaktyk w gromadach galaktyk przewyzszalyby znacznie predkosci
ucieczki z tych struktur, gdyby doly potencjalu grawit'acyjneg~ tychze byly tworzone
wylacznie przez widzialna materie. Oczywiscie, niewidoczna moze byc równiez materia
barionowa: np. duze planety o masie rzedu masy Jowisza lub masywne czarne dziury.
Okazuje sie, ze przewazajaca jej czesc nawet musi byc niewidoczna, poniewaz srednia
gestosc widocznego skladnika wynosi tylko okolo 0,007Pkr, rzad wielkosci mniej od
calkowitej gestosci barionowej przewidywanej przez teorie pierwotnej nukleosyntezy.
Jednakze do tego, by galaktyki sie nie rozpadaly, potrzeba "dodac im" taka ilosc
masy niebarionowej, zeby p wynioslo co najmniej O,lpkr. W przypadku gromad
galaktyk "dodac" trzeba wiecej - wówczas p ~ 0, 3pkr. Wynika z tego, ze domieszka
skladnika niebarionowego zmienia sie wraz ze skala struktury. Zatem aby uzyskac
miarodajne oszacowanie calkowitej sredniej gestosci materii we Wszechswiecie, nalezy
poddac analizie dynamike nie pojedynczej gromady, lecz calego naszego "kosmicznego
sasiedztwa" .

Dynamika tego obszaru, usredniona po wszystkich kierunkach, jest bardzo prosta
(rys. 1): opisuje ja wspomniane juz prawo Hubble'a v = Hr, gdzie v to predkosc
ucieczki galaktyki, r oznacza odleglosc do niej, a H jest stala proporcjonalnosci, zwana
- oczywiscie - stala Hubble'a. Skad jednak bierze sie tak duzy rozrzut punktów
wokól linii prostej? Wyznaczanie predkosci galaktyk, a przynajmniej ich skladowych
wzdluz kierunku widzenia, jest nieskomplikowane. Predkosci te otrzymuje sie z dobra
dokladnoscia mierzac przesuniecia dopplerowskie linii absorpcyjnych wystepujacych
w swietle danej galaktyki wzgledem ich polozen w warunkach laboratoryjnych.
Natomiast znane obecnie metody wyznaczania odleglosci do galaktyk sa znacznie
mniej dokladne. Wykorzystuja one empiryczne zwiazki miedzy jasnosciami galaktyk
a charakterystycznymi predkosciami poruszajacych sie w nich gwiazd. Obecnie
odleglosci absolutne potrafimy wyznaczyc z dokladnoscia do czynnika 2 ! Implikuje

to analogiczna niedokladnosc wyznaczenia stalej Hubble'a: H = 100h kMm ,gdzies· pc

h E (~, 1). Z tego tez powodu jednostka osi X na rysunku 1 jest h-1Mpc. Rozrzut
punktów na tym rysunku wynika nie z bledów odczytania tych empirycznych zwiazków
(co w tym przypadku jest nieistotne), lecz z rzeczywistego rozrzutu jasnosci galaktyk,
który implikuje blad odleglosci okolo 20%. Na rysunku 1 zostaly naniesione dodatkowo
proste v = H(1 ± 0, 2)r i dane obserwacyjne nie przecza mozliwosci, ze istotnie
galaktyki poruszaja sie z predkosciami czysto hubblowskimi, tzn. wynikajacymi
z ekspansji Wszechswiata (nazywamy to przeplywem hubblowskim) natomiast rozrzut
bierze sie wylacznie z niedokladnosci wyznaczania odleglosci.

A jakie moglyby byc inne przyczyny rozrzutu? Galaktyki nawet w skalach duzo
wiekszych od gromad galaktyk nie sa ulozone idealnie równomiernie, musza wiec
zaburzac przeplyw hubblowski. Uprzednio opisalismy hipoteze, wedlug której
stanowilyby one jedynie "wyspy" widzialnej materii w morzu ciemnej materii
niebarionowej. Nie mamy zatem zadnej pewnosci, czy rozklad galaktyk odzwierciedla
wiernie rozklad materii we Wszechswiecie. Niemniej skoro wystepuja niejednorodnosci
rozkladu galaktyk, to zapewne wystepuja równiez niejednorodnosci rozkladu masy.
W skalach wiekszych od kilku h-1Mpc wzgledne kontrasty gestosci przestrzennej
galaktyk ón (ón = (n(x) - n)/n, gdzie n(x) oznacza gestosc przestrzenna rozkladu
galaktyk, usredniona w danej skali, natomiast n oznacza globalna srednia) sa mniejsze
od jednosci. Jesli to samo jest prawda dla kontrastu masy, óp, wówczas przeplyw
galaktyk bedzie zaburzony nieznacznie. Grawitacyjne przyciaganie niewielkiej
(wzglednie!) koncentracji masy spowodowaloby nadanie pobliskim galaktykom
dodatkowych, niewielkich (wzgledem czysto hubblowskich) predkosci, skierowanych ku
centrum zaburzenia. Poniewaz potrafimy mierzyc jedynie skladowe radialne predkosci,
wiec efekt wystepowania tych tzw. predkosci wlasnych galaktyk (tzn. wzgledem
ekspandujacego jednorodnie tla) bylby najlepiej mierzalny dla galaktyk obserwowanych
w dosc waskim stozku wokól kierunku laczacego centrum zaburzenia z obserwatorem.

W 1987 roku grupa astronomów, przezwana zartobliwie przez kolegów Siedmioma
Samurajami, oglosila odkrycie takiej koncentracji materii, oddalonej od nas
o okolo 40 h-1Mpc w gwiazdozbiorze Centaura. Diagram Hubble'a dla galaktyk
obserwowanych w kierunku tego centrum przyciagania, nazwanego Wielkim
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Atraktorem, uzupelniony o nowe dane, uzyskane przez inna, grupe badawcza, dla
galaktyk znajduja,cych sie poza centrum przedstawia rysunek 2. Wydaje sie,
ze istotnie punkty ukladaj a,sie mniej wiecej wok6l esowatej krzywej, bedacej wynikiem
teoretycznego obliczenia pola predkosci galaktyk w obecnosci koncentracji materii:
znajduja,ce sie miedzy centrum przycia,gania a obserwatorem galaktyki powinny byc
przyspieszane,.znajduja,ce sie zas poza centrum powinny byc spowalniane wzgledem
przeplywu hubblowskiego. Niestety, parametry modelu sa, wciaz slabo wyznaczone
przez dane obserwacyjne, jako ze np. typowa predkosc wlasna galfl.ktyki znajduja,cej
sie w odleglosci 50 h-1Mpc wynosi rv 600 km/s, natomiast 20% bla,d wyznaczenia
odleglosci oznacza blad 1000 km/s w okresleniu predkosci hubblowskiej. Zatem
dla pojedynczej galaktyki "szum jest silniejszy od sygnalu"! Niemniej, mozna
próbowac pozbyc sie go "wygladzajac" pole predkosci radialnych przez usrednienie
ich po odpowiednio duzych obszarach. Ponadto okazuje sie, ze przy pewnych
naturalnych zalozeniach dotycza,cych procesu grawitacyjnego narastania zaburzen
w ekspandujacym Wszechswiecie z pola predkosci radialnych mozna odtworzyc pole
pelnej, tr6jwymiarowej predkosci .•

Rys. 3b. Rozklad galaktyk wedlug
IRAS'a.

Rys. 3a. Rozklad masy.

Dla 8p «: l mozna stosowac tzw. liniowa teorie narastania zaburzen. W ramach
tej teorii istnieje prosty zwiazek miedzy polami predkosci wlasnych i gestosci
materii: strumien predkosci wlasnych przez dowolna, powierzchnie zamknieta, do jej
wnetrza jest proporcjonalny do wzglednej nadwyzki masy w tym obszarze. Czynnik
proporcjonalnosci f zalezy od sredniej gestosci materii f = f(p) i jest jej funkcja,
rosnaca· Jest tak, poniewaz w gestym Wszechswiecie juz niewielkie wzgledne kontrasty
gestosci oznaczaja duze nadwyzki masy, powodujace duze predkosci wlasne. Z obliczen
wynika, ze f(p) = (L) 0,6. Innymi slowy, pole predkosci wlasnych pozwala nam

Pl.

wyznaczyc, z dokladnoscia, do stalego czynnika, pole 'gestosci masy, czyli f(p) . 8p(x).

Tak wyznaczone pole gestosci masy mozemy teraz porównac z polem gestosci
przestrzennej galaktyk odtworzonym bezposrednio z katalogów. Moze sie okazac,
ze pola te maja, sie nijak do siebie. Bylaby to sytuacja fatalna dla kosmologii, poniewaz
mozliwy do zaobserwowania rozklad galaktyk nie mówilby nic o prawdziwym rozkladzie
materii we Wszechswiecie. Byc moze jest jednak tak, ze oba rozklady sa, skorelowane:
gdzie g6ry (zageszczenia) w rozkladzie materii, tam i góry w rozkladzie galaktyk,
a gdzie doliny (pustki) - to doliny. Oczywiscie, nie ma powodu, aby wysokosc gór
byla koniecznie identyczna w obu przypadkach, zatem najprosciej jest zapostulowac,
ze 8n = b . 8p, gdzie b jest stala, proporcjonalnosci. Poniewaz z pola predkosci

wyznaczamy bezposrednio f(p )8p zatem nasza, hipoteza, jest 8n Q ftp) (J(p )8p).

Rysunek 3a przedstawia mape gestosci masy f(p)8p wyznaczona w pewnej wybranej

plaszczyznie, w której lezy nasza Galaktyka (jej polozenie oznacza duzy krzyz)
i Wielki Atraktor, natomiast rysunek 3b przedstawia mape rozkladu przestrzennego
galaktyk w tej plaszczyznie, skonstruowana na podstawie obserwacji wykonanych
przez Astronomicznego Satelite Podczerwieni, IRAS-a. Wydaje sie, ze poziomice p61
gestosci (lekko pogrubiona kreska oznacza 8 = O) sa, rzeczywiscie skorelowane: na
obu rysunkach widac wyraznie Wielki Atraktor (maly krzyzyk). Na mapie gestosci
galaktyk jest widoczne równiez ich zageszczenie w kierunku dokladnie przeciwnym do
Wielkiego Atraktora (w gwiazdozbiorze Perseusza i Ryb), natomiast na mapie gestosci
masy wystepuje ono slabiej i w troche innym miejscu. Jednakze w obszarach tych
bardzo niewiele galaktyk ma wyznaczone predkosci wlasne - obszar, w kt6rym jakosc
danych znaczaco przewyzsza szum jest ograniczony gruba linia. Tak wiec, obecne
dane nie sa, sprzeczne z hipoteza" ze istotnie rozklad galaktyk dokladnie odzwierciedla

rozklad (ciemnej) materii we Wszechswiecie. Formalna analiza danych wykazuje,

ze b· ( L) -0,6 R:j1. Co wiecej, wstepne próby uwzglednienia nieliniowych poprawek
Pkr

i dzieki temu niezaleznego oszacowania b i p sugeruja" ze b R:j L R:j 1. Tak wiec
Pl.

oczekujemy na nowe dane, które, byc moze, pozwola, potwierdzic przypuszczenia wielu
kosmologów, ze Wszechswiat ma srednia, gestosc materii dokladnie równa, krytycznej.
Oznaczaloby to miedzy innymi, ze Jego Ostatecznym Przeznaczeniem jest rozwia,zanie
posrednie miedzy Wielkim Kolapsem a Ekspansja, w Nicosc ...
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Tarcie

Tarcie zwykle kojarzy sie z silami oporu
wystepujacymi podczas ruchu. Kazdy z nas
wie, ze latwiej jest ciagnac sanki po sniegu lub
lodzie, niz po odsniezonym chodniku. Tarcie
sanek o snieg jest mniejsze niz o beton, z którego
wykonane sa plyty chodnikowe. W którakolwiek
strone bysmy ciagneli, tarcie zawsze nam
przeszkadza, dziala w przeciwna strone. Jesli
sie zapytac, co to jest tarcie, wiekszosc odpowie
powtarzajac szkolna formulke:
Jest to sila opor!L spowodowana stykaniem sie
nierównych powierzchni, dzialajaca zawsze
w kierunku przeciwnym do ruchu. Dlatego dla
podtrzymania ruchu nalezy przylozyc sile do
poruszajacego sie ciala, która to sila bedzie co
najmniej równa sile tarcia.
Czy rzeczywiscie powyzsze stwierdzenie jest
zawsze sluszne?

Mimo ze sa tak wazne w technice i badane od
setek lat, prawa tarcia nie sa wciaz dokladnie
znane. Wyjasnienie pochodzenia sil tarcia
jest skomplikowane, ale jest interesujace,
ze empirycznie tarcie mozna opisac bardzo
prostym prawem. Z dosc dobrym przyblizeniem
mozna uwazac sile tarcia F za proporcjonalna do
sily N dociskajacej stykajace sie ciala, to znaczy
F = J-LN, gdzie J-L jest wspólczynnikiem tarcia,
zaleznym od rodzaju stykajacych sie powierzchni.

kierunek ruchu _

Dotychczas nie umiemy nawet oszacowac
teoretycznie wspólczynnika J-L. Istnieja natomiast
tabele podajace wartosci wspólczynnika tarcia

8

"stali po stali" , "drewna po betonie" itp.
Mozemy sami zmierzyc go w bardzo prosty
sposób. Zalózmy, ze chcemy zmierzyc J-L dla
tarcia zelaznego klocka o drewno. W tym celu
kladziemy klocek na deske, a nastepnie nachylamy
deske do poziomu pod coraz wiekszym katem,
az przy pewnym kacie nachylenia 00 klocek pod
wplywem wlasnego ciezaru zacznie sie zsuwac.

I
I

I
I

I
I, 'I

w

Skladowa sily ciezkosci skierowana wzdluz
plaszczyzny deski (sciagajaca klocek) jest
równa W sin 00 i musi równowazyc sile tarcia,
jesli klocek zsuwa sie ruchem jednostajnym.
Ciezar klocka oznaczylismy przez W. Sila
dociskajaca klocek jest równa W cosOo. Stad
otrzymujemy J.t = W sin Oo/W cos 00 = tg 00.

Wspólczynnik tarcia nie zalez'y od ciezaru
klocka, co mozna sprawdzic biorac rózne
klocki lub obciazajac dodatkowo dany klocek.
Warto zauwazyc w trakcie doswiadczenia,
ze przy wlasciwym kacie nachylenia klocek nie
zsuwa sie dokladnie ruchem jednostajnym, ale
jakby skokami~ Oznacza to, ze wspólczynnik
tarcia jest jedynie z grubsza staly i zmienia
sie w róznych miejscach plaszczyzny. Róznice
te moga byc spowodowane rózna twardoscia
podloz.a, stopniem wypolerowania plaszczyzn
styku, zanieczyszczeniami powierzchni itp.



F•
Z kolei w samochodzie kola napedzajace obracaja
sie tak, jakby chcialy odpychac jezdnie do tylu.
I znowu sila tarcia wprawia samochód w ruch.

Fl!

Ciagnac za sznurek przywiazany do sanek
wprawiamy je w ruch .. Cil wprawia jednak w ruch
dziecko? Przeciez nie przywiazujemy do niego
sznurka. Rozpatrujac jedynie dziecko i sily do
niego przylozone widzimy, ze musi byc jakas
sila wprawiajaca je w ruch i ze moze to byc
jedynie sila tarcia miedzy nim i sankami. Sila
tarcia nie jest wiec przeszkoda w ruchu, a wrecz
przeciwnie, wprawia cialo w ruch! Co wiecej, jej
zwrot jest zgodny z kierunkiem ruchu. Czy jest to
sprzeczne z idea, ze tarcie sprzeciwia sie ruchowi?
Oczywiscie, nie, jesli wezmie sie pod uwage
wzgledny ruch cial bedacych w kontakcie. Bez
tarcia dziecko zsuneloby sie z sanek. Wzgledem
sanek dziecko posuwaloby sie do tylu, wiec
"sprzeciwiajaca sie" temu sila tarcia dziala do
przodu. W tym przypadku zalezy nam na tym,
aby wspólczynnik tarcia dziecka o sanki byl
dostatecznie duzy.

Podobnie mozna zapytac sie: co ciagnie konia,
który ciagnie wóz, co wprawia w ruch samochód
lub nas, gdy chcemy isc? Za kazdym razem jest
to sila tarcia. Idac wykonujemy noga ruch do
tylu, jakbysmy chcieli odepchnac Ziemie do tylu.
Sila tarcia przeciwstawiaj ac sie poslizgowi nogi
nadaje przyspieszenie naszemu cialu.

Bez tarcia trudno wyobrazic sobie zycie.
Wszystko wyslizguje nam sie z rak, krzeslo
wymyka sie spod nas, a my sami staczamy sie
do najblizszego zaglebienia terenu, z którego nie
potrafimy sie juz nigdy wydostac.

Powtarzajac wiec szkolna definicje sily tarcia
warto pamietac, co sie za nia kryje.

Dlatego tez uzywanie wartosci #J. wzietej z tablic
moze prowadzic do falszywych wniosków, gdyz
stabelaryzowane wartosci nie uwzgledniaja
wspomnianych czynników .•

Zwrócmy uwage równiez na to, ze dla (J < (Ja

klocek nie zsuwa sie. Oznacza to, ze sila
sciagajaca klocek nie jest w stanie pokonac
tarcia. Mamy wówczas do czynienia z tarciem
statycznym. Sila tarcia statycznego jest dokladnie
równa sile chcacej wprawic klocek w ruch
(w przeciwnym przypadku klocek albo by sie
zsuwal, albo sila tarcia wciagalaby go pod góre)
i rosnie ze wzrostem nachylenia do wartosci
krytycznej. Wzór F = #J.N dotyczy jedynie tarcia
poslizgu.

WrÓCmyteraz do potocznej definicji tarcia,
w której jest mowa o nierównych powierzchniach,
oporze ruchu i kierunku sily tarcia. Powszechnie
uwaza sie, ze powierzchnie stykajacych sie cial sa
nierówne i tarcie spowodowane jest "zahaczaniem
sie" nierównosci, powstaja odksztalcenia, tworza
sie fale i ruchy atomów, co prowadzi do grzania
sie powierzchni cial. Dlatego polerowanie
powierzchni pozwala zmniejszyc tarcie. Ale
jedynie do pewnego stopnia! Jesli wypolerujemy
doskonale powierzchnie, to moze okazac sie,
ze wspólczynnik tarcia stanie sie bardzo duzy.
Dzieje sie tak dlatego, ze jest wiele punktów
stycznaki miedzy powierzchniami i staja sie
istotne sily oddzialywan miedzyczasteczkowych.
Dzieje sie tak szczególnie dla powierzchni tracych,
wykonanych z tego samego materialu. Atomy
czy czasteczki na powierzchni styku nie "wiedza",
ze naleza do róznych cial i dwa kawalki "zlepiaja
sie" w jeden.

Czy zawsze tarcie jest przeszkoda w ruchu i jaki
jest kierunek sily tarcia? Rozpatrzmy ponownie
saneczki, ale tym razem posadzmy na nie dziecko.

Mala Delte przygotowal Jan KALINOWSKI
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Ferromagnetyki
•l zjawiska magnetomechaniczne

Jaroslaw KULPA

Rozwiazanie zadania M 688.
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P~tla histerezy i efekt Barkhausena.

W numerze Delty 4/1992 w kaciku zadan fizycznych pojawil sie problem
z magnesem zawieszonym na cienkiej nitce i ogrzanym powyzej temperatury
Curie. Dla wielu osób fakt, ze magnes moze zaczac sie obracac po ogrzaniu,
byl zaskakujacy. Stad tez zrodzil sie pomysl opisania na lamach Delty zjawisk
zwiazanych z ferromagnetyzmem.

Mianem ferromagnetyki okreslamy substancje, które jestesmy w stanie
namagnesowac. Ferromagnetzm wystepuje tylko do pewnej temperatury
nazywanej temperatura Curie. Sposród pierwiastków ferromagnetykami sa:
zelazo Fe (770°C), nikiel Ni (1331°C), kobalt Co (358°C), gadolin Gd (20°C),
terb Tb (-50°C), dysproz Dy (-186°C), holm Ho (-253°C), erb Er (-253°C)
i tul Tm (-235°C). Ze wzgledu na niskie temperatury Curie (wyzej podane
w nawiasach) metale ziem rzadkich nie maja znaczenia jako ferromagnetyki.
Warto wspomniec, ze istnieje caly szereg zwiazków chemicznych wykazujacych
wlasnosci ferromagnetyczne, niekoniecznie zawierajacych powyzsze pierwiastki,
jak na przyklad MnBi.

Czlowiek wykorzystuje zelazo przeszlo trzy tysiace lat. Ponoc juz Tales
zauwazyl, ze niektóre gatunki zelaza przyciagaja opilki zelazne, lecz dopiero
kiedy w XII wieku pojawil sie kompas, magnetyzm wzbudzil wieksze
zainteresowanie. W XIX wieku gruntownie poznano prawa elektrycznosci
i magnetyzmu, czego ukoronowaniem byly równania Maxwella. Wydawalo sie,
ze narzedzia poznania zostaly skompletowane i samo wnikniecie w tajemnice,
jakie kryje swiat, bedzie tylko kwestia czasu. Na poczatku nastego wieku
zaczal ksztaltowac sie obraz struktury atomu. Stwierdzono, ze atom moze
wytwarzac wlasne pole magnetyczne. Aby wyjasnic magnetyzowanie sie cial
ferromagnetycznych, P.Weiss w 1907 roku zalozyl, ze na malych obszarach,
rzedu 10-6 m (nazwanych domenami), momenty magnetyczne atomów
ustawione sa w tym samym kierunku. W przypadku nieobecnosci zewnetrznego
pola magnetycznego domeny ustawione sa w sposób na ogól chaotyczny.
Przylozenie zewnetrznego pola sprawia, ze domeny stopniowo porzadkuja sie
ustawiajac sie wzdluz linii pola. Po usunieciu zewnetrznego pola nie wszystkie
domeny powracaja do stanu chaosu i otrzymujemy stan namagnesowania.
W rzeczywistosci, w przypadku slabych zewnetrznych pól, w domenach,
w których kierunek pola magnetycznego najbardziej odpowiada zewnetrznemu
polu, nastepuje ruch scian domen, a dopiero przy silnych polach nastepuja
obroty momentów magnetycznych domen.

Jezeli na cialo ferromagnetyczne umieszczone w rosnacym polu magnetycznym
nalozymy cewke podlaczona poprzez wzmacniacz do glosnika, to uslyszymy
trzaski, za które odpowiedzialne sa skokowe obroty domen. Na wykresie
namagnesowania jako funkcje zewnetrznego pola magnetycznego otrzymujemy
linie schodkowa zamiast ciaglej. Takie rezultaty otrzymal H. Barkhausen
w 1919 roku i bylo to pierwsze potwierdzenie istnienia domen. Z wielkosci
schodka mozna bylo oszacowac rozmiary domen. W koncu lat trzydziestych
zaczeto rozwijac techniki umozliwiajace bezposrednie ujrzenie domen,
na przyklad za pomoca metody proszkowej. Specjalny proszek magnetyczny
osadza sie na granicach domen na powierzchni wypolerowanego ferromagnetyka.
Granice domen mozna zobaczyc za pomoca mikroskopu o powiekszeniu
co najmniej 200 razy.

Przyjrzyjmy sie obecnie blizej atomom. Elektron krazac wokól jadra atomu
wytwarza pole magnetyczne, z którym zwiazany jest orbitalny moment
magnetyczny. Poniewaz ladunek elektronu jest ujemny, wiec wektor momentu
magnetycznego jest skierowany przeciwnie do wektora orbitalnego momentu
pedu elek.;ronu. Stosunek dlugosci tych dwóch wektorów nazywany jest
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Obraz struktury domenowej
otrzymywany za pomoca metody
proszkowej.

Rozpad duzej domeny na mniejsze
zgodnie z zasada minimUln energii.

stosunkiem zyromagnetycznym. Jest on równy ladunkowi elektronu
podzielonemu przez dwie masy elektronu. Oprócz orbitalnego momentu pedu
elektron ma wlasny moment pedu, czyli spin, oraz zwiazany z nim wlasny
moment magnetyczny. Dla spinu stosunek zyromagnetyczny jest dwa razy
wiekszy niz dla ruchu orbitalnego. Ogólnie stosunek zyromagnetyczny dla obu
tych przypadków mozna zapisac jako iloczyn pewl}ego czynnika g i orbitalnego
stosunku zyromagnetycznego. Czynnik g przyjmuje wartosc 2 dla efektów
zwiazanych ze spinem i wartosc 1 w przypadku ruchu elektronu wokól jadra. Jak
widac, z momentem magnetycznym atomu nierozerwalnie zwiazany jest moment
pedu atomu. Powyzsza uwaga stala sie inspiracja do przeprowadzenia szeregu
magnetodynamicznych eksperymentów. W roku 1915 A. Einstein i W. de Haas
zmierzyli obrót preta wykonanego z ferromagnetyka umieszczonego w rosnacym
polu magnetycznym i zawieszonego na cienkim wlóknie.

Porzadkowaniu sie momentów magnetycznych musi towarzyszyc porzadkowanie
sie wektorów momentów pedów atomów. Poniewaz calkowity moment pedu
bryly musi pozostac nie zmieniony, pret zacznie sie obracac. Dla osiagniecia
lepszych dokladnosci studiowano drgania preta umieszczonego w zmiennym polu
magnetycznym. Z wielkosci maksymalnego wychylenia i modulu sprezystosci
mozna bylo obliczyc moment pedu preta, a zatem i czynnik g. Wartosc tego
czynnika byla równa okolo dwóch. Wczesniej, bo od roku 1909 prowadzil
doswiadczenia z ferromagnetykami S. Barnett. Doswiadczenia te mialy charakter
odwrotny do opisanego powyzej. Pret zostal poddawany szybkiemu ruchowi
obrotowemu (50 Hz). W precie pojawialo sie pole magnetyczne proporcjonalne
do czestotliwosci obracania preta. Mechanicznym odpowiednikiem tego zjawiska
jest tendencja ustawiania sie wirujacych baczków w kierunku osi obrotu
w nieinercjalnym, obracajacym sie ukladzie. W ten sposób mozna trwale
namagnesowac ferromagnetyk. Z pomiarów wykonanych dla zelaza, niklu
i kobaltu Barnett otrzymal wartosci czynnika g równe odpowiednio 2,072;
2;b84 i 2,142. Zarówno Barnett, jak i Einstein, i de Haas oczekiwali wyniku
dwukrotnie mniejszego, trzeba bowiem nadmieniC', ze spin wprowadzono do
fizyki dopiero w roku 1925. Z doswiadczen tych wynika pewien wazny wniosek:
w przypadku ferromagnetyków kluczowa role odgrywaja spin owe momenty
magnetyczne elektronów.

Tworzac swoja fenomenologiczna teorie domen Weiss zastanawial sie, jakie
sily moglyby porzadkowac momenty magnetyczne w domenie. Z oszacowan
wynikalo, ze sily magnetyczne sa do tego celu zbyt slabe. Zagadka ta zostala
rozwiazana przez W. Heisenberga w roku 1928 w ramach powstajacej wówczas
mechaniki kwantowej. Sila porzadkujaca wiaze sie z oddzialywaniem wymiany
miedzy najblizszymi elektronami. Energia tego oddzialywania jest równa pewnej
stalej J zwanej calka wymiany pomnozonej przez iloczyn spinów elektronów
najblizszych, sasiadujacych ze soba atomów. Sily wymiany sa krótkozasiegowe,
wiec ograniczenie sie do najblizszych sasiadów w sieci krystalicznej jest
calkiem uzasadnione. Dla J > O sily wymiany staraja sie utrzymac spiny obu
elektronów w jednym kierunku. Gdy energia ruchu termicznego jest zbyt
duza powyzsze ustawienie moze zostac zniszczone. Dla J < O oddzialywanie'
wymiany stara sie utrzymac spiny dwóch elektronów w przeciwnych kierunkach
i mamy do czynienia z antyferromagnetykiem. Temperatura Curie (mierzona
w kelwinach ) jest wprost proporcjonalna do wielkosci J. Stad wynika, ze energia
wymiany jest mala dla pierwiastków ziem rzadkich.

Jak juz bylo wspomniane, powyzej temperatury Curie ferromagnetyki
traca swoje wlasnosci i przechodza w stan paramagnetyczny lub czasem
antyferromagnetyczny, jak na przyklad erb i dysproz.

Zadajmy sobie teraz pytanie, dlaczego domeny maja takie, a nie inne wymiary
i czym jest to uwarunkowane? Otóz, prawie wszystko w fizyce dazy do stanu
o najnizszej energii. Wyobrazmy sobie na poczatek duzy twór jednodomenowy.
Jezeli rozpadnie sie on na kilka domen róznie zorientowanych, to pole
magnetyczne zmniejszy sie wokól tego ferromagnetyka, a zatem ~nergia pola
bedzie mniejsza. Postepujacemu rozpadowi domen przeciwstawia sie
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energia, kt6ra nalezy wydatkowac na powstanie scianki miedzydomenowej.
Energia ta przypomina napiecie powierzchniowe. Na przyklad dla zelaza ma
ona wartosc 0,0011 J1m2• Dlatego przy pewnej wielkosci domen tworzy sie stan
równowagi.

Czy ferromagnetyk moze byc nadprzewodnikiem? W mys1 teorii opisujacej
stan nadprzewodnictwa (teoria BCS) w nadprzewodniku tworza sie pary
zlozone z dwóch elektronów przyciagajacych sie za posrednictwem sieci
krystalicznej. Elektrony te maja przeciwnie skierowane spiny. Mozna wiec
wyobrazic sobie, ze zjawisko nadprzewodnictwa jest w pewnym sensie odwrotne
do ferromagnetyzmu i ferromagnetyki nie moga byc nadprzewodnikami.

Oczywiscie, nie dotyczy to antyferromagnetyków. Na przyklad cer jest
antyferromagnetykiem i wykazuje równiez wlasnosci nadprzewodzace.

Na zakonczenie przegladu zjawisk mechanicznych zwiazanych
z ferromagnetykami nalezaloby jeszcze wspomniec o magnetostrykcji. Otóz,
w zewnetrznym polu magnetycznym ferromagnetyk zmienia swoja dlugosc.
W przypadku Ni i Co jest to skracanie, a dla Fe wydluzanie dla slabych pól
i skracanie dla silnych. Maksymalny efekt wzglednej zmiany dlugosci jest
rzedu 10-4• Ciekawszy jest efekt odwrotny. Otóz, stosujac cisnienia juz rzedu
100 atmosfer zmieniamy silnie wlasnosci ferromagnetyka, na przyklad wraz
ze wzrostem cisnienia zmniejsza sie osiagane namagnesowanie przy danym
zewnetrznym polu magnetycznym.

Dzisiaj nie wykorzystuje sie zjawiska Barnetta ani Einsteina-de Haasa do
pomiaru czynnika g. Metody te zostaly zastapione przez dokladniejsze metody
rezonansowe. Niemniej jednak stanowia one piekny przyklad wplywu wlasnosci
mikroswiata, takich jak spin, na zachowanie sie cial makroskopowych.

W tym roku minelo 350 lat od smierci Galileo Galilei, Galileusza. Jego osiagniecia
sa liczne i powszechnie znane. Matematyke wzbogacil o wspaniale narzedzie, jakim
sa wektory (umozliwil w ten sposób wprowadzenie, jeszcze za swego zycia, geometrii
analitycznej). Wprowadzil do fizyki pojecie sily (naprawde dopiero on) i przyspieszenia
oraz zwiazal je zaleznoscia F = m . a (dal tym samym Newtonowi - ciekawe, ze
urodzil sie on w roku smierci Galileusza - pojecia umozliwiaj ace sformulowanie zasad
dynamiki). Opisal matematycznie ruch wahadla. Rozwiazal problem swobodnego
spadku i ruchu po równi pochylej. Zbudowal teleskop i odkryl za jego pomoca cztery
ksiezyce Jowisza. Itd., itp.

Chcialem tu jednak napisac o czym innym - o jego wplywie na sposób uprawiania
nauki w ogóle, a matematyki w szczególnosci.

Od szóstego wieku przed nasza era, az po wiek siedemnasty, dominujacym podejsciem
do matematyki byl pitagoreizm. Zasadza sie on na przekonaniu, ze najwazniejsza
cecha swiata jest harmonia, czyli nadrzedna struktura utrzymujaca w calosci jego
róznorodne, czesto przeciwstawne sily, dzialania, tendencje itd. W czasach Odrodzenia
pitagoreizm przybral inna nazwe - wobec obowiazujacej monoteistycznej religii istniala
tylko jedna mozliwa nazwa dla pitagorejskiej harmonii: Bóg - poglady pitagorejskie
nazwano panteizmem. I tak, jak nadrzednym celem badawczym pitagorejczyków
bylo poszukiwanie harmonii w kazdym przejawie swiata, tak dla panteistów stalo sie
nim poszukiwanie w kazdym przejawie swiata Boga. I jedni, i drudzy byli zdania,
ze harmonia/Bóg jest w swej istocie nieslychanie prosta, a wiec powinna dac sie
wyrazic najklarowniejszym jezykiem, jaki ludzkosc posiada - matematyka. Bóg jest
matematykiem, jak mówil Kepler.

Byli jednak i inni. Np. Arystoteles przyznawal matematyce tylko walor narzedzia
pozwalajacego na precyzyjny opis róznych zjawisk. Poznanie matematyczne nie jest,
wedlug Arystotelesa, poznawaniem swiata, lecz tylko ksztalceniem swojej sprawnosci,
która moze, rzecz jasna, pózniej do czegos sie przydac. W czasach Galileusza
uniwersytety byly opanowane przez wyznawców Arystotelesa (zwazmy: jedynego
poganina, któremu przyznawano prawo ksztaltowania chrzescijanskich dusz i umyslów).

Zupelnie inaczej

Z kolei arystotelesowskie podejscie do
matematyki zaprezentowal Nobel nie
przyznajac matematyce miejsca wsród
umiejetnosci sluzacych czlowiekowi.

Badawczy aspekt panteizmu
odnajdujemy chocby w wierszu, kt6rego
uczylismy sie w szkole:
Czego chcesz od n.as, Pan.ie,

za twe hoine dary?
Czegóz za dobrodzieistwa,

w których nie znasz miary?
Gdziekolwiek sie obrócim,

wszedy pelno Ciebie:
na morzu i na lqdzie,

w powietrzu i w niebie.

&.wie cewki
wytworzQjoc.e
pole magnetyczne

wysokiej
cz,stotliwo.sci

,(

Schemat doswiadczenia
Einsteina-de Haasa.
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Rozwiazanie zadania F 88'1.
Niech To or»z T oznaczaja bezwzgledne
temperatury powietrza w balonie i na
zewnatrz. Predkolfc dfwieku jest równa

V"'RT d" ki d 'k'
u = --,g Zle ICJest wy a nI lem,,'
adiabaty, /' - masa molowa powietrza,
R zag' stala ga.,owa. Wspólczynnik
zalamania jest równy stosunkowi
predkolfci dfwieku w otoczeniu
do predkog'ci dfwieku w balonie

n = rr-. Zdolnog'c skupiajacavr;;
soczewki o grubog'ci d i promieniach
krzywizny rioraz r, wynosi

D =(n-l) (2.. +.2:..)_rl r,
d , l l--(n-l) --on r l r2

Podstawiajac rl = r, = r oraz d = 2r
otrzymujemy

l nr
f = D = 2(n - l) =

r..jT

2(yT - VT;)
= 56 m.

Rozwiazanie zadania F 888.
Niech lo oznacza strumien padajacy
na ••.ybe. Po przejsciu strumienia
przez pierwsl.a powierzchnie natezenie
~wiatla bedzie równ" (l - R)Io. Przez
druga powierzchnie pr7.ejdzie strumien
Ii = (1- R)'Io, odbiciu zas ulegnie
strumien R(1 - R)Io. którego czesc
odhita od pierwszej powierzchni moze
przejsc pnez druga z natezeniem
I, = R'(l- R)'Io, itd. Sumujac
nicskonc1.ony sz('reg otrzynlujemy

1-=11 + I, + I, + ... =

=(1- R)'Io + (1- R)'R'Io+

+(l-R)'R'Io+ ... =
(l-R)' 2n-=---In = ---lo.1- R' n' + l

Rozwiazanie zadania M 68'1. Kazda
liczba daj" przy (hieleniu prze •. 9
t~ salna fes7,t e. co jej Sluna. ('yfr tak
dowod7.i si~ ceche podzielnosci przez 9.
Zat('Ul jedynki otrzyu131UY '/, 1. la.
10. "', 090090091, l 000 000 000.
a dw6jki z Ik•.h odpowiednio o jeden
wiek~r,ych a.le ni{' pr1.ekrac7,aj &cych
miliar<!:,:\; latwo wi~c stwierdzic,
7.~jcdyuC'k hGdzie o jedna wiecej niz
dwójek.

W opozycji byly srodowiska wojslrowo-iDZynierskie, które mialy dokonac wkrótce
najwiekszego przewrotu naukowego od tysiacleci i które byly zdecydowanie
pitagorejskich przekonan (srodowieka te pózniej stworzyly konkurencyjne i wrogie
wobec uniwersytet6w akademie - tylko w Anglii nie byl to jawny konflikt).

Zanim przedstawimy role, jaka odegral Galileusz w tym sporze, kilka slów o samym
problemie. Zawsze byli matematycy, którzy swoja, prace traktowali jak poznawanie
absolutnej prawdy o swiecie czy tez o Bogu. Zawsze byli tez i tacy, dla których
matematyka byla narzedziem do rozwiazywania problemów mniej czy bardziej
praktycznych, ale zawsze majacych swoje zródlo w problemach realnego swiata.
Trzeba przyznac, ze ci drudzy zrobili wiecej - relacjonujac dzis rezultaty czesciej
wymieniamy ich twierdzenia i wprowadzone przez nich pojecia, niz wyniki ich wyzej
mierzacych kolegów. Nie sposób jednak nie zauwazyc, ze przez swoich wspólczesnych
ci pierwsi byli cenieni wyzej - wszak oni badali rzec'3Ywazniejsze. I nie sposób nie
przyznac racji tym aktualnym ocenom. Jesli mówi sie o absolutnej prawdzie czy
Bogu, to latwiej jest znalezc chetnych do podjecia badan, po drugie - spory staja
sie ostrzejsze, co zawsze badaniom dobrze robi. Tak wiec matematyczni pragmatycy
korzystali z nakrecanej przez matematyków~idealistów koniunk.ury i czesto tylko dzieki
niej mogli funkcjonowac. Nie jest pewne, czy pra.gmatyzm Galileusza móglby sie ostac,
gdyby nie mial utorowanej drogi przez wzniosly idealizm Kepiera.

Podstawowy konflikt Galileusza ze swiatem uczonych (z których mali duchem
wielokrotnie próbowali zrewanzowac sie Galileuszowi nkbezpiec~mymi donosami)
polegal na wskazaniu innego celu badawczego dla nauk scislych, niz oficjalnie przyjety.
Galileusz nadal przytoczonemu wyzej sporowi nowy wymiar - wskazal, ze jest
rzecza odmienna pytanie dlaczego, a wiec objasnianie swiata, od pytania iak, a wiec
opisywania swiata. I obstawal przy odmawianiu-waloru nauki pierwszemu podejsciu.
Jesli dodac do tego jeszcze wrecz pogardliwy stosunek do zastanych dokonan, to nie
bardzo wypada nawet dziwic sie agresji jego bardziej tradycyjnie myslacych kolegów.

Podjecie takiej, a nie innej problematyki badawczej Galileusz objasnia: w przyrodzie

nie ma nic, co byloby starsze niz ruch, ale wlasnie na iego temat napisano naimniei

znaczqcych uwag. A jego doktryna badawcza tez wyraznie sugeruje ocene kolegów.
Teraz pora iest niestosowna na zaimowanie sie przyczynami ruchu, o czym rózni

filozofowie wypowiadali tyle róznych pogladów: jedni przypisywali go zblizeniu do srodka,

drudzy - stopniowemu zmnieiszaniu sie oporu otoczenia, trzeci - innym oddzialywaniom

otoczenia, które zamyka sie za poruszaiacym sie cialem i wywiera na nie cisnienie, jakby

ie stale popychaiacj wszystkie te stanowiska i wiele innych mozna by rozpatrzec, co jednak

przyniosloby malo pozytku. Teraz wystarczy, iezeli rozpatrzymy, iak bada sie i opisuie

wlasnosci ruchu przyspieszonego (jaka by nie byla jego przyczyna) przyjmujqc, ze predkosc
chwilowa ...

Propozycja odrzucenia pytania o przyczyne czy nawet mechanizm zjawisk na rzecz
skoncentrowania sie jedynie na opisie ich przebiegu nieslychanie przypadla do gustu
tworzacej sie nowej elicie intelektualnej. Paradoksalnie - zwolennicy pitagoreizmu stali
sie jego grabarzami. Okazalo sie, ze w Arystotelesie wcale nie stosunek do matematyki
razil. Jedynie opisowa wersja poznawania swiata byla przeciez duzo latwiejsza,
a w zastosowaniach niczym nie ustepowala metodom tradycyjnym. Odrzucenie
zbednych elementów pracy badawczej poszlo nawet tak daleko, ze mówiono: dowody

byly potrzebne takim mieczakom, iak Grecy - my sie bez nich swobodnie obywamy.
Bo istotnie - po co dowód, jezeli mozna sprawdzic, ze jest dobrze. Przyjrzenie sie
pracom Galileusza niedwuznacznie zreszta pokazuje te nonszalancje - wahadlo nigdy
nie waha sie z okresem niezaleznym od wychylenia, a on przeciez "wykazal", ze jest
przeciwnie; ciala o róznej masie spadaja (we wszystkich dostepnych Galileuszowi
warunkach) z róznym przyspieszeniem, wbrew jego wywodom.

Jednak potraktowanie nauki jako dajacego sie wykorzystac praktycznie opisu
okazalo sie tak efektywne, ze za sprawa Galileusza konczy sie praktycznie trwajacy
prawie dwa tysiace lat okres pitagoreizmu. Matematyka nie jest juz od tej pory
filozofia, teoria swiata, poznawaniem prawd absolutnych. Staje sie, wraz z innymi
naukami, które zreszta wkrótce obwolaly ja królowa, najsprawniejszym narzedziem
podporzadkowywania swiata czlowiekowi, skolonizowania i zmuszenia przyrody do
uleglosci. Wydaje sie, ze ten slad Galileusza w nauce jest najbardziej doniosly.

Marek KORD OS
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Klub 44
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyl~ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla<! rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi<!
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwil\zania' zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oeeniamy zadania w skali od O do l z dokl"dno~cil\ do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudno~ci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana.
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/1992

Przypominamy tresc zadan:

186. Na rysunku mamy schemat intenerometru, W kt6rym wiazka nierelatywistycznych
elektron6w o energii E pada na zwierciadlo p6lprzepuszczaln~ D, skl\d czeU wiazki biegnie
dalej droga DAB, a czeU drogl\ DOB. Na odcinkach pionowych energia kinetyczn~
elektron6w zmienia sie w wyniku przej~cia do obszaru o innym potencjale. Za zwierciadlem
p6lprzepuszczalnym B rozdzielone wiazki nakladajl\ sie, a obraz intenerencyjny jest
rejestrowany przez detektor. ° ile prl\zk6w przesunie sie obraz intenerencyjny, gdy r6znice
potencjal6w zwiekszymy od zera do U?

186. Gdy temperatura powietrza atmosferycznego szybko maleje w miar,; wzrostu wy.oko~ci,
wystepuje intensywna konwekcja (pionowe ruchy mas powietrza), natomiast gdy temperatura
maleje powoli lub ro~nie, konwekcja nie wystepuje. Wyja§nic przyczyne tej zalezno,(ci i obliczyc
minimalny spadek temperatury suchego powietrza przy wzro~cie wysoko~ci o 100 m, dla
kt6rego jeszcze wystepuje konwekcja.

135. Przesuniecie fazy jednej wiazki wzgledem drugiej wynika stad, ze po wprowadzeniu
róznicy potencjalów energia elektronów na odcinkach poziomych przestaje byc jednakowa:

na odcinku DO elektrony maja energie E i dlugosc fali A = !!., a na odcinku AB energie
p

h
= E + eU i dlugosc fali Al = -. Szukana liczba przesunietych maksimów wynosi

Pl

n = ~ - ~ = ~(Pl - p) = ~ (\/2m(E + eU) - 'hmE) .Al A h h

136. Powietrze wznoszac sie na wysokosc wyzsza o !'!.h rozpreza sie, tzn. cisnienie zmniejsza
sie o

!'!.P = pg!'!.h.

W realnych warunkach mamy do czynienia z ruchami mas powietrza o rozmiarach
kilkudziesieciu do kilkuset metrów, zatem mozna pominac wymiane ciepla z otoczeniem.
Rozprezeniu adiabatycznemu towarzyszy spadek temperatury !'!.T. Z równania przemiany
adiabatycznej (Poissona) i równania Clapeyrona mozna wyprowadzic zwiazek miedzy malymi
przyrostami !'!.P i !'!.T.

!'!.T = !!:.. !'!.P

T Op P

Podstawiajac !'!.P = pg!'!.h i p = !!!!:.. (gdzie I.L - srednia masa molowa powietrza, równaRT
okolo 29 g) mamy

(*) !'!.T = I.Lg!'!.h .
Op

Jesli wznoszacy sie do góry "babel" powietrza okaze sie cieplejszy od swego otoczenia,
to bedzie tez mial mniejsza gestosc i przesunie sie dalej do góry. Taka sytuacja sprzyja wiec
ruchom konwekcyjnym. Gdy natomiast "babel" bedzie mial temperature nizsza, to wskutek
wiekszej gestosci zatrzyma sie i zawróci - czyli konwekcja nie wystapi. Graniczne tempo
spadku temperatury otrzymujemy ze wzoru (*). Podstawiajac I.L = 0,029 kg, g = 9,8 m/s2,

7
!'!.h = 100 m i Op = -R = 29,1 J/K (azot i tlen sa gazami dwuatomowymi) mamy

2

!'!.T = 0,029·9,8 . 100 K = O 98 K.
29,1 '

Obliczenia te sa prawidlowe tylko dla powietrza dostatecznie suchego, aby nie wystapilo
skraplanie pary wodnej przy oziebieniu.
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Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1992

Przypominamy tresc zadan:

~8'T. Wyznaczyc wszystkie czw6rki dodatnich liczb calkowitych (o:, II, u, II) spelniaja.cyeb
r6wnanie .zu.+" + y = 2:",/' .

~88. Wykazac zbiezno~c i znaletc granice ciagu (a ••) danego wzorem rekl'rencyjnym: ao = 44,
a••+, = 2'-4 ••dla n ~ l.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 227 (WT=3,1l) i 228 (WT=I,53)

z numeru 4/1991
Józef Siwy - ba.zilka. Górne ",.2
Henryk Korna.cJd - Augustów 37,22
Ma.rek Pra.uza. - Pora.j 36,06
Mirosla.w Ma.tl'tga. - Skocz6w 35,79

237. Jesli liczby calkowite z, 1/,u, v 2: 1 spelniaja dane równanie, to 1/dzieli sie prze.z z. Niech
1/= az (a naturalne). Przeksztalcamy:

qU = x-uJ/u = z-U (xu-lIu _ zu.+u)" =

= z-· (z"(az)· - z"+·)· = z-· (z"+· (a· - 1»)· =

= z·("+·-ll(a· -1)·.

Otrzymana równosc oznacza, ze a· = 2 oraz z·("+·-l) = 2. Stad

v=l, u=l, z=2, 1/=4.

Ta czwórka spelnia równanie i jest jego jedynym rozwiazaniem.

Zaleznosc (3) bedzie wiec udowodniona, jesli wykazemy, ze dla z E (1; 2) mamy
lnz

- - < (1 - z) In 2In2 '

Jest to równowazne temu, ze

(2) 1 - log2 Z < 21-s dla z > 1.

Dla z 2: 2 nierównosc zachodzi (lewa strona ujemna, prawa dodatnia). Dla z E (li 2)
przepisujemy (2) w równowaznej postaci

log2 (1 - log2 z) < 1 - z ,

238. Wzór definiujacy ciag (an) ma postac an+l = f(an), gdzie I(x) = 21-s. Poniewaz
I(z) < 1 dla z> 1 oraz I(z) > 1 dla z < l, zatem jedna z liczb al, a2 jest 2: 1. [Aby ciag
byl jednoznacznie okreslony, wzór an+1 = I(an) powinien obowiazywac dla n 2: O, nie tylko
dla n 2: 1; skoro jednak (omylkowo) podano n 2: l, to nie znamy wartosci al'] Przyjmijmy dla
ustalenia uwagi, ze a2 2: 1. Gdy a2 = l, ciag jest staly (an = 1 dla n 2: 2). W dalszym ciagu
zakladamy, ze a2 > 1. Wykazemy, ze ciag a2, a", as, ... jest malejacy. Wystarczy w tym celu
udowodnic, ze

Stad

dla z> 1.1(I(z») < z

ln(l- Inz) < (1- z) In2.In2

t> -1 zachodzi znana nierównosc ln(l + t) ~'t .

In (1 _ In Z) < _ In z .In2 - In2

czyli

Dla wszystkich liczb

(3)

czyli

(4) lnz + (In2)2(1- z) > O.

Lewa strona (4) przedstawia funkcje scisle wklesla, przyjmujaca na krancach przedzialu (l; 2)
wartosci nieujemne. Stad slusznosc (4) dla z E (1;2), wiec i slusznosc (l). To zas dowodzi, ze
ciag (a21o)jest malejacy; istnieje zatem lim a210=: e 2: l. Przechodzac do granicy w równoscilo-oo

a21o+2 = 1(I(a21o») otrzymujemy zwiazek e = 1(I(e») ,z którego wobec (1) wnosimy, ze
e = 1. Pozostaje jeszcze zauwazyc, ze a21o+1= l(a21o) ---+ I(e) = 1(1) = l . Ostatecznie wiec
lim an = 1 (niezaleznie od wartosci wyrazu poczatkowego).n-oo

(1)

Zacytujmy fragment z ksiazki Serge Langa Algebra (PWN 1984).

"Wziac dowolny podrecznik do algebry homologicznej i udowodnic wszystkie
twierdzenia nie zagladajac do dowodów podanych w tym podreczniku. Algebra
homologiczna zostala wynaleziona przez Eilenberga i MacLane'a. Ogólna
teoria kategorii (tj. teoria strzalek) jest ogólnie znana pod nazwa nonsensu
abstrakcyjnego (termin pochodzi od Steenroda)."

Tekst ten zostal opatrzony dwoma przypiskami redakcji:
(1) Radzimy pominac te cwiczenia przy pierwszym czytaniu.
(2) Nalezy zauwazyc, ze termin nonsens abstrakcyjny ma w ksiazce znaczenie
dodatnie i uzywany jest dalej zupelnie powaznie.
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Patrz w niebo

Kilka miesiecy temu, prawie w kazdej gazecie, mozna
bylo znalezc wiadomos?, ze polski astronom, Aleksander
Wolszczan, odkryl uklad planetarny. Nie moze pozostac
obojetna na to wydarzenie takze Delta.

Przede wszystkim warto wiedziec, ze ciemne satelity
gwiazd znane sa nie od dzis. Np. juz w ubieglym wieku
wiedziano, ze Syriusz ma takiego towarzysza, a dowodzil
tego fakt, ze Syriusz (scislej mówiac, gwiazda nazywana
teraz Syriusz A) porusza sie po niebie "wezykiem". Duzo
pózniej stwierdzono, ze tym towarzyszem (Syriuszem B)
jest bialy karzel. W miare rozwoju spektroskopii
zaczeto odkrywac gwiazdy wykazujace okresowe zmiany
predkosci radialnych (z pomiaru efektu Dopplera dla linii
widmowych), co równiez w naturalny sposób tlumaczylo
sie obecnoscia masywnego satelity przy danej gwiezdzie
- krótko mówiac, odkrywano tak nowe uklady podwójne
gwiazd.

Z planetami jest, rzecz jasna, duzo gorzej, gdyz ich
mala masa moze zaklócic ruch gwiazdy centralnej
w znikomym stopniu. Ale wreszcie i to dalo sie zauwazyc
i zmierzyc u pulsara PSR 1829-10 odkrytego w 1985 r.
Rozumowanie prowadzace do okreslenia masy satelity
(gwiazdy? planety?) przebiega w przyblizeniu nastepujaco.
Zalózmy, ze orbita satelity jest kolowa i ze widzimy pulsara
w plaszczyznie tej orbity. Majac z obserwacji okres zmian
predkosci pulsara T i ich amplitude v mozna ocenic
promien A orbity pulsara (liczony od srodka masy ukladu),
bowiem v = 27r A/T. Ciemny obiekt towarzyszacy obiega
ten sam srodek masy po orbicie o promieniu a, przy czym

a/A = M/m, gdzie M i m oznaczaja odpowiednio mase
pulsara i domniemanej planety. Wreszcie caly uklad musi
sie poruszac zgodnie z trzecim prawem Kepiera

T2 47r2

(a+A)3 - G(M+m)'
gdzie G oznacza stala grawitacji. Stad, po
wyeliminowaniu a mozna, w zasadzie, wyznaczyc mase m
planety, o ile znamy ma.se lv! pulsara na podstawie jego
cech fizycznych. Dlatego "w zasadzie", gdyz tak uzyskany
wynik bedzie bardzo niedokladny. Sprawe dodatkowo
komplikuje to, ze orbita planety nie musi byc kolowa, uklad
moze byc ogladany nie w plaszczyznie orbity i w rezultacie
mozna orzec, ze z okreslonym prawdopodobienstwem masa
ciemnego satelity odpowiada masom planet.

Aleksander Wolszczan przy innym niz omawiany
tu pulsarze wykryl w ten sposób dwie planety - a wiec
w istocie uklad planetarny! Widocznie przebieg predkosci
radialnej pulsara dal sie rozlozyc na dwie okresowe funkcje
czasu. Szczególów nie znamy, bo badania jeszcze sa
w toku (luty 1992). Autor odkrycia nic jeszcze na ten
temat nie opublikowal. Gdy to zrobi, z pewnoscia posypia
sie nastepne prace dotyczace nie wyjasnionych zagadek
- np: jak powstal uklad planetarny wokól pulsara; jak
planety mogly przetrzymac wybuch supernowej, w wyniku
którego pulsar powstal; moze ciala te zostaly planetami
dopiero po wybuchu; a moze wszystko trzeba tlumaczyc
zupelnie inaczej? .

Tomasz KWAST

Zadania

NOWINKA

W wyniku wielomiesiecznych
obserwacji promieniowania tla
prowadzonych przez sztucznego satelite
eOBE (Cosmic Baclcground Explorer)
zostala wiosna 1992 r. sporzadzona
pierwsza mapa fluktuacji temperatury
promieniowania reliktowego. Obszary
ci~plejsze (o kilka stutysiecznych
kelwina) od temperatury sredniej
odpowiadaja obszarom o nizszej
gestosci, a chlodniejsze obszarom
o wyzszej gestosci materii w epoce,
gdy nastapilo oddzielenie materii
od promieniowania. Wedlug teorii
Wielkiego Wybuchu stalo sie
to, gdy Wszechswiat liczyl kilka
milionów lat. Tak wiec, jezeli
obserwacje te sie potwierdza, bedzie
to oznaczalo, ze astronomia siegnela
do tzw. powierzchni ostatniego
rozproszenia, czyli do odleglosci
i epoki, poza które dalej siegnac sie nie
da (za posrednictwem promieniowania
elektromagnetycznego) ze wzgledów
zasadniczych!

T.K

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 637. Dla kazdej z liczb od 1 do 1000000000 obliczamy sume cyfr, dla kazdej liczby
z tak otrzymanego miliarda liczb znów obliczamy sume cyfr, itd., az do momentu, gdy
otrzymamy miliard liczb jednocyfrowych. Których liczb bedzie wiecej: jedynek czy
dwójek?
Rozwiazanie na str. 13

M 638. Wykazac, ze jesli nI < n2 < ... < nk < ... jest takim ciagiem liczb

naturalnych, ze lim nk/( nI n2 ... nk-d = 00, to suma szeregu f: ~ jest niewymierna.
k i=l ni

Rozwiazanie na str. 10

M 639. Niech al < a2 < ... < am ::; n bedzie takim ciagiem liczb naturalnych, ze dla
zadnego k liczba ak nie jest dzielnikiem iloczynu al ... ak-Iak+l ... am. Wykazac,
ze m ::; 7r( n), gdzie 7r( n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie przekraczajacych n.
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 337. Balon o promieniu r = 2 m napelniono powietrzem z butli. Na skutek
rozprezania adiabatycznego powietrze w balonie mialo nizsza temperature to = O°C niz
temperatura otoczenia t = lOoC. Taki balon moze ogniskowac fale dzwiekowe biegnace
w powietrzu. Znalezc ogniskowa balonu.
Rozwiazanie na str. 13

F 338. Jaka czesc swiatla padajacego prostopadle przejdzie przez szybe
o wspólczynniku zalamania n? Wspólczynnik odbicia swiatla padajacego prostopadle

. d • h • dk •. R (n - 1)2
na gramce woc osro ow wynOSI = --n+1
Rozwiazanie na str. 13
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7/92

(17)

o twierdzeniu Fermata troche inaczej
Wielkie Twierdzenie Fermata jest jednym
z najpopularniejszych tematów matematycznych.
Wiadomo: mówi ono o równaniu an + bn = Cni w XVII
wieku Fermat napisal na marginesie ksiazki uwage, ze
dla n > 2 równanie to nie ma rozwiazan w liczbach
calkowitych dodatnich, i ze znalazl zadziwiajacy dowód
tego twierdzenia, ale margines ksiazki jest zbyt maly,
by ten dowód zmiescic. Notatka ta (wraz z wieloma
innymi) zostala odnaleziona po smierci Fermata - i do
dzis nie wiadomo, czy twierdzenie jest prawdziwe, choc
sprawdzono np., ze dla n :S 150000 równanie istotnie nie
ma rozwiazan.
Z reguly myslimy o Wielkim Twierdzeniu Fermata
wylac~nie "w kategoriach" liczb calkowitych. Mozna jednak
spojrzec na nie inaczej - od strony geometrycznej. Jak?
Dzielac równanie stronami przez cn otrzymujemy

(~) n + (D n = l. Liczby a, b, c sa calkowite, wiec
odpowiednie ulamki sa liczbami wymiernymi; mozna zatem
twierdzenie sformulowac nastepujaco:
dla n > 2 krzywa na plaszczyznie, opisana wzorem

xn + yn = l, przecina zbiór Q2 tylko w punktach na osiach

wspólrzednych (dwóch lub czterech, w zaleznosci od n).
Przez Q2 oznaczamy zbiór punktów plaszczyzny, których
obie wspólrzedne sa wymierne. Wiadomo, ze Q2 jest
polozony na plaszczyznie "gesto"; twierdzenie mówi zatem,
ze odpowiednie krzywe przebiegaja na plaszczyznie tak
chytrze, iz poza osiami ten gesty zbiór omijaja.

Stosunkowo latwo jest wyobrazic sobie, jak owe krzywe
wygladaja. Dla n parzystych beda - przy zwiekszajacym
sie n - coraz bardziej przyblizac sie do kwadratu o boku 2
(dlaczego?). Dla n nieparzystych bedzie troche inaczej
(jak? czemu?).

y

Wlasnie geometrycznie patrzyl na ten problem Gerd
Faltings. Wykazal on w 1983 roku, ze jesli równanie
Fermata dla ustalonego n 2: 4 ma pierwiastki calkowite,
to moze ich miec jedynie skonczenie wiele. Oczywiscie,

Quiz
Wydaje sie, ze Wielkie Twierdzenie Fermata jest
tematem tak "oklepanym", iz wiemy o nim prawie
wszystko. Wszystko chyba nie, bo, byc moze, nie
pamietamy, kiedy Dirichlet udowodnil je dla n = 14 czy
tez których trzech liczb pierwszych mniejszych od 100
nie obejmowal dowód Kummera w 1859 roku; równiez
nie potrafilibysmy zapewne tych dowodów z pamieci
odtworzyc. Ale informacje bardziej ogólne sa nam
swietnie znane ... Czy istotnie tak jest? Spróbujmy
zatem rozwiazac maly test - zabawe:' 10 pytan
zwiazanych z tym tematem. Odpowiedzi na str. 15
Delty.

l. Jak Fermat mial na imie?
2. Kto byl autorem ksiazki, na marginesie której
zapisal Fermat swoja slynna uwage?
3. Kim Fermat byl z zawodu?
4. Kto udowodnil Wielkie Twierdzenie Fermata
w przypadku n = 3?
5. W jakiej walucie Paul Wolfskehl (zmarly w roku
1907] zapisal w testamencie nagrode temu, kto
udowodni Wielkie Twierdzenie Fermata?
6. Euler, Lagrange, Gauss, Riemann - tylko jeden
z tych czterech wielkich matematyków nie jest autorem
blednego dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata.
Który?
7. W jakiej ksiazce Kornela Makuszynskiego opisana
jest historia twierdzenia?
8. Dlaczego w jezyku angielskim twierdzenie nosi
nazwe Ostatniego Twierdzenia Fermata (Fermat's Last
Theorem)? ,
9. W którym roku J. Tunner udowodnil twierdzenie dla
n:S 150000 (wolno sie pomylic o 5 lat)?
10. Czyje imie nosi hipoteza, rozwiazana przez Gerda
Faltingsa, z której wynika, ze dla danego n rozwiazan
jest skonczenie wiele?

nalezy te "skonczonosc" odpowiednio rozumiec: jasne,
ze gdy liczby a, b, c spelniaja to równanie, to liczby
ka, kb, kc tez (dla dowolnego k) - mówiac o wyniku
Faltingsa rozwiazania takie traktujemy jako jedno.
Utozsamienie tych rozwiazan jeszcze lepiej widac
dzieki modelowi geometrycznemu. Istotnie, gdy
popatrzymy na nie jak na punkty plaszczyzny, stwierdzimy,
ze przedstawiaja one ten sam punkt. Faltings udowodnil
po prostu, ze krzywa dana przez równanie Fermata ma
(dla danego n) z Q2 wspólna co najwyzej skonczona
liczbe punktów. Dokladnie, Faltings udowodnil hipoteze
ogólniejsza - wykazal, ze wlasnosc te ma pewna liczna
rodzina krzywych, a krzywa okreslona przez "xn + yn = l"
jest jedna z nich.

Korzystajac z rezultatu Faltingsa, D.R. Heath-Brown
wykazal w 1987 roku, ze twierdzenie Fermata jest,
mówiac potocznie, prawdziwe dla "prawie wszystkich" n.
Precyzyjniej: gdy n dazy do nieskonczonosci, to ulamek

':.., gdzie k jest liczba tych wyklad;ników mniejszychn
lub równych n, dla których twierdzenie Fermata jest
prawdziwe, dazy do l. Wynik ten daje informacje
innego typu niz twierdzenie Faltingsa: Faltings dowiódl,
ze rozwiazan jest "malo" dla danego n, Heath-Brown zas,
ze "malo" jest takich n, dla których rozwiazania istnieja.
Moze ktos kiedys w koncu wykaze, ze "malo" oznacza tu
"nie ma wcale" ...
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