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Stefan BanachIndukcja matematyczna
Slawomir TOMASZEWSKI

o swoim •
OJcu

Zasada indukcji ma dwie cechy, które stanowia o jej atrakcyjnosci:
jasne, klarowne sformulowanie oraz duza rozmaitosc zastosowan.

Jej najbardziej przemawiajaca do wyobrazni forma jest "zasada
domina": gdy ustawimy kostki domina w rzadek tak, ze przewrócona
poprzednia potraca nastepna, to wystarczy popchnac pierwsza,
a przewróca sie wszystkie.

W matematyce jednak bardziej uzyteczne jest nastepujace
sform ulowanie:

Jes1i dany jest ciag zdan {<Pn}nEN, o którym wiemy, ze:

1) <Pl jest prawdziwe,

2) prawdziwosc <Pnpociaga prawdziwosc <Pn+l (dla dowolnego n),
to wszystkie zdania w ciagu sa prawdziwe.

Najczesciej zasade indukcji stosujemy do dowodzenia wzorów

(równan, nierównosci) dotyczacych liczb naturalnych.

Przyklad!.
Niech Pl = 2, P2 = 3, P3 = 5, P4 = 7, P5 = 11 itd., tzn. Pn jest n-ta
liczba pierwsza. Wtedy Pn > 3n, dla n ~ 12.

Dowód. Wypiszmy dalsze liczby pierwsze: P6 = 13, P7 = 17,
Ps = 19, P9 -= 23, PlO = 29, Pll = 31, P12 = 37. A wiec zdanie <Pl

oznacza,. ze P12 = 37 > 3 . 12 = 36, co jest prawda. Zalózmy
wiec, ze zachodzi zdanie <Pn-llJ tzn. Pn > 3n. Z tego wynika,

ze Pn ~ 3n + 1. Musi byc Pn+1 ~ Pn + 2, bo Pn + 1 jest
parzyste (a wiec nie móze byc pierwsze, bo Pn > 2), a wiec
Pn+1 ~ (3n + 1) + 2 = 3n + 3 = 3(n + 1). Ale ta liczba jest z kolei

podzielna przez 3 (i rózna od 3), a wiec nie moze byc pierwsza. Stad
wynika, ze Pn+l > 3(n + 1), a wiec zdanie <Pn-10. Zasada indukcji
gwarantuje wiec prawdziwosc nierównosci dla dowolnego n E N,
n ~ 12.•

Dowodzony wzór moze dotyczyc równiez innych obiektów, o ile

wystepuja w nim liczby naturalne (w roli parametrów).

Przyklad 2.
Znajac wzór na pochodna funkcji identycznakiowej f(x) = x

oraz wzór na pochodna iloczynu wykazemy, ze (xn)' = nxn-l dla
dowolnego n EN.

Dowód. Dla n = 1 mamy (x)' = 1, co stanowi wiedze wyjsciowa.
Dalej:

(xn+l)' = (xnx)' = (xn)'x + xn(x)' = nxn-lx + xn = (n + l)xn.
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S'tefan Banach (jr) jest doktorem medycyny,
specjalista neurochirurgiem. W zwiazku
z obchodami setnej rocznicy urodzin jego ojca
poprosilismy go o udzielenie wywiadu Delcie.

- Przegladajac rózne opracowania
biograficzne Pana ojca mozna sie doszukac
pewnych niescis/osci ...

- Wiekszosc danych biograficznych
dotyczacych mojego ojca, które mozna
gdzies znalezc, pochodzi ode mnie,
lecz zanim zostaly one zapisane, to
niejednokrotnie ktos cos zmienil, cos
od siebie dodal i skutek jest taki,
ze w wielu miejscach sa napisane po prostu
falszywe informacje. I tak na przyklad mój
ojciec urodzil sie 30 marca 1892 roku, a nie
20, jak jest w wielu miejscach podawane.
Skad sie wzial ten blad? SteinhauB kiedys
podczas przemówienia ku czci mojego
ojca podal te bledna date, a inni za
nim powtórzyli. Steinh~us podal tez,
ze mój ojciec po urodzeniu zostal oddany
na wychowanie do praczki nazwiskiem
Banachowa, od której jakoby mial przez
wdziecznosc przybrac nazwisko. Jest to
nieprawda. Owa praczkar do której zostal
oddany na wychowanie, nazywala sie Maria
Plowa, natomi·ast nazwisko Banach jest
nazwiskiem jego matki.

- Powiedzial Pan, ze pisze wspomnienia
o ojcu. Czy móglby Pan podac jakies
szczególy'?

- Owe wspomnienia sa dopiero w stadium
. pisania. Chcialbym je ukonczyc w ciagu
roku, a jesli chodzi o ich wydanie, to jak
Bóg da ..

- Znany jest fakt, ze Pana ojciec bedac
malym dzieckiem biegle wladal jezykiem
francuskim. Steinhaus pisze, ze nie
wiadomo, gdzie sie go nauczyl.

- Alez wiadomo. Jak juz zostalo tutaj
wspomniane, mój ojciec zostal oddany
na wychowanie do Marii Plowej. Jej
córka - starsza o 15 lat przybr~na siostra
Banacha - miala przyjaciela. Byl nim
krakowski fotograf Ludwik Mien. Byl
on Francuzem i rozmawial z ojcem po
francusku. Stad owa biegla znajomosc
francuskiego. Na marginesie, Ludwik
Mien specjalizowal sie w fotografowaniu
dzieci i prawie wszystkie zachowane
zdjecia mojego ojca z dziecinstwa sa jego
autorstwa.



- Jakie warunki materialne mial Pana

ojciec w dziecinstwie?

- Aby pomóc przybranej' matce, zaczal
udzielac korepetycji. Poczatkowo z róznych
przedmiotów, potem ograniczyl sie do
matematyki, a w koncu zaczal wylacznie
przygotowywac do matury. Z czasem
przybrana matka i siostra - obie byly
praczkami - dorobily sie i otworzyly
zaklad pralniczy zatrudniajacy 15-20 osób.
Oczywiscie, poprawily sie wtedy wanmki
materialne mego ojca.

- Kiedys, przy jakiejs okazji wspomnial

Pan, ze Pana ojciec tanczyl jako student

w operze.

- Bedac studentem dorabial tanczac za 20
halerzy mazura w drugiej parze w operze
Halka. W innej natomiast operze niósl
byka jako jeden z szesciu tragarzy.

- Czy interesowal sie sportem?

- Jako chlopak namietnie grywal w pilke
nozna na Bloniach w Krakowie. W czasach
studenckich bardzo chetnie grywal w bilard
i byl w tym bardzo dobry. Ale bilard
byl wówczas inny niz 'teraz. Nazywal sie
karambol, a czasami k.arambolka. Byly
tam tylko trzy bile. Teraz jest modny
bilard amerykanski. To cos zupelnie
innego. Bardzo dobrze gral tez w tenisa.
A ze byl mankutem, wiec stanowilo to
dodatkowe utrudnienie dla przeciwnika.
Z mankutem trudniej sie gra, bo ma on
inne zagrywki, niz te, do których jestesmy
przyzwyczajeni. Od niego nauczylem sie
grac w tenisa.

Na marginesie, mimo ze byl mankutem,
to jednak pisal prawa reka - wówczas
wymagano w szkole, aby wszyscy pisali
prawa reka. Pisal prawa, ale kamieniami
rzucal lewa - po tym zawsze mozna poznac
mankuta.

. - Czy interesowal sie polityka,? Jakie mial

poglady?

- Tak, interesowal sie. Gdybym jednak
chcial dac panu krótka odpowiedz na
drugie pytanie, to na pewno mialby pan
bledne wyobrazenie o pogladach mego ojca.
Sytuacja polityczna byla wówczas na tyle
zlozona, ze danie krótkiej odpowiedzi na to
pytanie jest po prostu niemozliwe. Jedno
moge natomiast powiedziec. Absolutnie nie
'byl komunista.

- Czy Pana ojciec odpowiadal powszechnym

wyobrazeniom co do tego, jaki powinien byc
profesor uniwersytetu?

- Pamietam, jak kiedys przyszedl do
gimnazjum na wywiadówke. Moi koledzy
byli zdziwieni, ze nie ma on brody do pasa
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Druga równosc wynika ze wzoru na pochodna iloczynu, a trzecia
- z zalozenia indukcyjnego. Powolanie sie na zasade indukcji konczy
dowód .•

Szczególnie ciekawe zastosowania indukcji to dowody twierdzen,
które nie maja postaci wzorów, a liczby naturalne nie wystepuja
w nich jawnie.

Przyklad 3 - tym razem zadanie z geometrii.
Wykazac, ze jesli plaszczyzne podzielimy na czesci za pomoca
prostych i okregów, to mozna uzyskane obszary tak pomalowac
dwoma kolorami, by kazde dwa z nich, graniczace ze soba wzdluz
luku badz odcinka, mialy rózne kolory.

Dowód. "Ukrytym" parametrem naturalnym jest tutaj licz ba
prostych i okregów tworzacych podzial. Gdy na plaszr:zyznie dany
jest jeden okrag (badz jedna prosta), to zadane pomalowanie latwo
uzyskac. Przypuscmy, ze dla danego n umiemy to zadanie rozwiazac
i rozwazmy plaszczyzne podzielona przez n + 1 linii (prostych lub

okregów). Gdy na chwile "zapomnimy" o jednej z nich, uzyskamy
n linii - tak uzyskany podzial umiemy pomalowac. Dokladajac
ostatnia linie wystarczy zmienic kolory obszarów po jednej jej stronie

(na przeciwne), a zachowac kolory po drugiej - i uzyskamy zadany
efekt .•

Teraz podamy przyklad rozumowania indukcyjnego o szczególnie
ciekawej strukturze: tutaj "kostka domina" wcale nie "potraca"
bezposrednio nastepnej.

Przyklad 4.
Wykazemy twierdzenie Cauchy'ego o srednich

al + ... + an ~---
-----~ \lal ... an, dla al,aZ, ... ,an~O.n

Dowód. Dla n = 1 twierdzenie orzeka, ze al ~ al, w co mozna
uwierzyc. Przypuscmy, ze nierównosc Cauchy'ego jest prawdziwa dla
pewnego n i dowolnego ukladu liczb al, ... , an. Wywnioskowac stad,
ze jest ona prawdziwa dla n + 1, jest jednak dosc trudno (prosze
popróbowac!). Zamiast tego zrobimy rzecz latwiejsza: udowodnimy
ja dla 2n. W tym celu wykorzystamy znany przypadek szczególny

(n = 2). Jesli a, b ~ O, to

a+b r-;
(*) -2- ~vab

(kto go nie zna, moze udowodnic samodzielnie). Niech dane
teraz beda liczby al, az, ... , aZn ~ O. Wykazemy, ze dla nich

, ., h d' ., "C h' N' h al + ... + anrownlez zac o Zl nlerownosc auc y ego. lec a = ,n
b an+ l + ... + aZn N l' .. d k .= -------. a mocy za ozellla m u cYJnegon

a ~ \lal' an, b ~

al + + aZn

2n

~J \lal' .... an \lan+l ..... aZn = 2\1''''1 ... "'~n,

co nalezalo wykazac. Na mocy zasady indukcji udowodnilismy
nasze twierdzenie dla n = 1,2,4,8, ... , 2k, ... A co z pozostalymi
wartosciami? Okazuje sie, ze mozna sie do nich cofnac stosujac
specyficzna "indukcje wsteczna" (zwolennik postepu moze
powiedziec "reakcyjna"). A wiec, tym razem zakladamy nasza
nierównosc dla n + 1 i udowodnimy ja dla n. W tym celu ustalmy



dowolne n liczb nieujemnych: a!, ... , ano Niech

an+1 = .!.(al + ... + an). Na mocy zalozenian

(_a_l_+_'_'_'n_+_+_a_~_+_a_n_+_l) n+l ~ al ..... an . an+l .

Stosujac okreslenie an+l, po prostych przeksztalceniach,
otrzymujemy

(al+ ... +an)n+l> (al+ ... +an)
------ _ al an ------n n

P d· l .. al + ... + ano po Zle emu stronamI przez .' marnyn

(al+ ... +an)n>
------ _ al ..... an ,n

co konczy dowód nierównosci Cauchy'ego w tym przypadku, a wiec

i we wszystkich (indukcja). _

Na zakonczenie przedstawimy zastosowanie indukcji do dowodu
pewnego bardzo zaskakujacego twierdzenia. Pewni barbarzyncy.

(tzn. ludzie nie znajacy zasady indukcji) moga w nie nawet nie
uwierzyc!

Przyklad 5.
Wszystkie koty sa tego samego koloru!

Dowód. Dla n = 1 kotów twierdzenie orzeka, ze kazdy kot jest
takiego samego koloru jak on sarn, co jest oczywiste. Zakladajac
teraz, ze kazdy n-elementowy zbiór kotów sklada sie z kotów
o tym samym kolorze, wezmy pewien ich zbiór n + l-elementowy.
Usuwajac .z tego zbioru pewnego kota przekonamy sie, ze wszystkie
pozostale sa tego samego koloru (jest ich n, a wiec pracuje zalozenie
indukcyjne). Wystarczy sie tylko przekonac, ze ten usuniety jest
równiez tego koloru. W tym celu dolaczamy go z powrotem do
zbioru, a usuwamy innego. Znów marny n-elementowy zbiór, ,a wiec
znów na mocy zalozenia indukcyjnego widzimy, ze poprzednio
usuniety kot jest koloru pozostalych, bo razem utworzyly zbiór
jednokolorowy. To konczy indukcje. A nasze twierdzenie wynika
teraz z faktu, ze liczba kotów na swiecie jest skonczona (chocby
dlatego, ze masa Ziemi jest skonczona), a wiec wyraza sie pewna
liczba naturalna, do której dojdziemy w procesie indukcji. _

Mysle, ze powyzsze przyklady przekonaly Czytelnika do plodnosci
zasady indukcji jako metody poznawczej i srodka do rozwiazywania
zadan, co skloni Go do zastanowienia sie nad nastepujacymi
zadaniami.

1) Na plaszczyznie danych jest n prostych, z których kazde dwie
przecinaja sie, ale zadne t-rzy nie przechodza przez jeden punkt.

Wykazac, ze dziela one plaszczyzne na l(n2 + n + 2) czesci.
2) Wykazac, ze jesli na plaszczyznie danych jest n punktów nie
lezacych na jednej prostej, to wsród prostych laczacych je jest
co najmniej n róznych.

3) Udowodnic, ze szachownice o wymiarach (4k + 1) x (4k + 1)
mozna obejsc ruchem konika szachowego przechodzac przez kazde
pole jeden raz.
4) Na dworze króla Artura zebralo sie 2n rycerzy, przy czym zaden
z nich nie ma wiecej niz n-l wrogów. Udowodnic, ze Merlin
- doradca Artura - moze tak rozsadzic rycerzy przy Okraglym Stole,
by zaden z nich nie siedzial obok swojego wroga.
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i ze nie jest trzesacym sie staruszkiem.
Takie byly wówczas wyobrazenia'
o tym, jak powinien wygladac profesor
uniwersytetu. A on przeciwnie, byl
mlodym czlowiekiem lamiacym rózne
przyjete formy. W latach 30. bylo
nie do pomyslenia, aby wyjsc na ulice
w koszuli a. la Slowacki, to znaczy
rozpietej pod szyja i z szeroko rozlozonym
kolnierzykiem. Trzeba bylo miec koszule
zapieta pod szyja i mocno zaciagniety
krawat. Pod marynarka obowiazkowo
musiala byc kamizelka. Trzeba bylo
tez miec rekawiczki, jesli nie zalozone,
to przynajmniej nalezalo trzymac je
w reku. Ojciec zlamal te mode. Pamietam,
jak na przyklad kiedys wyszedl na ulice
w niemodnej wówczas koszuli z krótkim
rekawem i z laska w reku. Zaczeto pózniej
pomalu odstepowac od tych sztywnych
rygorów odnosnie ubioru.

- Jak Panstwo spedzali wakacje '?

- Wakacje trwaly dwa miesiace. Lipiec
spedzalem na obozie harcerskim, sierpien
zas z rodzicami w Karpatach Wschodnich.

- Czy Pana ojciec zajmowal sie matematykq

w czasie okupacji'?

- Zajmowal sie matematyka co~ziennie
prawie bez przerwy az do konca zycia.
Takze podczas okupacji. Mial olbrzymia
podzielnosc uwagi. Mógl pracowac
w kazdych warunkach. Bardzo chetnie
w zgielku kawiarnianym.

- Czy duzo mówil w domu o matematyce'?

- Nie, nie mówil. Kiedy ja i mama
kladlismy sie spac i byl juz spokój,
to wtedy zabieral sie do pracy i pracowal
do bardzo pózna. Mniej wiecej do trzeciej
nad ranem.

Chcialbym jednak zaznaczyc, ze mial
zawsze dla mnie duzo czasu. Niedziele
nalezaly do mnie. W co druga niedziele
chodzilismy na mecze Pogoni lwowskiej,
a gdy ta druzyna miala. mecze wyjazdowe,
to chodzilismy do kina na filmy
kowbojskie.

- Czy namawial Pana do zajecia sie

matematykq'?

- Tak, namawial, ale bardziej interesowala
mnie humanistyka i nauki przyrodnicze.
Zreszta, gdy z czasem w gimnazjum
coraz lepiej poznawalem i rozumialem
matematyke, to w coraz wiekszym stopniu
zdawalem sobie sprawe, ze nigdy nie
osiagne poziomu mojego ojca. Tak wiec
dosyc wczesnie wykrystalizowala sie
we mnie chec pójscia na medycyne, a ojciec
tego nie hamowal. Uwazal, ze kazdy
powinien zyc z hobby.



- Panski ojciec otrzymal kolejna nagrode
w biezacym roku...

W biezacym roku w czasie uroczystosci
200-leciaUniwersytetu Andyjskiego
(UNlVERSIDAD de LOS ANDES)
w Republice Wenez~eli,obecnemu tam
panu prof. A. Pelczynskiemu (jako
przedstawicielowiPolski) wreczono
swegorodzaju Doktorat Honorowy
przyznany posmiertnie dla Stefana
Bana.chawraz z pozlacanym medalem.
Doktorat ten wydany jest w formacie
40 x 30 cm na czerpanym papierze
z herbami Uniwersytetu i Republiki
Wenezueliw dwuskladzie, wlozony
w twarda plócienna opra;wez herbem
Uniwersytetu. Ozdobny ten dokument
wraz z medalem w specjalnym etui pan
prof. Pelczynski wreczyl mnie. Ja z kolei
ofiaruje go Miedzynarodowemu Centrum
im. S. Banacha w Warszawie.

Rozmyslania podczas. ,
zmywanIa naczyn
Jan KALINOWSKI

Czy zdarza Wam sie zmywac brudne naczynia? Jesli tak, to moze
zwróciliscie uwage na ciekawe zjawisko. Gdy do brudnego naczynia
(które wlasnie mamy umyc) nalejemy wody, a nastepnie wpuscimy
krople plynu do mycia naczyn, np. Ludwika, to powierzchnia wody
nagle "rozstepuje sie". Widac to wyraznie, gdy na powierzchni wody
plywaja jakies drobne okruchy. Mozna przed wpuszczeniem kropli
Ludwika posypac powierzchnie wody drobno zmielona przyprawa,
aby lepiej zauwazyc to zjawisko. Powierzchnia wody zachowuje sie
podobnie do napietej blony gumowej przeklutej szpilka. Z kolei,
gdy solimy lub pieprzymy zupe na talerzu, czesto mozna zauwazyc
zjawisko odwrotne: powierzchnia zupy "sciaga sie" wokól soli czy
pieprzu. Jak mozemy wytlumaczyc te zjawiska?

Ciecz dazy wiec do zminimalizowania swojej powierzchni. Wyciagniecie
molekuly na powierzchnie, tzn. powiekszenie powierzchni cieczy wymaga
wykonania pracy. Energia pótrzebna do zwiekszenia powierzchni cieczy o jedna
jednostke nosi nazwe napiecia powierzchniowego.

*

Idea pomiaru napiecia powierzchniowego
jest bardzo prosta, chociaz wykonanie
precyzyjnych pomiarów w domu moze
byc trudne. Aby zmierzyc napiecie
powierzchniowe, na przyklad roztworu
mydlanego, wystarczy rozpiac blonke
mydlana na drucie wygietym w ksztalt
litery U z ruchoma poprzeczka.

~ 2F

Molekuly w cieczy utrzymywane sa przez przyciagajace sily
miedzyczasteczkowe. Zauwazmy, ze sytuacja molekul w glebi cieczy
i na powierzchni jest inna. Te w glebi sa przyciagane przez sasiadów
ze wszystkich stron i sila wypadkowa wynosi zero.

Molekula na powierzchni nie ma sasiadów
z jednej strony i dziala na nia sila
wypadkowa skierowana w glab cieczy.
Molekuly "nie chca" byc na powierzchni.
To tak, jak grupa uczniów, którzy cos
zbroili. Nikt nie chce wtedy stac na
brzegu, wszyscy chca byc w srodku grupy.

Wlasnie napiecie powierzchniowe
powoduje, ze powierzchnia cieczy
zachowuje sie jak elastyczna blonka.
Latwo sie o tym przekonac dmuchajac
banki mydlane. Blonka banki jest napieta
i wywiera cisnienie na znajdujace sie
wewnatrz powietrze. Kierujac koniec
slomki (od której jeszcze nie oderwala
sie banka) na plomien swiecy mozemy sie
przekonac, ze cisnienie nie jest wcale tak
male; plomien swiecy odchyli sie w bok.

Rozmawial Piotr HAJLASZ

- Dziekuje za rozmowe.
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Rozwiazanie zadania F 848.
Na samoch6d bedzie dziaiala skladówa
sily ciezkOll'ciF = mg sin a oraz sila
oporu powIetrza 0,,2. Po pewnym
czasie sily te zr6wnowaza sie,
tzn. mgsina = 0,,2. Wsp6lczynnik O
moiemy wyznaczyc z danych
odnoszacych sie do pojazdu:
p = Fma.:z; • tlml,l.% '= Cv:n(l.Z' gdzie
Fm••••= O,,~ ••••jest maksymalna
sila opor6w powietrza na poziomej
nawierzchni. Ostatecznie

_ Jmgsina. ":.. •••• 7 k /h,, __ 1>l10m.

Rozwiazanie zadania F 844.
Niech h" oznacza wysokolfc, na jaka
wzniesie sie pileczka po n-tym odbiciu.
a tn. oznacza czas wzbijania sie na
wysokoll'c h". Po kazdym odbiciu
pileczka traci te sama czesc swojej
energii. Stad h, = "h. h2 = "hl •

. f2h {'i:h;ltd., t = V g' t, = V g = .jiit.
t2 ~ (.jii)2t,oo. Calkowity czas ruchu
wyniesie

T = t + 2t, + 2t2 + ... =

= 2t(1 +.jii + (,j'iI)2 + ... ) - t.
Sumujac szereg otnymujemy

T = t~~ '" 19 sekund.
1 - .jii

Jesli ciagnac poprzeczke z sila 2F (sa dwie powierzchnie blonki, a wiec
na kazda dziala sila F) przesuniemy ja o odcinek x, to wykonana praca
wynosi LlW = 2Fx, a powierzchnia zmieni sie o LlS = 2lx (pamietajmy, ze sa
dwie strony!). Stad napiecie powierzchniowe wynosi

LlW F

a = LlS = T'
Jest wiec liczbowo równe sile na jednostke dlugosci brzegu potrzebnej, aby

rozciagnac blonke. Mierzy sie je w N/m, co tlumaczy do pewnego stopnia,
dlaczego wielkosc ta nazywana jest napieciem.

N apiecie powierzchniowe zalezy od rodzaju cieczy. W tabelce podajemy
wartosc a dla niektórych cieczy.

c1ecz t(OC)a(N/m)

aceton

200,0237

alkohol metylowy

200,0226
benzen

200,0288

rtec

150,487

roztwór mydla

200,025
woda

O0,0756
woda

200,0728
woda

1000,0589

Teraz mozemy juz wytlumaczyc zaobserwowane zjawiska. Dodanie srodka
do mycia naczyn powoduje lokalne zmniejszenie napiecia powierzchniowego.
Dlatego miejsce to zostaje rozciagniete przez obszar sasiedni, gdzie napiecie
powierzchniowe pozostaje duze. Dodajac troche soli zwiekszamy a i efekt jest
odwrotny. To wlasnie chec zmniejszenia napiecia powierzchniowego wody jest
glównym powodem dodawania srodka zmywajacego lub pioracego. Gdy woda
ma bardzo duze napiecie powierzchniowe, tzn. jest bardzo twarda, trzeba dodac

wiecej proszku do prania, aby ja zmiekczyc. Woda wnika wtedy we wszystkie
szpary (bo z tym wiaze sie przeciez powiekszenie powierzchni), powoduje
roz bicie tluszczów na drobniutkie kuleczki, które pózniej latwo wyplukac.

Oczywiscie, zachodza tez wtedy rózne reakcje chemiczne ulatwiajace pranie, ale
one nas tutaj nie interesuja.

Napiecie powierzchniowe jest odpowiedzialne za wiele zjawisk w przyrodzie.
W naczyniu znajdujacym sie w ziemskim polu grawitacyjnym energia cieczy jest
minimalna, gdy powierzchnia cieczy jest plaska. Natomiast spadajaca swobodnie

kropla cieczy przybiera ksztalt kulisty, gdyz w swoim ukladzie odniesienia
jest niewazka. Dziala wtedy jedynie sprezysta blonka powierzchniowa, która

nadaje cieczy forme o minimalnej powierzchni, tzn. forme kulista. Jest to
wykorzystywane przy produkcji srutu. Roztopiony olów spada kroplami
z duzej wysokosci do naczynia z woda, gdzie krzepnie w postaci równych kulek.
Krople deszczu spadaja swobodnie jedynie na poczatku spadania. Pod koniec

pierwszej sekundy spadania, pod wplywem rosnacego oporu powietrza ruch
staje sie jednostajny i krople deszczu nie maja ksztaltu kulistego. W sosie

octowo-olejowym do salatek mozemy po wstrzasnieciu zauwazyc idealnie kuliste
kropelki oliwy zawieszone w occie, gdyz ciezar oliwy jest równowazony przez sile
wyporu. Dobierajac odpowiednio gestosc mieszaniny wody i octu lub spirytusu
mozemy latwo zawiesic w niej naprawde duza krople oliwy. Z taka kropla
w st;t1i.ie niewazkosci mozna robic ciekawe doswiadczenia: pobudzac ja do drgan,

wprawiac w ruch obrotowy za pomoca patyczka i obserwowac, jak na skutek sily
odsrodkowej ulega deformacji, az w koncu rozpadnie sie na mniejsze krople.

Niestety, po tych doswiadczeniach trzeba znowu zmyc naczynia.
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Na odcinku miedzy masami ciezkimi zawsze dzialaja nastepujace przyspIeszenia:
ku masie ciezszej równe -(1- J-L)/(J-L + x)2, ku lzejszej równe J-L/(1 - J-L - x)2

i odsrodkowe w2 x równe w naszych jednostkach x. Czy ich suma
1-J-L J-L

I(x) =, 'n + ,_ 'n + x

moze gdziekolwiek byc równa zeru? Otóz widac, ze calkowite przyspieszenie
w punktach bliskich cialu ciezszemu moze byc dowolnie ujemne (bo skierowane
jest w lewo, a pierwszy mianownik moze byc dowolnie bliski zera). Podobnie
rozumujac zauwazamy, ze w punktach bliskich cialu lzejszemu calkowite
przyspieszenie moze byc dowolnie dodatnie (bo jest skierowane w prawo,
a drugi mianownik moze byc dowolnie bliski zera). Funkcja I(x) na tym
odcinku jest niewatpliwie ciagla, zatem gdzies miedzy masami ciezkimi musi
byc punkt, w którym I(x) = O. Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika
i uporzadkowaniu dostajemy równanie algebraiczne piatego stopnia na
niewiadoma x okreslajaca polozenie interesujacego nas punktu. Nie potrafimy,
co prawda, rozwiazania jawnie napisac, ale ono istnieje i mozna go szukac
np. numerycznie. Tak znalezlismy (prawie) jeden punkt, w którym r-ównowaza
sie trzy przyspieszenia; nazywa sie on dlatego (od lac. libra - waga) 'punktem
libracji (albo punktem Lagrange'a, poniewaz on pierwszy wskazal piec takich
punktów). W ramach cwiczen Czytelnik moze sam udowodnic, ze w prawo od
masy J-L i w lewo od 1 - J-L na osi x istnieje jeszcze po jednym takim osobliwym
punkcie, których polozenia okreslone sa równiez przez równania piatego stopnia.
Jest to zreszta dosc rzadki przypadek, by równanie piatego stopnia opisywalo
cos sensownego przyrodniczo. Te trzy tzw. liniowe punkty libracji oznaczane sa
tradycyjnie odpowiednio przez LI, L2 i L3.

Punkty libracji
Tomasz KWAST

Modelem bardzo czesto spotykanej w przyrodzie sytuacji jest ruch umownie
niewazkiej czastki ("ciala znikomego") w polu grawitacyjnym dwóch cial
o konkretnych niezerowych masach ("cial ciezkich") obiegajacych po orbitach
kolowych wspólny srodek masy. Chodzi o to, ze w tym modelu cialo znikome nie
wplywa na zadany z góry ruch cial ciezkich. Widac, ze model ten w przyblizeniu
powinien opisywac np. ruch pocisku lecacego z Ziemi na Ksiezyc lub czastki
gazu przelatujacej z jednej gwiazdy na druga. Badanie tego modelu nazywane
jest ograniczonym zagadnieniem trzech cial.

Ruch ciala znikomego wygodnie jest opisywac w ukladzie wspólrzednych
zaczepionym w srodku masy cial ciezkich i obracajacym sie wraz z nimi.
Ponadto, dla prostoty rachunków, wygodnie jest za jednostke masy przyjac
sume mas cial ciezkich (MI + M2 = M = 1), za jednostke dlugosci ich odleglosc
(R = 1) i taka jednostke czasu, by okres ich obiegu (T = 27rVR3 /GM) wynosil
27r. G oznacza tu stala grawitacji, która w tych jednostkach musi byc równa 1.
Latwo zauwazyc, ze w tych jednostkach równiez predkosc katowa obiegu, a wiec
i predkosc katowa naszego ukladu wspólrzednych (w = VGM/ R3), wynosi tez 1.
Mase lzejszego z cial o niezerowych masach mozna teraz oznaczyc przez J-L,

ciezsze musi miec zatem mase równa 1 - J-L, a ich odleglosci od srodka masy,
jako odwrotnie proporcjonalne do tych mas, wynosza odpowiednio 1 - J-L i J-L

(rysunek).

Ruch ciala znikomego w tym wirujacym ukladzie bedzie sie odbywac, oczywiscie,
pod wplywem przyspieszen grawitacyjnych ze strony obu mas ciezkich oraz
przyspieszenia odsrodkowego. Ruchem akurat zajmowac sie nie bedziemy,
stawiamy tylko akademickie pytanie: czy mozliwy jest w tym ukladzie
bezruch, tzn. czy istnieja w nim punkty, w których umieszczone cialo znikome
pozostanie tam na zawsze? Warunkiem k.oniecznym bezruchu jest zerowanie
sie przyspieszenia ciala, zatem by odpowiedziec na postawione pytanie, nalezy
sprawdzic, czy istnieja takie punkty, w których wspomniane trzy przyspieszenia .
równowaza sie.

L x2

y

/
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To nie wszystko. Otóz w plaszczyznie orbit cial ciezkich istnieja
jeszcze dwa punkty libracji, mianowicie w wierzcholkach trójkatów
równobocznych rozpietych na odcinku laczacym ciala ciezkie. Zgadnac
tego chyba sie nie da, ale sprawdzic jest bardzo latwo. Ku masie ciezszej
dziala przyspieszenie o wartosci bezwzglednej 1 - /-' i o skladowych
(1- p)[-cos600, -sin600] = (1- /-,)[-1/2, -0/2]. Ku masie lzejszej dziala
przyspieszenie /-' o skladowych p.[cos60°,- sin 60°] = p.[1/2, --/3/2]. Wreszcie
przyspieszenie odsrodkowe ma taka wartosc liczbowa, ile wynosi (w naszych
zmodyfikowanych jednostkach) odleglosc wierzcholka trójkata od srodka masy
ukladu, zatem jego skladowe to po prostu dlugosci przyprostokatnych trójkata,
którego ta odleglosc jest przeciwprostokatna: [1/2 - p., -/3/2]. Suma tych
trzech przyspieszen rzeczywiscie jest równa zeru. Tak sprawdzilismy istnienie
tzw. trójkatnych punktów libracji L4 i Ls.

Czy przyroda wykorzystuje istnienie punkt6w libracji? Pisalismy juz
o tym w Delcie, co prawda dosc dawno (Delta 7/1982), wiec przypomniec
chyba mozna. Ot6z kazdy z liniowych punkt6w libracji ma te wlasnosc,
ze dowolnie male zaburzenie bezruchu spoczywajacej w nim czastki powoduje
natychmiastowe i bezpowrotne oddalenie sie jej z miejsca startu - m6wimy,
ze liniowe punkty libracji sa niestabilne. Tu wiec natura nie jest w stanie
niczego na stale umiescic. Inaczej jest w punktach trójkatnych: czastka lekko
wytracona z punktu tr6jkatnego ma szanse przez pewien czas wykonywac
wok6l niego ruch okresowy, jezeli p. < 0,0385 ... Warunek ten jest spelniony
np. dla ukladu Slonce-Jowisz, dlatego w poblizu jego trójkatnych punkt6w
libracji przebywa kilkanascie tzw. planetoid trojanskich, tj. nazwanych imionami
bohater6w wojny trojanskiej. Podobnie podejrzewa sie obecnosci tzw. pylowych
satelit6w Ziemi w tr6jkatnych punktach libracji ukladu Ziemia-Ksiezyc.
Wskutek nieuniknionych w rzeczywistej sytuacji zaburzen ruchu ciala znikomego
czastki takie musza wczesniej czy p6zniej opuscic sasiedztwo swojego punktu
libracji, za to na ich miejsce moga przyleciec innej w rezultacie w punktach
trójkatnych ma prawo utrzymywac sie stale zgeszczenie drobnych czastek,
skladajace sie z czastek coraz to innych. Wprawdzie planetoidy trojanskie
jeszcze nie pouciekaly z miejsc stalego pobytu, ale cierpliwosci ...

Zadania Redaguje Pawel STRZELECKI

M 646. W przestrzeni trójwymiarowej dane sa cztery punkty nie lezace w jednej
plaszczyznie. Ile istnieje róznych równolegloscianów,dla których kazdy z tych punktów
jest jednym z wierzcholków?
Rozwiazanie na str. 16

M 647. O dwóch liczbach rzeczywistycha,b wiadomo tyle, ze nierównosc
a cos x + b cos3x > 1 nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych. Wykazac,
ze Ibl ~ l.
Rozwiazanie na str. 16

M 648. Nauczycielnapisal na tablicy trójmian kwadratowy x2 + 3x + 15. Nastepnie
wszyscy uczniowiew klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich zmniejszal albo
zwiekszal o jeden wspólczynnikprzy x albo wyraz wolny trójmianu. Na koniec okazalo
sie, ze na tablicy widnieje trójmian x2 + 13x + 5. Czy jest prawda, ze w pewnym
momencie na tablicy byl napisany trójmian o pierwiastkach calkowitych?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 343. Kierowcanieopatrznie zapomnial zaciagnac hamulec swojegopoloneza
pozostawionegona stoku góry o kacie nachylenia Q = 10°. Jaka najwieksza predkosc
bedzie mógl rozwinac staczajacy sie samochód?
Dane dotyczace poloneza: masa m = 1200kg, moc silnika P = 55 kW, maksymalna
predkosc na poziomej nawierzchni Um a", = 140 km/h.
Rozwiazanie na str. 5

F 344. Pileczka kauczukowapo czasie t = 0,5 sekundy spadla na podloge. Odbila sie
na wysokosc17 = 0,9 pierwotnej wysokosci. Ile trwal caly ruch pileczki az do momentu
zatrzymania?
Rozwiazanie na str. 5
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mala delia

Jak Hooke objasnil prawo Archimedesa

Jesli mamy w duzym naczyniu wode i polozymy na niej kawalek drewna,
to drewno zanurzy sie troche i tak bedzie sobie plywac. To, ile sie
zanurzy, opisuje prawo Archimedesa. Mówi ono, ze zanurzanie trwa
dopóty, dopóki wyrazenie

v .Pc - x .V . Pp

jest dodatnie - V ozna.cza objetosc ciala) Pc jego ciezar wlasciwy) PP ciezar
wlasciwy plynu) w którym cialo zanurzamy) a x mówi) jaka czesc ciala juz
sie zanurzyla. Odjemna to ciezar ciala) a odjemnik to ciezar wypartego
przez to cialo plynu. Latwo zauwazyc) ze V nie ma tu nic do rzeczy 
zanurzanie trwa) dopóki

Pc - x· PP > O.

Jesli spojrzec na ten wzór bezmyslnie) to wyniknie z niego) ze kazde cialo
w pewnym momencie przestanie sie zanurzac. Mozna nawet obliczyc)
w jakiej sytuacji tak sie stanie:

x = Pc.
PP

Sprawdzmy) jaka czesc klocka drewnianego (powiedzmy sosnowego) musi
znalezc sie pod woda) by zanurzanie sie zakonczylo.

= 0)55 _ O 55x - ) .1
Zatem klocek przestanie sie zanurzac) gdy nieco wiecej niz jego polowa
znajdzie sie pod powierzchnia wody. Obliczmy to samo dla zelaznego
klucza ostroznie polozonego na powierzchni wody. Otrzymujemy

x= 7)8.

I teraz widac) ze wynik jest bez sensu - przeciez x to czesc zanurzona)
a nie mozna zanurzyc niczego bardziej niz w calosci) czyli

zawsze x ~ 1.

Gdy jest inaczej) zanurzanie nie moze sie zakonczyc. Dlatego zelazny
klucz bedzie sie zanurzal) az sie zatrzyma na dnie naczynia.

No dobrze) to kazdy wie i bez naszych obliczen. O tym tez byla
poprzednia M ala Delta. Zadajmy jednak dwa pytania.

Pierwsze bardzo glupie: jak jest mozliwe wobec tego) by po morzach
plywaly zelazne statki? Odpowiedz jest oczywista - ciezar wlasciwy
to stosunek ciezaru do objetosci; ciezar wlasciwy statku jest nawet
mniejszy niz drewna. Przeciez) aby go obliczyc) nalezy podzielic ciezar
statku przez cala jego objetosc) a nie tylko przez objetosc zelaza)
z którego jest zbudowany.
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Pytanie drugie wiaze sie z eksperymentem. Do takiego samego naczynia
jak poprzednio nie nalewamy wody, lecz nasypujemy drobnego suchego
piasku. Na jego powierzchni kladziemy zelazny klucz. Zgodnie z naszymi
obliczeniami powinien on natychmiast utonac w piasku, gdyz koncowi
zanurzania odpowiada

x = ~': I::l 4,9> 1.,
Klucz jednak nie tonie. Kazdy z oburzeniem powie: przeciez piasek nie
jest plynem. Prawda, ale na czym polega róznica? Co takiego rózni
sypki, drobny piasek od plynu? Przeciez latwiej jest np. "nalac" go
do szklanki, niz, powiedzmy, miód.

Pytanie to zadal sobie (i innym) angielski fizyk Robert Hooke. Bylo
to ponad trzysta lat temu. Hooke nie tylko zadal to pytanie, ale tez
odpowiedzial na nie - wskazal mianowicie sposób, by sklonic piasek do
zachowywania sie jak woda. Wprawmy bowiem naczynie z piaskiem
i lezacym na nim kluczem w drgania (mozna postawic go na masce
traktora z wlaczonym silnikiem albo na pokrywie pracujacej pralki,
mozna wreszcie potrzasac delikatnie naczyniem trzymanym w reku) 
klucz utonie. Spróbujmy teraz sprawdzic, czy przedmioty o mniejszym
niz piasek ciezarze wlasciwym beda sie wynurzac - wepchnijmy gleboko
w piasek kawalek drewienka, wprawmy naczynie w drgania i zobaczymy,
ze drewienko wyplynie na powierzchnie.

Hooke wyciagnal stad wniosek, ze woda to wlasciwie taki piasek, tylko
odpowiednio energicznie drgajacy. Tak, jego zdaniem, zbudowane sa
wszystkie plyny (ciecze i gazy). Z tego pomyslowego doswiadczenia
narodzila sie koncepcja zwana kinetyczno-molekularna teoria budowy
cial. Kazda substancja, w mysl tej teorii, jest w swej budowie podobna
do piasku, a jej zachowanie zalezy od tego, jak bardzo intensywne sa
drgania jego ziarenek.

Kazda substancja, bo rozciagnieto te teorie równiez i na ciala stale.
Sprawdzono, ze energia drgan czasteczek danej substancji zalezy od jej
temperatury. A poniewaz ciala stale mozna stopic, wiec wymyslono,
ze jest to zlamanie struktury krystalicznej (lub podobnej do niej), która'
nie pozwala cialu stalemu zmieniac ksztaltu. To zreszta dalo sie potem
równiez sprawdzic. A na pomysl, ze tak jest, mozna bylo wpasc równiez
z tego powódu, iz ochlodzona woda przeciez zmienia sie w cialo stale
-lód.

Najciekawsze w tym wszystkim jest to, ze poszczególnych "ziarenek"
wody nie mógl Hooke zobaczyc zadnym sposobem. My dzis umiemy
je obejrzec tez tylko posrednio. Sa one zbyt male, by daly sie ogladac
chocby najlepiej uzbrojonym okiem - maja rozmiar 0,00000001 cm.
Mimo ze nigdy ich nie widzial, umial Hooke jednak odtworzyc ich
zachowanie metoda zrecznie pomyslanej analogii.

Jesli ktos mado dyspozycji drobny groszek styropianowy i drobny
olowiany srut, moze przeprowadzic nastepne pouczajace doswiadczenia:
- w "styropianowej wodzie" drewno tonie,
- w "srutowej wodzie" zelazo plywa, ,
- "piaskowa oliwa" wyplywa na wierzch "srutowej wody"
i wiele innych, które na tych motywach mozna obmyslic. Mozna tez
budowac okrety i lodzie podwodne dostosowane do kazdej z tych "wód" .

Mala Delte przygotowalMarek KORD OS
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Rys. 1

o dwóch modelach

Zdzislaw POGODA

Gdy Janos Bolyai i Nikolaj Lobaczewski (którego 200. rocznice urodzin
wlasnie obchodzimy) budowali podstawy geometrii nieeuklidesowej, jednym
z najwazniejszych zadan, z którym próbowali sie uporac, bylo wykazanie
niesprzecznosci nowej teorii. Nalezalo wykazac, ze w geometrii nieeuklidesowej
nie mozna znalezc dwóch zdan wzajemnie sprzecznych. Niestety, ani
Lobaczewski, ani Bolyai nie byli w stanie w pelni rozstrzygnac tego problemu.

Zagadnienie moglo byc rozwiazane dopiero przez wskazanie odpowiedniego
modelu geometrii nieeuklidesowej. Pierwszy taki model zaproponowal
w 1868 roku Beltrami. Jednakze najbardziej znane (i pogladowe) sa dwa inne
modele: model kolowy Kleina i, równiez w kole, model Poincarego. Kazdy z nich
ma swoje wady, lecz takze kazdy ma szereg zalet. Przyjrzyjmy sie im.

Rys. 2

RYB. 3

W modelu Kleina plaszczyzne stanowi wnetrze kola, a prostymi sa cieciwy
okregu tegoz kola (rys. 1). Proste wygladaja euklidesowo, ale nic nie jest
za darmo'. Za ich euklidesowy ksztalt nalezy miedzy innymi zaplacic w ten
sposób, ze euklidesowe, widziane przez nas, katy miedzy prostymi nie sa katami
w geometrii nieeuklidesowej. Na przyklad, dwie proste prostopadle w tym
modelu zazwyczaj nie beda reprezentowane przez prostopadle cieciwy. Równiez,
aby proste (a tym samym i plaszczyzna) byly nieograniczone, odleglosc musi byc
okreslona w inny, bardziej specyficzny sposób. Przypomnijmy to okreslenie.

Wybierzmy dwa punkty A i B, poprowadzmy cieciwe o koncach P, Q
(przypominamy, nie nalezacych do modelu) przechodzaca przez te punkty
(porównaj rys. 1); odleglosc obliczamy wedlug wzoru

(AP AQ)d(A, B) = In Bp: BQ .

Analizujac te formule mozna sie przekonac, ze spelnia ona wlasnosci,
których zazwyczaj oczekujemy od odleglosci. Jest to jednak odleglosc
nieeuklidesowa. Na przyklad dwie cieciwy o wspólnym koncu sa w modelu
prostymi równoleglymi. Ponadto obliczana w ten sposób dlugosc odcinka AP
jest nieograniczona (wystarczy przeanalizowac wzór, gdy B zbliza sie do P); AP
jest pólprosta. Studiujac wlasnosci modelu Kleina mozna wykazac, jak pewne
zaleznosci, które maja miejsce w geometrii euklidesowej, nie beda prawdziwe
w przypadku nieeuklidesowym (np. pewnik o równoleglych, porównaj rys. 1).

Drugi model, model Poincarego, budowany jest podobnie. Plaszczyzne stanowi
wnetrze kola, ale prostymi nie beda juz cieciwy, tylko luki okregów prostopadle
do brzegu naszego kola oraz jego srednice. Tracac euklidesowosc prostych
zyskujemy "wiernoka.tnosc"; katy, jakie tworza luki modelujace proste, sa katami
w geometrii nieeuklidesowej. W tym przypadku mozemy zobaczyc i mierzyc
zwyklym katomierzem katy nieeuklidesowe (rys. 2). Odleglosc okreslana jest
podobnie jak w poprzednim modelu.

Mozna wykazac, ze jeden model da sie otrzymac z drugiego wykorzystujac
odpowiednie rzutowania pólsfery: prostokatne w przypadku modelu Kleina
i stereograficzne w przypadku modelu Poincarego. Idea przejscia od 'jednego
modelu do drugiego przedstawiona jest na rysunku 3.

Odpowiednie wlasnosci tych rzutów pozwalaja na formulowanie wniosków
dotyczacych obu modeli i geometrii nieeuklidesowej. Przy okazji dostajemy
jeszcze jeden model geometrii Bolyaia-Lobaczewskiego, na p6lsferze.
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Istnieje inny ciekawy zwiazek modelu Poincarego z modelem Kleina, tym razem
bez odwolywania sie do przeksztalcen w przestrzeni. Zwiazek ten jest prosty
i ma jeszcze jedna zalete: daje pewien przepis na mierzenie katów w modelu
Kleina przy wykorzystaniu modelu Poincarego.

Niech k oznacza kolo, wnetrze którego sluzy za model Kleina, punkt D
niech bedzie jego srodkiem. Mozemy zapisac w skrócie k(D, r), gdzie r jest
dlugoscia promienia. Kazdemu punktowi X z modelu (czyli z wnetrza k)

przyporzadkujmy taki punkt X' lezacy na promieniu wyznaczonym przez D i X,
by

d(D, X') = !d(D, X),2

gdzie d(D, X') i d(D, X) sa nieeuklidesowymi dlugosciami odcinków DX'
i DX (rys. 4). Tak okreslone przeksztalcen~e bedzie przeprowadzalo proste
w modelu Kleina na proste w modelu Poincarego zbudowanym we wnetrzu tego
samego kolaj model Kleina w kole k(D, r) zostanie przeksztalcony na model
Poincarego w tym samym kole.

Rys. 4

Dla dowodu wybierzmy cieciwe AB reprezentujaca prosta w modelu Kleina.
Przetnijmy ja srednica PQ. Punkt przeciecia tych odcinków oznaczmy przez X.
Nastepnie przez punkty A i B poprowadzmy okrag kl prostopadly do brzegu k.
Srodek tego okregu znajdziemy prowadzac styczne do k w punktach A i Bj
punkt przeciecia tych stycznych bedzie srodkiem szukanego okregu. Niech X'
oznacza punkt otrzymany w wyniku przeciecia nowego okregu ze srednica PQ.
Jak latwo zauwaiyc, tak otrzymany punkt X' odpowiada punktowi X przy
przejsciu od modelu Kleina do modelu Poincarego pokazanemu na rysunku 3
(z jedna drobna róznica: kolo z modelu Poincarego zmniejszylismy tak, aby bylo
tej samej wielkosci co kolo z modelu Kleina).

Wystarczy teraz wykazac, ze wlasnie dla tego punktu zachodzi równosc

d(D, X') = !d(D, X).2

Z definicji odleglosci d marny

(OP XP) XQ r+OXd(O, X) = In OQ: XQ = In XP = In
oraz

(OP X'P) X'Q r+ OX'd(O,X') = In OQ: X'Q = In X'P = log - n •

Przedluzmy jeszcze srednice PQ tak, by otrzymac drugi punkt X" na okregu kl'
Nietrudno zauwaiyc, ze

OX'· OX" = r2
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· oraz z wlasnosci cieciw

QX· XP = AX . XB = X' X . XX"

albo inaczej

(r + DX)(r - DX) = QX· XP= X'X· XX" = (DX - DX')(DX" - DX).

I dalej

r2 - DX2 = (DX - DX') (~ - DX) = DX . ~ - r2 - DX2 + DX· DX'D~ D~ '
skad

( r2 ) 2r2DX'OX = 2r2: DX' + DX' = - - --- .
Ze zwiazk6w tych dostaniemy

r + DX [( 2r2DX') ( 2r2DX')]d(D,X)=ln_ r\'V=ln r+r2+DX'2 : r-r2+DXI2

=ln (r+DX')2 =21n r+DX' =2d(D X')
(r - DX')2 r - DX' "

a o to nam chodzilo. Prosta z modelu Kleina przeksztalcana jest na prosta
w modelu Poincarego.

Teraz mozna juz dosc prosto otrzymac przepis na zmierzenie kata miedzy
dwiema prostymi w modelu Kleina przechodzac do modelu PoincarElgo
konstruowanego wedlug po",,"yzszego schematu w tym samym kole. Czytelnik
zapewne sam odczyta schemat postepowania z przedstawionego rysunku.

~
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Rys. 5

Funkcje wielokrotne

W 1985 roku Janusz Murakowski zdobyl wyróznienie w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki za prace pt. Funkcje wielokrotne. Pomysl tej pracy jest bardzo ciekawy
i nie zostal on do konca wyczerpany (praca liczyla kilka stron), wiec przytoczymy go
ponownie licza,c na to, ze jego autor bedzie mial godnych nastepców. A oto ów pomysl.

Niech f :R -+ R bedzie jakas funkcja,. Oczywiscie, wiadomo, co to jest jej n-krotne
zlozenie f(n) = f o f o ... o f. Mozna jednak wprowadzic tez ulamkowe wielokrotnosci
funkcji. Przez fU/n) bedziemy rozumieli taka funkcje, ze jej n-krotne zlozenie da
funkcje f. Teraz juz wiadomo, jak okreslic wymierne wielokrotnosci funkcji

j(m/n) = j(1/n) o f(l/n) o ... o f(1/n) (m razy),

a stad krok do okreslenia rzeczywistych wielokrotnosci j(a), gdzie a jest dowolna, liczba,
rzeczywista. No dobrze, ale nasuwaja. sie od razu pytania ... My w tym momencie
konczymy. Reszte pozostawiamy Czytelnikom.

Piotr HAJLASZ
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O "do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 1993

!=44
Czol6wka ligi zadaniowej

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 233 (WT=1,47) i 234 (WT=2,99)
z numeru 1/1992

Ja.nusz 01szew.Jd - Suwa.Uri 43,15
Henryk Korna.cki - Augult6w 4.3,08
Ma.rek Pra.uza. - Por.J 40,12
Piotr Kumor • - Ol.ztyn 39,98
Mlro.ta.w Ma.tlQ:ga. - Skocz6w 38,'6
Przemyslaw Ga.dziri.kl- Sroda. SI. 36,49

, I , I- -
I I

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 131 (WT=3,04) i 132 (WT=3,22)

z numeru 1/1992
DzierzYlla.w Llpnia.cki - Lublin 29,11
Toma.1Z Wietecha. - Tiuntsw 21,31
przemy.ta,w Gwory. - CZ~lltochowa. l T,87
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.n6w 15,91
Oa.rtu.z Wilk - Rzeszów H. ,87

Zadania z matematyki nr 247, 248

Redaguje Marcin E. KUCZMA

247. Udowodnic, ze srednie: arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna

A = (a + b + c)f3, G = (abc)1/3, H = 3/(a-1 + b-l + C-l)

dowolnych liczb dodatnich a, b, c spelniaja nierównosc

3A2 + G2 2: 4G3H-l.

248. Wyznaczyc wszystkie pary liczb naturalnych x, y spelniajace warunek
xy

NWW(x, y) = { } . { _.max x, y - mm x, y

Zadanie 248 zaproponowal pan Piotr Jurczyszyn z Opola.

Zadania z fizyki nr 145, 146

Redaguje Jerzy B. BROJAN

145. Rozchodzeniu sie dzwieku na duze odleglosci (przy silnych wybuchach)
towarzyszy czesto wystepowanie zewnetrznej strefy slyszalnosci oddzielonej
strefa ciszy od bezposredniej okolicy zródla dzwieku. Objasnic to zjawisko
i obliczyc lub orientacyjnie ocenic promien zewnetrznej strefy slyszalnosci
zakladajac, ze temperatura powietrza maleje od -10° C przy powierzchni
do -70°C na wysokosci 13 km, a nastepnie rosnie do O°C na wysokosci 50 km.

Wskazówka. Predkosc dzwieku w gazie dana jest wzorem

v= JR:~,
gdzie p, - masa molowa, ~ = cp/ Cv (stosunek ciepla wlasciwego przy stalym
cisnieniu do ciepla wlasciwego przy stalej objetosci). Zmiany skladu chemicznego
atmosfery oraz zakrzywienie powierzchni Ziemi zaniedbac.

146. Dwie plaskie, równolegle i nieskonczone plyty przewodzace sa uziemione
i odlegle o d. W polowie odleglosci miedzy plytami znajduje sie punktowy
ladunek q. Obliczyc sile dzialajaca na kazda z plyt.
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Regula przekory

W artykule tym chcemy omówic bardzo pozyteczna
regule wykryta empirycznie przez Le Chateliera
ponad 100 lat temu (w 1884 roku) i trzy lata pózniej
uzasadniona teoretycznie przez Karla Brauna.
Stosowana jest ona przede wszystkim w chemii
do przewidywania zachowania sie pbd wplywem
zmian temperatury czy cisnienia ukladów bedacych
w równowadze. Wyjasnienie istnienia takiej reguly jest
jednak dosc ogólne, 'a jednoczesnie proste.

Regula stwierdza, ze jesli uklad w stanie równowagi
zostanie poddany dzialaniu czynnika zewnetrznego
(np. ogrzaniu czy sprezeniu), to w ukladzie zajda takie
zmiany, które zmniejsza wplyw tego czynnika (stad
czasem spotykana nazwa: regula przekory).

Podamy teraz kilka przykladów zastosowania tej
reguly, by na koncu wyjasnic jej pochodzenie.

Na poczatek najprostsze zastosowania.

Wszystkie ciala maja dodatnie cieplo wlasciwe, gdyz
wedlug powyzszej reguly podczas ogrzania cialo musi
dazyc do zmniejszenia wplywu wzrostu temperatury,
czyli musi pochlaniac cieplo.

Przy zwiekszaniu cisnienia ciala zmniejszaja swoja
objetosc, by przeciwdzialac temu wzrostowi.

Cieplo topnienia jest dodatnie, poniewaz przy
podgrzewaniu mieszaniny ciala stalego i cieczy
równowaga przesuwa sie w strone cieczy - oznacza to,
ze cialo' stale topniejac musi pochlaniac cieplo.

Regula ta pomaga równiez odpowiedziec na
mniej oczywiste pytania. Na przyklad, czy
rozpuszczanie dwutlenku wegla w wodzie zwiazane
jest z wydzielaniem czy pochlanianiem ciepla? Kazdy
wie, ze ciepla woda mineralna czy Coca-Cola zawiera
mniej dwutlenku wegla niz zimna - m.in. z tego
powodu trzymamy je w lodówce. Z tego wynika,
ze ze wzrostem temperatury maleje rozpuszczalnosc
dwutlenku wegla w wodzie. Regula wskazuje, ze przy
rozpuszczaniu gazu musi byc wydzielane cieplo, gdyz
wtedy przy ochlodzeniu ukladu rozpusci sie wiecej
gazu i wydzieli sie cieplo przeciwdzialajac w ten
sposób spadkowi temperatury.

Ostatni przyklad, który omówimy, zastosowania
tej reguly w chemii dotyczy reakcji produkcji
amoniaku z mieszaniny wodoru i azotu. Wezmy
pod uwage mieszanine wodoru H2 i azotu N2
w pewnej temperaturze T i przy pewnym cisnieniu p.
W ukladzie takim zachodza równoczes'nie reakcje
tworzenia amoniaku NH3 i rozpadu amoniaku
z powrotem na wodór i azot. Jezeli uklad jest

.w równowadze (co zakladamy), to reakcje w obie
strony zachodza z równa szybkoscia i stezenia
(cisnienia parcjalne) wszystkich gazów sa stale, nie
zaleza od czasu.
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Mozemy reakcje te zapisac nastepujaco:

3H2 + N2 +-+ 2NH3 + 110 kJ.

Zapis +110 kJ oznacza, ze powstaniu dwóch moli
amoniaku towarzyszy wydzielenie 110 kJ ciepla.
Regula Le Chateliera mówi, ze jezeli taki uklad
podgrzejemy, to równowaga przesunie sie w strone
wiekszego stezenia wodoru i azotu. Dzieje sie tak
dlatego, gdyz rozpad kazdej czasteczki amoniaku na
wodór i azot powoduje pobranie z ukladu pewnej.
ilosci ciepla, czyli zmniejszenie temperatury. Z kolei,
jesli zwiekszymy cisnienie w ukladzie, to równowaga
przesunie sie w strone wiekszego stezenia amoniaku,
poniewaz reakcja przebiegajaca w prawo przeksztalca
cztery mole gazu w dwa mole gazu, co przy tej samej
objetosci powoduje zmniejszenie cisnienia.

W fizyce uzywamy tej reguly bardzo czesto nie
uzywajac jej nazwy. Na przyklad, jesli do ciezarka
zawieszonego na sprezynie dolozymy dodatkowy
ciezarek, spowoduje to wydluzenie sprezyny. Oznacza
to, ze wydluzenie sprezyny powoduje powstanie
wiekszej sily przeciwnie skierowanej do sily ciezkosci
pochodzacej od dodatkowego ciezarka. ,

Przejdzmy do wyjasnienia pochodzenia reguly
Le Chateliera-Brauna. Wówczas jej. powszechnosc
stanie sie zrozumiala.

Wyobrazmy sobie sytuacje, kiedy regula
Le Chateliera-Brauna nie jest spelniona, a uklad
jest w równowadze (to bardzo istotne zalozenie,
jak zaraz zobaczymy). Na przyklad, zalózmy,
ze przy podwyzszeniu temperatury równowaga
w mieszaninie azotu, wodoru i amoniaku przesuwa
sie w strone amoniaku. Jezeli teraz w pewnym
miejscu ukladu temperatura lokalnie podniesie sie
np. o O,OI°C, to powstanie w tym miejscu wiecej
amoniaku i jednoczesnie wydzieli sie troche ciepla.
To wydzielone cieplo spowodowaloby zwiekszenie
temperatury i równowaga przesunelaby sie jeszcze
bardziej w strone amoniaku. Jezeli nie byloby zadnego
innego czynnika hamujacego, to proces postepowalby
lawillowo, az do calkowitego przeksztalcenia
mieszaniny w amoniak (plus nadmiar azotu lub
wodoru) i wydzieleniu ogromnej ilosci ciepla. Ale
male fluktuacje w ukladzie zawsze sie zdarzaja, wiec
uklad nie mógl byc w równowadze wbrew zalozeniu.
Czyli regula ta sprowadza sie do dosc zrozumialego
faktu, ze na to, aby uklad byl w równowadze
trwalej, musi miec ujemne sprzezenie zwrotne przy
wszystkich mozliwych malych wytraceniach tego
ukladu z polozenia równowagi .

Z tego widac, ze o ile u ludzi przekora najczesciej
wyprowadza z równowagi, to w swiecie materialnym
przekora jest niezbednym warunkiem równowagi.



Rozwi"zanie zadania M 646.
Aby jednoznacznie okrell'lic

r6wnolegloll'cian, wystarczy zadac jeden
jego wierzcholek i trzy plaszczyzny
"ll'rodkowe" (wszystkie wierzcholki
r6wnolegloll'cianu leza w tej samej
odlegloll'ci od takiej plaszczyzny;
jest ona r6wnolegla do dw6ch ll'cian
r6wnolegloll'cianu i przechodzi przez
jego ll'rodek symetrii).

Dla czterech punktów A, B, C i D
(nie lezacych w jednej plaszczyznie)
znajdziemy siedem plaszczyzn r6wno
odleglych od kazdego z nich (cztery
z tych plaszczyzn oddzielaja po jednym
punkcie od pozostalych trzech, trzy zall'
oddzielaja od siebie skoll'ne krawedzie
czworoll'cianu ABCD). Z siedmiu
plaszczyzn mozna wybrac

(7) 7·6·5
= --- =35

3 1·2·3
r6znych trójek. Trzy plaszczyzny
ll'rodkowe równolegloll'cianu
przecinaja sie w jednym punkcie,
zatem z 35 tr6jek nalezy odrzucic
te, które skladaja sie z trzech
plaszczyzn równoleglych do jednej
prostej; Czytelnik latwo zauwazy,
ze takich trójek jest szell'c - tyle, ile
krawedzi ma ezworoll'cian ABCD.
Równolegloll'cian6w spelniajacych
warunki zadania jest zatem
35 - 6 = 29.

Rozwi"zanie zadania M 641.
Niech f(x) = acos x + bcos 3x; mamy

f(mr) = (-I)"(a+b) dianEN,

f(1</3)= ~-b,2

f(21</3) = -~ + b.2 .

Stl\d, poniewal, nier6wnoll'c f(x) > l nie
llla r01,witV;lu'i, dostajclllY leJ, + hl ~ 1
orny. 1(.& - 2bl ~ 2. Zatclu 1. uier6wllOtki
trójkata

31bl = I(b + a) + (2b - a)1 ~ 1+2 = 3,

C7.yli teza 1,adania jest prawdziwa.

Rozwl"zanle zadania M 648.
Zauwa.i.luy, 1.(' ka,r.dy '/. ner.uiów

dokol1uj •.\<, 'I,luiany Opitlt'lll'j
w trt'lki 1.adauia 1.lJlicuia. () ± 1
wa.rto~l t,r6juliau\I dla. oZ = -1.
Dla. x = -1 tr6jluiau llapilm,l1Y pr7.('1.
uau('j'.y(·it·la lua wartotCl 12, tr6juliau
1.iLK kOl'it'OWY 11H' wartoafl -7. Z"tt'Ul
w IH'WUYUl 111{)lllt~lldt~ na. t,a.hlky hyl
napisany tr6jlllian, kt6re'go wartoM
(lIa x = -1 hyla r6wna (l. Tr6jlllian
o wsp6k1.ynnikadl <alkowitydl
i j(~dUYI11 pit'rwiaKtku ('u.lkowitYIU lua
oha pi,'rwi"stki ('alkowite', j,'ll'li tylko
wSl'6ln.ynuik I'n.y x2 je'ot. r6wuy l.

Patrz w niebo

W 1931 r. Karl Jansky, inzynier z Bell Telephone Laboratory, wykryl radiowe
promieniowanie "z nieba" nasilajace sie i slabnace w okresie zblizonym
do 24 godzin. Odkrycie zostalo dokonane przypadkiem, gdyz Jansky badal
wtedy rozchodzenie sie fal radiowych stosowanych w lacznosci. W ten sposób,
chociaz niechcacy, wykonane zostaly pierwsze astronomiczne obserwacje
radiowego promieniowania pochodzacego z Drogi Mlecznej, a w szczególnosci
z centrum Galaktyki. Powstala radioastronomia.

W 1979 r. rozpoczela sie era obserwacji przeciwnego konca widma
promieniowania elektromagnetycznego. W tym mianowicie roku rozpoczal prace
sztuczny satelita HEAO 3 (High Energy Astronomical Observatory) wyposazony
w detektory promieniowania gamma. Jego aparatura stwierdzila obecnosc w tym
zakresie silnej linii widmowej odpowiadajacej energii kwantów 1,809 Me V.
Aparatura ta, choc najlepsza w owym czasie, byla na tyle marna, ze nie byla
w stanie okreslic polozenia zródla tej linii. Nie dawalo sie to zreszta'zrobic
jeszcze przez dluzszy czas. O samej linii wiadomo bylo, ze pochodzi z rozpadu
radioaktywnych jader 26 Al. Okres polowicznego rozpadu tego izotopu wynosi
720000 lat, skad wniosek, ze 26 Al musial w Galaktyce powstac niedawno badz
jest produkowany stale.

Wreszcie w 1987 r. trzej astronomowie z Instytutu Maxa Plancka wykonali
szereg obserwacji kosmicznego promieniowania gamma za pomoca teleskopu
wyniesionego w górne warstwy atmosfery ... balonem. Mogac sledzic zakres
energii od 1 do 14 MeV znalezli, oczywiscie, linie pochodzaca z rozpadu 26 Al
oraz zdolali sporzadzic mape jej natezenia na niebie. Okazalo sie, ze zródlo
linii lezy w kierunku centrum Galaktyki. Rozdzielczosc tej ma.py nie byla zbyt
wielka, a liIiie 1,809 MeV moga produkowac gwiazdy nowe, supernowe lub
Wolfa-Rayeta (sa to supergorace gwiazdy z rozleglymi i szybko rozszerzajacymi
sie otoczkami), które wlasnie skupiaja sie zarówno w plaszczyznie Drogi
Mlecznej, jak i w kierunku na centrum Galaktyki. Nie mozna wiec bylo od razu
rozstrzygnac, skad wlasciwie linia 1,809 MeV pochodzi. Jednak gdyby byla ona
tworzona w tego rodzaju obiektach, to - jak stwierdzili teoretycy - powinna
jej towarzyszyc np. linia 1,16 MeV pochodzaca od 44Ti, czego obserWacje nie
potwierdzily .

Pozostal wniosek, ze to samo centrum naszej Galaktyki jest istotnie na tyle
aktywne, ze emituje promieniowanie w kazdym razie w obu skrajnych zakresach
widma, a domyslnie - w calym widmie, tylko ze przez materie miedzygwiazdowa
nie wszystko moze sie przedostac. Do wyjasnienia mechanizmu tej emisji
jest chyba jeszcze daleko, aczkolwiek przypisuje sie ja coraz chetniej czarnej
dziurze tkwiacej w centrum Galaktyki. W ogóle aktywnosc naszej Galaktyki,
na szczescie dosc slaba, chyba nikogo juz nie dziwi, a odkrycie aktywnosci
u kolejnych galaktyk nie budzi sensacji. Byc moze wszystkie galaktyki sa
w jakims stopniu aktywne - kwestia tylko w natezeniu tej aktywnosci.

Tomasz KWAST

W starym doku w japonskim miescie Yokosuka powstaje nowy instytut naukowy.
Przez pietnascie lat prowadzone tam beda badania biologiczne mikroorganizmów
zyjacych w oceanie na duzych glebokosciach. Instytut bedzie dysponowal okretami
podwodnymi, w tym okretem Shinkai 6500 - rekordzista swiatowym pod wzgledem
glebokosci zanurzenia zalogowych okretów podwodnych. Wydobyte z duzych
glebokosci mikroorganizmy w specjalnych cisnieniowych pojemnikach zostana
przeniesione do zautomatyzowanych laboratoriów mikrobiologicznych. Tam pod
cisnieniem kilkuset atmosfer, w temperaturach od ponizej zera do powyzej 100°C
i przy róznych kwasowosciach beda hodowane i badane. Naukowcy maja nadzieje
uzyskac w ten sposób informacje o wczesnym okresie rozwoju zycia i ekologii duzych
glebokosci. Przemysl japonski czeka natomiast na odkrycie organizmów o unikalnych
wlasnosciach, które mozna by wykorzystac. Q tym, ze badania organizmów •
zyjacych w ekstremalnych warunkach moga przyniesc wymierne korzysci, swiadczy
przyklad uzyskania z bakterii znalezionych w gora.cych zródlach enzymów mogacych
przeprowadzac reakcje polimeryzacji.
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Pokrywamy plaszczyzne kwadratami
Mamy dany taki nieskonczony ciag liczbowy {rn},00

ze L r~ = 00; wykazac, ze kolami o pro;;Ueniach rn mozna
n=l

pokryc plaszczyzne.

Zadanie to pochodzi z jednej ze studenckich olimpiad
matematycznych w ZSRR; ponizej przedstawimy piekne
rozwiazanie, autorem którego jest A. Bachszecjan,
pracownik Uniwersytetu w Erewaniu .

Na wstepie zauwazmy, ze teza zadania równowazna jest
mozliwosci pokrycia plaszczyzny kwadratami o bokach rn •

(rvlz)' < 1rr' < (2r)' = 2(rv'2)'

Rozpatrzymy dwa przypadki: albo istnieje takie e > 0,
ze rn ~ e dla nieskonczenie wielu n, albo dla kazdego
e > ° mozna znalezc tylko skonczona liczbe wskazników n,
dla których rn ~ e. W pierwszym przypadku teza jest
oczywistaj za pomoca nieskonczenie wielu kwadratów
o bokach równych e mozna pokryc plaszczyzne, uda sie
wiec to przy uzyciu kwadratów wiekszych. Zajmijmy sie
zatem drugim przypadkiem.

Mozemy zalozyc, ze {rn} jest ciagiem nierosnacym.
Dlaczego? Wezmy dowolne ij promieni wiekszych od ri
jest skonczenie wiele, mozemy je wiec uporzadkowac od
najwiekszego do najmniejszego. Postepujac tak dalej,
mozemy ustawic promienie w ciag monotoniczny.

Bedziemy rozwazac kola bez brzegówj jesli nimi da
sie pokryc plaszczyzne, to i kolami domknietymi tez.
Wybierzmy dowolny punkt Ol na plaszczyznie jako srodek
kola o promieniu rl. Zbiór punktów nie nalezacych do
tego kola jest domkniety, istnieje zatem. taki punkt O2 nie
nalezacy do kola, ze odleglosc dowolnego punktu spoza kola
od Ol jest nie mniejsza niz odleglosc Ol od O2 (oczywiscie,
bedzie to dowolny punkt z okregu). Po co wprowadzac
punkt O2 w taki sposób, a nie od razu brac element

·~o\'
~

0«~~
10/92

(20)

W roku 1983 Miedzynarodowy Kongres Matematyków
odbywal sie w Warszawie. Kilku matematyków
zagranicznych ze zdziwieniem zauwazylo nazwisko
Banacha nad przednimi szybami niektórych tramwajów.
Gdy poprosili gospodarzy o wyj asnienie, dowiedzieli
sie, ze istnieje w tym miescie ulica, nazwana imieniem
Stefana Banacha. Koniecznie chcieli te ulice zobaczyc,
udali sie wiec na nia odpowiednim tramwajem. Kiedy
dotarli na miejsce, okazalo sie, ze znajduje sie tam
sporej wielkosci niezab1.idowany obszar. Stwierdzili
wówczas zgodnie, ze nie jest to "ulica Banacha", ale
raczej "przestrzen Banacha"· ...

Galeria Jednego Cytatu
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- Aksjomat wyboru to potezne narzedzie ...

(z wykladu dla student6w matematyki)

z brzegu? Bo w analogiczny sposób mozna rozumowanie
powtarzac, konstruujac kolejne kola i korzystajac z tego,
ze ich suma jest zbiorem otwartym. W punkcie O2
umieszczamy kolo o promieniu r2, a jako 03 obieramy
którys z punktów spoza sumy dwóch kól o minimalnej
odleglosci od Ol. l tak dalej ...

Przypuscmy, ze po wykorzrstaniu wszystkic~ rn
skonstruowana powyzej nieskonczona suma kól nie
pokryje calej plaszczyzny i wezmy punkt P nie nalezacy
do otrzymanej figury. Wówczas figura nasza zawiera
sie w kole o srodku Ol i promieniu R + rl, gdzie R jest
odlegloscia Ol od P. Rozwazmy teraz kola o srodkach
w punktach On i promieniach rn. Sa one parami

2
rozlacznej gdyby bowiem kola o numerach j i k mialy
punkt wspólny (j < k), to Ok nalezaloby do kola
o srodku Oj i pr9mieniu rj, co jest - na mocy konstrukcji
- niemozliwe. Wobec tego suma pól mniejszych kól jest
nie wieksza niz 7T(R + rI)2j ale z drugiej strony wynosi

00 2

ona 7T L rn, czyli nieskonczonosc. Uzyskana sprzecznosc
n=l 4

konczy dowód.

Wykazalismy, ze jesli mamy rodzine kwadratów
o nieskonczonej sumie pól, to da sie nimi pokryc
plaszczyzne. A gdyby kwadraty zastapic prostokatami?
Odpowiemy na to w nastepnym EPSILON/E, niemniej
jednak zachecamy Czytelników do samodzielnego
zmierzenia sie z tym zadaniem.

Armen EDIGARIAN

R"dakcja EPSILONA: Kr7.ysztof Ciesielski (nanelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda. Ananiasz Po~miechowski.
Adr"s do kort·spond.'ncji: K. Ciesi<'lski. Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4. 30-059 Krak6w, z dopiskiem ~.

16



0000:::'"

:-:.:.:.:

........
.:::::=:

~::

w
Komputerowa

matematyce i jej
rewelacja
zastosowaniach

17

"Mathematica: A System for Doing Mathematics by Computer" jest
wszechstronnie rozbudowanym i otwartym systemem oprogramowania
komputerowego. Umozliwia wygodne i szybkie prowadzenie bardzo
precyzyjnych obliczen zarówno numerycznych, jak tez symbolicznych oraz
ich graficzna wizualizacje. System Mathematica oddaje tez do dyspozycji
uzytkownika nowoczesny, proceduralny jezyk programowania wysokiego
poziomu. Moze byc stosowany zarówno na poziomie edukacyjnym,
jak tez profesjonalnym w naukach matematyczno-przyrodniczych,
politechnicznych, ekonomicznych czy tez spolecznych.

System mozna zainstalowac zarówno na komputerach osobistych klasy
Macintosh, IBM PC 386, 486, na stacjach roboczych, takich jak: Silicon
Graphics, Evans & Shutherland, SUN, HP czy IBMj600Q, jak tez na
komputerach linii DEC lub CONVEX.

System Mathematica umozliwia prace, miedzy innymi, w nastepujacych
dzialach: arytmetyka, algebra macierzowa, analiza spektralna
(na przyklad obliczanie transformat Fouriera i Laplace'a), analiza
funkcjonalna (badanie funkcji, rózniczkowanie, calkowanie, rozwiazywanie
równan rózniczkowych, optymalizacja), rachunek prawdopodobienstwa
i statystyka. Oto, jak prosto calkuje sie numerycznie" funkcje sin(sin(x))

In [1] :=NIntegrate [sin[sin[x]] ,{x,O,pi}]
Out [1] :=1.78649,

gdzie In [1] := to znak zachety (prompt) systemu Mathematica,
po którym nalezy wpisac polecenie; odpowiedz otrzymuje sie w postaci
Out [1]: = ...

System Mathematica jest ciagle rozbudowywany, istnieje bogata
literatura omawiajaca zastosowania systemu Mathematica oraz
biblioteka specjalistycznych pakietów rozszerzajacych jej mozliwosci.
Wolfram Research Inc oferuje równiez granty umozliwiajace organizacje
laboratoriów Mathematica do celów edukacyjnych. Wydzial Fizyki,
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki oraz Wydzial Chemii UW
otworzyly Miedzywydzialowe Laboratorium Mathematica i tym samym
weszly do Educational Grant Program.

Wszelkich informacji dotyczacych systemu Mathematica i programu
grantów udziela ShockWave, Wolfram Research, Inc, Przedstawicielstwo
w Polsce, 02-936 Warszawa, ul. Bonifacego 74/94, tel. 42 59 18,
tel/fax 628 72 52.

Ryszard KUTNER

Na okladkach prezentujemy grafike wykonana za pomoca systemu
Mathematica.


