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Fale grawitacyjne
Nobel z astrofizyki

Tadeusz JARZEBOWSKI

Pojecie fal grawitacyjnych znane jest w swiecie fizyki juz od 75 lat;
pojawily sie one na gruncie ogólnej teorii wzglednosci. Einstein,
wysuwajac w roku 1918 hipoteze istnienia tych fal, sam powatpiewal
w mozliwosc zarejestrowania ich kiedykolwiek. A jednak stalo sie,
fakt ich emisji juz stwierdzono; ujawnily ja dwie obiegajace sie
gwiazdy neutronowe naszej Galaktyki, odlegle od nas o 25 tysiecy
lat swietlnych. Fale grawitacyjne z domeny hipotez przeszly do
fizycznych realiów.

Koncepcja fal grawitacyjnych (promieniowania grawitacyjnego)
miala swe zródlo w analogii miedzy polem elektromagnetycznym
i grawitacyjnym. Wiadome bylo od czasów Maxwella, ze poruszajaca
sie ruchem przyspieszonym czastka naladowana jest zródlem fali
elektromagnetycznej. Zgodnie natomiast z zalozeniami ogólnej
teorii wzglednosci poruszajace sie ruchem przyspieszonym cialo
obdarzone masa powinno byc zródlem fal grawitacyjnych. Role
ladunku elektrycznego przejmuje tutaj zatem masa. Ale wydajnosc
mechanizmu emisji jest tu znikomo mala; dla przykladu, belka
o masie 100 000 t i dlugosci 3 km, wykonujaca jeden obrót na
sekunde, emitowalaby promieniowanie o mocy zaledwie 10-24 W.

Z praw kwantowej teorii pola wynika, iz promieniowanie to
powinno byc skwantowane. Tak jak foton jest kwantem pola
elektromagnetycznego, tak grawiton bylby kwantem pola

grawitacyjnego. Masa spoczynkowa grawitonu (tak jak i fotonu)
równa sie zeru, z czego wynika, iz porusza sie on z predkoscia
swiatla. Spin fotonu jest równy 1, spin grawitonu zas 2.

Uzywajac jezyka relatywistycznego powiedzielibysmy, ze fale
grawitacyjne to zafalowania wlasnosci geometrycznych
czasoprzestrzeni. Sa to fale o zupelnie innej naturze niz
elektromagnetyczne. Co sie zas tyczy czestotliwosci, to dla
rozwazanych kosmicznych zródel zawieralyby sie one w zakresie od
kiloherców do mikro- czy nawet nanoherców. Sa to czestotliwosci
srednio znacznie nizsze niz te ze znanych nam dziedzin widma
elektromagnetycznego.

Jak mozna wykryc fale grawitacyjne? Otóz fale elektromagnetyczne
moga na przyklad naswietlac klisze czy tez byc rejestrowane
przez antene. Grawitacyjne natomiast przenikaja poprzez
materie, nie wywolujac w niej reakcji. Umieszczona w przestrzeni
kosmicznej komora iskrowa jest w stanie wylapac prawie kazdy
wysokoenergetyczny foton gamma; gdy natomiast chodzi
o grawitony, to szansa zarejestrowania ich jest przy dzisiejszych
mozliwosciach praktycznie zadna.

Jedna z mozliwosci detekcji fal grawitacyjnych opiera sie na
fakcie, iz przechodzac przez materie powinny one wprawiac ja
w drgania (rys. 1). W oparciu o to zjawisko prowadzil badania
Joseph Weber, anonsujac przed dwudziestu kilku laty odkrycie tych
fal pochodzacych z centrum Galaktyki. Nie potwierdzily tego jednak
pózniejsze badania. Falom grawitacyjnym udawalo sie skrywac przed
nami az do odkrycia ukladu podwójnego z pulsarem PSR 1913+16
(o którym byla mowa w Delcie 12/1993).
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Czy sukcesy
chodza parami?
Boleslaw KOPOCINSKI

Dosc powszechnie sadzi sie, ze sukcesy
lub nieszczescia zdarzaja sie
seryjnie. Równoczesnie w teorii
prawdopodobienstwa i jego zastosowaniach
lansuje sie tzw. próby Bernoulliego, bedace
ciagami jednakowo prawdopodobnych
i niezaleznych zdarzen losowych.
Konflikt tych pogladów zaznacza sie
na przyklad w genetyce, u podstaw
której lezy wspomniany schemat losowy
Bernoulliego, a jednoczesnie obserwuje sie
seryjny charakter zdarzen, na przyklad
plci potomstwa. Oczywiscie, kazdy
taki dylemat jest punktem wyjscia do
subtelnych analiz. Tutaj zajmiemy
sie jednym z nich nadajac mu postac
dylematu pacjenta przed operacja.
Podobne dylematy mozna by znalezc
w ubezpieczeniach, biznesie, sporcie itd.

Mozna mniemac, ze lekarz mówiac
o prawdopodobienstwie powodzenia przy
powaznej operacji ma na 'mysli iloraz liczby
powodzen przez liczbe przeprowadzonych
operacji. Takze pacjent na swój sposób
ocenia swoje szanse, ale poniewaz nie
dysponuje on zadnymi obserwacjami,
zwykle pozostaje mu tylko wewnetrzne
przekonanie, na przyklad, ze ma wiecej
szczescia od innych. Czesto pacjent zapada
po raz drugi na te sama chorobe i staje
powtórnie przed tym samym dylematem,
a zdarza sie, ze sytuacj a powtarza sie
wielokrotnie. Liczba dotychczasowych
prób i taka sama liczba dotychczasowych
sukcesów stanowia dane empiryczne,
na których opiera podjecie decyzji. I
Zwykle w opisanej sytuacji zainteresowani
przyjmuja, ze kolejne operacje mozna
traktowac jako próby niezalezne, z tym
samym prawdopodobienstwem sukcesu.
My takze przyjmiemy to zalozenie, ale
postaramy sie dokladniej je precyzowac.
Wielu wszakze jest przekonanych, ze po
kilku sukcesach prawdopodobienstwo
sukcesu wzrasta. Wykazemy, ze i ten
poglad jest takze w pewnym sensie
uzasadniony.

Przyjmijmy, ze spolecznosc chorych
jest zróznicowana, podzielona na
warstwy Wl, W2, ••• , WL (L ~ 2,
liczba warstw L nie ma tu wiekszego
znaczenia), a w kazdej warstwie jest inne
prawdopodobienstwo powodzenia przy
operacji. Niech prawdopodobienstwo tego,

ze pacjent nalezy do warstwy Wi bedzie Irówne P(Wi) = li, natomiast



Rys. 1. Fala grawitacyjna, przenikajac przez metalowy cylinder, moze wprawic
go w drgania. Drgania takie ujawnialyby fakt przebiegu fali. Na takiej zasadl.ie
móglby dzialac "teleskop" do obserwacji fal grawitacyjnych.

prawdopodobienstwo powodzenia dla osób
nalezacych do tej warstwy - Pi, gdzie
i = 1,2, ... ,L. Napiszmy jeszcze dla
porzadku, ze suma prawdopodobienstw
jest równa jednosci

L

(1) L,fi=l.

Pacjent mówiac o prawdopodobienstwie
sukcesu ma na mysli prawdopoqobienstwo
Pi dla swojej warstwy. Lekarz mówiac
o prawdopodobienstwie sukcesu ma na
mysli prawdopodobienstwo srednie

L

(2) P = L,J;Pi.

przed nadejsciem fal.i
w trakcie

po przejsciu fali

i=l

Pacjent mówiac o powtórzeniach
ciagle mysli o sobie. Z zalozen, które
przyjal, wynika, ze prawdopodobienstwo
powodzenia jest stale, a liczba przezytych
operacji nie ma znaczenia. Lekarz mówiac
o powtórzeniach ma na mysli róznych
pacjentów zglaszajacych sie do niego
na operacje. Dla niego interesujace
jest srednie prawdopodobienstwo p'
powodzenia dla pacjentów, którzy
po pierwszym powoqzeniu beda
operowani po raz drugi. Wykazemy, ze to
prawdopodobienstwo jest nie mniejsze
od p.

Unikajac zlozonego formalizmu teorii
prawdopodobienstwa w naszych
rozwazaniach wykorzystamy intuicyjne
poj ecie wartosci oczekiwanej. Przypuscmy
ze spolecznosc chorych liczy n osób.
Nalezy zatem oczekiwac, ze jest
nh, nh, ... osób w kazdej warstwie.
Biorac pod uwage prawdopodobienstwa
powodzenia stwierdzamy, ze nalezy
oczekiwac nhp1, nhp2, ... osób
w warstwach po operacji, razem np osób.
Zatem prawdopodobienstwa przynaleznosci
do warstw w spolecznosci chorych
pozostalych po pierwszym sukcesie sa

. f' l f l f' Lrowne i = -n iPi = - iPi, t = l, ... , ,
np P

a przez analogie do wzoru (2) otrzymujemy
nowe prawdopodobienstwo srednie

L

• 1 "f 2P = - L..., iPi·
P i=1

Zauwazmy, ze nierównosc P :::; p' latwo
udowodnic, bowiem jest ona równowazna
oczywistej nierównosci

L

p(p' - p) = L, J;(pi - p)2 ~ O,
i=1

przy czym nalezy pamietac o równosciach
(1) i (2).

Mozna zapytac, o ile wzrosnie srednia
szansa powodzenia po pierwszej operacji.

2

Otóz, z ruchem orbitalnym cial niebieskich powinna byc
zwiazana emisja fal grawitacyjnych. Czestotliwosc emitowanego

promieniowania wynosi mianowicie 1/(okres obiegu dwóch cial).
Emisja ta zachodzi kosztem energii ruchu tych cial; konsekwencja
tego powinno byc zatem systematyczne kurczenie sie orbit
i skracanie okresu obiegu. W mysl teorii pochodna okresu obiegu P
wzgledem czasu jest okreslona zaleznoscia

dP G5/3 (P) -5/3

47r 2 7 2 2 1 3-= 5 - (l-e)- 1 (1+3e )mlm2(ml+m2)- I,dt C 27r

gdzie mI i m2 oznaczaja masy obiegajacych sie gyviazd, e zas jest
mimosrodem orbity.

W przypadku omawianego pulsara, gdzie mI = 1,44, m2 = 1,38
(w jednostkach masy Slonca) i e = 0,62, przewidywana teoretycznie
wartosc pochodnej wynosi

dP- = -2402.10-12
dt '

Natomiast wartosc otrzymana z obserwacji wynosi
dP
dt = -(2,425 ± 0,010) .10-12.

Zgodnosc obserwacji z teoria jest wiec znakomita. Rejestrowane
przez nas zmiany okresu obiegu skladników sa niewatpliwie
konsekwencja emisji fal grawitacyjnych. Pesymistyczne
przypuszczenia Einsteina nie potwierdzily sie.

P . , . dP d . d k " krzytoczone] tu wartosCl - o pOWIa a s racanie SIe o resudt
obiegu o okolo 8 . 10-5 sekundy rocznie. Jest to wartosc niewielka

i nie byloby latwo wykryc ja z bezposrednich pomiarów okresu
(dysponujemy dopiero obserwacjami z kilkunastu lat). Badania
wykonuje sie tu jednak posrednio, wykorzystujac inne zjawisko.
Chodzi o to, iz zmianie okresu obiegu towarzysza zachodzace na
znacznie wieksza skale zmiany w momentach przejscia przez punkt
peryastronu. Za pomoca tej metody poznac mozna zmiany okresu
obiegu ze znacznie wieksza dokladnoscia.

I jeszcze ciekawostka. Skoro orbity kurcza sie (w naszym przypadku
o 3,5 metra rocznie), to nasuwa sie naturalne pytanie, jak dlugo
uklad takich dwóch gwiazd bedzie istnial. Otóz ten tzw. czas
zaniku T zdefiniowany jest nastepujaco

energia ruchu orbitalnego c5p8/3

T = moc promieniowania grawitacyjnego ~ (GM)5/3 .

Dla omawianego ukladu przyszlosc nie przedstawia sie wiec zbyt
rózowo. W nastepstwie emisji fal grawitacyjnych najpózniej za jakies



300 milionów lat uklad z pulsarem PSR 1913+ 16 przestanie
istniec (rys. 2).

e
Rys. 2. Orbita pulsara PSR 1913+16 wzgledem gwiazdy towarzyszacej (która
jest tez gwiazda neutronowa). W nastepstwie emisji fal grawitacyjnych orbita
kurczy sie; pokazane sa jej rozmiary po uplywie kolejnych 50 milionów lat.
Dla porównania srednica Slonca jest równa l 400000 km. Podkreslmy tu,
ze srednice pulsara oraz tej drugiej gwiazdy stanowia tylko okolo 0,00002
srednicy Sloflca.

Wytracanie energii ruchu orbitalnego, zachodzace w nastepstwie
emisji fal grawitacyjnych, wystepuje w kazdym ukladzie obiegajacych
sie cial niebieskich - ale czasy zycia sa na ogól znacznie dluzsze.
Na przyklad nasz bliski sasiad, uklad podwójny Syriusza,
emituje promieniowanie grawitacyjne o mocy 108 W (niewiele to
w zestawieniu z promieniowaniem optycznym przecietnej gwiazdy,
na przyklad Slonca, równym 1026 W)j uklad ten ma szanse istnienia
przez okolo 1022 lat. Fale grawitacyjne emituja, oczywiscie, i planety
naszego Ukladu Slonecznego, ale tu moc jest znikoma, jest to
zaledwie kilka kilowatów; czas calkowitego skurczenia sie Ukladu
Slonecznego bylby najwyzej rzedu 1023 lat. Mozemy wiec spac
spokojnie.

Oto przyklad. Przypuscmy, ze spolecznosc

chorych sklada sie z dwóch warstw
równolicznych, na przyklad po 1000 osób

(/1 = h = 0,5). Prawdopodobienstwa
sukcesu w warstwach niech beda równe
Pl = 0,4 i P2 = 0,8. Prawdopodobienstwo
srednie wynosi P = 0,6. Nalezy
oczekiwac, ze po operacji zostanie
400 + 800 = 1200 osób, dla których
srednie prawdopodobienstwo powodzenia
wynosi p. = 0,66 ... Czytelnik zauwazy,
ze przed pierwsza operacja pacjent ma
jednakowe szanse nalezenia do obu warstw;
po operacji szanse staja sie nierówne:
400 1. 800 2 Kl' .-- = - l -- = -. o eJne operacJe1200 3 1200 3

najszybciej eliminuja ze spoleczenstwa
osoby z warstwy o mniejszym
prawdopodobienstwie powodzenia, a wiec
srednie prawdopodobienstwo powodzenia
w ciagu zabiegów zmierza do 0,8.

Czy sukcesy zdarzaja sie seryjnie? Tak,
nielicznym szczesciarzom, jesli szanse
powodzenia sa nierówne, bowiem porazki
skutecznie eliminuja nieszczesnych
z podejmowania wiekszej liczby prób.

Laureatami Nagrody Nobla z fizyki za rok 1993 sa odkrywcy pulsara PSR 1913+16 Russel A. Hulse i Joseph
H. Taylor z Uniwersytetu Princeton.

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 381. Elektron porusza sie po okregu w polu magnetycznym B = 1 T. Oszacowac,
po jakim czasie promien orbity kolowej zmniejszy sie dwukrotnie, wiedzac,
ze czastka o ladunku q poruszajac sie z przyspieszeniem a wysyla promieniowanie

elektromagnetyczne, którego moc wynosi P = ~k~2 a2, gdzie k oznacza stala z prawa3 c
Coulomba.
Rozwiazanie na str. 13

F 382. Pulsary sa szybko obracajacymi sie gwiazdami neutronowymi, których gestosc
jest równa gestosci materii jadrowej p ~ 2,6 . 1017 kg/m3• Najszybszy znany pulsar
PSR 1937+214 ma czas obrotu równy 1,56 ms. Oszacowac dolna granice okresu obrotu
pulsarów wokól wlasnych osi.
Rozwiazanie na str. 10

Zadania Redaguje Pawel STRZELECKI

M 702. Ile jest podzbiorów zbioru A = {l, 2, 3, ... , 3n - 1, 3n}, w których iloczyn
wszystkich elementów dzieli sie przez 3?
Rozwiazanie na str. 10

M 703. Która z liczb jest wieksza: 3719 czy 1924?
Rozwiazanie na str. 10

M 704. Udowodnic, ze dla m E N liczba a = 1000m - 1 nie jest dzielnikiem liczby
b = 1994m - 1.
Rozwiazanie na str. 7
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Rys. l

o srodkach ciezkosci
brzegu i powierzchni trójkata

Robert HAJLASZ

Powszechnie wiadomo, ze srodek ciezkosci powierzchni trójkata lezy na

przecieciu sie srodkowych boków trójkata.

Zbadamy, gdzie lezy srodek ciezkosci brzegu trójkata. Okazuje sie, ze srodki te

sa na ogól rózne (gdy trójkat jest równoboczny, wtedy srodki pokrywaja sie).

Niech na plaszczyznie dane beda punkty (Xl, Yd, (xz, yz), ... , (Xn' Yn) o masach
mI, mz, ... ,mn, odpowiednio. Wówczas, jak wiadomo, srodkiem ciezkosci tego

ukladu jest punkt (o:, (3), gdzie
mIxI + mzxz + ... + mnXn

o: = -------------
mI + mz + + mn

mlYl + mzyz + + mnYn/3=-------
mI + m2 + ... + mn

Rozwazmy trójkat o bokach dlugosci a, b, e (rys. 1).

Przyjmijmy, ze jednostka dlugosci ma mase 1. Zatem boki trójkata maja
masy a, b i e.

Aby wyznaczyc srodek ciezkosci ukladu zlozonego z boków trójkata, uklad
ten zastepujemy ukladem trzech punktów - srodków boków - ~ masach a, b

i e, odpowiednio. Jak wiadomo, oba uklady maja wspólny srodek ciezkosci.

Oznaczajac przez (Xl, Yl), (X2, Y2) i (X3, Y3) srodki boków otrzymujemy, ze ów
srodek ciezkosci (o:, (3) wyznaczaja równosci

o: = aXl + bX2 + eX3 /3 = aYI + bY2 + CY3
a+b+c' a+b+e

y

Przyklad. Znalezc srodek ciezkosci
trójkata o bokach dlugosci 4, 4, 4V3.

a) brzegu, b) obszaru

Rozwiazanie. Umiescmy trójkat w ukladzie wspólrzednych tak jak na

rysunku 2.

Ad a)

4( -V3) + 4V3 + 4V3 . O
o: = ---------- = O

8 + 4V3 '

/3 = 4 . 1 + 4 . 1 + 4V3 . O = 8 = _2_ = 4 _ 20.
8 + 4V3 8 + 4V3 2 + V3

Zatem odpowiedz jest (0,4- 2V3).

Ad b) Srodek ciezkosci pelnego trójkata lezy w punkie przeciecia sie srodkowych
jego boków. Poniewaz przecinaja sie one w stosunku 1: 2, wiec mamy od razu,

ze srodkiem ciezkosci jest punkt (O, ~) .

Pokazemy teraz, jak mozna innymi sposobami rozwiazac problemy a) i b).

Pierwsza regula Guldina

Jesli linie plaska obrócimy dookola osi lezacej w plaszczyznie linii i nie

przecinajacej linii, to

(Pole powierzchni powstalej z obrotu linii) =
= (dlugosc linii) . (droga srodka ciezkosci linii) .

4
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Druga regula Guldina

Jesli obszar plaski obrócimy dookola osi lezacej w plaszczyznie obszaru i nie
przecinajacej obszaru, to

(Objetosc bryly powstalej z obrotu obszaru) =
= (pole obszaru) . (droga srodka ciezkosci obszaru).

Uwaga. W obu regulach figura ma lezec po jednej stronie osi, przy czym moze
tej osi dotykac.

21r{3 .'-v-'
droga srodka

ciezko~ci brzegu tr6jkata

2( 1r . 2 ·4)'--v---"
pole powierzchni
dw6ch stozk6w

Brzeg trójkata obracamy dookola osi x. Mamy

(8 + 4.;3)'--v---"
obw6d tr6j kata

Ad a).

Stad

Rys. 3. Tu figura, skladajaca si~ z FI
i Fo, znajduje sie po obu stronach osi.
Dla niej reguly Guldina nie obowiazuja
(prosze je zastosowac!).

21r{3' .'-v-"
droga ~rodka ciezko~ci

pelnego tr6jkata

o zastosowaniu ~rodka ciezko~ci
w geometrii mozna przeczytac
w wydanej przez WSiP w 1993 r.
ksiazce O~rodka Kultury
Matematycznej "Szkola geometrii.
Odczyty kaliskie" .

Ad b).

{3 = 4 - 2.;3.

Pelny trójkat obracamy dookola osi x. Mamy

2· (~1r' 22. 2.;3) = ~
, ~ 'pole tr6jkata

objeto~c dw6ch stozk6w

Stad
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Szkola Nauk Scislych
niepanstwowa

Tomasz D fET L

•
wyzsza uczelnia

Polska Akademia Nauk sklada
sie z dwóch w znacznej mierze
niezaleznych cz~sci: korporacji
uczonych i placówek naukowych.
Czesc korporacyjna stanowia wybitni
naukowcy wybrani na drodze dosc
zlozonej procedury kooptacyjnej.
Wedlug danych z 1992 roku, czlonkami
PAN jest 339 uczonych polskich i 186
zagranicznych. Polska Akademia Nauk
ma 83 placówki naukowe. Pracuje
w nich ponad 1200 samodzielnych
pracowników naukowych (doktorów
habilitowanych i profesorów).

Poza uczelniami wyzszymi
i placówkami PAN badania
naukowe - glównie o charakterze
stosowanYln - prowadzone sa takze
w tzw. instytutach resortowych, nad
którymi nadzór sprawuja odpowiednie
ministerstwa lub urzedy centralne.
Rozdzialem funduszy przyznanych
przez Sejm z budzetu Panstwa na
badania naukowe zajmuje sie Komitet
Badan Naukowych.

4 pazdziernika 1993 roku w Audytorium Instytutu Fizyki Polskiej Akademii
Nauk w Warszawie odbyla sie inauguracja roku akademickiego nowej uczelni
- Szkoly Nauk Scislych. Podczas uroczystosci studenci I roku zlozyli slubowanie
oraz otrzymali indeksy. W czesci naukowej spotkania prof. Andrzej Schinzel
z Instytutu Matematycznego PAN wyglosil frapujacy referat na temat
slynnego Wielkiego Twierdzenia Fermata, sformulowanego 350 lat temu,
a udowodnionego (jak sie wtedy wydawalo) - dopiero przed kilkoma miesiacami
- przez pracujacego w USA matematyka angielskiego Andrew Wilesa.
Szkola Nauk Scislych jest uczelnia niewielka. W 1993 roku studia rozpoczelo
dwadziescia osób, a w nastepnych latach planowane jest zwiekszenie rekrutacji
do czterdziestu osób rocznie.

Kto moze studiowac w Szkole i jakie otrzyma tam wyksztalcenie? Szkola Nauk
Scislych jest otwarta dla absolwentów szkól srednich, ze zdanym egzaminem
dojrzalosci, którzy maja zdolnosci do nauk scislych i chca swobodnie poruszac
sie w swiecie wspólczesnych idei, techniki i technologii oraz wiazac kariere
zawodowa z przedsiebiorstwami i instytucjami o nowoczesnych metodach
dzialania. Przyjecie do Szkoly odbywa sie na podstawie konkursu swiadectw
i rozmowy kwalifikacyjnej przeprowadzanej z kandydatami na poczatku
lipca. Szkola prowadzi wylacznie studia dzienne. Program nau~zania w czasie
pierwszych dwóch lat studiów (a takze w pewnym zakresie pózniej) ma
charakter interdyscyplinarny - laczy w skoordynowany sposób elementy chemii,
fizyki i metod komputerowych. Celem nauczania jest wyrobienie umiejetnosci
rozwiazywania, na drodze analitycznej i numerycznej, zlozonych problemów
w wielu dziedzinach, takze w tych nie objetych formalnym wyksztalceniem .

.-----~----_._------------------------_. __ ._-------------------------- ..-.- ..-------------.-.--------------.----------.

Prenumerata "Delty"
za okres:
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Prenumerata "Delty"
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Stanislaw Ulam (1909-1984,),
lnatelnatyk wywodzacy sie ze slawnej
lwowskiej szkoly matematycznej.
Po obronieniu doktoratu w 1933 roku,
wyjechal do Princeton w USA.
Z poczatkiem 1944 roku rozpocza,!
prace w Los Alamos, gdzie zajmowal
sie problcrnem dzialania bomby
atomowej i odegral kluczowa role przy
projektowaniu bomby wodorowej. Byl
uczonym o niespotykanej róznorodnosci
zainteresowan naukowych - od
matematyki poprzez podstawy
informatyki, fizyke i astronomie do
biologii, przy czym w kazdej dziedzinie
mial wazne osiagniecia naukowe.
Wystarczy przypomniec tylko dwa
z jego wielu dokona{, - Ulam stworzyl
podstawy metody probabilistycznej,
znanej powszechnie jako metoda
Monte Carlo oraz byl wspólautorem
pionierskich prac w dziedzinie zj awisk
nic liniowych.

.Duzy nacisk polozony jest tez na zajecia laboratoryjne, które pozwola studentom
zdobyc umiejetnosci praktyczne oraz zrozumiec zasady obslugi i automatyzacji
nowoczesnych urzadzen i procesów technologicznych. Ponadto, sporo godzin
przeznaczono równiez na nauke jezyka angielskiego oraz teoretyczne i praktyczne
zajecia z mikroekonomii.

Obserwacja polskiego i zagranicznego rynku pracy wykazuje, ze osobom
o wyksztalceniu interdyscyplinarnym jest latwo znalezc ciekawa i dobrze
platna prace. Wynika to z ich umiejetnosci samoksztalcenia, nastawienia
innowacyjnego, a takze przygotowania do rozwiazania niestandardowych
problemów oraz umiejetnosci czestej zmiany metod i narzedzi pracy.

Studia w Szkole Nauk Scislych sa wielostopniowe. Pierwszy etap to trzyletnie
studia licencjackie. Ich ukonczenie polaczone bedzie z otrzymaniem dyplomu
z zakresu fizykochemii materialów lub obslugi aparatury specjalnej, zgodnie
ze specjalizacja wybrana po drugim roku studiów. W miare rozwoju Szkoly
uruchomione beda inne specjalnosci. Drugi etap stanowia dwuletnie studia
magisterskie w dziedzinie matematyki, fizyki lub chemii. W tej chwili Szkola
ma uprawnienia do nadawania stopnia licencjata, a uzyskanie zgody na
nadawanie stopnia magistra spodziewane jest w 1994 roku. Absolwenci
Szkoly o zdolnosciach i zamilowaniu do pracy naukowej beda mogli otrzymac
stypendium na podjecie studiów doktoranckich, które od wielu juz lat sa
prowadzone w instytutach badawczych wspierajacych Szkole. Rady Naukowe
poszczególnych instytutów maja prawo nadawac stopnie naukowe doktora
i doktora habilitowanego z matematyki, fizyki, chemii i nauk technicznych.

Szkola Nauk Scislych jest uczelnia niepanstwowa, lecz nie jest ,przedsiewzieciem
komercyjnym. Jej wlascicielem jest Fundacja im. Stanislawa Ulama, zalozona
w 1992 roku przez grupe profesorów PAN, którzy byli inicjatorami powolania
w Warszawie nowej uczelni. Szkola Nauk Scislych uzyskala zgode Ministerstwa
Edukacji Narodowej na prowadzenie studiów wyzszych. Jej studenci maja wiec
te same prawa i obowiazki, co ich koledzy z uczelni panstwowych.

Dzialalnosc Szkoly jest wspierana przez wiele placówek naukowych PAN
i niektóre instytuty resortowe. Grupe placówek wspierajacych stanowi Instytut
Chemii Fizycznej PAN, Instytut Fizyki PAN, Instytut Matematyczny PAN,
Centrum Fizyki Teoretycznej PAN oraz Instytut Technologii Elektronowej.
Wsparcie polega na umozliwieniu znacznej grupie naukowców pracy w Szkole
i udostepnieniu sal wykladowych, sieci komputerów, bibliotek oraz zaplecza
socjalnego. Dzieki temu wsparciu udalo sie ustalic czesne na 1 mln zl za miesiac
oraz stworzyc warunki do jego czesciowego lub calkowitego odpracowania.
Niezwykle wysoki poziom kadry nauczajacej, reprezentowany przez duza liczbe
uczonych pracujacych w szkole, gwarantuje wysoki poziom nauczania. Dla
przykladu, cwiczenia rachunkowe z analizy matematycznej dla studentów
I semestru prowadzi czlonek rzeczywisty PAN, prof. Iwo Bialynicki-Birula.
Ponadto mozliwe jest przydzielenie kazdemu studentowi indywidualnego
opiekuna-pomocnika - tzw. tutora.

Zainteresowani studiami w Szkole moga uzyskac dalsze informacje
w rektoracie Szkoly, Al. Lotników 32/46 (budynek XV), 02-668 Warszawa,
tel. (022) 437001 wewn. 175.

Rozvviazanie zadania M 704. Gdyby a bylo dzielnikiem b, to takze liczba
b - a = 1994m - lOnOm = 2m(997m - 500m) bylaby podzielna przez a. To nic jest mozliwe.
bo a jest nieparzyste oraz

a = 1000m - 1 > 997m - 5nOm.
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Pozytki ze stalej szerokosci

3

JAKIKOLWIEK PUNKT
1 I JAKIKOLWIEK

PROMIEN

Szerokosc figury <1> (niech bedzie ona plaska) w kierunku prostej k mierzy
sie tak. Bierzemy dwie proste prostopadle do k, które wyznaczaja pas
mozliwie malej szerokosci, zawierajacy jednak figure <1>. Jego szerokosc to
wlasnie szerokosc <1> w kierunku k. Jesli figura w kazdym kierunku ma te
sama szerokosc, to mówimy, ze jest figura o stalej szerokosci.

Wbrew pozorom jest bardzo duzo figur o stalej szerokosci, nie tylko
kolo. Na ogól mówiac o figurach o stalej szerokosci ograniczamy sie do
figur wypuklych (czyli takich, które wraz z dwoma punktami zawieraja
caly laczacy je odcinek). Wówczas kolo ma najwieksze p<?le sposród
wszystkich figur o danej szerokosci d - mianowicie ~ d2. Najmniejsze
pole ma natomiast trójkat Reuleaux, który latwo zbudowac (podobnie
jak kolo) samym cyrklem - jest on ograniczony lukami okregów
poprowadzonych z wierzcholków trójkata równobocznego przez pozostale

wierzcholki. Pole trójkata Reuleaux o szerokosci d jest równe n:-2V3d2.

Obwód, zarówno kola, jak trójkata Reuleaux, jest równy 7rd. Wobec tego
pytanie do samodzielnego rozstrzygniecia:
Czy wszystkie figury wypukle o stalej szerokosci d maja taki sam
obwód?

Nastepne zadanie (aby przyblizyc poprzednie):
Narysowac piec wypuklych figur o stalej szerokosci, ale róznego
ksztaltu.

Jesli pod deske podlozylibysmy walki o przekroju bedacym figura stalej
szerokosci, to deska ta toczylaby sie nie podskakujac. Jednak uzyc jako
kólka na osi mozna - sposród figur o stalej szerokosci - jedynie kola
(dlaczego ?). Figury ostalej szerokosci maja jednak liczne zastosowania
w technice. Trójkaty Reuleaux z lekko zaokraglonymi rogami (mozna
to zrobic nie psujac stalej szerokosci - jak ?) juz dawno wyparly krzyze
maltanskie z urzadzen przesuwajacych tasme w projektorach filmowych.

Oto pierwsze z uzywanych urzadzen. Trójkat 1 obraca sie wokól stalej
osi A caly czas mieszczac sie w ramce 2 wyposazonej na zewnatrz
w zab b. Ramka ta jest polaczona przegubami B i E z drazkami 3
i 4, które z kolei polaczone sa przegubowo (C i F) z drazkami 5 i 6
zamocowanymi równiez przegubowo ze stalymi osiami D i H. Dlugosci
drazków i rozmiary ramki sa tak dobrane, aby BC F E i C D H F (a wiec
i BDH E) byly równoleglobokami. Obrót trójkata powoduje, ze zab b
wchodzi w perforacje tasmy (jak gleboko?), przesuwa ja (o jaki odcinek?)
i wychodzi.

F

JAKIKOLWIEK
PUNKT NA

-lUKU
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A oto odmienny sposób wykorzystania takiego samego trójkata w tym
samym celu. Teraz trójkat l jest na stale polaczony z kolem zebatym 3

a - oba obracaja sie wokól osi A. Ramka 2, w której sie obraca trójkat,
jest tym razem zaopatrzona w inny zab a i ma wystajaca w dól czesc z
dwoma otworami. W pierwszym z nich (c) porusza sie tzw. ekscentryk,
tj. kolo z osia B zamocowana poza geometrycznym srodkiem. Do tejze
osi jest przymocowane inne kolo zebate 5, zazebione z kolem 3. Drugi
otwór slizga sie po stalej osi C. Thtaj moze byc trudniej zauwazyc, ze zab
a wykonuje te sama prace, co poprzednio zab b.

Nastepne zastosowanie wymaga uprzedniego rozwiazania ciekawego
samego w sobie zadania:
W jakiej najmniejszej figurze mozna obrócic dokola trójkat
równoboczny?

Otóz wcale nie musi to byc kolo. Sciagawka to np. Kalejdoskop
matematyczny Hugona Steinhausa (WSiP, 1989, str. 148). Podobne
zadanie mozna (z podobnym wynikiem) rozwiazac dla trójkata Reuleaux.

Jego rozwiazanie to silnik Wankla - spalinowy silnik wyposazony nie
w tlok, lecz w rotor. Podobno ma to szereg zalet, a jak pracuje, to znowu
zadanie do rozstrzygniecia przez Czytelnika. W kazdym razie wyglada
ladnie.

Problemy dotyczace figur o stalej szerokosci znalazly sie w matematyce
za sprawa Eulera i nigdy nie zajmujac pozycji centralnej stale jednak
sa badane. O figurach o stalej szerokosci mozna przeczytac równiez
w Delcie 6/1992.

Mala Delte opracowal Marek KORDOS poslugujac sie ksiazka: Marcel Berger, Geometrie

g



RozwiE\zanie zada.nia M 702.
Liczba wS7.ystkich pod:!',bior6w jest
równa. 23n, licl.ba. zas podzbiorów,
w których zadna z liczb nie d7,icli si~
przez 3 jest równa 22n. Odpowiedz jest
7.atcrrl 23n _ 22n.

RozwiAzanie za.dania. M 703.
Poniewa7. 37 < 2· 19, to

(37) 1019 < 210 < 221) = 165 < 195.

Stad marny 3710 < 1919 . 195 = 1924.

Calkiem prosta kosmologia
Stanislaw MRÓWCZYNSKI

Kosmologia opisujaca Wszechswiat jako calosc jest chyba najciekawszym dzialem
fizyki (niektórzy sadza, ze astronomii). Wykorzystuje, niestety, relatywistyczna
teorie grawitacji, inaczej - ogólna teorie wzglednosci, która, przy calym swoim
pieknie) jest teoria, mówiac najprosciej, trudna i nawet dla znacznej czesci
fizyków pozostaje "piekna nieznajoma" . Okazuje sie jednak) ze niektóre
rezultaty kosmologii mozna odtworzyc za pomoca znacznie nam blizszej teorii
grawitacji Newtona. Ponizej przedstawie wlasnie takie uproszczone modele
Friedmana rozszerzajacego sie Wszechswiata.

Wyobrazmy sobie caly Wszechswiat jako kule o masie M i promieniu R, a na
powierzchni tej kuli czastke (tzw. czastke próbna) o masie m, która wraz z ta
powierzchnia sie porusza. Calkowita energia czastki, bedaca suma energii
kinetycznej i potencjalnej, jest stala w czasie i wyraza sie wzorem

(1) E = ~mje _ GMm2 R'

gdzie G jest stala grawitacji. Kropka oznacza pochodna czasowa, zatem R
jest predkoscia czastki i jednoczesnie predkoscia rozszerzajacego sie badz
zapadajacego sie Wszechswiata. Ze wzgledu na przyciaganie grawitacyjne
energia potencjalna czastki jest, oczywiscie, ujemna. Zapiszemy równanie (1)
w postaci

(2) e;= ~R'2 GM
2 - - ~R

RozwiE\za.nie zadania. F 382.
Zalói.rny dla uproszczenia,
ze obracajacy siG pulsar jest
jednorodna kula o prornienill R

i masie M = ~1T R3 p. Calkowita energia
3

pulsara rrlusi byc mniejsza od zera

E = Eg + Ek + En < O,

Iw2

gdzie Ek = -2- jest energia obrotowa,
Eg - energi" gra.witacyjna, En zas jest
energia odpychania ncutronów; En > 0,
stad tez

EncrgiG grawitacyjna nl0zemy znalezc
odrywajac kolejne warstwy pulsara
i pl'7.cnoszac je do nicskotk:z.onosci

M

Eg = - f Gmdm
. T

o

gdzie m = ~1fT3pl dm = 41Tr2p, stc.\d
3

R

. - f G(4".p)2 •
Eg _ - ----T dT.

o

Po obliczeniu calki i podstawieniu
wyra.zenia na masG otrzYlnujemy

3 GM2

Eg = - r; ----n:- .

Podstawiajac I = ~M R2 - moment
5

2".

bezwladnosci kuli, w = T'
4 J

M = 3".R {J otrzymujemy

vg.".T > - = 1,26 ms.
G{J

z wielkoscia e;= E bedaca energia na jednostke masy.m

Rozwiazemy teraz równanie (2) dla trzech przypadków: e; < O, e;= O i e; > O,

przyjmujac) ze w chwili poczatkowej promien Wszechswiata jest zerowy,
tzn. R(O) = O. W przypadku zerowej energii czastki latwQ zauwazyc,
ze rozwiazanie ma postac

( )1/3(3) R = ~GM t2/3•

Znalezienie rozwiazan dla niezerowej energii równiez nie jest bardzo trudne,
lecz tutaj ograniczymy sie jedynie do rozwazan przyblizonych. Dla bardzo
malych czasów, a wiec i malych promieni, calkowita energia czastki jest
mala w porównaniu z jej energia potencjalna, która w chwili zerowej jest
nieskonczona. A zatem, przy rozwazaniu poczatków Wszechswiata mozemy

przyjac w równaniu (2) e;= O, co sprawia) ze niezaleznie od wielkosci calkowitej
energii czastki próbnej poczatkowa faza ewolucji Wszechswiata jest opisywana
rozwiazaniem (3) .

Rozwiazania dla duzych czasów zaleza, oczywiscie) istotnie od wielkosci energii
calkowitej. Jesli energia ta jest dodatnia, mamy przewage energii kinetycznej
nad potencjalna i oczekujemy nieograniczonej ekspansji Wszechswiata.
Rzeczywiscie, przy dostatecznie duzych promieniach energia potencjalna staje sie
bardzo mala w porównaniu z energia calkowita. Gdy w równaniu (2) pominiemy
energie potencjalna, rozwiazaniem bedzie funkcja

R=~·t.

Mamy wiec dla duzych czasów liniowy wzrost promienia Wszechswiata.

Jezeli calkowita energia jest ujemna, energia potencjalna dominuje
w równaniu (2). A zatem grawitacja powstrzyma rozszerzanie sie Wszechswiata.
Maksymalny promien zostanie osiagniety, gdy predkosc, a z nia energia
kinetyczna, spadnie do zera. Tak wiec jest on równy

GM

Ro=~.
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R Przesledzmy, co sie dzieje z naszym Wszechswiatem, gdy jest on bliski swego
najwiekszego rozmiaru. Rozwijamy w tym celu promie!'l jako funkcje czasu
w szereg Taylora wokól czasu to, przy którym promien jest najwiekszy

1 .. 2
R = Ro + -R(to)(t - to) .2

Poniewaz przy t = to promien osiaga maksimum i pierwsza pochodna
znika, pominelismy ja w rozwinieciu. Podstawiajac powyzsze wyrazenie do
równania (2) znajdujemy rozwiazanie

GM .
R = Ro - -(t - tO)2.

2Ro

Widzimy, ze po osiagnieciu najwiekszego rozmiaru Wszechswiat zaczyna sie
zapadac. Ostatecznie skurczy sie do punktu.

Opisane trzy rozwiazania równania (2), przedstawione na rysunku,
a odpowiadajace trzem modelom Friedmana znalezionym jako rozwiazania

równan Einsteina ogólnej teorii wzglednosci, maja niezwykle wazna wlasnosc,
szczególnie latwa do zaobserwowania dla rozwiazan z zerowa en~rgia. Gestosc
masy Wszechswiata

M 1 1
(4) p = !7rR3 = 67rG t23

nie zalezy ani od jego masy, ani od promienia, a tylko od czasu i stalej
grawitacji. Podobnie jest ze stala Hubble'a H, która okreslimy tutaj
jako wspólczynnik proporcjonalnosci miedzy predkoscia rozszerzania sie
Wszechswiata a jego promieniem, tzn.

R=HR.

Dla rozwiazania z zerowa energia znajdujemy
2 1

(5) H = - -.
3 t

Poniewaz na czastke próbna dziala tylko masa znajdujaca sie wewnatrz
sfery, na której ta czastka sie znajduje, wyniki naszych rozwazan nie ulegna
zmianie, jesli rozwazymy czastke w dowolnym miejscu Wszechswiata.

Jedynie bedziemy interpretowac R i M nie jako promien Wszechswiata i jego
mase, ale jako radialne polozenie czastki i mase Wszechswiata zamknieta
w sferze o promieniu R. Widzimy jednak, ze dwie obserwowalne wielkosci

charakteryzujace Wszechswiat - gestosc masy i stala Hubble'a - od parametrów
R i M nie zaleza.

Poniewaz gestosc masy Wszechswiata i stala Hubble'a zaleza jedynie od znanej
stalej grawitacji, wieku Wszechswiata t i energii e, moglibysmy znajac p

i H wyznaczyc te dwie wielkosci i rozstrzygnac, czy Wszechswiat bedzie sie
w nieskonczonosc rozszerzal, czy tez kiedys zacznie sie kurczyc. Niestety, gestosc
masy i stala Hubble'a znane sa niezbyt dokladnie. A mianowicie

3 km
p = (1-;- 5) . 10-31 g/cm, H = (50 -;- 100) Ms· pc

Sprawia to, ze zadnego z trzech modeli wykluczyc nie mozemy. W szczególnosci,
zwiazek miedzy gestoscia i stala Hubble'a, który otrzymujemy w modelu
o zerowej energii eliminujac czas z równan (4) i (5), tzn.

3H2

p = 87rG '

jest w przyblizeniu spelniony.

Podstawiajac do równania (5) wartosc stalej Hubble'a otrzymujemy wiek
Wszechswiata z przedzialu 6,5-13 mld lat, co uwzgledniwszy prostote naszych
rozwazan, jest wynikiem zdumiewajaco rozsadnym, bo w przyblizeniu
zgodnym z wyrafinowana analiza rozwiazan równan Einsteina. Oceny
wieku Wszechswiata otrzymywane na podstawie wieku gwiazd, czy tez
rozpowszechnienia pierwiastków radioaktywnych daja wielkosci miedzy 10
a 20 mld lat. Opisany tutaj model Wszechswiata jest wiec uzyteczny nie tylko
przy jakosciowej, ale i ilosciowej analizie problemów kosmologicznych.
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Kacik spokojnych milosników rachunków

Ksiezyc i nóz

B

Rys. 1

A

Dosc powszechnie znana figura sa ksiezyce Hipokratesa. Chodzi o spostrzezenie,
ze gdy narysujemy na bokach trójkata prostokatnego pólokregi: na
przeciwprostokatnej po tej samej jej stronie, co trójkat, a na przyprostokatnych
- po przeciwnych stronach, to ograniczona nimi figura - zwana wlasnie
ksiezycami - bedzie miala pole równe polu trójkata.

Rachunek jest rozpaczliwie prymitywny. Od sumy pól dwóch mniejszych pólkoli
odejmujemy to, co wystaje poza trójkat z duzego pólkola (rys. 1)

(i Gf + i (~r)- (i (~f - a:),

(2) (x - (r - rd)2 + y2 = (rl + s)2.

Wreszcie lezy na prostej równoleglej do odcinka C D,
ale odleglej od niego o s, czyli dodatkowo spelnia
równanie

(3) x = r - 2rl + s.

Wbrew pozorom nie jest chyba najlepiej podstawic
.od razu znana wartosc Xj lepiej jest zaczac od
wyeliminowania y - chodzi nam przeciez jedynie
o znalezienie wartosci s.

(2)

co po otwarciu nawiasów i zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa daje wynik ab,2
czyli pole trójkata.

Za ciekawsza figure uchodzi szewski nóz - figura podobna do ksiezyców
Hipokratesa, z ta jednak róznica, ze pólokregi rysujemy w sytuacji, gdy
punkt C lezy na odcinku AB (rys. 2). Trójkata nie ma, wiec nie ma z czym
porównywac pola noza. Narysujmy jednak odcinek wspólnej stycznej dwóch
mniejszych pólokregów od punktu stycznosci do przeciecia z duzym pólkolem.
Nóz zostal podzielony na dwie (na ogól róznej wielkosci) czesci. I tu jest
cos ciekawego - okregi wpisane w kazda z tych czesci sa tej samej wielkosci.
Nieprawdopodobne, a jednak (rys. 3). Oczywiscie, nie bedziemy polegali na
obserwacji, chocby w duzej liczbie wykonywanych rysunków. Obliczymy, ze tak
byc musi. Posluzymy sie w tym celu ukladem wspólrzednych. Punkty A i B
beda w nim mialy wspólrzedne, odpowiednio, (r, O) i (-r, O). Oznaczmy tez
promien pierwszego pólkola przez rl, a drugiego przez r2. I to sa dane calkowicie
wyznaczajace warunki zadania. Oczywiscie, rl + r2 = r.

Zajmiemy sie najpierw tylko prawa czescia noza.
Odcinek CD lezy na prostej o równaniu x = r - 2rl'

Promien szukanego okregu oznaczmy przez s, a jego
srodek przez (x, y). Umiejscowimy go na dwóch
okregach i prostej.

Po pierwsze lezy on na okregu wspólsrodkowym
z duzym pólokregiem, ale o promieniu o s mniejszym,
czyli spelnia równanie

(1) x2 + y2 = (r _ s) 2 .

Ponadto na okregu wspólsrodkowym z mniejszym
pólokregiem (jego srodek to (r - rl, O)' ale
o promieniu o s wiekszym, czyli spelnia równiez
równanie

(r-r"O)

(31

A

I
(r-2r;,01 : (0,0)

I
I
I
I

(r-2r,+s,0)

c

l
l

(11 :
l

(-r+r2' O)

Rys. 3

B

B

Rys. 2

Rys. 4

Odejmijmy (1) od (2)

(x - (r - rd)2 - x2 = (rl + S)2 - (r - s)2.

12



Stad

2(rl - r)x + (rl - r)Z = ri + 2Srl + 2sr - rZ.

Porzadkujac wyrazy otrzymujemy

(rl - r)x = rlr - rZ + srI + sr = s(rl + r) + r(rl - r).

Teraz wstawiamy (3) i obliczamy s

h - r)(r - 2rl + s) = sh + r) + rh - r),

sh - r) + h - r)(r - 2rl) = s(rl + r) + rh - r),

-2rs = 2rdrl - r)
i ostatecznie

rd r - rd rl .rzs = -----= ---or r
Symetria wzoru pokazuje, ze obliczajac promien okregu wpisanego w druga czesc
noza otrzymamy ten sam wynik.

Ciekawe jest tu, ze r· s = rl . rz; perfekcjonisci moga jeszcze obliczyc (to juz
naprawde chwilka jeno, bo x znamy) wspólrzedne srodka jednego i drugiego
wpisanego okregu.

M.K.

Patrz w niebo

a"

gdy1.

Pierwsze zdjecie tymze teleskopem wykonal Milton Humason 13 listopada
1949 roku i przez nastepne 40 lat 5-metrowy teleskop przyczynil sie do wielu
przelomowych odkryc. Tak na przyklad Walter Baade zaobserwowawszy
gwiazdy supernowe (a nie nowe!) w Wielkiej Mglawicy w Andromedzie wykazal,
ze odleglosci galaktyk sa dwukrotnie wieksze, niz sie to dotychczas astronomom
zdawalo. Nastepnie Allan Sandage wykorzystujac zdjecia odleglych galaktyk
wykazal, ze najdalsze gwiazdy obserwowane przez Baadego sa w istocie oblokami
zjonizowanego wodoru, z czego wyplywal wniosek, ze odleglosci galaktyk

, 3 jeszcze raz nalezy pomnozyc przez dwa. Tym tez teleskopem Maarten Schmidt
3 m c 'd f'k l' k

B <C::2" kc3 I':j3000 T, Zl enty l owa pIerwsze wazary.
co uzasadnia wczesniejsze zalozenie Od d h l 5 l k l k' b .. R6' h 'c pona czterec at -metrowym te es opem pa omars lm o serwujeze (l.t < ano wnanle rue u ma posta'

dv Z kc' ( VB)' sie juz tylko za pomoca kamer CCD. Te pólprzewodnikowe detektory majamv dt = -3"-;:3 ~, przynajmniej dwie cechy zapewniajace im bezwarunkowe zwyciestwo nad
(minus w równaniu r6zniczkowym innymi odbiornikami swiatla: sa dziesiatki razy wydajniejsze i moga rozróznic
oznacza zmniejszanie predkosci v) setki razy wiecej stopni szarosci niz najlepsze emulsje fotograficzne. Nie bez

.:.dtv') = -Av'. gdzie A = ~kc'B' . znaczenia jest tez mozliwosc zautomatyzowania i skomputeryzowania obserwacji
Z dt 3 c3m3 oraz pozbycie sie klopotliwej chemicznej obróbki zdjec. Klisze fotograficzne
~~dstawiaj",c x = v' mamy Wwielkich obserwatoriach wykorzystuje sie obecnie wlasciwie juz tylko do
- = -ZAdt. Calkuj",c otrzymuj"my t l d' . b t b . kl' . h kl d 36 36x zw. przeg a ow nIe a, u OWlem lsza o rozmlarac na przy a x cm
v' = v~e-'A'. Poniewaz r = ';;, wiec (a takie stosowane sa w palomarskiej kamerze Schmidta) ma zdecydowana
r = roe-A'. Promie.} r zmni"jszy sie przewage nad najwiekszymi nawet "kostkami" CCD. Jezeli jednak wkrótce i tu
dwukrotnie po czasie zapanuja pólprzewodniki, to klisza fotograficzna stanie sie w astronomii tym,

In Z 31n Zc3m3 •• b' h' . k' l .t = - = ---- = 3,57 s. czym JUZo ecme sa mec anICzne zegary l suwa logarytmIczne.A kc'B'
Tomasz KWAST

Rozwi"'ZIlnie zadania F 381. 29 wrzesnia 1989 roku zakonczyla sie pewna era w astronomii obserwacyjnej.
Elektron porusza sie po okregu, Tego dnia mianowicie 5-metrowym teleskopem w Obserwatoium Palomarskim
a wi~c indukcja magnetyczna jest , .
skierowana prostopadle do wektora zostalo wykonane ostatme tradYCyjne fotografIczne zdjeCIe nH~ba. Amerykanskl
predkosci elektronu. Sila dzialaj",ca na astronom Sidney van den Bergh po godzinnej ekspozycji w glównym ognisku
elektron wyno~i F = cvf' ~oniewaz teleskopu uzyskal obraz slabo swiecacych wlókien gazu otaczajacego supernowa
F = man.l gdzle an. = v /r Jest .. , "
przyspieszeniem dosrodkowym, Z roku 1181, w mIeJSCUktorej obecme znajduje SIe tez radlOzrodlo 3C58.
wiec r = mll ora1. a" = cvB. Co prawda zdjecie tego samego obszaru nieba zostalo powtórzone dobe pózniej,
Przyspies~fr'ie a = a" + ::, gdzie jego jakosc jednak okazala sie zbyt niska wskutek niespokojnej atmosfery.
a, = dv jest przyspieszeniem stycznym. W kazdym razie dyrekcja Obserwatorium zdecydowala, ze zdjec fotograficznych
Przy g~wOlnym przechodzeniu na tym teleskopem juz wiecej robic sie nie bedzie.
mniejs1.e orbity kolow" zachod1.i
at/an. -< l, a ~ ano Moc wynosi

dEk dv Z kc' ,
P = -- = m1J- ~ --a l staddt dt 3 c3 n

dv __ Zkc'a~--at----·dt 3 c3mv
cvB

Podstawiajac an. = -- otrzymujemym
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Klub 44
Termin nadsylania rozwiazan:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

31 VIII 1994

!=44
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 M

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), moz.na to robic
co rniesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

281. Mamy szesc komórek pamieci ponumerowanych od 1 do 6; w kazdej komórce
znajduje sie (w chwili poczatkowej) liczba O. Rzucamy kostka; jesli wypadnie i oczek,
zwiekszamy o 1 zawartosc i-tej komórki. Czynnosc te powtarzamy do momentu, gdy
we wszystkich komórkach pojawia sie liczby jednakowej parzystosci.
(a) Wykazac, ze z prawdopodobienstwem równym jednosci pojawi sie konfiguracja
konczaca.
(b) Obliczyc wartosc oczekiwana liczby rzutów.

282. Wewnatrz czworoscianu ABGD znajduje sie punkt P. Jego odleglosci od
wierzcholków A, B, G, D równe sa odpowiednio RA, RB, Re, RD, a od scian BGD,
AGD, ABD, ABG - odpowiednio rA, rB, re, rD. Dowiesc, ze

256rArBrerD ~ (RA + rA)(RB + rB)(Re + re)(RD + rD).

Kiedy zachodzi równosc?

Zadanie 282 zaproponowal pan Jan Ciach z Ostrowca Swietokrzyskiego.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 263 (WT=2,50) i 264 (WT=2,28) Zadania z matematyki nr 281 282
z numeru 8/1993 '

Le,zck G •• in,ki - Stalowa Wola '3,96 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Jerzy Janowicz - Bolesla.wiec 43,33
.Ja.n Cia.ch - Ostt"owicc Sw. 39,55
Mirosla.w Ma.tIQga. - Skocz6w 39,4"
Krzysztof Jedzinia.k - Ka.towice 35,57
Ja.n Kra.szewski - Legnica. 35,55

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/1994
Przypominamy tresc zadan:

273. Da.ny jest ciag liczb rzeczywistych :to, XI, X2, ••• Tworzyrny ciagi o wyrar.ach
)I" = (Xn-1 + x,,+d/2 oraz z" = (X"-2 + x" + xn+2)/3. Udowodnic, ze jezeli Xn ::; )In dla
n = 1,2,3,. , " to Yn ~ Zn dla n = 2,3,4, .. ,

274. Liczby naturalne a ~ 1 i b ~ l sa wzgl<:dnie pierwsze: k ~ 1 jest dowolna liczba naturalna.

Dowiesc, ze kazdy dzielnik nieparzysty liczby a2k + b2k ma postac 2k+1t + l, gdzie t jest liczba.
calkowita.

273. Ustalmy n ~ 2. Wykazemy, ze z nierównosci Xk ~ lik dla k = n-l, n, n + 1 wynika
nierównosc lin ~ Zn. Istotnie:

Xn-l ~ IIn-l ==> 4Xn-l ~ 2Xn-2 + 2xn i
Xn+l ~ IIn+1 ==> 4Xn+l ~ 2xn + 2Xn+2 i

Xn ~ lin ==> 2xn ~ Xn-l + xn+l .

Dodajemy stronami te trzy nierównosci i otrzymujemy

3(Xn-l + Xn+d ~ 2(Xn-2 + Xn + Xn+2),

czyli lin ~ Zn·

274. Niech p ~ 3 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby a2k + b2k i niech d = NWD(p - 1, 2k).
Znajdujemy taka liczbe naturalna e, ze be == 1 (mod p). Obie strony kongruencji

a2k == _b2k (mod p) mnozymy przez e2k i otrzymujemy zwiazek

(ae)2k == -1 (mod p). Stad oraz z "malego" twierdzenia Fermata

( l)(P-l)/d (( )2k)(P-l)/d (( )2k/d)P-l 1 ( d )- == ae = ae == mo p,

co oznacza, ze (p - 1) / d = m jest liczba parzysta.

Liczba d jako dzielnik 2k ma postac 2"', gdzie ar ~ k. Tak wiec p-l = 2"m dzieli sie przez
2"'+1. Stad i z okreslenia d wnosimy, ze d = 2" = 2k, czyli ar = k, wobec czego p - 1 dzieli sie
przez 2k+l.

Wykazalismy w ten sposób, ze kazdy nieparzysty dzielnik pierwszy liczby a2k + b2k ma postac
2k+1u + 1. Iloczyn liczb tej postaci tez jest liczba tej postaci:

(2k+1u + 1)(2k+1u + 1) = 2k+1(2k+1uu + u + u) + 1.

Stad teza.
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179. Masa helikoptera wynosi m = 900 kg, a promien wirnika r = 4 m. Obliczyc
minimalna moc silnika potrzebna do tego, aby helikopter wznosil sie do góry
z predkoscia v = 3 m/s. Gestosc powietrza jest równa e = 1,29 kg/m3•

180. W przewodzacej powloce kulistej o zewnetrznym promieniu R jest dziurka
w ksztalcie kola o promieniu r znacznie mniejszym od R. Jesli naladowac powloke
pewnym ladunkiem elektrycznym, to jaka czesc tego ladunku bedzie rozlozona na
wewnetrznej stronie?

, I , I- -, ,
Czolówka ligi zadaniowej

Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 179, 180 Redaguje Jerzy B. BROJAN

po uwzglednieniu ocen rozwiazan R .. d f' k' /
zadan 163 (WT=2,24) i 164 (WT=3,27) OZWI8,~anIa za ,~n z l~y l Z numeru 1 1994

z numeru 9/1993 Przypommamy tresc zadan:
171. Dwanascie sprezynek o stalej sprezystosci k i dlugosci swobodnej zero
(tzn. przyjmuja,cych dlugosc I pod wplywem sily F = ki) pola,czono jak na rysunku 1
i nacia,gnieto rozpinaja,c je na czterech punktach A, E, C i D tworzl\Cych kwadrat o boku 2<l.

Jaka, sile wywieraj a, sprezynki na kazdy z czterech punktów?

2d

Rys. 1

B

c

172. Aby przelac sok z puszki do szklanki, trzeba w wieczku wybic dziurki do wylewania
soku i d1.iurki do wlotu powietrza (rys. 2). Jacek wybija dziurki o jednakowej srednicy
(np. okolo 5 rrnn) i zastanawia sie: wi~ccj niz 10 dziurek nie chce rni sie wybijac, wiec ile z nich
powinno sluzyc do wlotu powietrza, a ile uo wylewania soku, zeby wylac go najszyhciej?

171. Oznaczmy dlugosc jednej z czterech srodkowych sprezynek przez x; wtedy dlugosc

jednej z pozostalych jest równa II = y'd2 + (d - X)2. Warunek równowagi sil w wezle E

(lub w którymkolwiek z trzech równowaznych) pozwala wyznaczyc x = :d, II = dyT6/3.3
Z twierdzenia cosinusów znajdujemy cos Ci = 2/../5, zatem szukana sila wywierana na jeden

z rogów wynosi F = 2kll cos Ci = 4kd V2 .3

POWIETRZ~V1K
Rys. 2

172. Oznaczmy cisnienie slupa cieczy nad dolnymi dziurkami przez p, a cisnienie powietrza
w puszce przez p'. Róznica cisnien wtlaczajaca powietrze przez górne dziurki jest równa
Pp = Palm - p', a róznica cisnien wypychajaca ciecz przez dolne jest równa Pc = P + p' - Palm,

zatem Pp + Pc = p. Predkosc wyplywu gazu lub cieczy przez otwór wyprowadza sie z równania

Bernoulliego (tzn. z zasady zachowania energii) - wynikiem jest u = ~ (p - gestosc).

Zatem dla cieczy Uc = y'2pc/ Pc, a objetosc V, wyplywajaca na sekunde, otrzymujemy
mnozac Uc przez powierzchnie otworów wylotowych Sc. Objetosc wplywajacego powietrza
jest taka sama i wyraza sie analogicznym wzorem. Problem sprowadza sie do maksymalizacji
wyrazenia V w zaleznosci od Sc i Sp, gdy spelnione sa warunki

{ffpc ffiPP
V = Sc -- = Sp --, Sc + Sp = const, Pc + Pp = P = const.

Pc Pp

Z obliczen wynika, ze V jest maksymalne, gdy

(Pc) 1/3Pp ~ 9,2,

gdzie gestosc soku przyjelismy równa gestosci wody, a gestosc powietrza Pp r:,; 1,29 kg/ma
Zatem jedna dziurka powinna sluzyc do wlotu powietrza, a dziewiec do wyplywu soku.

Wykonaj lub zawstydz sie!
Nie zawsze umiemy zrobic uzytek ze zdobytych
w szkole wiadomosci, nawet tych uzyskanych w szkole
podstawowej. Oto propozycja sprawdzenia, czy intelekt
nasz nie rozleniwil sie i czy nie biega tylko po tlumnie
uczeszczanych szlakach.

Dana jest rodzina wszystkich okregów prz~chodzacych
przez ustalone punkty A i B. Czy potrafisz
l. wykazac, ze okrag przecinajacy dwa z nich pod katem
prostym (na rysunku kolorowy) przecina pod katem
prostym wszystkie pozostale?
2. wykazac, ze przez kazdy punkt nie lezacy na
symetralnej odcinka AB przechodzi dokladnie jeden taki
okrag?
S. skonstruowac taki okrag przechodzacy przez dany punkt
p (nie lezacy, oczywiscie, na tej symetralnej)?

Jesli nie wiesz, czy potrafisz, to spróbuj!
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Kacik olimpijski (2)

Nie znamy rozwiazania czesci (h)
- liczymy na pornoc ze strony naszych
Czytelników.

Nierównosci cykliczne

W tym miesiacu "kacik" poswiecamy nierównosciom cyklicznym.

Zadanie l.
Dane sa liczby nieujemne al, a2, a3, a4, as, a6 o sumie równej 1. Wyznaczyc
maksymalna wartosc wyrazenia ala2 + a2a3 + a3a4 + a4aS + aSa6 + a6al.

Rozwiazanie.
Zauwazmy, ze

ala2 + a2a3 + a3a4 + a4aS + aSa6 + a6al ::;

::; (al + a3 + as)(a2 + a4 + a6) ::;

< (al + a3 + as + a2 + a4 + a6 ) 2 = 12 4'

. (Xl + X2) 2 .gdyz XIX2 ::; 2 . Wyrazeme ala2 + a2a3 + + ala6 przYjmUje

wartosc ~ na przyklad dla al = a2 = ~, a3 = ... = a6 = O. Zatem poszukiwana
4 2

maksymalna wartosc danego wyrazenia wynosi ~ .•4

Zadanie 2.
Udowodnic nierównosci

a b e
1<--+--+--<2

a+b b+e e+a
dla dowolnych liczb dodatnich a, h, e.

Rozwiazanie.
Pierwsza nierównosc:

a b e a h e
--+--+-- > ---+ ---+ ---= 1.
a+b b+e e+a a+b+e a+b+e a+b+e

Druga nierównosc:
a b e--+--+--=

a+b b+e e+a

=3- (_b_+_e_+_a_) <a+h h+e e+a

<3- (---+---+---) =2 .•a+~+e a+:+e a+~+e

Propozycje zadan do samodzielnego rozwiazania.

3. (a) Dane sa liczby nieujemne al, a2, ... , a6 o sumie równej 1. Wyznaczyc
maksymalna wartosc wyrazenia

ala2a3 + a2a3a4 + a3a4aS + a4aSa6 + aSa6al + a6ala2·

(b). Dane sa liczby nieujemne al, a2, ... , an o sumie równej 1. Wyznaczyc
maksymalna wartosc wyrazenia

ala2a3 + a2a3a4 + ... + an-Ianal + anala2 .

4. Udowodnic, ze dla dowolnych dodatnich liczb a, b, e, d zachodza nierównosci
a h e d

1 < ---+ ---+ ---+ --- < 2.
- d+a+h a+h+e h+e+d e+d+a-

5. Udowodnic, ze jesli a, h, e sa dlugosciami boków trójkata, to
3 a b e
-<--+--+--<2.
2-h+e e+a a+h-

Krzysztof CHELMINSKI

Waldemar POMPE
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(39)

Tych, którzy ucieszyli sie z rozstrzygniecia hipotezy
PoincarElgo, zaanonsowanego w EPSILONIE miesiac temu,
z prawdziwa przykroscia informujemy, ze problem dalej
czeka na swojego pogromce. Podana przez nas informacja
byla zartem primaaprilisowym, zas ani wymienieni tam
matematycy: van der Fool i Forster, ani wspomniany
instytut w Portland nie istnieja. Prawdziwe byly natomiast

wszystkie "fakty z najnowszej historii matematyki"
dotyczace slynnych hipotez.

Kilka rekordów

Ustanawianie nowych rekordów jest cecha
charakterystyczna sportu, ale nie tylko. W innych
dziedzinach dzialalnosci ludzkiej równie chetnie odnotowuje
sie najkrótsze, najwieksze, najszybsze i w ogóle wszystkie
inne "naj". Takze w matematyce mozna poszukac
rezultatów, które sa w pewnym sensie rekordowe. O ile
w sporcie rekord jest glównym celem zmagajacych sie,
to w matematyce rekordy bite sa przewaznie zupelnie
przypadkowo i przy okazji wykonywania zupelnie innych
zadan. Matematyk, atakujac jakis problem, raczej nie
mysli o pobiciu nowego rekordu.

Jakiego typu wyniki mozna by uznac za rekordowe?
Naturalnie, jesli poszukuje sie sensacji, to zawsze sie jakies
znajdzie. Mozna, na przyklad, zapytac o twierdzenie
z najdluzszym dowodem. Tu mamy dwóch kandydatów:
twierdzenie o czterech barwach oraz twierdzenie

o klasyfikacji grup prostych. Pierwsze twierdzenie
mówi, ze kazda mape na plaszczyznie mozna pomalowac
czterema kolorami tak, aby sasiednie obszary róznily sie
barwami. Pozytywne rozwiazanie tego problemu, ogloszone
przez Appela i Hakena w 1976 roku, wymagalo ponad
1000 godzin pracy superkomputera. Ile zajeloby ono stron
standardowego maszynopisu? Nikt tego nie przeliczyl.
Pózniej autorzy poprawiali jeszcze dowód dokladajac
pewna (dosc jednak znaczna) liczbe przypadków.

Drugie twierdzenie dotyczy klasyfikacji specj alilych

obiektów w algebrze zwanych skonczonymi grupami

prostymi. Dowody wszystkich przypadków mieszcza sie

podobno na trzynastu tysiacach stron (a przynajmniej
tak bylo w chwili ogloszenia rozstrzygniecia ostatniego

przypadku - po dziesieciu latach byc moze dokonano

pewnych uproszczen). Przy okazji absolutny
rekord: najwieksza sporadyczna grupa prosta ma
246.320.59.76.112133.17.19.23.29.31.41.47.59.71 elementów.

Nic dziwnego, ze niektórzy nazwali ja grupa monstrum.

Najkrótszym dowodem jest chyba dowód faktu, ze w grupie

istnieje dokladnie jeden element neutralny (e = e . e' = e').

Kopalnia rekordów jest teoria liczb: tu mozna pytac
o najwieksza znana obecnie liczbe pierwsza - na poczatku

roku 1993 byla to 2756839 - 1. Jaka jest najwieksza znana

liczba doskonala - oczywiscie, 2756838 . (2756839 - 1),
prawda? Jaki jest najwiekszy znany odstep pomiedzy
dwiema sasiednimi liczbami pierwszymi? Jaka jest

najwieksza liczba pierwsza zbudowana z samych jedynek?

Itd., itp.

Zreszta niemal kazda liczba jest pod pewnymi wzgledami

rekordowa. Na przyklad liczba 132 daje sie przedstawic

jako suma wszystkich liczb dwucyfrowych zbudowanych
z cyfr tej ze licz by, czy li z 1, 2 i 3:

132 = 13 + 32 + 21 + 31 + 23 + 12

i jest to najmniejsza liczba o tej wlasnosci.

Rekordy moga dotyczyc równiez samych matematyków.
Leonhard Euler byl autorem najwiekszej w dziejach liczby
prac matematycznych, a Evariste Galois najmlodszym

twórczo dzialajacym matematykiem (chociaz podobno
Pascal wszystkie swoje rezultaty uzyskal do osiemnastego

roku zycia, potem przestal zajmowac sie matematyka).
Rodzina Bernoullich moze sie poszczycic najwieksza licz ba,

czlonków zajmujacych sie matematyka (trzech slawnych
i co najmniej osmiu znanych). Przedstawiciele tego rodu
przez ponad 100 lat bez przerwy zajmowali katedre
matematyki na uniwersytecie w Bazylei, a profesorami
tegoz uniwersytetu na róznych katedrach czlonkowie
rodziny byli ponad 200 lat.

Przykladów takich, podobnych lub zupelnie innych, mozna
przytaczac jeszcze wiele. Jesli ktos z Czytelników slyszal
o jakims ciekawym rekordzie dotyczacym matematyki lub
matematyków, to zachecamy do napisania do EPSILONA.

Zdzislaw POGODA

Uwaga: karkówka artykulu, dotyczaca Calais i Dcrnoullich,
wyraza wylacznic opinie autora. Moim zdanieul, o rekordzie
mozna mówic tylko wtedy, gdy stwierdzenie rekordu jest
jednoznacz,ne. Do co to znaczy, ze najrnlouszyrn twórczo
dzialajacym matcmatykiclTI by} Galois? Przecier.. istuicja
wyniki osia.gniGte przez ludzi mlodszych. Moze mniej wybitne
(choc kto ma prawo o tynl 1.adecydowac?) - a.le z kolei rózni
matclnatycy wskazaliby rezultaty, ich zdanicrn, wiGkHZCj

wagi, osiagniete przez maternatyków l na przyklau, 24-letnich.
Próbujac wiec szukac najrnlodszcgo twórczo dzia.lajacego
matematyka nalezaloby zaczac od wyznaczenia "rangi
re?',ultat6w", od których poczawszy c:dowick jest z,alicr.a.ny
do kategorii tw6rczo dzialajacych, a tego zrobic si(: nic da,
tu obiektywnie "wyrnierzyc" wartosci rezultatu nie ITlol.na.
Podobnie z Bernoullimi - jaka jest definicja "zajmowania
sie" ITlateJuatyka? I co rozumierny przez. rodzine - czy ludzi
spokrewnionych nosr.acych to samo nazwisko, czy jcdYl1ic
spokrewnionych - a co ze spowinowaconymi?

K.C.

Matematyk D., pracujacy obecnie w Edynburg'u, jest
Australijc7.ykiem. Po ukoIlczeniu tzw. undergraduate studies
w Australii postanowil rozpoczc.\C studia doktoranckie
w Cambridge. Mial wówczas 23 lata. Przeu wyjazdern do Anglii
poinforrnowal () tej decyzji swojego nauczyciela rna.ternatyki.
Uslyszal:
- Chlopcze, ty chcesy. zostac matematykiem'! Gdy Galois byl
w twoim wieku, to od dwóch lat juz nic 7.yl!

Rcdak<:ja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pog'oda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin PO~J1iak.

Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem c.
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