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3. Prenurncrata zc zlecenicTIl dostawy za granice jest o 100% wy,;,sza; w pr7.ypa.dku
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prenUIlICl'ator.

4. Wplaty na prenurneratG: przyj rrluj a:
na teren kraju

jednostki kolportazowe "Ruch" S.A. wlasciwe dla rniejsca zarnicHzka.nia
lub siedziby pl'cnurneratora; dostawa egzeruplarzy nastGPujc w uzgodniollY
sposó h,
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pokrywa prcnurneratol'.

5, Terminy przyjrnowania prenumeraty:
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Fizyka w szklance piwa
Bohdan GRZADKOWSKI
Kazdy z Was, Drodzy Czytelnicy, obserwowal kiedys pecherzyki
gazu unoszace sie do góry w szklance wypelnionej swiezym,
chlodnym piwem (alkohol szkodzi zdrowiu!!!). Podobne zjawisko
mozna zobaczyc w szklance z woda sodowa - dla ustalenia uwagi
pozostaniemy jednak przy piwie. Postaramy sie opisac tutaj wzrost
i ruch babelków. Jak wiadomo, piwo jest nasycone dwutlenkiem
wegla. Dopóki jest ono zamkniete w butelce (choc niektórzy wola
piwo z puszki) pod zwiekszonym cisnieniem, nic ciekawego sie nie
dzieje. Jednak w momencie gdy ja otworzymy, cisnienie w butelce
zmniejsza sie na tyle, ze CO2 uwalnia sie w postaci pecherzyków
tworzacych sie na dnie i sciankach szklanki. Piwo, zaraz po otwarciu
butelki znajduje sie w stanie niestabilnym. Wlasnie zmiana
cisnienia powoduje, ze CO2 "woli" przechodzic w stan gazowy niz
pozostawac rozpuszczone w piwie. Babelki tworza sie na drobnych
nierównosciach na powierzchni szklanki (to troche tak, jak para
wodna w chmurach kondensuje sie na pylkach znajdujacych sie
w powietrzu i spada w postaci deszczu). Mozna sprawdzic, ze po
wsypaniu do szklanki, na przyklad, pieprzu (!) lub cukru (juz lepiej)
szybkosc powstawania babelków znacznie wzrasta. Na poczatku
pecherzyki rosna przyklejone do scianek, dopiero gdy dzialajaca na
nie sila wyporu stanie sie wieksza niz sila napiecia powierzchniowego
utrzymujaca je przy sciance, odrywaja sie i wedruja do góry.
Wyobrazcie sobie, ze problem babelków w piwie jest traktowany
na tyle powaznie, ze dwóch chemików ze Stanford University, Neil
Shafer i Richard Zare, przeprowadzilo doswiadczenia, w których
zmierzyli szybkosc powiekszania sie pecherzyków w miare wznoszenia

i zaleznosc ich polozenia od czasu [1]. Spróbujmy zbudowac model
opisujacy wzrost babelków, a nieco pózniej zastanowimy sie nad
ich ruchem ku powierzchni. Dzieki wspomnianym chemikom
bedziemy w stanie porównac przewidywania modelu z danymi
doswiadcz alnymi.

Dlaczego pecherzyki rosna?

Naiwnie narzucajaca sie odpowiedz brzmi: w miare oddalania sie

od dna szklanki maleje cisnienie hydrostatyczne (piwostatyczne ),
babelki sa slabiej sciskane i dzieki temu rosnie ich objetosc. Po chwili
zastanowienia zauwazymy jednak, ze jest to wyjasnienie bledne.
Na powierzchni piwa panuje cisnienie atmosferyczne 1 atm. Jak
latwo zauwazyc golym okiem, pecherzyki wedrujace od dna do
powierzchni zwiekszaja swoje rozmiary mniej wiecej Z-krotnie

(objetosc rosnie Z3-krotnie). Z równania gazu doskonalego wiemy,
ze pV = const, zatem 8-krotne zwiekszenie objetosci nastapiloby
pod wplywem tylezkrotnego zmniejszenia cisnienia. Poniewaz na
powierzchni cisnienie jest równe 1 atm, zatem na dnie szklanki
musielibysmy miec az 8 atm! Naturalnie jest to mozliwe, ale taki
kufel musialby miec okolo 80 m wysokosci (piekny widok!). Musimy
zatem takie rozwiazanie odrzucic.

Jak wiemy, babelki to dwutlenek wegla rozpuszczony w piwie, który
po otwarciu butelki uwalnia sie w postaci gazu. To wlasnie kosztem
nadmiaru (w warunkach zmniejszonego cisnienia po otwarciu
butelki) CO2 w piwie nastepuje przyrost objetosci pecherzyków,
stanowia one "centra parowania": cala swoja powierzchnia
pochlaniaja dwutlenek wegla rozpuszczony w piwie. W oparciu
o to spostrzezenie zbudujemy prosty model babelka oparty na
nastepujacych zalozeniach:

1

Swiat kwaziczastek
Tomasz DIETL

Przegladajac szkolne, a takze akademickie
podreczniki fizyki, mozna odniesc
wrazenie, ze nie przystaja one zupelnie
do otaczajacej nas rzeczywistosci.
Opisuja bowiem swiat pojedynczych lub
nieoddzialujacych obiektów fizycznych,
w najlepszym razie rozwazane sa w nich
oddzialywania lub zderzenia dwóch
cial, podczas gdy nasze otoczenie
- od materii jadrowej poprzez atomy,
ciecze, ciala stale i gwiazdy - zbudowane
jest z wielkiej liczby gesto upakowanych
i omal nieprzerwanie zderzajacych sie
cial - czastek lub atomów. Wbrew dosc
powszechnemu przekonaniu, wywodzacemu
sie z klasycznego opisu gazów doskonalych,
zlozony ruch czastek, np. elektronów
w atomach lub metalach, bynajmniej nie
zamiera w zerowej temperaturze. W tych
warunkach uklad nie przekazuje jedynie
energii do otoczenia, gdyz znajduje sie
wówczas w stanie o swojej najnizszej
energii - w stanie podstawowym.

Z praktycznych wzgledów rzadko
interesuja nas jednak wlasnosci calego
ukladu. Czesciej, gdyz tego mozemy
doswiadczyc, próbujemy zbadac, w jaki
sposób obiekt naszego zainteresowania
reaguje na zewnetrzne zaburzenie,
np. dotkniecie lub oswietlenie. Staramy
sie wiec okreslic nature wzbudzen
ukladu. Wspomniane dotkniecie,
np. stolu, wywoluje przemieszczajace sie
z predkoscia dzwieku drgania atomów
wokól polozen równowagi. Oswietlenie,
np. pólprzewodnika, przenosi elektrony
do pustych poziomów energetycznych
(z pasma walencyjnego do pasma
przewodnictwa), wywolujac powstanie par
elektron-dziura. Zaburzony uklad mozna
wiec opisac poprzez podanie rodzaju,
energii i liczby wzbudzen elementarnych,
tzw. kwaziczastek, dajacych przyczynek
do calkowitej energii wzbudzenia.
W omówionych przykladach stanowily je
drgania sieci atomów, zwane fononami oraz
powiazane przyciaganiem kulombowskim
pary elektron-dziura, tzw. ekscytony.
Formalizm ten jest nieslychanie wygodny,
gdyz przy niezbyt silnym zaburzeniu
i w odpowiednio niskiej temperaturze
liczba kwaziczastek jest na tyle mala,
ze mozna zaniedbac ich oddzialywania.
A wiec nauka wyniesiona ze szkoly lub
z uczelni nie idzie na marne.

Kwaziczastki charakteryzuje ladunek q,

spin s (wewnetrzny moment pedu
w jednostkach n, stalej Plancka h

podzielonej przez 27r) oraz zaleznosc



Ruch babelków

Teraz spróbujemy odpowiedziec na pytanie, jak zmienia sie w czasie

polozenie pecherzyka CO2 w szklance z piwem. Najpierw znajdziemy

sily dzialajace na pecherzyk. Pierwsza z nich to sila wyporu

Chemicy, o których wspominalem, przeprowadzili pomiary zaleznosci

promienia pecherzyka od czasu. Okazalo sie, ze przedstawiony

powyzej model swietnie opisuje dane doswiadczalne przedstawione

na rysunku 1.
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Uwzglednienie napiecia powierzchniowego

r(t) = ro + vrt,

dN p dV p 2dr-=--=-47rr -
dt kT dt kT dt

zalozenia 3. otrzymujemy proste rów'nanie

dr ,kT- = -- = const
dt p

(3)

,kT
p

prowadziloby do pojawienia sie w ostatnim równaniu dodatkowego

wyrazu proporcjonalnego do a log (:0) .

Korzystajac z

(2)

skad

(4)

dla Vr

Rys. 1. Promien unoszacego sie
babelka w zaleznosci od czasu.
Ramiona diamencików ilustruja
wielkosc bledów doswiadczalnych
(odchylenie standardowe)
popelnianych przy pomiarze
rozmiarów babelków i czasu. Ciagla
linia opisuje najlepsze dopasowanie
przewidywan modelu (równanie (4))
do danych doswiadczalnych (promien
poczatkowy ro = 0,018 ± 0,004 cm,
predkosc v, = 0,004 ± 0,001 cm/s).
Mozemy powiedziec, ze nasz prosty
model bardzo dobrze opisuje wyniki
doswiadczalne.

5. temperatura W szklance jest stala.

Zakladajac w dodatku, ze CO2 w pecherzyku spelnia równanie gazu

doskonalego: pV = kTN, gdzie p, V, T, N to cisnienie, objetosc,

temperatura i liczba czasteczek CO2, ak - stala Boltzmanna,

dostajemy

dN

(1) dt = ,47rr2
gdzie N jest liczba czasteczek CO2 w pecherzyku, r jego promieniem,

a , stalym wspólczynnikiem proporcjonalnosci,

4. dodatkowo zakladamy, ze cisnienie CO2 spowodowane istnieniem

napiecia powierzchniowego mozna pominac,

Cisnienie powierzchniowe w przypadku sfery zalei.y od promienia jak 2a)r,
gdzie u jest stalym wspólczynnikiem napiecia powierzchniowego, Widac stad,
ze dla r bardzo malego (zgadnij sam, co to znaczy, Drogi Czytelniku) ten
efekt moze byc istotny, Jesli ograniczymy rozwazania do babelków srednich
roznliar6w (tak jak tutaj), to mozna przyjac, ze cfekty zwiazane 7.e :unianc.\
napiecia powierzchniowego sa pomijalne. W l'l.eczywistosci jednak efektywnie
uwzgledniamy napiecie powierzchniowe zakladajac kulistosc babelków.

1. babelki sa kuliste,

2. cisnienie hydrostatyczne jest stale (poprzednie rozwazania

pozwalaja przyjac to zalozenie, przynajmniej przy opisie doswiadczen

wykonanych przy uzyciu szklanek o normalnych rozmiarach),
3. szybkosc pochlaniania CO2 jest wprost proporcjonalna do

powierzchni pecherzyka:

energii od pedu, e(p), lub - na mocy
dualizmu korpuskularno-falowego

- czestosci wlasnej w = e/n od dlugosci
fali A = h/p. W przypadku fononów
q = O, a = O, e = vp/n, gdzie v jest
predkoscia dzwieku. Dla ekscytonu q = O,

s = O, e = p2/2M, gdzie M = m; + mi.
jest suma mas efektywnych elektronu
w pasmie przewodnictwa i dziury w pasmie
walencyjnym. Ze wzgledu na wplyw
potencjalu pochodzacego od atomów
tworzacych pólprzewodnik masy efektywne
róznia sie znacznie od masy swobodnego
elektronu m; w zaleznosci od materialu m·
zmienia sie w granicach od O,OOlm do 2m.

Podobnie jak czastki, kwaziczastki danego
rodzaju sa nierozróznialne. Ta wlasnosc
obiektów mikroswiata, pozornie bez
wiekszego znaczenia, ma bardzo wazne
konsekwencje. Zastanówmy sie wiec nad
prawdopodobienstwem przejscia dwóch
identycznych czastek znajdujacych sie
w punktach al i bl do punktów az i bz.

Ze wzgledu na nierozróznialnosc czastek
musimy rozwazyc zarówno proces "wprost"

al -> a2, bl -> bz (linie ciagle na rysunku),
jak i proces "wymiany" al -> b2, bl -> a2

(linie przerywane).

Mozna by wiec sadzic, ze proces

wymienny zawaze zwieksza calkowite
prawdopobienstwo przejscia, przy I

czym, gdy az = bz, zwiekszenie to
jest dwukrotne. Rozumowanie to jest
jednak równie bledne jak twierdzenie,
ze przy badaniu zjawiska interferencji
metoda Younga otwarcie drugiej szczeliny

zwiekszy dwukrotnie natezenie swiatla
na ekranie. Jak wiemy, w doswiadczeniu
Younga w zaleznosci od punktu ekranu

obserwujemy wzmocnienie (czterokrotne)
badz pelne wygaszenie swiatla. O tym,
czy w punkcie r nastepuje wzmocnienie
czy oslabienie, decyduje wzgledna faza
fal elektromagnetycznych pochodzacych
z dwóch szczelin; oznaczmy te faze przez f3.

W przypadku dwóch czastek musimy wiec
wiedziec, jaka jest wzgledna faza f3 procesu
wprost i procesu wymiennego. Poniewaz,

jak widac na rysunku, dwa nastepujace po

o,i ., /.0,2, /, /, /, /, /, / ', /'//'" ," ,/ '" ," ,
/ '" ,

/ ,
b1 .---------------. b2

2



pomniejszona o ciezar pecherzyka, równa, zgodnie z prawem
Archimedesa:

(5) Fw=V(p-P')g~Vpg,

gdzie p, p' to gestosc piwa i gestosc CO2 w pecherzyku, a g jest
przyspieszeniem ziemskim. Pominiecie p' po prawej stronie
powyzszego wzoru jest uzasadnione. Zalózmy teraz dodatkowo,
ze predkosc ruchu pecherzyków jest na tyle mala, ze podczas ruchu
zachowuja one ksztalt sferyczny. Przy duzych predkosciach zalozenie
to przestaje byc sluszne, a z kul robia sie poziomo splaszczone
dyski. Naturalnie, jak to w fizyce bywa, nie bedziemy rozwazac
tego trudnego, realistycznego przypadku, lecz ograniczymy sie do
rozpatrzenia sytuacji, gdy babelki zachowuja ksztalt sferyczny.

Podczas ruchu pecherzyka, oprócz sily wyporu i ciezkosci, dziala na
niego równiez sila oporu, a jej prawidlowy opis to najtrudniejszy
punkt naszych rozwazan. Zauwazmy najpierw, ze babelki poruszaja
sie coraz szybciej j widocznie sila oporu rosnie wolniej niz sila wyporu

Fw = ~7rT3 pg. Do opisu sily oporu posluzymy sie tzw. prawem
Stokesa, które mówi, ze sila oporu dzialajaca na sztywna kule
poruszajaca sie w nieskonczonym, lepkim osrodku wynosi

dz
(6) Fs = 67r'rJr dt '

gdzie 'rJ = 1,3· 10-2 g/(cm·s) to wspólczynnik lepkosci, r - promien

k lk' dz .. dk"
u l, a dt - Jej pre osc.

sobie procesy wymienne sa równowazne
procesowi wprost, wiec

{32 = 1 .

. Widzimy zatem, ze istnieja dwie
mozliwosci, {3= l i {3= -1. Pierwsza
z nich zachodzi dla czastek i kwaziczastek,
dla których spin jest liczba calkowita.
Nazywamy je bozonami. Ze wzgledu na
konstruktywna interferencje procesów
wprost i wymiennych bozony sa
towarzyskie: prawdopodobienstwo
przejscia bozonu do jakiegos stanu
jest tym wieksze, im wiecej juz ich
w tym stanie jest. Jest to powód wielu
niezwyklych zjawisk: akcji laserowej,
nadcieklosci i nadprzewodnictwa.
W przypadku lasera fotony krazace
miedzy zwierciadlami "wymuszaja" taka
rekombinacje par elektron-dziura, która
wiaze sie z powstaniem fotonów o tej samej
czestosci i fazie. W zjawisku nadcieklosci
i nadprzewodnictwa ruch atomów 4He lub
par elektronowych odbywa sie bez tarcia,
bowiem wszystkie sa w tym samym stanie
kwantowym, maszeruja w tym samym
szeregu, z którego jest je bardzo trudno
wyrwac.

(
Chociaz kwaziczastki sa badz bozonami,
badz fermionami, wykryto zjawiska,
w których nastepuje przemiana
statystyczna - fermiony zamieniaja
sie w bozony lub bozony w fermiony.
Dla przykladu, ekscyton jest bozonem,
ale w odpowiednio wysokiej temperaturze,
nim elektron i dziura,znikna (przekazujac
energie wzbudzenia np. fotonom lub
fononom), nastapic moze dysocjacja
ekscytonu na dwa niezaleznie poruszajace
sie fermiony - elektron i dziure.
Z kolei w niskiej temperaturze i przy
dostatecznie duzej kancentracji ekscytonów
(a wiec przy duzym natezeniu swiatla
i odpowiednio powolnej rekombinacji)
w niektórych materialach zachodzi
"skroplenie" ekscytonów w ciecz (plazme)
elektronowo-dziurowa. W cieczy tej pary
elektron-dziura traca calkowicie swoja
indywidualnosc. Ciecz ta przypomina
raczej stopiony metal, w którym zakaz
Pauliego i sily kulombowskie miedzy
wszystkimi ladunkami wyznaczaja ruchy

W przeciwienstwie do b~zonów fermiony
- czastki o spinie polówkowym - unikaja
sie. Ze wzgledu na destruktywna
interferencje procesu wprost i wymiennego

obowiazuje dla ni,ch zakaz Pauliego:
w tym samym stanie kwantowym moze
znajdowac sie co najwyzej jeden fermion.
Zakaz Pauliego okresla obserwowana
doswiadczalnie budowe jader atomowych
i atomów. Lezy wiec u podstaw techniki
jadrowej i chemii.

(9) w=f(t)w+h,

. 9'rJ 1 2g
gdzle w = z(t), f(t) = --~( )' h = -. Standardowe metody"'p r t '"
rozwiazywania równan rózniczkowych (zamiana zmiennych
i uzmiennianie stalej) prowadza do nastepujacego wyrazenia

ah lU eX
(10) w = _e-u z-dx,

V UD X

Zauwaz, Drogoi Cl,ytclniku, :i.e gdy ciecz jest nielepka (t] = O), to Fs == O, co jest
na pierwszy rzut oka niezgodne 7. nasza intuicja. Jest to jednak zupelnie niezla
intuicja, gdyz dosc rzadko (nigdy) marny do czynienia z nielepkim przeplywern,
taka niclepka woda nazywana jest czasarni sucha woda

Zakladajac, ze Fs opisuje sile oporu dzialajaca na pecherzyk,
jestesmy teraz w stanie napisac równanie ruchu

d2z 4 3 dz
(7) m dt2 = 37rr pg - 67r'rJr dt '

gdzie z oznacza pionowa wspólrzedna babelka, natomiast m dane
jest wzorem

( ) '" 4 38 m = - . -7rr p.
2 3

Zauwazmy, ze dla", = 2, m jest masa piwa (!) zawarta w kuli
o rozmiarach pecherzyka. W zasadzie, zamiast m powinnismy

wstawic tam mase pecherzyka ~7rr3p', musimy jednak pamietac,
ze obiekt poruszajacy sie w lepkim osrodku "ciagnie" za soba
"przylepiona" do siebie ciecz. W porównaniu z nia rzeczywista
mase CO2 w babelku mozna pominac. Wlasnie dlatego

w równaniu ruchu (7) pominelismy mase CO2, a wprowadzilismy
sparametryzowana wzorem (8) te dodatkowa, "przylepiona" mase
plwa.

Wspólczynnik", wprowadzilismy po to, by sprawdzic, jak silnie ruch
pecherzyka zalezy od wielkosci "przylepionej" masy. Znalezione przez
nas równanie daje sie przepisac w wygodniejszej postaci:

3
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Teraz juz, Drogi Czytelniku, po uswiadomieniu sobie naszych

slabosci zostawiam Cie, zyczac wielu udanych eksperymentów

i znalezienia prawidlowego modelu opisujacego ruch babelków

w pIWIe.

432

[s]

O

Rys.2. Polozenie babelków
w zaleznosci od czasu:

diarnenciki ~ dane doswiadcza.lne,
linia ciagla - przewidywanie modelu.

O l

. 9ry a
gdZIe a = --, a u = - -.

"'pVr r
Kolejne calkowanie doprowadza nas do wyrazenia na polozenie
w zaleznosci od czasu

(11) z(t) = lt w(r)dr.

Wyrazenie to mozna latwo scalkowac na kalkulatorze czy

komputerze. Jednak zamiast pracowitego calkowania mozna równiez

pomyslec i zauwazyc, ze o ile", nie jest za duze (okazuje sie, ze to

znaczy nie wieksze niz 102), to w równaniu ruchu mozna pominac

d2z ,. l' d' . d' .wyraz m--z w porownamu z pozosta ymI, a wte y rowname aJe SIedt

latwo rozwiazac:

2 g P 3
(12) z(t) = ---[(ro + vrt) - rg].

27 Vr ry

Numeryczne calkowanie równan moze nas upewnic, ze o ile", < 102,

to powyzsze równanie bardzo dobrze przybliza dokladne rozwiazanie
równania ruchu.

S
....':'..20
...,

N
10

Wprawdzie udalo nam sie rozwiazac równanie ruchu, ale nie

nasz wyjsciowy problem. Jak widzimy bowiem z rysunku 2, tym

razem nasza "teoria" (linia ciagla) nie opisuje prawidlowo danych

doswiadczalnych. W rzeczywistosci pecherzyk porusza sie znacznie

wolniej, niz to przewiduje nasze rozwiazanie; sila oporu musi byc

zatem wieksza od danej przez prawo Stokesa. Zanim zostawie Cie,

Drogi Czytelniku, z tym fundamentalnym problemem, przypomnijmy

sobie, jakie zalozenia sa robione przy wyprowadzeniu prawa

Stokesa i zastanówmy sie, czy przystaja one do naszej babelkowej

rzeczywistosci:

• kulka jest sztywna - tymczasem nasz pecherzyk rosnie, wiec

sztywny nie jest,

• predkosc (jej styczna i prostopadla skladowa) na powierzchni kulki

znika (ciecz nie wnika do wnetrza kulki, a z powodu lepkosci nie

plynie równiez po jej powierzchni) - w naszym przypadku skladowa

styczna predkosci piwa na powierzchni pecherzyka moglaby byc

rózna od zera,

• ciecz jest nieskonczona - tymczasem nasze piwo zawiera sie
w szklance.

elektronów i dziur (dodatnich jonów
w metalu). Innym przykladem przemiany
statystycznej jest nadprzewodnictwo
metali. Wiaze sie ono z istnieniem
obszaru odksztalcenia sieci krystalicznej
za poruszajacym sie elektronem, który
moze "spulapkowac" inny elektron.
W dostatecznie niskiej temperaturze
powstale pary, bozony, nie rozpadaja sie,
a wiec staje sie mozliwa ich kondensacja
- przejscie do jednego stanu kwantowego.

Czy bozony i fermiony wyczerpuja
wszystkie mozliwosci? Czy istnieja

kwaziczastki podlegajace innej statystyce?
W 1982 r. Frank Wilczek, fizyk
amerykanski o polskich korzeniach,
wysunal przypuszczenie, ze w przestrzeni
dwuwymiarowej moga istniec kwaziczastki
o innych statystykach, a co za tym idzie,
o nie znanych dotychczas wlasnosciach.
Wilczek uwaza, ze w przestrzeni
dwuwymiarowej dwa procesy wymienne
zawsze wiaza sie z okrazeniem jednej
kwaziczastki przez druga, a wiec nie sa
równowazne procesowi wprost. Wynika
stad, ze warunek {32= 1, a wiec {3= ±1,
nie musi byc spelniony. W szczególnosci
wzgledna faza {3 procesu wymiennego
i wprost moze przyjmowac wartosci
ulamkowe! Wilczek nadal kwaziczastkom
o takich wlasnosciach nazwe anyon od
angielskiego slowa any, w tym kontekscie

dowolny, kazdy (w Postepach Fizyki 6/1993
ukazal sie interesujacy artykul poswiecony
tym czastkom, dla których wprowadzono
nazwe kazdony).

Mozna by sadzic, ze poniewaz zyjemy
w przestrzeni trój wymiarowej,
spekulacje Wilczka maja charakter
ciekawostki teoretycznej. Okazuje sie

jednak, ze istnieje wiele materialów,
w których kwaziczastki poruszaja sie
jedynie w pewnych plaszczyznach.
Na przyklad w wysokotemperaturowych
nadprzewodnikach ruch kwaziczastek
odpowiedzialnych za nadprzewodnictwo

(dziur) ograniczony jest do plaszczyzn
tworzonych przez tlenek miedzi CU02'
Czesc badaczy wiaze nawet wysokie
temperatury przejscia do stanu
nad przewodzacego w tych materialach
z ulamkowa statystyka, chociaz intensywne
poszukiwania bezposrednich dowodów
istnienia egzotycznych kwaziczastek
nie daly dotad pozytywnych wyników.
Pojawiaja sie natomiast coraz bardziej
przekonujace dowody na istnienie
anyonów w silnym polu magnetycznym
w ... tranzystorach typu MOS-FET
i HEMT. Te pierwsze, krzemowe
tranzystory polowe z izolowana bramka
(M etaJ-Oxide-Silicon - Field- Effect- Transistor.),
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log7 < n log2 - [n log2] < log8.

stanowia podstawowy element
budowy "mózgu" kalkulatora
lub zegarka. Z kolei tranzystory
z wysoka ruchliwoscia elektronów
(High-Electron-Mobility- 2lansistors) powszechnie
wykorzystywane sa do wzmacniania
sygnalu w antenach satelitarnych.
"Sercem" tych tranzystorów jest
kondensator, którego jedna okladke
stanowi pólprzewodnik (Si w strukturze
MOS-FET, GaAs w strukturze HEMT),
a role dielektryka spelnia material
o szerokiej przerwie energetycznej,
odpowiednio Si02 i Alo,sGao,7As. Przy
odpowiedniej polaryzacji kondensatora
w pólprzewodniku - przy granicy
z dielektrykiem - pojawiaja sie elektrony,
które moga poruszac sie swobodnie jedynie
w plaszczyznie zlacza. Dla pewnych
szczególnych wartosci strumienia pola
magnetycznego, przypadajacego na jeden
elektron, elektrony ulegaja przemianie
w anyony - zlozone kwaziczastki,
w których sklad wchodzi kwazielektron
i calkowita liczba kwantów strumienia
pola magnetycznego. I jeszcze jedno, ich

Eksperymentujac dalej mozna stwierdzic, na przyklad, ze siódemka obserwacja wymaga obnizenia temperatury
jest pierws.ra cyfra liczb 256, 266, 276, 286 i 296 (ale 2106 ma za do okolo 50 mK oraz przylozenia pola
pierwsza cyfre ósemke ... ). Strasznie to jednak niezdarny sposób. magnetycznego rzedu 20 'r, tj. 4, 105 razy

wiekszego od pola ziemskiego.

Pora na rozwiazanie w miare eleganckie, pozwalajace na wyciagniecie •••••••••••••••••••••
wielu wniosków. Na poczatek trzeba, oczywiscie, zrozumiec, co to
wlasciwie znaczy, ze 7 jest pierwsza cyfra licz by 2n. Odpowiedz jest
latwa: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2n wtedy i tylko wtedy, gdy dla

pewnego k E N mamy 7 ' lOk < 2n < 8 ' lOk. Aby otrzymac prostszy,
równowazny zapis, logarytmujemy te nierównosci stronami (przy
podstawie 10); daje to k + log 7 < n log 2 < k + log 8. Poniewaz
O < log 7 < log 8 < 1, to k jest czescia calkowita liczby n log 2, skad
ostatecznie

o potegach dwójki
Pawel STRZELECKI

Zaczniemy od sformulowania ciekawego problemiku.

Zadanie. Rozpatrzmy ciag (an)nEN zlozony z pierwszych cyfr
kolejnych poteg dwójki:

1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, 8, ...

Czy w ciagu tym pojawi sie kiedykolwiek siódemka?

Zadanie to (i rózne jego warianty) mozna odnalezc w wielu
miejscach, np. w artykule Zbigniewa Marciniaka Spacerujacy

matematyk (Delta 7/1991) czy w slynnym podreczniku W.I. Arnolda
Równania rózniczkowe zwyczajne. Na ogól towarzysza mu pewne
wskazówki czy udowodnione fakty pomocnicze. Autor niniejszego
tekstu nie zna jednak miejsca, gdzie wspomniane zadanie mozna
znalezc w towarzystwie kompletnego rozwiazania, takiego w stylu
"kawe na lawe". Spróbujmy temu zaradzic.

N a poczatek rozwiazanie rozpaczliwe: za pomoca olówka i kartki

papieru albo nieco nowszych wersji tego narzedzia (dobry kalkulator?
komputer?) Wytrwaly Czytelnik latwo sprawdzi, ze

246 = 70 368 744 177664.

Zeby rozwiazac zadanie z poczatku artykulu, wystarczy teraz
skojarzyc ze soba kilka znanych faktów.

Lemat 1. Liczba log 2 jest nie wymierna.

Lemat 2. Jesli liczba x jest niewymierna oraz cn: = nx - [nx], to dla
dowolnych a 2' b spelniajacych O ~ a < b ~ l, nieskonczenie wiele

wyrazów ciagu Cn lezy w przedziale (a, b).

Zanim podamy dowody lematów, popatrzmy na ich konsekwencje.
Po pierwsze, z Lematu 2 zastosowanego dla x = log 2, a = log 7,
b = log 8 wynika, ze siódemka jest pierwsza cyfra nieskonczenie
wielu poteg dwójki. Jesli zastosujemy Lemat 2 dla x = log 2,

a = log(77) - 1, b = log(78) - 1, pamietajac, iz 1 = [log 77] = [log78],
to przekonamy sie, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n

moga stac równiez dwie siódemki. Rozumujac podobnie nietrudno
stwierdzic, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n moze
wystapic dowolny skonczony ciag cyfr: 1994 albo 1234, albo 567890,
itd .... Dla niedowiarków prezentujemy na koncu niniejszego artykulu
kalendarz waznych dat zestawionych z odpowiednimi potegami
dwójki.

Rys. 1. Wyrazy cia,gu (cn) to cz~,ki
ulamkowe kolejnych wielokrotnosci x
(x =../2; n = 1,2,3).
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przed rozpoczQcicm nawijania

Co wiecej, prawdziwy jest takze

Wniosek. Jesli liczba naturalna p > 1 nie jest liczba postaci lOk J k E NJ to na

poczatku zap2'su dziesietnego liczby pn moze pojawic sie dowolny skonczony ciag

cyfr.

-1
t

o
l

1
t

Dla dowodu wystarczy zauwazyc, ze liczba log p jest niewymierna, i powtórzyc

poprzednie rozwazania.

T

w trakcie nawijania
215 216

re I I ...,i:',

T ... ,-2,-1.0.1,2 ..... 2]4

Rys. 2. Wezmy okrag T o obwodzie 1.
Linie prosta wyobrazrny sobie ja.ko
nitke (nieskonczenie cienka). Na.winmy
t~ "nitk~" na okrag T jak na szpulk~.
W ówczas wszystkie punkty prostej
odpowiadajace liczbom calkowitym
"skleja si~" do jednego punktu na
okr~gu. Punkt ten b~dziemy oznaczac
przez O.

Rys. 3. Dlugosc luku (O,jn(O)) jest
równa en (luk od punktu O do jn(O)

trzeba prowadzic przeciwnie do
kierunku ruchu wskazówek zegara).

o

Rys. 4. j", czyli .-ta iteracja j, jest
obrotem o malutki kat 2rre (nie wiemy
tylko, w która stron<;).

Rys. 5. Dlugosc luku pomiGdzy

punktami bms orar. b(m+l)s jest
równa € < b-a. Gdy nI.. rosnie,
to punkty bm" obiegaja okrag dookola;
na kazdym oknltZcniu przynajmniej
jeden z nich wpada w "dziure" na
luku (a, b).

Dowód Lematu l. Gdyby dla pewnych l, m E N zachodzila równosc

.i- = log 2, to wprost z definicji logarytmu mielibysmy 101/m = 2, czyli 101 = 2m.m
To jest sprzecznosc, bowiem 101 dzieli sie przez 5, zas 2m - nie .•

Dowód ~ematu 2. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie wyrazy
ciagu Cn sa rózne. Gdyby bowiem Ck = Cm dla m =1= k, to mielibysmy

(k - m)x = [kx] - [mx]. To jest sprzecznosc, bowiem iloczyn róznej od
zera liczby calkowitej k - m oraz liczby niewymiernej x nie moze byc liczba
calkowita.

Wezmy teraz takie n E N, ze ~ < b-a. Poniewaz liczby CI, C2, ... , Cn+l sa
rózne i naleza do odcinka [0,1], wiec z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,
ze dla pewnych i oraz s takich, ze 1 ~ i < i + s ~ n + 1, mamy

1
(1) O < e: = ICi - ci+.1 ~ - < b - a.n
Dalej wygodnie jest posluzyc sie nastepujacym wyobrazeniem.

Os liczbowa mozemy zwinac w okrag T o dlugosci 1 z wyróznionym punktem O

(tak, jak pokazuje rys. 2). Dla a, [3 E [0,1] przez (a, (3) oznaczac bedziemy luk
okregu T odpowiadajacy przedzialowi (a, (3) C [0,1].

Niech f : T --> T bedzie obrotem o kat 27fX radianów w kierunku przeciwnym

do ruchu wskazówek zegara. Zamiast patrzec na liczby Cn na odcinku [0,1],
bedziemy obserwowac na okregu T obrazy punktu O pod dzialaniem kolejnych
iteracji f. Chwila namyslu pozwala stwierdzic, ze dlugosc luku (O, bn), gdzie

bn := r(O) == f o ... o f(O),'-v-'
n ra7.y

jest równa Cn (rys. 3). Zatem, dzieki nierównosciom (1) wiemy, ze dlugosc luku
miedzy punktami bi oraz bi+. = f' (ai) jest równa e < b-a. Oznacza to, ze !"
jest obrotem o kat 27fe (rys. 4); kierunek tego obrotu nie ma dla nas znaczenia.

Wynika stad, oczywiscie, ze nieskonczenie wiele sposród punktów b., b2.,

b3., ... , nalezy do luku (a, b) zawartego miedzy punktami a i b. Jesli
bowiem wyjdziemy z ustalonego punktu O i bedziemy chodzic nieskonczenie
dlugo po okregu T, stale w te sama strone, stawiajac kroczki o dlugosci e,

to nieskonczenie wiele razy staniemy na luku (a, b), bo jego dlugosc, b - a, jest

wieksza niz dlugosc naszego kroku, e (rys. 5) .•

A dlaczego wsród pierwszych wyrazów ciagu utworzonego z pierwszych cyfr

kolejnych poteg dwójki nie widac siódemek? Dlaczego ten zdradliwy ciag

wyglada na okresowy? Powód jest prosty: liczba

log 2 = 0,3010299956 ...

bardzo dobrze daje sie przyblizyc liczba wymierna 0,3, a dla x E Q ciag

en = nx - [nx] jest okresowy. Dlatego wlasnie po obejrzeniu kilkunastu
poczatkowych wyrazów ciagu (an) mozna nabrac nieslusznego przekonania,
ze ów ciag ma okres 10 i siódemka w nim nie wystepuje, ósemka zas pojawia sie
dosc czesto.

W 1910 roku Waclaw Sierpinski, 'Hermann Weyl oraz P. Bohl udowodnili

niezaleznie, ze dla niewymiernego x ciag Cn = nx - [nx] jest równomiernie

rozlozony na odcinku [0,1]. Dokladniej, jesli wezmiemy dowolne a i b,

6



a8 (n)
lim -- = log9 -log8,

n-+oo n

Rozwiazanie zadania M 708.
Tak. Proste rachunki przekonuja nas,
ze funkcje

tlx) = (V2)X ora1. g(x) = 10gyl2x

spelniaja wszystkie wymogi zadania.

Rozwiazanie zadania M 709.
Szacujac kazda z podstaw pot~gi
po lewej stronie nierównosci przez
max(x, y) dostajemy natychmiast

xsin2 O! . yCOS2 a: ~

~ max(x, y)sin2 a+cos2 a: =
=max(x,y) <x+y.

Ostatnia nier6wnosc jest ostra, bo obie
liczby x i y sa dodatnie.

Rozwiazanie zadania M 710.
Niech n oznaC1.a liczb~ kul bialych
w urnie, k zas - liczb~ kul czarnych.
Zbi6r zdarzen elementarnych O
w naszy~ dwukrotnym losowaniu
to produkt kartezjanski U X U,
gdzie U jest zbiorem wszystkich kul

w urnie. Zatem, 101 = (n + k)'. Latwo
stwierdzic, ze zdarzen sprzyjajacych
jest n' + k' (losujemy jedna z n kul
bialych, i za drugim razem tez kul~
biala, albo jedna z k czarnych i za

drugim razem tez czarna). Stad

n' + k' lp----->
-(n+k)'-2

na mocy oczywistej nierównosci
n' +k' ~ 2nk.

O::; a < b ::; 1, i przez kn(a, b) oznaczymy liczbe elementów zbioru
{Ci: 1::; i ::;n, Ci E (a, b)}, to wówczas .

(2) lim kn (a, b) = b - a .n-+oo n
Mówiac obrazowo i niezbyt precyzyjnie, gdy dlugo chodzimy po okregu

dlugosci 1 stawiajac kroczki niewymiernej dlugosci, to na kazda dziure bedziemy
nastepowac mniej wiecej z czestoscia proporcjonalna do dlugosci tej dziury.

Przetlumaczmy ten fakt na jezyk poteg dwójki. Niech a7 (n) i as( n) oznaczaja
od powiednio liczbe siódemek i ósemek wsród pierwszych n wyrazów ciagu an.

Z równosci (2) wynika, ze

lim a7 (n) = log 8 - log 7 ,
n-+oo n

zatem

. a7 (n) log 8 - log 7

hm -( -) = l l = 1,13370 ... > 1.n--+oo a8 n og 9 - og 8

Oznacza to, ze obserwujac odpowiednio dlugie fragmenty ciagu an zlozonego

z pierwszych cyfr kolejnych poteg dwójki zobaczymy nieco wiecej siódemek niz
ósemek.

Wspomniany wynik Bohla, Sierpinskiego i Weyla oraz nasz fakcik o siódemkach

i ósemkach sa w istocie prostymi wnioskami z bardzo ogólnego i glebokiego

twierdzenia ergodycznego G.D. Birkhoffa (pochodzacego z 1931 roku), ale
to juz zupelnie inna historia.

Kalendarz z poteg dwójki

Wydarzenie RokPotega dwójki
Chrzest Polski

9662568 = 9,6613 ... X 10170

Powstanie Uniwersytetu Jagiellonskiego

13642~4~'" = 1,3644 ... X 101u~0

Unia Polski z Litwa

138523050 = 1,3851 ... X 10918

Bitwa pod Grunwaldem

14102004\l = 1,4107 ... X 101008

Sobieski pod Wiedniem

16832'09 = 1,6832 ... X 10212

Wydanie "Philosophice Naturalis Principia Mathematica" Newtona

168726143 = 1,6875 ... X 101849

Pierwszy rozbiór Polski

17722921 = 1,7726 ... X 10277

Drugi rozbiór Polski

17922'-'41\' = 1,7920 ... X 10746
Trzeci rozbiór Polski

17952.l0U\l= 1,7958 ... X 10404

Kongres Wiedenski

18152931 = 1,8152 ... X 10280

Powstanie Uniwersytetu Warszawskiego

18162'{~~\l = 1,8160 ... X 10"''''U\l
Urodzil sie Stefan Banach

189228133 = 1,8921 ... X 102448

Wybuch II wojny swiatowej

19392"""''-' = 1,9392 ... X 101662

Koniec II wojny swiatowej

194521931 = 1,9450 ... X 10581

N arodziny Delty

19742-"''''' = 1,9745 ... X 10466

Dzien dzisiejszy

199423592 = 1,9940 ... X 101081

Zadanie dla Czytelnika. Dla jakiego n liczba 2n ma na poczatku cztery

siódemki? A piec siódemek? Jak oszacowac z góry najmniejsza liczbe n, dla
której zapis dziesietny 2n rozpoczyna sie od 1994 kolejnych siódemek?

7



Wyobraz sobie, ze jestes na polowaniu, ale takim
troche niezwyczajnym. W pewnym momencie
spostrzegasz malpke wiszaca na galezi. Celujesz
wiec do niej ze swoj ej broni palnej, ale ta bron tez
jest troche niezwyczajna. Jest stara, czyni duzo
huku i wyrzuca pocisk z predkoscia duzo mniejsza
niz predkosc dzwieku w powietrzu. Malpka
uslyszy wiec odglos wystrzalu duzo wczesniej, niz
doleci do niej pocisk.

-h-

Odpowiedz jest prosta: nalezy celowac prosto
w cel. To prawda, ze malpka zacznie spadac, ale
pocisk w trakcie lotu tez spada, tzn. odchylenie
toru mierzone w pionie od linii prostej zmienia sie
w czasie tak samo, jak odleglosc malpki od galezi.
Najprosciej to zrozumiec rozwazajac najpierw
przypadek bez sily ciazenia. Wówczas pocisk leci
dokladnie po linii prostej, a malpka tez nie spada.
"Wlaczaj ac" teraz plynnie sile ciezkosci widzimy,
ze dziala ona tak samo na pocisk i na malpke.

Mozemy wykonac bardzo proste doswiadczenie,
które wykaze slusznosc naszych rozwazan.
Musimy w tym celu skonstruowac bron.
Najprosciej wziac rurke z dopasowanym pociskiem
i odkurzacz - bedzie to bron pneumatyczna.

Regulujac cisnienie po~ietrza, z jakim odkurzacz
wyrzuca kulke z rurki, mozna zmieniac predkosc
pocisku.

8

mala delia

Polowanie i fizyka

Dla uproszczenia mozemy zalozyc, ze predkosc
dzwieku jest tak duza w porównaniu z predkoscia
pocisku, ze malpka uslyszy wystrzal w momencie
opuszczania lufy przez pocisk. Naturalne jest
wiec oczekiwac, ze przestraszona malpka pusci
sie galezi i zacznie spadac. Powstaje zatem
pytanie: jak nalezy celowac, aby trafic w cel?
Czy nalezy celowac prosto w malpke, czy tez
nalezy uwzglednic fakt, ze malpka bedzie spadac
i celowac odpowiednio nizej?

Malpke mozemy zrobic z pileczki pingpongowej
z przyklejonym kawalkiem blaszki, aby mogla
trzymac sie elektromagnesu. Elektromagnes
bedzie odgrywal role galezi, na której wisi malpka.
Potrzebne sa jeszcze styki umocowane na koncu

rurki (to znaczy na koncu lufy naszej broni),
tak aby opuszczajaca lufe kulka rozwarla styki
i rozlaczyla prad w obwodzie elektromagnesu.
(Szczególy wykonania pozostawiamy inwencji
Czytelników.) W ten sposób mamy zrealizowane
warunki naszego problemu mysliwskiego i mozemy
rozpoczac bezkrwawe lowy. Szczególnie efektowny
jest strzal z bardzo mala predkoscia kulki, która
trafia w pileczke duzo ponizej elektromagnesu,
o ile celuje sie prosto w elektromagnes.

Malq Delte przygotowal Jan KALINOWSKI



Badamy naj prostsze zjawiska falowe
Rozwiazanie zadania F 885.
Zalózmy dla uproszczenia, ze
zdeformowana kula ma ksztalt kuli
scietej.

Stanislaw BEDNAREK

Powierzchnia styku z podlozem wynosi
So = 1I"Y6' Podzielmy kule na cienkie
wspólosiowe puszki o wysokosci h
i grubosci dy, gdzie y E< O,Yo >. Dla
malych deformacji h "" 2R. W procesie
deformacji dlugosc puszki skraca sie o

2 2

f:>.h=~-VR2_Y5""Y02~y .

Z prawa Hooke'a
dF f:>. h
dS = E· h'

gdzie dS = 211"ydy. Podstawiajac h

i l:::J.h oraz calkujac powyzsze wyrazenie
otrzymuj emy

1I"E. ESg
F = 8R2 Yo = 811"R2

Sila odksztalcenia F jest równowazona

przez sile ciezkosci F = mg = ~1I"R31l.3
Porównujac ostatecznie otrzymujemy

( 3 ES2 ) 1/5R = --2 __ 0_ = 0,75 m.
3211" 11

Bardzo przydatnym do tego celu rodzajem fal sa fale rozchodzace sie na

powierzchni wody. Fale taka wytwarza kazde dziecko, kiedy wrzuca kamyki do
stawu lub kaluzy. Obserwuje wówczas wspólsrodkowe okregi rozchodzace sie
od miejsca wpadniecia kamienia do wody. Zeby przeprowadzic w warunkach

laboratoryjnych, a raczej domowych, nastepne doswiadczenie dokladniej

zapoznajace rias z rodzajami fal i zjawiskami powodowanymi przez fale, nie

musimy przenosic kaluzy czy stawu do pokoju. Wystarczy w tym celu plaskie
naczynie z przezroczystym dnem. Fizycy nazywaja je zwykle wanienka do

badania fal na wodzie. W roli tej wanienki mozna wykorzystac niewielkie

skrzydlo okienne o wymiarach okolo 40 x 25 cm, najlepiej z pojedyncza

szyba. Moze to byc zwany z niemiecka "lufcik" (czasem zdarza sie, ze cos

takiego stoi w starych domach na strychu lub w piwnicy). Szyba posluzy nam
jako przezroczyste dno naczynia, a drewniana rama jako jego sciany boczne
zabezpieczajace przed rozlaniem sie wody.

Jako wanienke mozna tez wykorzystac ramke z szyba stanowiaca oprawe

jakiegos starego obrazka. Obrazek oraz zabezpieczajaca go od tylu tekture

nalezy, oczywiscie, wczesniej usunac, zeby uzyskac przezroczyste dno. Szpare
miedzy wycieciem ramki i szyba nalezy uszczelnic plastelina, a jezeli wewnetrzne

scianki ramki sa prostopadle do powierzchni szyby lub tworza z nia duzy kat,

trzeba, tak jak poprzednio, umiescic plastelinowy pasek od wewnetrznej strony

ramki. Przekrój brzegu tej odmiany wanienki pokazany jest na rysunku 2.

Z falami spotykamy sie bardzo czesto. Wszyscy zapewne slyszeli o falach

morskich, dzwiekowych czy radiowych lub elektromagnetycznych. Fizycy

okreslaja fale jako rozchodzenie sie w przestrzeni okresowego zaburzenia
pewnych wielkosci fizycznych, np. gestosci i cisnienia w przypadku fal .

dzwiekowych czy natezenia pola elektrycznego i magnetycznego, gdy mowa

o falach radiowych lub elektromagnetycznych. Spróbujmy blizej poznac to
interesujace zjawisko, jakim jest fala.

Cóz jednak poczac, kiedy nie mamy takiego lufcika albo rodzice nie pozwola

nam rozmontowac okna? Potrzebny bedzie wówczas kawalek szyby o podanych

wymiarach i kilka kawalków listewki o wymiarach przekroju poprzecznego
okolo 1 X 2 cm. Z listewek odcinamy pilka do drewna cztery kawalki o takich

dlugosciach, zeby mozna bylo z nich utworzyc prostokatna ramke o wymiarach
zewnetrznych równych wymiarom szyby i wysokosci okolo 2 cm. Ramke te

zbijemy gwozdzikami i przykleimy do szyby za pomoca cienkiej warstwy

plasteliny. Od wewnetrznej strony ramki umieszczamy plastelinowy pasek
o przekroju równoramiennego trójkata prostokatnego. Jego zadaniem bedzie

wyeliminowanie fal odbitych od ramki, które komplikowalyby obserwacje.
W przekroju brzeg gotowej wanienki bedzie wygladal tak, jak na rysunku 1.

szyba

plastelina

woda

plastelina woda

~'m~
-----------i

'i
/ /!

gwozd"ik

Rys. l
ramka

listewka

szyba

Rys. 2

Rys. 3

Majac przygotowany jeden z rodzajów wanienki opieramy ja na dwóch krzeslach

lub taboretach w sposób pokazany na rysunku 3 i nalewamy do niej wode do

wysokosci okolo 1 - 1,5 cm (zobacz równiez rysunki 2 i 3). Na podlodze pod
srodkiem wanienki ustawiamy niska lampe nocna ze zdjetym abazurem albo

lampe stolowa z kloszem odwróconym do góry. Po wlaczeniu lampy do sieci
cienie wszelkiego rodzaju zaburzen na pO'Yierzchni wody beda widoczne na

suficie. Taki sposób uwidaczniania zjawiska lub efektu fizycznego, w którym

obserwujemy jego powiekszony cien, nazywa sie projekcja cieniowa. Teraz
mozemy juz przystapic do badania zjawisk falowych.
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Rozwiazanie zadania F 886. Ciezar
samochodu (mg) jest równy iloczynowi
cisnienia p i powierzchni styku opon S.
Stad

Bardzo latwo przekonac sie, ze predkosc rozchodzenia sie fali na powierzchni
wody zwieksza sie, gdy glebokosc wody jest wieksza. Wykorzystamy to
do poznania nastepnego zjawiska falowego. W tym celu umieszczamy na
dnie wanienki prostokatna szybe o grubosci kilku milimetrów zakrywajaca
w przyblizeniu polowe powierzchni dna (rys. 7). Listewke z gwozdzikiem
ustawiamy ukosnie w rogu wanienki i wytwarzamy fale liniowa. Stwierdzamy,
ze w obszarze nad szyba, gdzie woda jest plytsza, fale staja sie krótsze,
zmniejsza sie odleglosc miedzy grzbietami i dolinami oraz zmienia sie kierunek

Istnieja rózne sposoby wytwarzania fal na powierzchni wody. Zródlem tych fal
moga byc krople cieczy wyplywajace ze zbiorniczka zaopatrzonego w kranik
i rurke, kolec lub listewka zawieszone na sprezynce, albo bardzo wygodny
w uzyciu specjalny wibrator zlozony z elektromagnesu lub glosnika, które
zasilane sa z generatora elektronicznego. My wybierzemy rozwiazanie, byc moze,
nie najwygodniejsze, ale zapewne najprostsze i najtansze. Bedziemy wytwarzali
fale uderzajac regularnie w powierzchnie wody trzymana w palcach listewka.
W tym celu przytniemy kawalek listewki o wymiarach przekroju poprzecznego
okolo 1x 2 cm i dlugosci mniejszej o okolo 5 cm od szerokosci naszej wanienki.
W polowie dlugosci listewki wbijemy w nia gwozdzik sluzacy do trzymania
listewki w palcach. Przygotujmy jeszcze kilkucentymetrowy odcinek listewki,
którego koniec zestrugamy na okraglo.

Uderzajmy teraz rytmicznie w powierzchnie wody listewka trzymana za
gwozdzik i umieszczona tuz przy krótszym boku wanienki tak, jak na
rysunku 4. Na suficie obserwujemy szereg równoleglych odcinków poruszajacych
sie prostopadle do listewki w kierunku przeciwleglego boku wanienki.

Wytworzylismy w ten sposób fale liniowa (rys. 4). Fala ta charakteryzuje
sie tym, ze punkty osrodka, w którym sie rozchodzi, majace takie samo

wychylenie z polozenia równowagi i poruszajace sie w te sama strone (czyli
- jak mówia fizycy - majace te sama faze), leza na prostych równoleglych.
Poniewaz wanienka ma ograniczone rozmiary, w naszym doswiadczeniu widzimy
wlasnie szereg równoleglych odcinków. Przedstawiaja one na przemian grzbiety
i doliny, czyli najwieksze wychylenia z polozenia równowagi. (N a rysunkach
grzbiety oznaczac bedziemy linia ciagla, a doliny przerywana.) Gdyby udalo
sie nam uwidocznic fale wytworzona przez drgajaca plaszczyzne, na przyklad
w zadymionym pokoju, wówczas otrzymalibysmy fale plaska, dl\1 której zbiorami
punktów ostalych fazach, czyli powierzchniami fazowymi, bylyby wzajemnie
równolegle plaszczyzny. Uogólnilibysmy w ten sposób nasza dwuwymiarowa fale
liniowa na przypadek trójwymiarowy. Linie wyznaczajace kierunek rozchodzenia
sie fali nazywamy promieniami fali. Sa one prostopadle do powierzchni fazowych
i w przypadku fali plaskiej lub liniowej wzajemnie równolegle.

Uderzajmy teraz rytmicznie w srodku powierzchni wody odcinkiem
listewki o zestruganym na okraglo koncu. Otrzymujemy w ten sposób fale
kolista (rys. 5). Punkty o jednakowych fazach leza na wspólsrodkowych
okregach, a promienie fali stanowia plaski pek prostych zbiegajacych sie
w srodku tych okregów, czyli tam, gdzie "pracuje" zródlo fali. Uogólnieniem na

przypadek trójwymiarowy bylaby tu fala kulista, zwana tez sferyczna, której
powierzchnie fazowe sa wspólsrodkowymi powierzchniami kul. Zobaczymy
teraz, co dzieje sie, gdy fala pada na przeszkode. W tym celu przyklejamy
plastelina do dna wanienki wzdluz jej dluzszego boku wystajaca okolo 0,5 cm

nad powierzchnie wody listewke (rys. 6). Bedzie ona stanowila przeszkode
dla fal. Druga listewke z gwozdzikiem ustawiamy ukosnie w rogu wanienki
i seriami kilku szybkich rytmicznych uderzen o powierzchnie wody wytwarzamy
impulsy fali liniowej. Zauwazamy, ze dochodza one do przeszkody i odbijaja
sie od niej. Dokladniejsza obserwacja wskazuje, ze kat a2 zawarty miedzy

prosta prostopadla do tej przeszkody a promieniem fali odbitej (nazywany
katem odbicia) i kat al zawarty miedzy ta prostopadla a promieniem fali
dochodzacej do przeszkody (nazywany katem padania) sa równe. W ten oto
sposób odkrylismy prawo odbicia fali.

promien
fali
odbitej

promiel1
fali

promien
fali
padajacej

Rys. 7

Rys. 6

drgajaca
listewka

Rys. [)

Rys. 4

drgajaca
listewka

mg5=-.
p

Calkowita powierzchnia jezdnej czesci
czterech opon wynosi

Sa = 4 . 27rrx .

Stad mozemy obliczyc procent obwodu
kola stykajacy sie z jezdnia

E= ~ = ~ =4,1%.
Sa 87rrxp

drgajaca gwoiclzik
listewka
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drgajaca
listewka
\

promien
fali padajacej

o

Rys. 8

Rys. 9

przeszkoda
ze szczelina

promien
fali ugietej

?•

rozchodzenia sie fal. Zjawisko to nazywamy zalamaniem fal. Gdybysmy

zmierzyli predkosci fal na plytszej i glebszej wodzie (oznaczajac je odpowiednio

przez V2 i v d, a takze kat f3 miedzy prosta prostopadla do linii rozdzielaj acej
oba obszary wanienki i promieniem fali zalamanej (nazywany katem zalamania)
oraz okreslony analogicznie jak poprzednio kat padania a, otrzymalibysmy

prawo zalamania fali w postaci
sIna

sin f3 V2

Zbadamy jeszcze, co stanie sie, gdy fala liniowa przechodzi przez przeszkode
z waska szczelina miedzy dwoma kawalkami listewki przyklejonymi plastelina

w poprzek wanienki do jej dna (rys. 8). Szerokosc szczeliny powinna
wynosic 1 - 2 cm. Za pomoca listewki z gwozdzikiem umieszczonej równolegle

do przeszkody wytwarzamy fale liniowa. Zauwazamy, ze po przejsciu przez
szczeline w przeszkodzie staje sie ona fala kolista. To zjawisko zmiany kierunku
rozchodzenia sie fal, które przeszly przez otwory w przeszkodach lub obok

krawedzi tych przeszkód, nazywamy dyfrakcja albo ugieciem fal.

Czy to juz wszystkie zjawiska falowe? Alez skadze! Co zaobserwujemy, gdy fala
liniowa przejdzie przez dwie waskie i polozone blisko siebie szczeliny (rys. 9)?
Jak nazywaja sie zjawiska, które tutaj wystepuja? Co stanie sie, jezeli

w ukladzie do badania zjawiska zalamania fal (rys. 7) fala padajaca bedzie

wytwarzana na plytszej wodzie i zostanie skierowana pod duzym katem padania
w strone wody glebszej? Czy dla fali kolistej sluszne sa odkryte wczesniej prawa

odbicia i zalamania? Co zaobserwujemy przy pewnej czestosci uderzen, gdy
listewke do wytwarzania fal ustawimy równolegle do przeszkody bez szczeliny?

To tylko niektóre problemy warte samodzielnego rozwiazania .za pomoca
zbudowanego przez nas ukladu. Okazalo sie, ze - jak to zwykle w fizyce bywa
- doswiadczenia daja nie tylko odpowiedz na wczesniej postawione pytania, ale

równiez przyczyniaja sie do sformulowania nowych problemów.

----~-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Patrz w niebo

Spadek komety na Jowisza i moda na dinozaury
pobudza ciagle do rozmyslan na temat, czy aby
za wyginiecie tych zwierzat na Ziemi nie jest
odpowiedzialny spadek czegos w rodzaju planetoidy
65 milionów lat temu. Pod zanieczyszczona wtedy
tumanami pylu atmosfera zapanowalby mrok,
nastapiloby gwaltowne zahamowanie fotosyntezy,
obnizenie temperatury i globalny kataklizm.
Oczywiscie, hipoteza ta nie jest nowa. Chyba
najwazniejsza hipoteza konkurencyjna glosi,
ze Uklad Sloneczny dostal sie w gesty oblok materii
miedzygwiazdowej, co spowodowalo zmniejszone
naslonecznienie Ziemi i katastrofalne w skutkach

ochlodzenie sie klimatu.

Za pierwsza hipoteza wydaje sie przemawiac fakt,
ze w rozlicznych stanowiskach geologicznych, gdzie
obserwuje sie granice miedzy osadami kredowymi
a trzeciorzedowymi, granica ta jest podejrzanie
ostra. Ponadto warstwa graniczna wykazuje
zwiekszona zawartosc irydu, pierwiastka bardzo
rzadkiego na Ziemi, a zdecydowanie obficiej
wystepujacego w meteorytach. Przeciwko niej jest
fakt, ze - przynajmniej dotychczas - nie udalo
sie jednoznacznie znalezc sladu upadku na Ziemie
sprawcy tego kataklizmu. Musialoby to byc cialo
wielokilometrowe, a wiec wybity przez nie krater
równiez bylby nie byle jaki. Badacze wskazuja na
Ziemi kilka miejsc kandydujacych do rangi tego sladu,
zadne z nich jednak nie ma wyraznej przewagi.

Hipoteza ta, jako katastroficzna, jest wiec frapujaca,
pozostaje jednak ciagle tylko hipoteza.

Hipoteza druga glosi wlasciwie to samo, tylko
inna bylaby tego przyczyna. Wydaje sie zreszta,
ze zjawisko to mogloby przebiegac w sposób
bardziej skomplikowany. Otóz samo wejscie Ukladu
Slonecznego w oblok materii, nawet 1000 razy gestszej
niz otaczajaca nas obecnie, mogloby zmniejszyc
naslonecznienie o kilka procent. Byc moze to jeszcze
nie bylaby tragedia. Mogloby to jednak pociagnac
za soba nastepne fatalne zjawiska. Wiatr sloneczny
przestalby nadazac z rozdmuchiwaniem tego obloku,
neutralny wodór zawarty w obloku tjako niewrazliwy
na dzialanie pola magnetycznego) zaczalby wplywac
do ziemskiej atmosfery w zwiekszonych ilosciach
tworzac wode z tlenem atmosferycznym. Zawiesina

wody (lodu) w wysokich warstwach atmosfery
spowodowalaby wtedy wzrost albedo naszej planety

(zdolnosci odbijania swiatla), tym samym mniej
energii zaczeloby docierac do gruntu. Wystapilby
wiec efekt "ant ycieplarlliany" , a jego skutkiem
byloby globalne oziebienie klimatu i zaglada mniej
wytrzymalych zwierzat i roslin. Ta hipoteza jest
wprawdzie mniej efektowna, za to nie musi odwolywac
sie do tak rzadkich zjawisk, jakimi sa spadki wielkich
meteorytów. Chyba niepredko poznamy prawde.

Tomasz KWAST

--_ •• ~-_._-----------------------_ •• _ •• _--_._--------- • __ • o_e_o

Prenumerata "Delty"
za okres:

Prenumerata "Dclly"
za okres:

Prenumerata "Delty"
za okres:
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T.K.

Zadania Redaguje Pawel STRZELECKI

M 708. Czy istnieja takie funkcje ciagle f, g: (2,4) ---t (2,4), ze dla kazdego x E (2,4)

spelnione sa jednoczesnie trzy warunki:
f(g(x)) = g(J(x)) = x;

J(x)g(x) = xx;

f(x) =1= g(x)?

Rozwiazanie na str. 7
Zadanie zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz.

M 709. Udowodnic, ze dla dowolnych dodatnich x, y oraz dla wszystkich Q E R
zachodzi nierównosc

sin2 (X C052 Ci < +x . y x y.

Rozwiazanie na str. 7

M 710. W urnie znajduje sie pewna liczba kul bialych i pewna (byc moze inna)
liczba kul czarnych. Wyciagamy kolejno, ze zwracaniem, dwie kule. Udowodnic,
ze prawdopodobienstwo p, wyciagniecia dwóch kul jednego koloru, jest nie mniejsze
od 1/2.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 385. Aluminiowa kula stoi na duzo twardszym od niej podlozu. Oszacowac promien
tej kuli, wiedzac, ze powierzchnia jej styku z podlozem wynosi 1 mm 2.

Modul Younga oraz gestosc aluminium wynosza odpowiednio: E = 7· 1010 Pa,
e = 2,7· 103 kg/m3•
Rozwiazanie na str. 9

F 386. Jaka czesc obwodu kola standardowego samochodu osobowego styka sie
z jezdnia?

Dane dotyczace samochodu: nadcisnienie w oponach p = 2 atmosfery, masa
m = 1000 kg, promien kola r = 30 cm, jego szerokosc x = 16 cm. Zalozyc równomierne
rozlozenie ciezaru samochodu na wszystkie cztery kola.
Rozwiazanie na str. 10

* * *

Astronomicznym odpowiednikiem slynnego problemu kury i jajka jest, na przyklad,
zagadnienie: czy uformowane wczesniej galaktyki zebraly sie w gromady galaktyk,
czy ogromne obloki rozproszonej materii podzielily sie na fragmenty, z których
dopiero powstaly galaktyki. W swiecie gwiazd sprawa wydaje sie rozstrzygnieta:
obloki materii w miare zageszczania ogrzewaja sie, co sprzyja rozpadowi na mniejsze
fragmenty, a z nich w koncu powstaja gwiazdy. Na zdrowy rozum, mechanizm
ten móglby dzialac tez w wiekszej skali. Jednak obserwacje najblizszej gromady
galaktyk, gromady w Pannie (Virgo), sugeruja jakby cos przeciwnego. Gromada ma
mianowicie dwie koncentracje, z których kazda w centrum miesci wielka galaktyke
eliptyczna. Koncentracje te najwyrazniej spadaja na siebie - dowodzi tego rozklad
przestrzenny galaktyk i ich predkosci radialne. Wreszcie galaktyki róznych typów
sa w tych podgromadach nie wymieszane: galaktyki eliptyczne (masywne) grupuja
sie w poblizu centrów, a spiralne (lzejsze) na peryferiach podgromad (nazywa sie to
efektem segregacj i galakty k, a wystepuj e on w licznych gromadach). Ten fakt akurat
mozna tlumaczyc dwojako. Moze on oznaczac, ze gromady nie osiagnely jeszcze stanu
równowagi, albo ze wlasnie sa stare w skali kosmicznej, gdyz poj awianie sie efektu
segregacji z uplywem czasu potwierdzaja numeryczne symulacje mechanicznej ewolucji
gromad. Badania ewolucji gromad stawiaja dopiero pierwsze kroki.

* * *

Uciec tak na bezludna wyspe, z dala od wszelkich sladów cywilizacji! Ale gdzie?
Na wyspie Acadia w atolu Ducie (na Pacyfiku, 293 mile od najblizszej zamieszkalej
wyspy i ponad 300 mil od najblizszego kontynentu) na odcinku wybrzeza o dlugosci
1,5 mili znaleziono 953 slady cywilizacji: ponad 100 boi, 71 plastykowych butelek,
171 butelek szklanych z 15 krajów (w tym ponad 50 po whisky), 25 butów, 6 zarówek,
6 jarzeniówek, 2 rekawiczki, pilke, inhalator dla astmatyków i wiele innych rzeczy. J.K.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

176. Oto fragment artykulu z jednego z zeszlorocznych numerów Swiata Nauki, poswiGconego
pomiarom temperatury ziemi na róznych glGbokosciach i rnozliwosciorn odtwofl.cnia w ten
sposób historii zrnian temperatury powietrza:

175. Nad 1.iemia wieje POZiOU10 wiatr, którego predkosc jest proporcjonalna do wysokosci:
na kar.de 100 m wysokosci pr~dkosc rosnic o 50 m/s. PrGdkosc dzwi~ku wzglGdem powietrza
wynosi 330 m/s. Po jakim czasie sygnal dzwiGkawy dotrze z punktu A do punktu n odleglego
o 2 krn w kierunku wiatru?

Skrót regulaminu
Kazdy rnoze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w ternlinie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zalnieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech. trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub 7. dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddl.iclnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceni"my zadania w sk"li od O do l 7.dokladlloscia, do 0,1. OcenG mllozymy
prze7. wspólczynnik trudnosci danego zadallia: WT = 4 - 3S / N, gdzie S oznacza sum~
ocen za rozwiazania tego zad"nia, a N - liczbG osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby
jedllego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otl'l.ymuje
nadsylaja,cy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w.którejkolwiek z dwóch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzk" punktów jest z"liczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Wetera.na..
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Redaguje Jerzy B. BROJANRozwil\zania zadan z fizyki z numeru 3/1994

Przypominamy tresc zadan:

, , , I- -, ,

P["zcmysla.w Gwory!! - CZQstochowa. 4.6,72
Toma.sz Wietecha. - Ta.rnów 37,OD

Andrzej Nowogrodzki - Chocia.1I6w 34,04.

Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w K. 29,02
Aleksa.nder Surma. - Myszk6w 15,66

Pa.wel Perkowski - Szczecin 13,02

Czolówka ligi zadalliowej
Klub 44 F

po uwzg-lednieniu ocen ror.wiazan
zadan 167 (WT=1,99) i 168 (WT=2.59)

z numeru 11/1993

Gratulacje dla Pana Przemyslawa
Gworysa, który po raz drugi zaliczyi
44 punkty.

X+--+

h

A B

"Dobowe cykle cieplych dni i chlodnych nocy wywoluja zaklócenia jedynie w n"jwyzs7.ej,
lnetrowej warstwic gleby czy skaly, oscylacje l.as sel,onowe (wynikajace 'I. pór roku) docieraj{\
na giGbokosc okolo 15 metrów. Cykl stuletni da siG obserwowac na gl~bokosci okola ... metrów,
a n1ilcnijny - okolo ... metrów".

U7.llpC'}nic wartosci wykropkowane i uzasadnic. Wskazówka: Zastosowac anaJizG wYlniarowa

175. Zalózmy dla uproszczenia, ze powyzej pewnego poziomu h wiatr wieje ze stala
predkoscia "(h (w naszym zadaniu "( = 0,5 s-l), a ponizej tego poziomu wieje ze stala
predkoscia ~"(h. Wtedy naj szybsza droga sygnalu sklada sie z trzech odcinków prostych (rys.).
Wprowadzmy czas t przebiegu pierwszego (lub trzeciego) odcinka i kat a miedzy kierunkiem
przemieszczania sie sygnalu wzgledem powietrza na jednym z tych odcinków a poziomem.
Oznaczmy tez predkosc dzwieku wzgledem powietrza jako vo, a odleglosc AB jako l. Wtedy
przesuniecia pionowe h i poziome x mozemy kolejno wyliczyc ze wzorów

. 1
h=tvosma, x=t(vocosa+-"(h), 2

a czas T przejscia calej drogi jest równy
1- 2xT=2t+---.

Vo + "(h

Minimum T jako funkcji dwóch parametrów a i t mozna znalezc prawdopodobnie tylko
numerycznie. Otrzymuje sie wartosc T ~ 5,032 s dla a ~ 0,68 rad, t ~ 1,82 s (zatem
h ~ 378 m). Oczywiscie, lepsze przyblizenie mozna by osiagnac wprowadzajac trzy lub jeszcze
wiecej warstw powietrza - nielatwo jednak znalezc minimum funkcji, na przyklad, czterech
zmiennych.

176. Przeplyw ciepla jest proporcjonalny do róznicy temperatur, a scislej - do tzw. gradientu
temperatury. Przedstawia to równanie

dQ = >'SdT
dt dx '

gdzie dQ jest cieplem przeplywajacym w czasie dt w kierunku osi x przez prostopadla do niej
powierzchnie S, dT jest róznica temperatur miedzy dwoma punktami odleglymi o dx, a >.

jest wspólczynnikiem przewodnictwa cieplnego materialu. Nietrudno sprawdzic, ze wymiarem
tego wspólczynnika jest J s-lm-1K-l. Przeplyw ciepla powoduje zmiany temperatury
osrodka, które sa odwrotnie proporcjonalne do iloczynu gestosci materialu przez cieplo
wlasciwe. Wymiarem tego iloczynu jest J m-3K-l, a kombinujac go ze wspólczynnikiem >.

mozemy otrzymac wielkosc o wymiarze m2s-1 (tzw. wspólczynnik przewodzenia temperatury).
Glebokosc przenikania zmian temperatury musi byc proporcjonalna do pierwiastka z iloczynu
tego wspólczynnika przez okres wahan temperatury powierzchniowej. Zatem dla okresu
stuletniego glebokosc bedzie dziesieciokrotnie wieksza niz dla rocznego, czyli równa 150 m,
a dla okresu tysiacletniego - okolo 500 m.

Uwaga. Podane wartosci maja charakter orientacyjny, gdyz glebokosc przenikania zalezy
w pewnym stopniu od precyzji pomiaru temperatury warstw ziemi. Czytelnikom blizej
zainteresowanym przebiegiem zmian temperatury na róznych glebokosciach polecamy artykul
w Swiecie Nauki 8/1993 (zwlaszcza wykresy na str. 18).
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277. Ciag (an) jest okreslony przez zaleznosci

Przypominamy tresc zadan:

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1994

ao + ... + a - V2 dla n = O 1 2n l l l'" •
ao - 1,

!=44

dla x> O.
1

J(x) = x + - - ~x

C7,Y szereg 2: an jest zbiezny?

278. R07.wia7.uC w liczbach calkowitych Xl y, z równanie

(x + y + z)3 = 4(x3 + y3 + Z3) + 12xllz + 9.

gdzie

Jedynym punktem stalym funkcji J (tj. rozwiazaniem równania J(x) = x) w przedziale (O; 00)

jest liczba E= 1/0.

Wykazemy, ze funkcja g(x) = J(f(x)) spelnia nierównosci:

(1) E < g(x) < x dla x E (E;l).

Funkcja J jest malejaca w przedziale (O; 1); zatem dla x E (E; 1) mamy J(x) < J(E) = E, a stad
g(x) = J(f(x)) > J(E) = E ; uzyskalismy pierwsza z nierównosci (1).

- LC~lLic<l.

~ Sta.lowa. Wola. 46,99
Ostrowiec Sw. 46,68

- Bol~sla.wicc 44,40
40,69

40,30
38,94
36,64

Leszek Gasinski
.Jan Cia.ch

.Jerzy Ja.nowicz
Ja.n Kt·a.szewski

Mirosla.w Ma.tIQga. - Skoc'l.6w
Toma.sz Kulpa. - Ka.towice
Krzysztof .Jedziniak - Ka.t,owiee

Witamy w Klubie 44 M trzech
Panów, reprezentujacych trzy ró;i,ne
"generacje" uczestników ligi:
L. Gasi6ski - po rai'. pierwszy (!);
.J. Ciach - po raz czwarty (!!);
J. Janowicz -- po raz ósmy (!!!).

Czolówka ligi ?adaniowej
Klub 44 M

po uw?glednieniu ocen rozwiazan 277. Ciag sum czesciowych (sn = ao + ... + an) badanego szeregu spelnia zaleznosc
zadan 267 (WT=1,07) i 268 (WT=1,96) rekurencyjna

z numeru 10/1993

<O

Dla dowodu drugiej przeksztalcamy róznice

g(x) - x = (x + ~ - 0)+ (x + ~ - 0fl -0- x =x x

-20 x3 + 6x2 - 30x + 1 (1 - 0 x)3

x(x2 - 0 x + 1) X(X2 - 0 x + 1)

(na mocy zalozenia, ze x > E, czyli 0 x> 1).

Nierównosci (1) sa wiec wykazane. Wynika z nich, ze ciag

So = 1, S2 = g(so), S4 = g(S2), S6 = g(S4),

lezy w przedziale (E; 1) i jest malejacy, wiec zbiezny. Jego granica musi byc punktem stalym
funkcji g, nalezacym do przedzialu (E; 1). Jedynie liczba E spelnia te warunki (por. (1)).
Zatem lims2k = E. Stad takze 1ims2k+l = limJ(s2k) = J(O = E, i w konsekwencji lims" = E.

Wniosek: badany szereg jest zbiezny do sumy E= 1/0.
278. Wprowadzmy oznaczenia:

s = x + y + z, p = yz + zx + xy, q = x3 + y3 + z3, r = xyz,

u = y + z - x, v = z + x - y, w = x + y-z.

Zadane równanie przepisujemy jako

(2) S3 = 4q + 12r + 9.

Zachodza tozsamosci

s3 = x3 + y3 + z3 + 3yz(y + z) + 3zx(z + x) + 3xy(x + y) + 6xyz =
= q + 3yz(s - x) + 3zx(s - y) + 3xy(s - z) + 6r =
= q + 3sp - 3r

oraz

oraz ich permutacje. Otrzymujemy stad nastepujace rozwiazania (x, y, z) równania
wyjsciowego:

uvw = 3.

Ma ono w liczbach calkowitych nastepujace rozwiazania (u, v, w):

(-3,-1,1)(3, -1, -1),(3,1,1),

3uvw = s3 - 4q - 12r.

Równanie (2) przybiera zatem postac

uvw = (s - 2x)(s - 2y)(s - 2z) =
= s3 - 2s2(x + y + z) + 4s(yz + zx + xy) - 8xyz =
= - s3 + 4sp - 8r.

Wyznaczajac z kazdej z nich iloczyn sp oraz przyrównujac otrzymane wyrazenia otrzymujemy
zwiazek

(1,2,2), (-1,1,1), (O,-1, -2)
oraz ich permutacje.
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(4) W dniach 11-15 listopada 1993 roku w stolicy Lotwy, Rydze, odbyly

sie Miedzynarodowe Zespolowe Zawody Matematyczne Baltic Way-93.

Piecioosobowe druzyny z osmiu panstw (Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,

Litwy, Lotwy, Polski i Szwecji) rozwiazywaly te same 20 zadan. Zawody wygrala
druzyna Polski (w skladzie: Swiatoslaw Gal, Jan Gorski, Rafal Lochowski,
Konrad Patkowski, Piotr Sniady), nieznacznie wyprzedzajac zespoly Lotwy
i Estonii.

Funkcje f, g: (2,4) -+ (2,4) dla kazdego x E (2,4) spelniaja warunki

f(g(x)) = g(J(x)) = x,

f(x) . g(x) = x2.

Jednym z najtrudniejszych zadan okazalo sie nastepujace

Zadanie 6.

(1)

(2)

Udowodnic, ze f(3) = g(3).

Rozwiazanie. Zastapmy warunek (2) przez (2'):

(2') f(x) + g(x) = 2x.

Wtedy szkic rozwiazania mozna przedstawic na jednym rysunku.

4

2 < 3 - nh < 4, czyli - ~ < h < ~
4 n n

Jednakze wyrazenie ~ zbiega do zera dla n -+ 00. Stad wnosimy, zen
h = 0, a wiec f(3) = 3, Tak samo dowodzimy, ze g(3) = 3. Po dokonaniu
kosmetycznych zmian w zaprezentowanym rozumowaniu mozna wykazac,

ze w istocie dla kazdego x E (2,4) zachodza równosci f(x) = g(x) = x. Teraz
rozwiazanie zadania w jego oryginalnym sformulowaniu nie powinno juz sprawic

Czytelnikowi zadnych trudnosci .•

Z zalozenia f: (2,4) -+ (2,4), czyli wiemy, ze caly
wykres funkcji f jest zawarty w prostokacie

(2,4) x (2,4). Totez dla kazdej liczby naturalnej n
spelnione sa nierównosci

Niech f(3) = 3 + h. Wówczas punkt Ao

o wspólrzednych (3,3 + h) nalezy do wykresu

funkcji f. Z warunku (2') wnioskujemy, ze punkt Bo

o wspólrzednych (3,3 - h) nalezy do wykresu
funkcji g. Odbijajac wykres funkcji g od prostej y = x

otrzymamy wykres funkcji f, poniewaz warunek (1)
mówi, ze f i g sa wzajemnie odwrotne. Zatem,

punkt Al = (3 - h, 3) nalezy do wykresu funkcji f,
czyli f(3 - h) = (3 - h) + h = 3. Powtarzajac
powyzsze rozumowanie, otrzymamy cala rodzine

punktów Al, A2," . nalezacych do wykresu f,
przy czym punkt An bedzie mial wspólrzedne

(3 - nh, 3 - (n - l)h) .

I
I
I
I
I
I
I

..... ]\ :

h = f(3) - 3
. i

..... I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Ao(3, 1(3))•

3

A1(g(3),3)...
I ,
I ,
I '
I

A2(g(g(3)), g(3)) :

. /f", : 13o(3,g(3))
, I

, I
, I
' ...

131(g(3),g(g(3)))

2
2

3

Druzyna. Szwecji chciala nawet
spowodowac unicwai.nienie wszystkich
rozwiaz.atl z,ada.nia 6. Zrnicniloby
to zdobywców trzeciego miejsca.
Opiekunowie polskiej ekipy przekonali
jednak Jury, ze po pierwsze bla,d
w sforrnulowaniu zada.nia zostal
zawiniony wylacznie prze?. s.2'.wedzkiego

czlonka Jury, po drugie teza
trudniejszej wersji zadania. jest
prawdziwa. Druga z tych czynnosci
wyma.gala nieco wysilku ...

Podczas sprawdzania rozwiazan przedstawionych przez zawodników okazalo
sie, ze druzyna Szwecji, wskutek pomylki szwedzkiego czlonka Jury zawodów,

otrzymala znieksztalcona tresc szóstego zadania; mianowicie, w warunku (1)

wpisano oslabione zalozenie f(g(x)) = g(J(x)) dla kazdego x E (2,4). Tak
sformulowane zadanie jest, oczywiscie, trudniejsze, jednak jego teza pozostaje
prawdziwa.

Czytelnikowi proponujemy postawienie sie w sytuacji zawodników ze Szwecji
i rozwiazanie trudniejszej wersji zadania. Mozna tez rozwiazac zadanie M 708
ze str. 13.

Krzysztof OLESZKIEWICZ
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7/94

(41 )

Jezeli do likwidacji matematycznego analfabetyzmu naszego
spoleczellgtwa nie przylozymy reki, to z pewnoscia dozyjemy
czasów, kiedy zdystansowani w rozwoju ekonomicznym
i spolecznym przez rozmaite Patagonie, Wyspy Kanaryjskie
i inne jeszcze nie liczace sie kraje, zalowac bedziemy naszej
bezczynnosci i nieporadnosci.

Zdzislaw Opial ("Matematyka", 1966)

27 lipca 1994 mija dwudziesta rocznica smierci Zdzisla.wa
Opiala. Mial wtedy 44 lata.

Mimo ze od jego smierci minelo juz tak wiele czasu, mimo
ze wsród pracowników Instytutu Matematyki UJ jest coraz
mniej osób, które go znaly, o Profesorze Opialu wci;),z sie
w Krakowie mówi. Byl osoba, o której sie nie zapomina,
wywieral wielki wplyw na swoje otoczenie. Byl wspanialym
i nieslychanie wszechstronnym matematykiem. Zajmowal
sie przede wszystkim równaniami rózniczkowymi, ale nie
tylko. W szczególnosci znakomicie znal sie na historii
matematyki, wiele czasu i trudu poswiecil dydaktyce
i nauczaniu matematyki.

W jezyku polskim zostalo tak niewiele - przede w.,zystkim
znakomity, wielokrotnie wznawiany skrypt Algebra
wyzsza i dwie ksiazeczki: niedawno ponownie wydana
Zbiory, formy zdaniowe, relacje oraz (wspólna z l'vfarianem
Luczynskim) O konstrukcjach trójkatów. Poswiecono
Opialowi czesc tomu XXI Wiadomosci j\;fatematycznych.
Przykre i smutne, ze w Encyklopedii Szkolnej Matematyka,
tak obszernej, o Opialu, którego dzialalnosc na rzecz szkoly
byla tak wielka, nie ma nawet wzmianki.

Chcielibysmy podzielic sie tu kilkoma sposród informacji,
anegdot, które slyszelismy od innyclI. W duzej mierze po
Czlowieku zostaje to, co inni o Nim opowiadaj;),.

Jeden z polskich matematyków kiedys, bedac za granica,
potrzebowal art y kulu Opiala. Znalazl go w dziale odbitek
biblioteki uniwersyteckiej, na pólce zatytulowanej "Opial" .
Bardzo niewielu matematyków mialo tam "wlasne" pólki
- a bylo to w roku 1960, gdy Opial mial 30 lat.

Ongis, podczas wizyty jednego z redaktorów EPSILONA
w Edynburgu, w rozmowie z miejscowym matematykiem
padlo nazwisko Opiala. "Ra.z napisalem do niego
z prosba o odbitke i przyslal mi wtedy chyba 20 pr,Lc"
- powiedzial gospodarz. Pokazal te prace i wtedy okazalo
sie, ze wszystkie one byly wydane w jednym roku. A Opial
zlych czy ma.lo wartosciowych prac nie pisal.

Panowal w Krakowie zwyczaj, ze Profesorowi
Wazewskiemu jego uczniowie dawali, przed wyslaniem do
publikacji, swoje prace. Te prace Wazewski nosil w teczce

i po pewnym (nieraz dlugim) czasie oddawal - czesto
z zaleceniem gruntownego przerobienia. Podobno nie
zdarzylo sie, by mial kiedykolwiek jakas uwage do prac
Opiala; te z reguly przebywaly w teczce bardzo krótko.

Ongis Opial jechal ze swym kolega - matematykiem
z Krakowa do Warszawy nocnym pociagiem (nie bylo
wtedy super-ekspressów). Opial stal na korytarzu, a jego
towarzysz podrózy siedzial w przedziale i drzemal. Opial
potem opowiadal: "on spal, a ja w tym czasie prace
napisalem" .

Pewne wydawnictwo przygotowywalo przeklad (z jezyka
rosyjskiego) zbioru zadan z równan rózniczkowych. Opiala
(wówczas chyba studenta matematyki) poproszono,
by rozwiazal wszystkie zadania i poprawil bledy

w odpowiedziach. Opial zgodzil sie, wszystko przeliczyl
(nie trzeba chyba zaznaczac, jak milym zajeciem jest

rozwiazywanie wielu równan rózniczkowych), zajelo mu
to troche czasu, bledów bylo duzo. Po pewnym czasie zbiór
wydano. Ze wszystkimi bledami oryginalu ... A Opial nie
mógl nawet miec pretensji - w polskim wydaniu nigdzie nie
podano jego nazwiska, honorarium dostal.

Nie uzywal windy, wchodzil na V pietro (gdzie miesci
sie Instytut Matematyki UJ) po schodach. Nie jezdzil
tramwajami, chodzil piechota po miescie - mial zwyczaj
podczas tych spacerów myslec o matematyce. Twierdzil,
ze nigdy sie nie przeniesie z Krakowa (i nie przeniósl
sie), bo "nie bedzie sie innego miasta uczyc na pamiec".
Chodzil szybko; gdy kiedys grup<L osób zdecydowala udac

sie z Instytutu Matematyki do pewnego miejsca (w miare
odleglego), Opial poszedl tam piechota, inni skierowali sie
na przyst,lIlek tramwajowy. Opial byl na miejscu wczesniej.

PrzYPoIIlnijmy w skrócie historie opisana w Delcie
nr 1/1978. Autor artykulu mial pewien problem dotyczacy
historii licz by e; nikt nie potrafil mu udzielic odpowiedzi
(a pytal wielu wybitnych matematyków). W koncu
zdecydowal sie napisac do Opiala. Na list datowany
13. grudnia Opial odpisal, wyjasniajac zagadnienie ze
szczególami, juz 19. grudnia.

Jego wyklady byly podobno rewelacyjne. Udawalo mu sie
kOI\czyc je nie tylko w idealnie wyznaczonym czasie, ale tez
z reguly tak, ze ostatnia kropke stawial w prawym dolnym
rogu tablicy.

Kiedys na wykladzie Profesor opowiedzial nastepujaca
historyjke;

Po lesie chodzil zajaczek i wolal: "Jestem królem zwierzat!
Jestem królem zwierzat!". Uslyszal to wilk i nieco sie
zirytowal; polecil zajaczkowi zamilknac. Zajaczek nie
posluchal i dalej wolal to, co poprzednio. Wilk zdenerwowal
sie i powiedzial: "Zajaczku, przestan, bo bedzie z toba zle!"
- "Tak? To chodz ze mna w krzaki!"

Poszli w krzaki, przez chwile sie cos w krzakach kotlowalo,
po czym wyszedl z krzaków wilk w oplakanym stanie.
Za wilkiem wyszedl, zacierajac rece, zajaczek, a na koncu
niedzwiedz, który zadal pytanie: "No co} czy ktos ma jeszcze
jakies pretensje do mojego doktoranta?"

Moral - nie jest wazne, co sie pisze w pracy doktorskiej,
wazny jest promotor.

Pare tygodni pózniej Profesor zapytal na wykladzie
studentów, czy pamietaj a dokladnie pewne twierdzenie
(bylo to twierdzenie, które studenci powinni byli znac).
N a sali zalegla glucha cisza. N a to Profesor: "J a tu
opowiadalem kiedys historyjke o zajaczku. Pamietacie ja
Panstwo'!". Sala chórem: "Tak!" - "No to jak to'! Glupia
anegdote Panstwo pamietacie, a podstawowego twierdzenia
nie?"

A swoj'l droga, historyjka tez sklania do zadumy ...
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