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WARUNKI PRENUMERATY w AMOS-ie

Od stycznia 1993 r. prenumerate "Delty" prowadzi równiez firma AMOS,
01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 34-65-21). Wplaty przyjmowane sa non-stop,
do 10. dnia miesiaca poprzedzajaceg6 okres prenumeraty. Okres prenumeraty
W"ynosi co najmniej trzy (8) miesia.ce. Cena jednego numeru w pierwszyrrl
pólroczu 1994 roku wynosi 8 OOO,-zl, a w drugim pólroczu la OOO,-zl. Przy wplacie
prosimy o zaznaczenie okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru wynosi w pierwszym pólroczu 1994 r. 20 OOO,-zl, a w drugirn -
22 OOO,-z!. W przypadku zyczenia dostawy droga. lotnicza odpowiednia doplate
ponosi zamawiajacy.
UW"aga.! AMOS dostarcza "Delte" pod wskazany adres nie pobierajac dodatkowej
oplaty. Dla zaluawiajacych minirnum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Blankiet pocztowy na prenumerate "Delty" w AMOS-ie zarrdeszczamy na str.9/10.

Konto AMOS-u: PKO VIII O jW-wa, nr 1586-77578-136

WARUNKI PRENUMERATY w RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane S,\ tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 1995 r. wynosi 45000,- zl.
3. Prenumerata ze zleceniem dostawy za granic(~ jest o 100% wyzsza; w przypadku

y,lecenia dostawy droga lotnicza - koszt dostawy lotniczej w pelni pokrywa
prenumera.tor.

4. Wplaty na prenumerate przyjmuja:
na teren kraj u
- jednostki kolportazowe "Ruch" S.A, wlasciwe dla miejsca zarnicszkania.

lub siedziby prenumeratora; dostawa egzemplarzy nastepuje w uzgodniony
sposób,

na zagranice
"Ruch" S.A. Oddzial Warszawa, 00-958 Warszawa, konto
PBK XIII Oddzial Warszawa 370044-1195-139-11 - dostawa odbywa sie
poczta. zwykla W"ramach oplaconej prenumeraty, z wyjatkicITl zlecenia
dostawy poczta lotnicza do odbiorcy zagranicznego, której koszt w pelni
pokrywa prenumerator.

5, Terminy przyjmowania prenumeraty:
na kraj i zagranice - do 20 XI na I kwartal roku nastepnego

do 20 II na II kwartal
do 20 V na III kwartal
do 20 VIII na IV kwarta!.

Cena 1 egzemplarza 10000,- zl



Natura .l prawo Podobno gdy jezuici pragneli otworzyc osrodek misyjny w Chinach, posród
innych korzysci ofiarowali sie wylozyc Chinczykom wielkie Prawa Przyrody
odkryte w Europie. Spotkali sie wtedy z odpowiedzia, ze Cesarz ustanowil
prawa, które przedstawil poddanym w formie drukowanej tak, by mogli je
przeczytac i podporzadkowac sie im. Absurdem jest twierdzic, ze kije i kamienie
nie umiejac czytac, moglyby przestrzegac jakichs praw.

Ciekawe, ze mysl o istnieniu stalych i niezmiennych praw przyrody, która
zrodzila sie wsród Jonskich Filozofów Przyrody, powstala (podobnie jak negacja
Chinczyków) takze z przeslanek jurydycznych. Dla pierwszych filozofów
Physis, czyli Natura, byla caloscia bytów obejmujaca zarówno to, co do dzis
jest fizyka czy biologia, ale takze i to, co jest specyficznie ludzkie, a wiec
spoleczenstwo, normy moralnej nalezeli do niej takze bogowie. Jesli zycie
spoleczne jest elementem Physis (a jest ono regulowane przez normy prawne,
bez których szybko zmieniloby sie w absolutny chaos) przeto musza istniec
Stale i Niezmienne Prawa Przyrody. Inaczej zamiast swiata istnialby jedynie
pierwotny chaos, bezkresny i nieokreslony apeiron Anaksymandra.

Jak widac, z podobnych przeslanek mozna wyciagnac zupelnie odmienne
wnioski.

Krzysztof REJMER

Czy Ptolemeusz mial racje?
Przyzwyczajani od wczesnego dziecinstwa do teorii
Kopernika na powyzsze pytanie odpowiadamy
przeczaco w sposób niemal automatyc2;ny. Skoro
sprawa jest tak oczywista, to moze warto od czasu do
czasu, chociazby dla zabawy, przyjrzec sie dokladniej
istocie sporu poslugujac sie przy tym wspólczesnym
jezykiem i wspólczesnymi wyobrazeniami na temat
funkcjonowania nauki. Na czym wiec polegalo
odkrycie Kopernika? Umieszczajac srodek ukladu
w srodku Slonca uproscil znacznie konstrukcje
systemu. Uproszczenie metod obliczen polozen planet
bylo przy tym niezbyt duze (o czym przekona sie latwo
kazdy, kto poslugujac sie teoria Kopernika zechce
wyznaczyc chwilowe polozenia planet obserwowanych
z Ziemi). Dla zachowania zgodnosci z obserwacjami
Kopernik nie mógl calkiem wyeliminowac deferensów
i epicykli charakterystycznych dla teorii Ptolemeusza.
Postep byl jednak duzy. Stalo sie mozliwe ustalenie
wzglednych rozmiarów orbit planet.

Mniej wiecej sto lat pózniej Kepler odkryl eliptyczny
ksztalt orbit i prawo opisujace predkosci ruchu planet,
co ostatecznie usunelo z teorii reszte deferensów
i epicykli. W nastepnym kroku Newton sformulowal
prawo powszechnego ciazenia i tym samym ogromny
system Ptolemeusza zastapiony zostal prostym
ukladem równan ruchu planet w polu grawitacyjnym
Slonca i planet pozostalych. Najwiekszym triumfem
teorii bylo odkrycie w 1846 roku Neptuna (J.G. Galle)
dokladnie w miejscu, które wyliczyl U.J.J. Leverrier
analizujac zaburzenia ruchu Urana w stosunku do
toru wynikajacego z przyciagania Slonca i wczesniej
znanych planet. Odkrycie takie bylo "z definicji"

1

wykluczone w ramach teorii Ptolemeusza. Sprawa
wydaje sie wiec ostatecznie rozstrzygnieta na korzysc
Kopernika.

Paradoksalnie, w tym samym mniej wiecej czasie,
w którym zaobserwowano Neptuna, dokonane
zostalo odkrycie potwierdzajace slusznosc metody
Ptolemeusza. Na czym ta metoda polegala?
We wspólczesnym jezyku nalezaloby powiedziec,
ze Ptolemeusz staral sie przedstawic obserwowany
okresowy ruch planet jako zlozenie "idealnych"
ruchów po okregu ze stala predkoscia katowa.
Z naszego punktu widzenia sformulowal swoje
zadanie nie dosc precyzyjnie: nie bylo wiadomo,
w jakim sensie jego konstrukcja miala przyblizac
dane obserwacyjne, a sformulowane warunki
dopuszczaly wiele równowaznych rozwiazan - stad
na przyklad nie bylo mozliwe jednoznaczne ustalenie
rozmiarów orbit planet. Jezeli jednak w obronie
Kopernika przytaczamy odkrycia Kepiera i Newtona,
to sprawiedliwosc nakazuje uznac w Ptolemeuszu i jego
poprzednikach prekursorów analizy Fouriera (czy
ogólniej - analizy harmonicznej) i teorii reprezentacji
grup. Jezeli sie na to zgodzimy, to musimy tez
uznac wyzszosc metody - programu naukowego
Ptolemeusza nad odkryciem Kopernika. Ogromna
wiekszosc obliczen wykonywanych dzis na potrzeby
nauki i techniki bazuje na przyblizaniu funkcji przez
sumy innych "idealnych" funkcji. I nawet wspaniale
osiagniecia teoretyków zglebiajacych tajniki budowy.
czastek elementarnych to po prostu poszukiwanie,
jakie by tu "idealne" funkcje wybrac.

Andrzej MAJHOFER



Satelity
naszej Galaktyki
Janusz KALUZNY

W literaturze popularnonaukowej czesto
czytamy, ze Slonce jest przecietna,
typowa gwiazda. Jest to w rzeczywistosci
daleko idace uproszczenie. Zdecydowana
wiekszosc gwiazd w naszej Galaktyce to
obiekty o masach mniejszych niz 0,3 masy
Slonca i o mocy promieniowania o ponad
3 rzedy wielkosci mniejszej niz sloneczna .
W szczególnosci naj blizsza znana gwiazda,
Proxima Centauri, jest niepozornym
obiektem wysylajacym w dziedzinie
wizualnej widma okolo 10 000 razy mniej
energii niz Slonce, a najslabsze znane
gwiazdy wysylaja jeszcze kilkadziesiat
razy mniej promieniowania niz Proxima.
Na calym niebie mamy okolo miliona
gwiazd o obserwowanej jasnosci wizualnej
wiekszej niz jasnosc Proximy (przecietny
obserwator moze dostrzec okolo 6000

gwiazd na calej sferze niebieskiej),
a sposród 50 najblizszych znanych gwiazd
tylko 8 jest widocznych golym okiem.
Jest pewne, ze aktualna lista najblizszych
gwiazd jest niekompletna. Obiekty
bliskie, ale o bardzo niskiej jasnosci gina
w tle milionów bardziej odleglych L ale
jasniej szych.

Galaktyki takze wykazuja duzy rozrzut
parametrów, takich jak masa, moc
promieniowania, rozmiary, co wynika
przede wszystkim z faktu, ze róznia sie·
znacznie liczba posiadanych gwiazd.
Ponizej postaramy sie wykazac, ze nie
dysponujemy obecnie kompletna lista
równiez galaktyk z naszego najblizszego
sasiedztwa. Nasza Galaktyka nalezy do
ukladu galaktyk zwanego Grupa Lokalna.
Jest to uklad zwiazany grawitacyjnie.
W jego sklad wchodza trzy stosunkowo
masywne i duze galaktyki spiralne (nasza,
M31 w Andromedzie i M33 w Trójkacie)
oraz co najmniej 23 mniejsze obiekty.
Tabelka na str. 3 zawiera liste znanych
czlonków Grupy Lokalnej. Ostatnia
kolumna tej tabelki podaje calkowita moc
emitowana w postaci promieniowania
widzialnego wyrazona w jednostkach
mocy naszej Galaktyki. Jak widac,
w Grupie Lokalnej przewazaja galaktyki
o ponad dwa rzedy wielkosci slabsze
niz nasza. Najslabsze z nich naleza
do klasy tzw. galaktyk karlowatych
sferoidalnych (po angielsku dwarf
Spheroidals, w skrócie dSph).
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Uklady jednostek
Jan KALINOWSKI

Od kiedy zapanowal w fizyce i technice niepodzielnie uklad
jednostek SI (skrót od francuskiego terminu Systeme International

d}Unitis), zycie (szczególnie w szkole) stalo sie znacznie prostsze.
Kto teraz z mlodziezy wie, co to jest erg, jesl, kaloria, albo
ze pojemnosc elektryczna mierzy sie w cm? Kiedys przeliczanie
jednostek bylo postrachem wszystkich klasówek z fizyki. Obliczenia
numeryczne bez przeliczenia jednostek nie mialy najmniejszego
sensu, bo nie wiadomo bylo, w jakich jednostkach wychodzil wynik.
W ukladzie SI kazda wielkosc fizyczna jest mierzona w raz na zawsze
ustalonych jednostkach i w rachunkach mozna o nich wlasciwie. ,"
"zapomnlec .

Przejscie do ukladu SI zostalo zarekomendowane na XI Generalnej
Konferencji Miar i Wag w 1960 roku. Podstawowymi jednostkami
mechanicznymi tego ukladu sa: metr, m; kilogram, kg; sekunda, s.
(Byly one tez baza ukladu MKS, prekursora SI.) Wszystkie pozostale
wielkosci mechaniczne maja jednostki pochodne - wyrazane
jako pewna kombinacja podstawowych. Na przyklad: sila,
newton, N = kg . m· s-2; praca, dzul, J = N . m; cisnienie, paskal,
Pa = N . m-2 itp. Pozostale jednostki podstawowe SI to: amper, A;
kelwin, K; mol; kandela, cd; ponadto uzupelniajace: radian i
steradian. Jednostkami pochodnymi sa: kulomb, wolt, om, weber,
tesla itd. Oprócz tych jednostek uklad SI dopuszcza uzywanie
jednostek bedacych ich dziesietna czescia lub krotnoscia przez
dodanie odpowiedniego przedrostka:

10-1 decyd10dekada
10-2

centyc102hektoh
10-3

milim103kilok
10-6

mikrop.
106

mega
M

10-9
nanon109

gIga
G

10-12
pikoP1012teraT

10-15
femtof1015petaP

10-18
attoa1018eksaE

Jedynym wyjatkiem od tej reguly jest kg, który jest jednostka
podstawowa, zamiast grama. Jest to równiez pozostalosc
historyczna. (Zabawne(?) jest, ze coraz czesciej uzywa sie
przedrostków k, M, G i T w polaczeniu ze zlotówka, na przyklad
reklama Lotto mówi: Gzl w srode, Gzl w sobote.)

W Polsce uklad SI obowiazuje od 1966 roku. Pomimo tego stopnie
Celsjusza sa ciagle w uzyciu, chociaz moze niektórzy pamietaja
gorliwców podajacych prognozy pogody w telewizji w kelwinach.
Niestety, atmosfery, milibary i milimetry rteci zginely ze slownika.

Zastapily je hektopaskale. Przyzwyczailismy sie w koncu do
dziwolagów typu cisnienie wynoszace 1000 hektopaskali. A przeciez
nikt nie powie, ze z Warszawy do Koluszek jest w przyblizeniu
1000 hektometrów, tylko 100 kilometrów. Hektopaskale to spuscizna
po wprowadzaniu na sile jednostek SI. Spróbujcie zreszta poprosic
w warsztacie o wyregulowanie cisnienia w oponach podajac zadane
cisnienie w hektopaskalach. Przegonia!

Glówna zaleta ukladu SI jest jego wygoda w uzyciu w wielu
zastosowaniach w nauce i technice. Wielorodnosc tradycyjnie
i historycznie tworzonych jednostek dla tej samej wielkosci fizycznej
zostala zastapiona przez jedna jednostke z jasnymi regulami



tworzenia jej czesci lub wielokrotnosci. Ale nie ma rózy bez kolców.
Uklad SI ma równiez swoje wady i uzywanie go w kazdej sytuacji
moze byc czasami bardziej niewygodne od uzycia innego ukladu.

Podstawowa wada ukladu SI jest to, ze w wielu prawach fizycznych
pojawiaja sie wtedy dziwne wspólczynniki wymiarowe, których
pochodzenie jest bardziej historyczne niz fizyczne i które
utrudniaja zrozumienie istoty zjawisk. Na przyklad przenikalnosc
dielektryczna EO i magnetyczna J.Lo prózni sa wymiarowe
(i wynosza EO = (1011 /471"c2) (F/m), J.Lo = 471".10-7 (H/m),
gdzie c jest wartoscia predkosci swiatla w prózni wyrazona
w cm/s, a jednostka pojemnosci elektrycznej F (farad) ma wymiar
s4A2m-2kg-1, H (henr) zas kg m2s-2A-2). Stad tez natezenia pól
elektrycznego E i magnetycznego H (równiez indukcji elektrycznej D
i magnetycznej B) maja rózne wymiary. Jest to spuscizna
przedrelatywistycznego sformulowania elektrodynamiki, która jest
sprzeczna z duchem równan Maxwella, w których pola E i H sa
skladowymi tego samego tensora pola elektromagnetycznego.

Inna wada ukladu SI jest, paradoksalnie, jego powszechnosc uzycia.
Przyzwyczajeni do ukladu SI zapominamy o swobodzie, jaka
mamy w wyborze jednostek, a umiejetnosc dobrania odpowiednich
jednostek do danego problemu jest jednym z istotnych narzedzi
badawczych. Skrajnym tego przykladem jest fizyka mikroswiata.
Mamy tutaj do czynienia z czastkami, których ladunki sa
rzedu ladunku elektronu, a nie kulomba, który zawiera ponad
6· 1018 elektronów. Czastki te poruszaja sie zwykle z predkosciami
rzedu predkosci swiatla c = 3 . 108 m/s, a naturalna jednostka
momentu pedu i dzialania jest porcja równa stalej Plancka
h = 10-34 J·s. Dlatego tez bardziej "naturalnym" ukladem jednostek
jest uklad, w którym h i c sa jednostkami podstawowymi, a nie m,
kg i s. Stad juz tylko krok do przyjecia, ze h = c = 1. Jest to
tak zwany naturalny uklad jednostek. W tym ukladzie czas
i dlugosc maja ten sam wymiar, energia i ped maja wymiar bedacy
odwrotnoscia polozenia, predkosc, dzialanie i moment pedu sa
bezwymiarowe. Jednostka energii jest wtedy elektronowolt, eV, gdzie
1 J = 6,24.1018 eV, lub 1 GeV = 109 eV. O tym, ze ten uklad jest
bardziej "naturalny" niz SI, moze przekonac nas porównanie stalej
grawitacji GN okreslajacej sile oddzialywan grawitacyjnych ze stala
Fermiego GF odpowiedzialna za oddzialywania slabe. W ukladzie SI
stale te wynosza odpowiednio

GN = 6,7. 10-11 m3kg-1s-2 ,

GF = 1,4. 10-62 J . m3 .

Spojrzenie na te liczby mogloby sugerowac, ze oddzialywania
grawitacyjne sa o wiele silniejsze niz slabe. Jesli przepiszemy je
w jednostkach naturalnych, wtedy dostaniemy, ze

GN = 6,7· 1O-39hc5 GeV-2,

GF = 1,2· 1O-5hc3 GeV-2.

W ukladzie h = c = lobie stale maja ten sam wymiar i dopiero
teraz mozna je porównac! Widzimy, ze stala Fermiego jest 33 rzedy
wielkosci wieksza od stalej grawitacji, co jest w doskonalej zgodnosci
z doswiadczeniem, ze w warunkach laboratoryjnych oddzialywania
grawitacyjne mozna kompletnie pominac w porównaniu ze slabymi.
Z drugiej strony, stosowanie jednostek naturalnych w codziennym
zyciu lub w astronomii tez byloby bez sensu.

Jak widac, przymusowa standaryzacja jednostek moze byc czasem
szkodliwa. Jak we wszystkim, tak i tutaj nalezy zachowac umiar.

Warto o tym pamietac uczac (sie) fizyki.
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Znani czlonkowie Lokalnej Grupy Galaktyk

OdlegloM D podana jest w kiloparsekach.
Lv jest moca promieniowania. LMC i SMC to
?dpowiednio Wielki i Maly Oblok Magellana.
Ostatnie 6 obiektów jest prawdopodobnie
satelitami M31.
Nazwa D Lv

Galaktyka -1
LMC

550.048
SMC

660.016
Ursa Minor

700.00002
Sculptor

830.0002
Draco

1000.00004
Carina

1700.00004
Fornax

2500.001
Leo II

2300.00004
Leo I

2800.00006
Sextans

80?
NGC 6822

4600.003
NGC 147

5700.002
NGC 185

5700.003
M33

9000.14
M31

8301.20
NGC 205

8300.016
M32

8300.016
IC 1613

8300.003
Andromeda I

8300.0001
Andromeda II

8300.0001
Andromeda III

8300.0001

Pierwsze dwa obiekty tego typu
zostaly odkryte w roku 1938 przez
Harolda Shapleya jako skupiska bardzo
slabych gwiazd widoczne na zdjeciach
fragmentów nieba w gwiazdozbiorach Pieca
i Rzezbiarza. Po lacinie gwiazdozbiory te
nazywaja sie Fornax i Sculptor i taka tez
nazwe nadano nowo odkrytym galaktykom.
Nastepne cztery galaktyki dSph znaleziono
w roku 1955 podczas przegladania klisz
swiezo wykonanego atlasu fotograficznego
pólnocnej pólkuli nieba. Obiekty te
otrzymaly nazwy Leo I, Leo II, Draco
i Ursa Minor (od nazw gwiazdozbiorów
Lwa, Smoka i Malej Niedzwiedzicy). Tak
jak i dwie wczesniej odkryte galaktyki
karlowate sa one satelitami naszej
Galaktyki.

Na dalsze odkrycia trzeba bylo czekac
do roku 1972, kiedy to udalo sie
odkryc trzy galaktyki typu dSph
bedace satelitami M31. Otrzymaly one
nazwy Andromeda I, Andromeda II
i Andromeda III. Przy okazji
kompletowania atlasu fotograficznego
dla poludniowej pólkuli nieba znaleziono
w 1977 roku kolejna galaktyke dSph,
nazwana Carina od gwiazdozbioru Kil.
W latach 80. powstaly róznorakie katalogi
zawierajace dane dla milionów galaktyk
polozonych w odleglosci nawet wielu
miliardów lat swietlnych. W tej sytuacji
duzym zaskoczeniem bylo odkrycie
kolejnej galaktyki polozonej "tuz za
miedza". Co ciekawsze, ten kolejny
satelita naszej Galaktyki odkryty zostal
przypadkowo i bez bezposredniego udzialu
czlowieka. W roku 1990 grupa astronomów
z Cambridge (Anglia) analizowala zdjecia



x

Niech Ak = (k, O), natomiast Bk = (k, f{k)) dla k E N.

Witold BEDNAREK

x

sumowanie

Rysunek 1 przedstawia orientacyjny ksztalt wykresu .takiej funkcji.
y

Zaczniemy od zadania: Wyznacz wartosci sum
111

(l) -+-+ ...+--VI..j2 V9999 '
1 1 1

(2) - +-+...+-1 2 9999
z mozliwie jak najlepszym przyblizeniem.

Na pierwszy rzut oka rozwiazanie wydaje sie zmudnym procesem
rachunkowym, bowiem w tych przypadkach nie istnieja powszechnie

znane wzory sumacyjne (jak na przyklad dla ciagu arytmetycznego
i geometrycznego).

Spróbujmy inaczej podejsc do problemu.

Rozwazmy funkcje f okreslona na zbiorze liczb dodatnich, która jest
1. dodatnia,
2. malejaca,
3. wypukla w dól,
4. rózniczkowalna.

Przyblizone

Niech Pk oznacza pole trapezu AkAk+lBk+lBk, a Tk - pole
trapezu krzywoliniowego o tych samych wierzcholkach, to jest figury
ograniczonej prostymi y = O, x = k, x = k + 1 i wykresem funkcji f.
Mamy

(3) Pk = f{k) + f{k + 1)2 .
PoniewaZ funkcja f jest wypukla w dól, wiec odcinek BkBk+l lezy

powyzej wykresu f w przedziale (kj k + 1). Zatem (rys. 2)

(4) Tk < Pk.

y

fragmentów nieba poludniowego. Celem
programu bylo badanie wielkoskalowej
struktury Wszechswiata na podstawie
analizy korelacji polozen odleglych
galaktyk. Takie odlegle galaktyki maja
rozmiary katowe rzedu kilku sekund
luku i ich obrazy trudno jest odróznic
od obrazów slabych gwiazd, przez co
wyznaczanie polozen i klasyfikacj a setek
tysiecy obiektów jest zajeciem niezwykle
nudnym i czasochlonnym. Dlatego do tej
pracy zaprzegnieto komputer. Na jednym
ze zdjec fragmentu nieba w gwiazdozbiorze
Sekstansa "zauwazyl" on obszar o srednicy
kilkunastu minut luku, w którym gestosc
slabych gwiazd byla wyraznie wyzsza
niz w obszarach sasiednich. Wysnuto
wniosek, ze te "dodatkowe" slabe gwiazdy
sa w rzeczywistosci najjasniejszymi
gwiazdami pobliskiej, dotychczas nie
znanej galaktyki karlowatej. Szybko
wykonano dodatkowe obserwacje i juz
po roku bylo wiadomo, ze nowo odkryty
obiekt jest kolejnym slabym towarzyszem
naszej Galaktyki. W 1992 roku doniesiono
o znalezieniu jeszcze jednego takiego
obiektu w gwiazdozbiorze Tukana.

W najblizszych latach planowane jest
wykonanie nowego atlasu calego nieba.
Atlas ten bedzie wykonany nie na kliszach
fotograficznych, jak to bylo dotychczas,
ale za pomoca detektorów CCD. Obrazy
nieba beda zapisywane i przechowywane
w postaci cyfrowej. Dzieki temu bedzie
mozliwa ich bardzo dokladna i szybka
analiza za pomoca komputerów. Nowy
atlas pozwoli tez na identyfikacje gwiazd
znacznie slabszych, niz bylo to mozliwe
w przypadku atlasów zrobionych technika
fotograficzna. Glównym celem autorów
planowanego przegladu jest klasyfikacja
i badanie rozkladu przestrzennego
kilkudziesieciu milionów galaktyk. Mozna
jednak oczekiwac, ze przy okazji odkryte
zostana dalsze galaktyki wchodzace
w sklad Grupy Lokalnej.

Pomimo podobnego wyg[adu karlowate
galaktyki bedace satelitami Drogi Mlecznej
nie stanowia jednorodnej grupy. Niektóre
z llich zawieraja wyla,cznie bardzo stare
gwiazdy <O wieku. zblizonym do wieku
najstarszych gwiazd w Galaktyce.
Wszystkie gwiazdy, obserwowane
w obiektach takich jak Scwptor czy
Ursa Minor, powstaly .mniej wiecej
jednoczesnie w momencie tworzenia sie
tych galaktyk przed oblo 15 miliardami
lat. Z kolei w obiektach takich jak
Carina czy Leo I mamy mieszanine
gwiazd bardzo starych i stosunkowo
mlodych, utwol'Zonych 5-7 miliardów
lat temu. Obserwujemy w :nich nawet
gwiazdy o wieku nie przekraczajacym
3 miliardów lat. Najwyrazniej ewolucja
galaktyk karlowatych przebiegala na wiele
sposobów.
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Niejednokrotnie w De/cie bylo
wspominane, ze wielkosc calkowitej masy
Galaktyki jest przedmiotem kontrowersji.
Z jednej strony sumaryczna masa gwiazd
oraz obloków gazu i pylu wynosi okolo 1010
mas Slonca. Z kolei analiza orbit gwiazd
oraz obloków gazu wskazuje na wartosc
o rzad wielkosci wieksza. W takiej
sytuacji okolo 90% masy Galaktyki
ukryte byloby w obiektach niedostepnych
obserwacji. Sugerowano, ze ukryta masa
wystepuje w postaci nieznanych czastek
elementarnych (np. masywne neutrina)
lub gwiazdopodobnych obiektów o masach
zbyt malych, aby mogly zainicjowac
reakcje termojadrowe w swoim wnetrzu
(takie hipotetyczne obiekty o masach rzedu
kilku mas Jowisza nazywane sa brazowymi
karlami). Masy galaktyk karlowatych
sa znaczaco mniejsze niz masa Drogi
Mlecznej i dlatego mozemy traktowac je
jako czastki próbne orbitujace w jej polu
grawitacyjnym. Dzieki temu moze stac sie
wykonalne nowe wyznaczenie masy naszej
Galaktyki.

Zalózmy na poczatek, ze dany satelita
ma tylko radialna skladowa predkosci (v)
wzgledem centrum Galaktyki, która
potrafimy wyznaczyc dz~eki efektowi
Dopplera. Oczywiscie, predkosc radialna
wyznaczamy nie wzgledem srodka
masy Galaktyki, lecz wzgledem Slonca,
znajac jednak orbite Slonca w Galaktyce
potrafimy stosowna poprawke uwzglednic.
Aby galaktyka-satelita pozostawala
zwiazana grawitacyjnie z Droga Mleczna,
jej energia kinetyczna powinna byc
mniejsza niz wartosc bezwzgledna jej
energii potencjalnej. Oznaczajac przez M
mase Galaktyki, przez R odleglosc satelity,
a przez m jego mase, dostajemy zaleznosc:

1 2 GMm
'2mv < --yr-'

W rezultacie mamy dolne ograniczenie
na mase Galaktyki: M> (Rv2)j(2G).
Musimy jeszcze wyznaczyc odleglosc
satelity. Wykorzystujemy w tym celu
fakt, ze w galaktykach karlowatych
wystepuje pewna klasa gwiazd zmiennych
o znanej mocy promieniowania. Sa to
gwiazdy pulsujace typu RR Lyrae. Sa one
stosunkowo jasne i dzieki zmiennosci
blasku mozliwe do identyfikacji nawet
w galaktykach odleglych o miliony
lat swietlnych. Ich jasnosc absolutna
usredniona wzgledem okresu pulsacji
(typowe okresy wynosza kilkanascie
godzin) jest w przyblizeniu taka sama
dla wszystkich obiektów tego typu
i znana dzieki pomiarom odleglosci
i obserwowanych jasnosci zmiennych
RR Lyrae polozonych blisko Slonca.
Mierzac teraz obserwowane jasnosci tych
gwiazd lezacych w innych galaktykach
mozemy wyznaczac odleglosci tych wlasnie
odleglych systemów gwiazdowych.

x
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1,000,000 LY

2,000,000 LY
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~Galaxy
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•
JC 1613

Z wypuklosci w dól funkcjI f wYI~iku, ze pUllkty (\. i Dk leza
odpowiednio ponizej punktów Bk i Bk+1• Niech wreszcie

Ek = (k, f(k + 1)). Latwo zauwazyc (jak?), ze prosta lk przecina
odcinek EkBk, a zatem

IBkCkl < IBkEkl = f(k) - f(k + 1).
Czworokat CkDkBk+lBk jest równoleglobokiem. Jesli odcinek BkCk
przyjmiemy za podstawe, to wysokosc bedzie równa 1. Z ostatniej
równosci wynika, ze pole Rk tego równolegloboku szacuje sie
nastepujaco:

(5) Rk = IBkCkl·1 < f(k) - f(k + 1).
Prosta lk dzieli trapez AkAk+lBk+lBk na dwie figury. Jedna z nich
jest równoleglobok. Pole Pk - Rk pozostalej czesci jest mniejsze od
pola Tk trapezu krzywoliniowego AkAk+lBk+lBk:

Pk - Rk < n,

Grupa Lokalna Galaktyk w rzucie na plaszc7.Y7.netrzech najbardziej
masywnych. X oznacza przyblizone polozenie srodka masy ukladu.

Z twierdzenia Lagrange'a wynika, ze przez pewien punkt o odcietej

Ok E (kj k + 1) mozna poprowadzic styczna lk do wykresu f
równolegla do prostej BkBk+l'

Niech Ck i Dk beda punktami przeciecia stycznej lk odpowiednio
z prostymi o równaniach x = k oraz x = k + 1 (rys. 3).

y
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czyli

lub w formie przyblizonej
n+I

(7) tl(k)~ J I(x)dx+ (1±~)(t(1)-/(n+1)).
k=1 1

nierównosci zapisac

n+l

J I(x) dx + ~(t(1) - I(n + 1))

n

< 2:: Tk + 1(1) - I(n + 1) .

n

< 2:: I(k) <
k=1

n

2:: Tk + il~)- 1(n + 1)
k=l <

n

(6)

n

2:: n < 2:: Pk
k=l k=l k=l

Korzystajac z równosci (3) mozemy powyzsze
w postaci

n n+I

2:: n = J 1(x) dx .
k=1 1

Nierównosc (6) przyjmie teraz postac
n+I

J I(x) dx + 1(1) - I(n + l) <

n n 3

< 2:: I(k) <2:: Tk + 2(t(1) - I(n + 1)).
k=l k=l

Dzieki interpretacji geometrycznej calki oznaczonej mamy
k+I

Tk = f I(x) dx i stad
k

Pk < Tk + Rk.

Z powyzszej nierównosci oraz nierównosci (4) i (5) mamy

Tk < Pk < Tk + 1(k) - 1(k + 1) .

Sumujac stronami powyzsze nierównosci od k = 1 do k = n
otrzymujemy

Przystepujemy wreszcie do rozwiazania zadania. Mozna latwo
sprawdzic, ze funkcje fI, Jz okreslone wzorami

fI(x) = ~, Jz(x) = ~, x E R+ ,yx x

spelniaja warunki 1 - 4. Otóz, funkcjami pierwotnymi funkcji fI i Jz

sa FI = 2y'X, F2 = lnx.

Korzystajac z udowodnionej równosci przyblizonej (7) oraz
z podstawowego wzoru rachunku calkowego (spójrz na margines)
mamy

_1_+ _1_+ ... + _1_~ 2~ _ 2+ (1 ± ~) (1 1_)VI..j2 vn 2 ~

~ + ~ + ... +~ ~ In (n + 1)+ (1 ± ~) (1 __ 1_) .1 2 n 2 n+1

Dla n = 9999mamy odpowiednio
111

-+ -+ ... + -- ~ 199±O 5
VI..j2 y9999 ' ,

1 1 1
-+-+' .. +-~1O 2±05.
1 2 n"

Wjadomo'~ z oata.tniej ehwili:
w pierwszych dniach kwietnia. 1994 roku grupa.
3 a.stronom6w z Ca.!1lbridge (Anglia.) doniosla.
o odkryciu nowej ga.laktyki ka.rlowa.tej. Nowo
odkryta. ga.la.ktyka. zna.jduje siQ. w gwia.zdozbiorze
Strzelca. i jest ukryta. za. rojem gwia.zd z centra.lnych
obsza.r6w na.szej Ga.la.ktyki. Na. niebie za.jmuje obsza.r
o rozmia.rze okolo 10 X 5 stopni. Ga.la.ktyka. Strzelec
jest polozona. w odleglo!fci za.ledwie 15 kpc od
centrum Ga.la.ktyki i w odleglofci 24 kpc od Slonca..
Odleglo!fci te sa. pona.d dwa. ra.zy mniejsze niz
odleglo§ci Wielkiego Obloku Ma.gella.na., uwa.za.nego
<lotychcza.s za. na.jbliiszego sa.telita na.szej Ga.la.ktyki.

Najsilniej sze ograniczenie masy Drogi
Mlecznej otrzymujemy podstawiajac
do wyprowadzonego wzoru dane dla
galaktyki Leo I. Jej odleglosc i predkosc
radialna wzgledem centrum Galaktyki
wynosza odpowiednio 230 kpc oraz
177 km/s (dodatnia wartosc v oznacza,
ze galaktyka oddala .sie), co daje
Me > 2 x 1011 mas Slonca.

W rzeczywistosci satelity naszej Galaktyki
nie musza poruszac sie radialnie. Aby
wyznaczyc pelen wektor predkosci, nalezy
zmierzyc równiez skladowa predkosci
prostopadla do kierunku widzenia obiektu
(te skladowa nazywamy predkoscia
tangencj alna, styczna). Nie jest to latwe.
Gdyby bowiem predkosc tangencjalna
galaktyki Leo I byla taka jak jej predkosc
radialna (co do wartosci bezwzglednej),
to jej polozenie na sferze niebieskiej
zmienialoby sie o 0,0001 sekundy luku
na rok. Aby zmierzyc tak maly kat,
musimy zaobserwowac zmiane polozenia
gwiazd galaktyki wzgledem obiektów,
co do których mozemy zalozyc, ze stanowia
dobre przyblizenie nieruchomego ukladu
odniesienia. Takimi obiektami sa jadra
odleglych galaktyk oraz kwazary. Program
obserwacyjny majacy za cel wyznaczenie
predkosci tangencjalnych dla galaktyk
karlowatych z Grupy Lokalnej jest obecnie
w zaawansowanym stadium realizacji. Jego
autorzy wykorzystuja zdjecia wykonane
najwiekszymi teleskopami w latach 50.
oraz nowe ekspozycje robione tymi samymi
teleskopami obecnie. Dzieki bazie czasowej
siegajacej 40 lat obrazy gwiazd w badanych
pobliskich galaktykach karlowatych
wykazuj a mierzalne przesuniecia wzgledem
tla odleglych galaktyk i kwazarów. Mozna
miec uzasadniona nadzieje, ze juz niedlugo
zostana wyznaczone pelne wektory
predkosci satelitów naszej Galaktyki,
co w konsekwencji pozwoli wyznaczyc jej
mase·

Jezeli funkcja I jest cia.gla na odcinku la; b],

to istnieje taka funkcja F, ze F'(x) = I(x)
dla x E (a; b). Funkcj e F nazywamy funkcj a.
pierwotna. funkcji I. Okazuje sie, ze

b

f I(x)dx = F(b) - F(a).

Jest to tzw. podstawowy wzór rachunku
calkowego. Mozna to zapisac równiez w postaci

:x (!I(t)dt) = I(x).
Zauwazmy na koniec, ze blad, jaki daje równosc przyblizona (7), nie

przekracza, niezaleznie od wartosci n, licz by ~ 1(1).2
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Rozwi,\zanie zadania M 714. Jesli
Al = A~, Az = A~ i AJ i' A~, to g
jest sYlnctri<\ wzglc;dcm syrnctralncj
odcinka A3A~, c1.yli wzgledeol
prostej AlAz. Gdy Al = A~
i AJ i:- A;l to do popn·,cdniej sytuacji
doprowadr.a syrllctria w7.gIedcrH

symetralnej odcinka AzA~. Gdy
wl'es7.ck wszystkie trzy wierzcholki
pierwszego tr6jkata sa rózne od
odpowiednich wierzcholków drugiego.
t,Q syrnctria wzglc;dcm symetralnej
odcinka AIA~ sprowadza. sytuacje do
poprzedniej.

Rozwia.zanie zadania M 715.
Poniewa.z f jest izon~ctl'ia, wiec
dla kazdego punktu X zachodzi
[XA[ = [fIX)f(A)[ = If(X)A[. Gdyby
wiec bylo X i' f(X), to punkt A
musialby lei.et na Hynletralncj

odcinka Xf(X). Podohnie n i G.
Zatem punkty A, n, C lezalyby na
jednej prostej wbrew 7.alozeniu. Musi

wiec hyc X = f(X).

Kolejne fazy wybuchu (nalezy je
ogladac wierszami z lewej do prawej)
spowodowanego spadkiem fragrnentu A
komety na Jowisza. Zdjecia zostaly
zrobione co minute od godziny
20:11 do 20:32 UT 16 lipca 1994 r.
w bliskiej podczerwieni teleskopem
siedemdziesieciopiecio centymetrowym
w Poludniowej Afryce. Obserwowal
Kaz Sekiguchi. Na Jowiszu widac
Wielka Czerwolla Plame i eksplozje
tuz pod nia. Jasny obiekt na prawo od
planety to satelita lo.

Patrz w niebo

Skonczylo sie bombardowanie Jowisza. Jowisz nadal swieci na naszym niebie, a co
- dokladnie - stalo sie w jego atmosferze, dowiemy sie po opracowaniu obserwacji
wykonanych w ciagu tygodnia 16-23 lipca 1994 r. Na poczatek sprostowanie. Piszac
w Delcie 6/1994 o oczekiwanym kataklizmie popelnilem przynajmniej dwa bledy.
Po pierwsze, kometa powinna nazywac sie kometa pani Carolyn Shoemaker i pana
Davida Levy'ego. Wprawdzie panstwo Shoemaker (Carolyn i Eugene) brali razem
udzial w odkryciu komety, ale pani Carolyn ma w tym pierwszenstwo. Po drugie, jak
sie okazalo, cale zjawisko zaczelo sie 2 dni wczesniej niz zapowiadalem - co prawda, nie
sam to wymyslilem, korzystalem z istniejacych kilka miesiecy temu danych. Okazalo
sie tez zreszta, ze odlamki komety spadaja wprawdzie na niewidoczna z Ziemi strone
Jowisza, ale blizej krawedzi jego tarczy, niz wczesniej oceniano. Dzieki temu eksplozje
towarzyszace wtargnieciu odlamków do atmosfery planety daly sie obserwowac niemal
bezposrednio.

J ak juz jestesmy przy sprostowaniach, to winienem jestem Czytelnikom jeszcze jedno,
dotyczace Patrz w niebo z Delty 5/1994. Otóz Sidney van den Bergh, który wykonal
ostatnie w historii Obserwatorium Palomarskiego fotograficzne zdjecia 5-metrowym
teleskope~, jest Kanadyjczykiem, a nie Amerykaninem.

Ale powrócmy do komety. W katastroficznym tygodniu przychodzily do
Obserwatorium Warszawskiego poczta komputerowa liczne komunikaty o spadku
kolejnych bryl, o pomiarach jasnosci wybuchów, ich widmach, zaburzeniach
promieniowania radiowego planety i inne. Otrzymalismy tez ta droga kilka obrazów
zjawiska, z których widac np., ze wybuch towarzyszacy spadkowi kilkukilometrowej
bryly trwa okolo kwadransa, a goraca plama po takim wydarzeniu ma po uplywie
jednego obrotu Jowisza rozmiary Ziemi. Niosa one - zagmatwane na razie - informacje
o skladzie chemicznym atmosfery Jowisza, jej wlasnosciach termodynamicznych itd.
Naukowa interpretacja tych wszystkich faktów pojawi sie zapewne niedlugo. Trudno
przypuszczac, ze dowiemy sie czegos rewelacyjnego. Niemniej jednak tak wyjatkowe
sondowanie jowiszowej atmosfery dostarczy wielu szczególowych informacji, które
przyczynia sie do zbudowania wierniejszego modelu planety.

Tomasz KWAST
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mala delia

Skok wzwyz

Nie mozna skoczyc wzwyz bez uprzedniego ugiecia kolan (spróbuj!).
Trzeba najpierw troche przykucnac obnizajac w ten sposób srodek
ciezkosci ciala o pewien dystans (oznaczmy go przez d; d to wektor
przesuniecia w dól). Na tym dystansie w trakcie wyskoku miesnie
moga wykonac prace (w momencie utraty kontaktu z podlozem nie
mozemy juz nic wiecej zrobic) wyrzucajac cialo na pewna wysokosc h.
Z zasady zachowania energii znajdujemy zwiazek miedzy wykonana praca
i wysokoscia skoku

(*) W=F·d=mg(h+d),

gdzie F oznacza srednia sile (wektor) wywierana przez miesnie, a m
oznacza mase ciala. Stad wysokosc skoku h + d = F . d/mg. Zauwazmy,
ze korzystajac wylacznie z argumentów wymiarowych uzyskujemy
wynik niezalezny od rozmiarów skoczka. Istotnie, dystans d jest rzedu
rozmiarów osobnika, d", l, sila miesni jest proporcjonalna do przekroju
poprzecznego miesni, a wiec P, a masa do objetosci osobnika, m '" [3.
Stad d + h '" Pl/[3 = const. Wiekszosc zwierzat moze skoczyc znacznie
wyzej niz d, to znaczy h ~ d. Mozemy wówczas stwierdzic, ze zwierzeta
moga skoczyc na te sama wysokosc niezaleznie od ich rozmiarów.
Na przyklad pchla, konik polny, kot, pies, kon skacza na wysokosc
rzedu l - 2 m. Czlowiek jest tutaj wyjatkiem. Moze skoczyc jedynie na
wysokosc okolo 60 cm. Kucajac przed skokiem obnizamy swój srodek
ciezkosci o okolo 30 cm. (Ze wzoru (*) wynika, ze w trakcie wyskoku
srednia sila F wynosi okolo 3 razy ciezar ciala.) Doliczajac do tego l m
(w przyblizeniu na tej wysokosci znajduje sie srodek ciezkosci ciala)
uzyskujemy maksymalna wysokosc 1,6 m, jaka moze pokonac czlowiek.
Jedynie bardzo dobrze wysportowani osobnicy moga wyskoczyc troche
wyzej.

Tutaj moga odezwac sie glosy protestu. Przeciez rekord w skoku
wzwyz wynosi okolo 2,4 m, a wiec 80 cm wiecej niz wyliczylismy. Tak,
to prawda, ale jest to wynik uzyskany przy skoku z rozbiegu, a do tej
pory mówilismy o skoku z miejsca. Co ma jednak rozbieg do skoku
wzwyz? Latwo jest zrozumiec, ze rozbieg jest wazny przy skoku w dal,
ale wzwyz?

Aby skoczyc wyzej, potrzebna jest wieksza energia niz ta, jaka mozemy
uzyskac ze skoku z miejsca. W tym celu mozna spróbowac wykorzystac
przynajmniej czesc energii kinetycznej rozbiegu. Otóz talent skoczka
wzwyz tkwi w umiejetnym wykorzystaniu tej energii.

8



Zobaczmy najpierw, jakie sa teoretyczne mozliwosci. Najwyzsza
osiagana predkosc w sprincie to 10 m/s. Taka predkosc uzyskuje
cialo spadajace z wysokosci 5 m i na taka wysokosc wzniesie sie
cialo wyrzucone z ta predkoscia. Pewnie wszyscy zauwazyli jednak,
ze skoczek zbliza sie do poprzeczki ze znacznie mniejsza predkoscia.

Powód jest prosty. Sko~zka obowiazuje nie tylko zasada zachowania
energii, ale tez i pedu. Zeby zmienic kierunek predkosci z poziomego
na pionowy, w momencie wyskoku trzeba podzialac na cialo olbrzymia
sila (tym wieksza, im krótszy jest czas wybicia) i nogi skoczka nie
wytrzymuja po prostu tego obciazenia. Warto przy tym pamietac,
ze przepisy zabraniaja wybicia z dwóch nóg. Przyjmijmy wiec,
ze skoczek zbliza sie do poprzeczki z predkoscia 5 m/s. Energia
kinetyczna siedemdziesieciokilogramowego skoczka wynosi wtedy
E = mv2/2 = 875 J. Aby uzyskac dodatkowe 80 cm do skoku na
wysokosc 2,4 m, potrzeba E = mgh = 560 J. Wystarczy wiec umiejetnosc
wykorzystania okolo 60% swojej energii kinetycznej, aby osiagnac cel.
Wystarczy nawet troche mniej, gdyz dobrzy skoczkowie, przez umiejetne
ulozenie ciala w trakcie skoku, potrafia pokonac poprzeczke umieszczona
wyzej niz wysokosc, na która sa w stanie wyniesc wlasny srodek ciezkosci
ciala.

Mala Delte przygotowal Jan KALINOWSKI
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Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

Zadania M 714. Na plaszczyznie dane sa dwa przystajace trójkaty A1A2A3 i A~A~A~.
Udowodnic, ze istnieje takie przeksztalcenie g bedace zlozeniem nie wiecej niz trzech
symetrii osiowych, ze g(Ai) = A:, i = 1,2,3.
Rozwiazanie na str. 7

M 715. Zalózmy, ze izometria 1 plaszczyzny (przeksztalcenie nie zmieniajace
odleglosci miedzy punktami) ma trzy nie lezace na jednej p,rostej punkty stale A, E, C
(tzn. I(A) = A, I(E) = E, I(C) = C). Wykazac, ze dla dowolnego X zachodzi
I(X) = X.
Rozwiazanie na str. 7

M 716. Udowodnic, ze dla dowolnej izometrii 1 plaszczyzny i dla dowolnego punktu Y
istnieje taki punkt X, ze I(X) = Y. Czy wlasnosc te musi miec kazda izometria wlasna
figury plaskiej (izometria wlasna figury to nie zmieniajace odleglosci przeksztalcenie
figury w nia sama)?
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 389. Energia, która wydziela sie w procesie rozpadu radioaktywnego potasu
fgK ->~g Ca + e- + Ile wynosi E = 700 keV (wylaczajac energie neutrina). Sadzi sie,
ze cieplo produkowane wewnatrz Ziemi zawdzieczamy w 1/3 wlasnie temu izotopowi
(obok uranu i toru). Obliczyc srednie stezenie izotopu fgK w Ziemi oraz oszacowac
strumien neutrin wydobywajacy sie z Ziemi na skutek rozpadu potasu. Porównac ten
strumien ze strumieniem neutrin slonecznych ao = 6· 1014 neutrin/(m2·s).
Strumien ciepla wydobywajacy sie z Ziemi wynosi q = 0,063 W 1m2, masa Ziemi
M = 6 . 1024 kg, promien Ziemi R = 6,4 . 106 m, okres polowicznego rozpadu 19K
t = 1,28 . 109 lat.
Rozwiazanie na str. 13

F 390. Za pomoca pewnego teleskopu A m.ozna ogladac odlegle galaktyki o wielkosci
gwiazdowej o 1 wiekszej niz za pomoca, teleskopu E. Zakladajac równomierne
rozmieszczenie galaktyk w obserwowanej czesci nieba, oszacowac, o ile wiecej obiektów
jestesmy w stanie dostrzec za pomoca teleskopu A w stosunku do teleskopu E.
Wielkosc gwiazdowa m powiazana jest z natezeniem oswietlenia E wzorem
m = -2,5Iog E + b, gdzie b jest pewna stala.
Rozwiazanie na str. 13

._---~-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Prenumerata "Delty"
za okres:
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Wydaje sie, ze w zes1.yt zainwestowal
nie restaurator osobiscie, alc zona
I1:l11:lcha (por. Hugo Steinhaus,
\\ 'Irnnienia i zapr:ski, Wyd. Aneks
1992, str. 116).

Ksiega Szkocka
Marek KORDOS

Troche irytuje czeste ostatnio potrzasanie szabelka w rytm hymnu narodowego
obiecujacego, ze jednak szabla odbierzemy i nadmierne rozczulanie sie nad
utraconymi kresami - Moskwe tez w koncu, jako jedyni po Wikingach
i Tatarach, okupowalismy przez jakis czas (i to dwukrotnie). Nawet fakt,
ze - powiedzmy - Bialynicki (albo Mickiewicz) urodzil sie w Nowogródku,
a Kuron (albo Hemar) we Lwowie, nie wydaje sie wystarczajacy, by bardziej
widziec Polske tam niz tutaj. Ale zrozumiec taka reakcje mozna, gdy zwróci sie
uwage na pewne niemoznosci, jakie sobie zafundowalismy w minionym okresie,
a których teraz - bedac juz zacofanym krajem kapitalistycznym - nie nadrobimy.
Wlasna przemoc w tej sprawie wziela nam w szczególnosci Ksiege Szkocka.

Matematycy pracuja w specyficzny sposób i - czesto - potrzebuja do tego
specyficznych warunków. Jednym z takich warunków jest lokal w znacznym
stopniu publiczny, a w dodatku zaopatrzony w róznego rodzaju napoje - slowem
cos, co z pewna dowolnoscia mozna nazwac kawiarnia. Lwowska szkole
matematyczna lat tzw. miedzywojennych stworzyly dwa, polozone tuz obok
siebie, takie lokale CaJi Szkocka i CaJi Roma. Dla potomnosci przetrwa jednak
tylko pierwsza z nich, a to dzieki trafnej inwestycji wlasciciela. Inwestycja
ta byl gruby, starannie oprawiony (i niemniej starannie "przycumowany")
zeszyt, w którym panowie matematycy mogli zapisywac swoje cenne pomysly,
niszczac tym sposobem mniej bibulkowych serwetek. Panom matematykom
pomysl sie spodobal i w ten sposób powstalo unikalne dzielo - zbiór ponad
193 przypadkowych problemów matematycznych, powstalych w ramach czegos
w rodzaju zycia towarzyskiego. Godne uwagi jest, ze problemy te, jak tez
odpowiedzi czy uwagi, pisane sa w róznych jezykach (np. angielski, rosyjski),
w takich, w jakich ich autorom przyszly do glowy. Problemom towarzyszy
czasem obietnica nagrody za ich rozwiazanie (np. 5 malych piw albo zywa ges)
- nagrody takie byly zawsze zreszta wyplacane.

Pierwszy problem zostal wpisany do Ksiegi 17 lipca 1935 roku przez Banacha,
ostatni - sto dziewiecdziesiaty trzeci - przez Steinhausa 31 maja 1941 roku.
Problemów jest wiecej niz 193, gdyz numeracja bywa podwójna - mamy
np. numer 10.1, 15.1 czy 17.1. Wiekszosc problemów jest rozwiazana, choc nie
wszystkie. Rozwiazywanie tych problemów okazalo sie w kilku przypadkach
czyms wiecej niz jedynie gimnastyka umyslowa czy sportem - zapoczatkowalo
nowe kierunki badan.

Napisalem, ze Ksiega Szkocka pisana byla w róznych jezykach. Jest jednak
oczywiste, ze dominujacym byl jezyk polski. I tu dochodzimy do tego,
co nam wlasna przemoc wziela. Gdyby ktos chcial dzisiaj siegnac po Ksiege

Szkocka, znajdzie ja jedynie w jezyku angielskim. Zostala mianowicie wydana
w 1981 roku przez bostonski oddzial wydawnictwa Birkhiiuser. Wydanie
bostonskie zostalo przygotowane przez R. Daniela Mouldina z ogromnym zreszta
udzialem matematyków polskich. Zawiera ono (poza uwagami o wczesniejszych
publikacjach problemów Ksiegi) piec referatów z konferencji poswieconej ksiedze
(Stanislawa Ulama, Marka Kaca, Antoniego Zygmunda, Paula Erdosa i Andrzeja
Granasa) oraz wszystkie problemy z interesujacymi komentarzami ponad
piecdziesieciu matematyków (glównie polskich). Opisuje te ksiazke, gdyz - moim
zdaniem - wiekszosc Czytelników nie ma szansy, by ujrzec ja na wlasne oczy.
W niej zas mozna ujrzec faksimile kilku stron oryginalu ... Ale nie rozbudzajmy
apetytu.

Przytocze teraz szesc problemów z Ksiegi Szkockiej: trzy rozwiazane i trzy nie
rOZWIazane.
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152
STEINHAUS

Nagrody:
Za obliczenie czestosci:

100 gram6w kawioru;
Za dowód istnienia cZGstosci:

male piwo;
Za kontrprzyklad: p6l czarnej.

6 listopada 1936

44
STEINHAUS

Kolo O promieniu 1 zawiera co najmniej dwa punkty o obu calkowitych
wspólrzednych (x, y) i co najwyzej 5 takich punktów. Jesli przesuwac to kolo
o wektory nw (n = 1, 2, 3, ... ), gdzie w ma obie wspólrzedne niewymierne
i takie, ze ich stosunek tez jest liczba niewymierna, to liczby 2, 3, 4 [punktów
o obu wspólrzednych calkowitych] powtórza sie nieskonczenie wiele razy. Jaka
jest czestosc ich pojawiania sie przy n -t oo?
Czy ona istnieje?

* Rozwiazanie tego problemu (za 100 gramów kawioru) wynika z ogólnego
twierdzenia o ekwipartycji, które bylo znane Steinhausowi, gdy wpisywal
problem 152 do Ksiegi. Czytelnikom polecam uzasadnienie bardziej prostego
i zmyslnego podejscia: jesli kwadrat jednostkowy podzielimy lukami
jednostkowych okregów zatoczonych z jego wierzcholków i otrzymane czesci
ponazywamy tak jak na rysunku obok, to suma pól czesci nazywajacych
sie Pi bedzie równa poszukiwanej czestosci wystepowania i punktów o obu
wspólrzednych calkowitych w jednostkowym kole. Dla leniwych prostsze zadanie:

uzasadnic, ze jest to dla 2: 4 - V3 - ~7r, dla 3: 2V3 - 4 + ~,dla 4: 1 - V3 + ~.
Oczywiscie, mozna obliczyc pola poszczególnych figur na rysunku.*

Funkcja ciagla z = j(x, y) opisuje powierzchnie, przez której kazdy punkt
przechodza dwie proste calkowicie lezace na tej powierzchni. Wykazac, ze ta
powierzchnia jest paraboloida hiperboliczna. Zrobic to samo bez zalozenia
ciaglosci.

* Czytelnikowi nalezy sie objasnienie, co to jest paraboloida hiperboliczna:
jest to powierzchnia przypominajaca kawaleryjskie siodlo, a powstajaca w ten
sposób, ze po paraboli trzymajacej nózki w góre slizga sie wierzchqlkiem
parabola lezaca stale w plaszczyznie do niej prostopadlej (choc równoleglej do
osi pierwszej paraboli) trzymajaca nózki w dól. Budzi zapewne watpliwosc, czy
przez kazdy punkt takiej powierzchni przechodza dwie proste - watpliwosci te
sa swietna okazja do podniesienia swojej matematycznej swiadomosci na wyzszy
poziom. W Ksiedze Szkockiej znajduje sie pod tym zadaniem*

Dopisek Problem ten zostal rozstrzygniety pozytywnie przez Banacha - równiez bez
zalozenia ciaglosci. Dowód jest oparty na spostrzezeniu: dowolne dwie proste
na takiej powierzchni albo sie przecinaja, albo ich rzuty na plaszczyzne xy sa
równolegle.

30 lipca 1935

* Polecam nasladownictwo drogi Banacha. *

59
IWZIEWICZ

60
RUZIEWICZ

Czy mozna rozlozyc kwadrat na skonczona liczbe kwadratów tak, by kazdy byl
innej wielkosci?

* Tu rozwiazanie mozna znalezc zarówno w Delcie 7/1989, jak i w Kalejdoskopie
matematycznym Steinhausa. Pelniejsze rozwiazanie jest w Delcie, choc
najnowsze polskie wydanie Kalejdoskopu ukazalo sie w tym samym roku, a to
jest 11 lat po uzyskaniu ostatecznego wyniku. Kwadrat mozna podzielic na
21 kwadratów róznej wielkosci (najwiekszy bedzie mial bok równy ;~ boku
dzielonego kwadratu, najmniejszy zas 516) i na mniej sie nie da, co udowodnil
A.J.W. Duijvestijn.*

Czy mozna, dla danego e > O, tak podzielic powierzchnie sfery jednostkowej
na skonczenie wiele przystajacych i spójnych czesci, by kazda miala srednice
mniejsza niz e?

* Problem moze miec rozmaity charakter w zaleznosci od tego, czy bedziemy
wymagac by brzegi owych czesci byly (a) wielokatami sferycznymi, (b) krzywymi
skonczonej dlugosci, (c) dowolnymi zbiorami o zerowym polu. Jesli odpowiedz
nie zawsze jest pozytywna, to ciekawe byloby podanie najmniejszej wartosci e,
dla której odpowiedniego podzialu mozna dokonac.

12



***
LIPNIACKI
WOJCIECHOWSKI

10.1
MAZUR
AUERBACH
ULAM
BANACH

Rozwiazanie zadania F 390. ?l4amy
mA - mn = l = -2.5IogEA/En,
EA/En = 10°", Zakladaja.c, ze
galaktyki maja. podobna. ~wiatlosc I
oraz uwzgledniajac, ze E = --frr

otrzyrnujcrny stosunek odleglosci
naj dalszych galaktyk obserwowanych
w teleskopach A i n

TA = 100",
Tn

Liczba. galaktyk, przy zalor.cniu
ich równornicrncgo l'ozlnieszczcnia,
jest proporcjona.lna. do objc;tosci
obserwowanej czesci Wszechswia.ta,
tj, do T3

nA r~ 06
= ,..- = 10' "" 3,98,nn rn

Przy y;adancj technice rejestracji
iloczyn natc;7.cnia oswietlenia
i powierzchni zwierciadla .s jest
wielkoscia stala, tj.

EA ' SA = En ' Sn, S ~ R' ,

gdzie R jest pl'OrniCllicm zwiercia.dla.
Otr7.ymujemy wiec

RA 0,2 r.-- = lO "" 1,u8,Rn

M.J.Wenninger podal w 1979 roku nietrywialny podzial sfery na 120
przystajacych trójkatów sferycznych. Czy mozna zwiekszyc te liczbe bez
czynienia trójkatów zbyt cienkimi? Na przyklad, gdy zazadamy, by kazdy bok
trójkata byl mniejszy od F*

* Równiez Kalejdoskop i Delta wspominaja jeszcze jeden problem.*

Czy bryla o jednorodnej gestosci, która plywa po wodzie w dowolnej pozycji,
musi byc kula?

* Tutaj odpowiedz nie jest znana, poza szczególnymi przypadkami.
Te szczególne przypadki to rozpatrywanie gestosci (rzadkosci?) zerowej
- problem sprowadza sie do znalezienia bryly lezacej na poziomej plaszczyznie
w dowolnej pozycji (to "zero" jest traktowane jako sytuacja graniczna).
I w takiej sytuacji odpowiedz jest pozytywna. Rozpatruje sie takze przypadek
dwuwymiarowy, co tez trudno uznac za normalna sytuacje. Tu dla gestosci O

jest odpowiedz pozytywna, ale np. dla gestosci ~ jest wiele rozwiazan róznych
od kuli (=kola) - cala serie podal Auerbach w 1938 roku. Sa to figury,
w których kazda cieciwa polowiaca obwód polowi równiez pole. Dwie z nich
sa narysowane obok. Gdyby ktos chcial jakis wynik dla dowolnego wymiaru,
to prosze: jesli bryla, o która chodzi, jest srodkowo symetryczna, to przy
gestosci l musi byc kula· Tak wiec rozwiazanie w przypadku ogólnym nie jest
znane. A oto podobny problem wymyslony kilka lat temu.*

Przy jakiej ilosci plynu w bntelce srodek ciezkosci znajdzie sie najnizej?

* Zagadnienie ma znaczenie praktyczne - kiedy, mianowicie, zrobic sobie przerwe
podczas korzystania z napojów w podrózy. Nie podam rozwiazania, choc je
znam - niech Czytelnicy maja sami zabawe.

Mozna z tego przykladu wysnnc wniosek, ze zadania z Ksiegi Szkockiej to
jedynie zabawa. Tak jednak nie jest, a to tylko ja wybieram te naj prostsze.
Oto jeszcze jedno. Tym razem sformulowane wielce naukowo, co nie dziwi, gdy
zwrócic uwage na dlugosc listy autorów.*

Twierdzenie. Jesli {Kn}~=l jest ciagiem cial wypuklych, z których kazde
ma srednice ~ a, a snma ich objetosci jest ~ b, to istnieje taki szescian
o srednicy c = j(a, b), ze mozna w nim rozlacznie umiescic te wszystkie ciala.
Wniosek. Kilogram ziemniaków da sie zmiescic w worku skonczonej wielkosci.
Zadanie. Wyznaczyc funkcje c = j(a, b).

* Problem ten - rozumiany jako poszukiwanie najmniejszej takiej fnnkcji
- do dzis nie zostal rozwiazany. Autorzy czesciowych rozwiazan sznkali zwykle
nie szesciennego, lecz prostopadlosciennego pudla. W 1957 roku Kosinski
(oczywiscie, dla przypadku k-wymiarowego) oszacowal jego wymiary na
3a, 3a, ... , 3a, a + klak"-l' W 10 lat pózniej (ale tylko dla k ~ 3) Moon i Moser
uzyskali inny wynik, bo 2a, 2a, •.. , 2a, 2(a + k! ak"-l ). I do dzis wiadomo
jedynie, ze w przestrzeni k-wymiarowej, dla k ~ 3

j(a,b) ~ Vkmin{max{3a, a + k! ak~l}' 2max{a, a + k! akb_1}}.*

Rozwiazanie zadania F 889. W stanie równowagi ilosc energii produkowana wc wnetrzu
Zierni jest równa energii wydobywaja",cej sie na powierzchnie. Strurnicil neutrin zwiaza.nych
z rozpadem potasu wynosi wiec

a = ~~ = 1,9' 1012 neutrin/(m' 's),3E

Porównujac ten strumien ze strumieniem neutrin slonecznych n13my alao = 0,31 %. Niech
mo = 40 j.m.a.. = 66,4.10-27 kg bedzie masa izotopu f~K. Moc ciepla zwiaza.nego z r07,padcrn

E -5 In 2
na jednostk~ masy potasu wynosi (1 = --A = 2,9' 10 W /kg, gdzie A = -- jest stah\mo t

1 (1' m
rOl,pa.du promieniotw6rczego. Z bilansu ciepla mamy -q == --, gdl.ie m jest calkowita rna:"H\3 •
1~Kw Zierni, a S = 47TR2 jest powierzchnia Ziemi. Ostatecznie l porównujac "L 7.. nla.sa Zierni
otrzymujemy st~zenie izotopu potasu

m 47rR'q __--- = 62 ,10 8 = 62 ,10 60',M 3(1M' , 70
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 271 (WT=2,41) i 272 (WT=2,50)
z numeru 12/1993

Ja.n Kra.szewski - Legnica. 4.(,75
Toma.sz Kulpa. - Katowice 4.3,85
Mirosla.w Ma.tIQga. - Skocz6w 40,30
Pa.wel Liza.k - Pula.wy 38,64.
Krzysztof Jedzirliak - Ka.towicc 36,64

Pan Kraszewski: nowa twarz w

Klubie 44. Witamy!

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 171 (WT=I,60) i 172 (WT=3,67)
z numeru 1/1994

Toma.sz Wietecha. - Ta.rnów 37,09
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.n6w 35,48
Andrzej Borowski - Aleksandrów K. 32,85
Aleksa.nder Surma. - Mys'7.k6w 18,56

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch
konkurencji IM lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo -- to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 1994

Zadania z fizyki nr 183, 184

Redaguje Jerzy B. BROJAN

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10100 lat
wiezienia, krecil sie w kólko po celi.

- Jakos musze sie stad wydostac! - powtarzal. - Z pewnoscia istnieje mozliwosc!
Na poczatek zastosowac przeksztalcenie konforemne w H-wymiarowej przestrzeni
spinorowej ... albo lepiej nie, mozna nie powrócic juz na os rzeczywista ... A gdyby tak
spróbowac przejscia tunelowego? Ta sciana nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie
wiecej niz metr ... Trzeba tak rozepchnac czasteczki sciany, aby przeszly miedzy nimi
czasteczki mojego ciala, powinno wystarczyc jakies 20 eV na atom. To jest szansa!

Ocenic orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.

Wskaz6wka: W mechanice kwantowej prawdopodobienstwo przejscia tunelowego
czastki o masie m przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem

-21Cd
p ~ e ,

gdzie K: = V2mEth, 1i= h/27r, h - stala Plancka, E - deficyt energii.

184. Wieksza ilosc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie "zwilzana" przez
rtec (np. szklana). Obliczyc grubosc warstwy rteci.

Dane: gestosc rteci (}= 13,6 g/cm3, napiecie powierzchniowe (T = 0,54 N/m.

Itozwiazania zadan z fizyki z tlll " •• rll ;,/1994 i z numeru 6/1994

Przypominamy tresc zadan:

174. Planetoida o masie rn = 50 ton 7,najduje sie w odleglosci r = 100 tys. km od srodb
Ziemi i leci Z predkoscia v = 3 kmls pod katem o: = 10° do kierunku Ziemi. Czy planetoida
minie Ziemie, czy rozbije sie o jej powierzchnie? Czy porusza sie po torze eliptycznym,
parabolicznym czy hiperbolicznym? Promien Ziemi jest równy 6370 km.

179. Masa helikoptera wynosi rn = 900 kg, a promien wirnika r = 4 m. Obliczyc rnirnmnln,\
moc silnika potrzebna do tego, aby helikopter wznosil sie do góry z predkoscia v ::-; 3 m/s.
Gestosc powietrza jest równa e = 1,29 kg/ma

180. W przewodzacej powloce kulistej o zewnetrznym promieniu R jest dziurka w ksztelc,,·
kola o promieniu r znacznie mniejszym od R. Jesli naladowac powloke pewnym ladunkIem
elektrycznym, to jaka czesc tego ladunku bedzie rozlozona na wewnetrznej stronie?
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RozVJiazanie zadania M 716.
We7.111Y (lowolll(' trz.y lliewsp6l1illiowe
puukty Al. A3. A3 i Ojf.uaci'',lllY

J(A,) = A;. i = 1. 2. 3. Wobec
zada.nia. M 714 istuif'jc il.OIIletria. a

tkollkrC'tllie: z.lozeui<' kilku

syrnctrii osiowych) prjf,eksztalcajaca
t.r6jk,\l A;A~A~ na tn\jk'\t A1A2A3.
Za.t.Cll1 przeks7.tak('uie f g lIla trzy nic
l(':i,~\c('na jf'cll1ej prostej punkty stale
A~. A;. A; jest wi<;c iucntyc7,nosci lo

W sz('zeg"6Iuos,i dla. dowoluC'go Y

mamy Jrl(Y) = Y. Chllac?aj'lc
g(Y) = X otr7,yulujclny tC7.<; zaua.uia.
Ro?wa',my tera" punkt Po = (1,0)
i ohr6t <I> wzg-lr.df'11l poc7.:\tku ukladu
o k,\t fi· rr. Figura {Po, Pl. P2, },
gd?i(' P,+l = <I>(P,.), i = 0,1.2 .
Ina. h~ Wla.:HlOS(:' ~,C kai,dy jej puukt
po przeksztalceniu ~ jest nadal jej
pllnkt('IU, nit' 111a.IFl.toHliast punktu,
kt~)r<'go <: brai'.f'IH hylby punkt Po.

Pomilliecie pola odleglych ladunków
q' i q" w porównaniu z polem
bliskich ladunków q jest uzasadnione,
gdyz wszystkie te ladunki sa,
podobnej wielko§ci (rzedu Qr2 / n2).
Otrzymane wyniki beda, sluszne tylko
w pierwszym rzedzie wzgledem malego
parametru r2 / R2.

174. Zadanie sprowadza sie do wykorzystania dwóch stalych ruchu:
.. 1 2 GMm ..

energu E = -mv - --- I momentu pedu K = mvrsma. Iloczyn GM we wzorze
2 r

na energie mozna zastapic wyrazeniem gR; (gdzie Rz - promien Ziemi), którego
wartosc wynosi 3,98.1014 m3s-2. Najprosciej jest ustalic rodzaj krzywej (elipsa,

parabola czy hiperbola), gdyz zalezy to od znaku energii. W naszym przypadku
E RJ m( 4,5 - 3,98) . 106 J /kg = m· 0,52 . 106 J /kg i widzimy, ze tor jest hiperbola. Aby
odpowiedziec na pierwsze pytanie, nalezy obliczyc odleglosc rp perygeum od srodka Ziemi.
Poniewaz w perygeum kierunek ruchu jest prostopadly do promienia wodzacego, wiec

K
K = mvprp. Podstawiajac vp = -- do wyrazenia na energie otrzymujemy równanie

mrp
kwadratowe pozwalajace wyznaczyc wielkosc l/rp. Rozwiazaniem jest

Podstawienie danych liczbowych daje w wyniku rp = 3394 km, zatem planetoida rozbije sie
o powierzchnie Ziemi (rp < Rz). Masa planetoidy - jak widac z rachunków - nie ma zadnego
znaczenia.

179. Rozpatrzmy uklad odniesienia zwiazany z helikopterem: wtedy powietrze w duzej
odleglosci od niego porusza sie z predkoscia v w dól, natomiast predkosc strumienia powietrza
przechodzacego przez krag wirnika oznaczmy przez v'. Jesli w czasie dt wirnik rozpedza mase

powietrza dm od predkosci v do v', to moc silnika jest równa P = ~dm (v'2 - v2), a sila2 dt

. dm (' ) .•• dm ..• dm I (' 2Ciagu F = -- v - v . Wlelkosc -- nalezy obhczyc ze wzoru -- = Sev gdZie S = 1rr~ ~ ~
- pole powierzchni wirnika), a dalej znajdujemy

v' = ~ (v + Vv2 + 4\Ó) ,

p = ~F(Vl +v) = ~F (3V+ ..Jv2 +4\Ó) "
F

gdzie przez \Ó oznaczylismy wielkosc -. Przyrównujac F do ciezaru helikoptera mg
8e

i podstawiajac dane obliczamy P RJ 74 kW. Ten sam wynik otrzymuje sie w ukladzie
zwiazanym z Ziemia, w którym energia zostaje zuzyta na rozpedzanie strumienia powietrza
od predkosci zero do v' - v oraz na podnoszenie helikoptera. Oczywiscie, w rzeczywistosci

potrzebna moc jest wieksza ze wzgledu na rózne straty (np. "zbedny" ruch wirowy powietrza).

180. Oznaczmy ladunek powloki przez Q i przyjmijmy jego dodatni znak dla ustalenia uwagi.
Z zasady superpozycji pól wynika, ze pole powloki otrzymamy dodajac nastepujace pola:

1) Pole kuli bez dziury, naladowanej tym samym ladunkiem Q równomiernie rozlozonym na jej
powierzchni.

2) Pole "cienkiej klapki na dziurze", tzn. brakujacej czesci powloki, naladowanej ujemnym
ladunkiem q o wartosci takiej, aby laczny ladunek w dziurze byl równy zeru:

1rr2 r2

q = -Q 41rR2 = -Q 4R2 .

3) Pole ladunków polozonych na wewnetrznej stronie powloki (oznaczmy ich laczna wartosc
przez q'),

4) Pole "nadwyzki" ladunków na zewnetrznej stronie powloki, tzn. róznicy miedzy
rzeczywistym nie równomiernym rozkladem ladunków na kuli z dziura a rozkladem

wprowadzonym w punkcie 1). Oznaczmy laczna wartosc "nadwyzki" jako q".

Rysunek ilustruje sume pól opisanych w punktach 2),3) i 4). Calkowity ladunek ukladu zródel
musi byc równy rzeczywistemu calkowitemu ladunkowi Q (wynika to z prawa Gaussa). Zatem

'" r2
q + q = -'01 = Q - .

4R2

Aby znalezc wartosc q', zbadajmy dokladniej pole w samym otworze, tuz pod wyimaginowana

"klapka" (ód wewnatrz). Pole 1) jest tu równe zeru, a z pozostalych przewaza pole 2), jako
pochodzace od najblizej polozonych zródel. Poniewaz mala "klapke" mozna w przyblizeniu
uznac za plaskie kólko, wiec polowa linii pola wplywa do "klapki" z jednej, a polowa z drugiej
strony. Linie pola wplywajace do "klapki" od strony wnetrza kuli musza zaczynac sie na
ladunkach q', czyli, zgodnie z prawem Gaussa

I q r2
q = -2' = Q 8R2 .

Autor pierwotnie rozpatrywal zadanie nieco inne: znalezc natezenie pola elektrycznego
w srodku kuli z dziurka, naladowanej ladunkiem Q. Problem wydaje sie trudny - moze jednak
ktos z Czytelników go "zlamie"?
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(dla n ~ 2).

dla x E (-1;1)

Zadania z matematyki nr 285, 286
285. W przestrzeni danych jest 10 punktów, z których zadne
cztery nie leza na jednej plaszczyznie. Laczymy pewne pary
punktów odcinkami tak, aby kazde dwa sposród rozwazanych
punktów laczyla dokladnie jedna linia lamana utworzona
z narysowanych odcinków. Ile jest róznych ukladów odcinków
spelniajacych ten warunek? (Dla przykladu, gdyby zamiast
zbioru 10 punktów rozwazac zbiór 3 punktów, wówczas
istnialyby trzy uklady odcinków o analogicznej wlasnosci.)

RozwiAzania zadan z matematyki z numeru 5/1994
Przypominamy tresc zadan:
281. MauIY Sl.CS(~ kOluórek !>c.Llui<;('i lH)l1Hll1('l'l)WallY( II ud 1 d" u;
w kazdej komórce znajduje siG (w chwili poczatkowej) liczba O.

Rzucamy kostka; j<>sli wypadnie i oczek, 7.wi<:kszarny o 1
zawartosc i-tej komórki. Czynnosc t~ powtarzamy do momentu,
gdy wc wszystkich komórkach pojawia, siG liczby jednakowej
parzystosci.

281. W kazdym kroku (tj. po kazdym rzucie kostka) laczna
zawartosc wszystkich komórek zmienia parzystosc. Zatem
konfiguracja konczaca moze pojawic sie tylko po parzystej
liczbie kroków. Oznaczmy przez Pn prawdopodobienstwo
tego, ze pojawi sie ona po 2n krokach. Oczywiscie, Pl = 1/6
(w drugim rzucie musi wypasc to samo, co w pierwszym).

Przyjmijmy oznaczenia: B - stan poczatkowy, E - stan
koncowy, C - kazdy inny stan mozliwy do uzyskania w parzystej
liczbie kroków. Przypuscmy, ze stan E nastepuje po 2n krokach,
n ~ 2. Ewolucje ukladu mozna wiec przedstawic tak:

B -+ C -+ C -+ C -+ ... -+ C -+ E,
•••. ...,. J

n - 2 strzalek

gdzie kazda strzalka symbolizuje dwa kroki. Przejscie B -+ C
odbywa sie z prawdopodobienstwem 1- Pl = 5/6.

W kazdym stanie C mamy w czterech komórkach liczby
parzyste, a w dwóch komórkach liczby nieparzyste - lub
odwrotnie. Przejscie C -+ E nastepuje dokladnie wtedy,
gdy w dwóch kolejnych krokach zostana uzyskane numery
tych wlasnie dwóch komórek, które sa "w mniejszosci".
Prawdopodobienstwo tego, ze tak sie stanie, wynosi
(1/3) . (1/6) = 1/18. Wobec tego przejscie C -+ C nastepuje
z prawdopodobienstwem 17/18. Prawdopodobienstwo ewolucji
przedstawionej na powyzszym diagramie (oznaczone wczesniej
przez pn) równa sie wiec

_ ~ . (17) n-2 . ~Pn - 6 18 18
Stad

~pn=PI+~pn=~+_5_~(17)m =1~ ~ 6 6·18 ~ 18
n=1 n=2 m=O

(suma szeregu geometrycznego). Daje to uzasadnienie tezy (a).

Aby wykonac (b), skorzystamy ze wzoru

L nxn-l = (1 - x)-2
n=1

(który mozna otrzymac na przyklad rózniczkujac
00

stronami równosc L: xn = (1- xl-l). Rozwazana
n=O

zmienna losowa (liczba rzutów) przyjmuje wartosc 2n
z prawdopodobienstwem Pn, a zatem jej wartosc oczekiwana
wynosi

00 00 1 5 00 (17)n-2~2nPn=2Pl+ ~2nPn= -+2'--~n -~ ~ 3 6·18~ 18
n=1 n=2 n=2

1 5 00 (17)n-1 1 5 (00 (17)n-l )=3+3'17~n 18 =3+3.17 ~n 18 -1 =

1 5 (( 1 ) -2 )= 3 + 3. 17 18 - 1 = 32.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA
286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru t wyznaczyc
wszystkie trójki liczb rzeczywistych (X,II, z) spelniajace uklad
równan

{ (x2 - IIZ)(X + t) + (112 - ZX)(II + t) + (z2 - XII)(Z + t) = O(t+2)(X+II+Z) = l.

Zadanie 286 zostalo opracowane na podstawie propozycji
zgloszonej przez pana Krzysztofa Zapiska z Warszawy.

(a) Wykar.a.t, ze 1'. pl'awdop()(lobiellstwcru l'ÓWUYUljcduo:ki
konfiguracja kOI1CZ(\Ca. pojawi sie w pewnym ITlomcncic.
(b) Obliczyc wartosc oczekiwana liOl.by rzutów.

282. Wewna,tn c7.woroscianu ABCD znajduje sie punkt r . .Jego
odleglosci od wierzcholków A, B, C, D równe sa odpowiednio
RA" Rn, Re, RD' a od scian BCD, ACD, ADD, ADr;
- odpowiednio r A, r D l re l r D· DowieS:c, 7.C

256rA,rnrCrD ::::;(RA, + rA,)(Rn + rn)(Rc + rc)(RD + rD)'

Kiedy zachodzi równosc?

282. Oznaczmy przez Sx pole sciany lezacej naprzeciwko
wierzcholka X, przez Vx - objetosc ostroslupa, którego
podstawa jest ta sciana, a wierzcholkiem punkt P, wreszcie
przez hx - wysokosc czworoscianu ABCD opuszczona
z wierzcholka X na te sciane (X moze oznaczac dowolna z liter
A, B, C, D). Objetosc V czworoscianu ABCD wyraza sie
nastepujacymi wwrami:

V = ih.ASA = ihBSB = iheSe = ihvSv
oraz

V=VA+VB+Ve+Vv, gdzie Vx=irxSx dlaXE{A,B,C, D}.
Zauwazajac, ze Rx + rx ~ hx dla X E {A,B,C,D} oraz
stosujac nierównosc miedzy srednia arytmetyczna i srednia
geometryczna wnosimy, ze

(RA + rA)(RB + rB)(Re + re)(RD + rD) ~ hAhnhehD =

(3V)4 34(VA + VB + Ve + VD)4-----=---------->
SASBSeSD SASBSeSD -

34·44,VAVBVeVD> -------- = 256r ArBrerv .
- SASBSeSD

Aby zachodzila równosc, musza byc jednoczesnie spelnione
warunki:

(1) RA+rA=hA, RB+rB=hB, Re + rc=hc, RV+rD=hD
oraz

(2) VA = VB = Vc = VD .

Uklad równosci (1) oznacza, ze punkt P lezy na kazdej
wysokosci czworoscianu ABCD, a uklad równosci (2) oznacza,
ze punkt P jest srodkiem ciezkosci tego czworoscianu.
Przypuscmy, ze te warunki sa spelnione.

Prosta AP przecina wówczas sciane BCD w punkcie G,
który jest jednoczesnie spodkiem wysokosci hA oraz srodkiem
ciezkosci trójkata BCD. Poniewaz prosta BP zawiera
wysokosc hB, zatem plaszczyzna przechodzaca przez punkty
A, B, G, P jest prostopadla do plaszczyzn BCD i CDA,
wiec i do krawedzi CD. Wobec tego prosta BG zawiera
wysokosc trójkata BCD. A skoro zawiera ona równiez
srodkowa tego trójkata, otrzymujemy wniosek, ze jest to trójkat
równoramienny: IBCI = IBDI. Analogicznie mozna wykazac,
ze kazde dwie krawedzie czworoscianu ABCD maja równe
dlugosci.

A

D

c
Stad wynika, ze udowodniona nierównosc staje sie równoscia
tylko dla czworoscianu foremnego.



Z nazwiskiem Bernoulli zetknal sie kazdy, kto uczyl
sie matematyki w szkole sredniej. Nierównosc
Bernoulliego, schemat Bernoulliego nieobce sa kazdemu
maturzyscie (oczywiscie takiemu, który postanowil
zdawac matematyke). Matematykom znane jest
prawo wielkich liczb Bernoulliego, liczby Bernoulliego,
równanie Bernoulliego, lemniskata, calka, metoda
- wszystko Bernoulliego. Na ogól wiadomo, ze Bernoullich
zajmujacych sie matematyka bylo kilkuj któremu nalezy
przypisac ten czy inny rezultat?

Ród Bernoullich swoje korzenie wywodzi z Antwerpii.
W XVI wieku, gdy rozpoczela sie kontrreformacja
i przesladowania religijne, protestancka rodzina Bernoullich
przeniosla sie najpierw do Frankfurtu nad Menem,
by ostatecznie osiasc w Bazylei. Tam przyszli na swiat
Jacob i Johann Bernoulli - synowie Nicolausa, który
sprowadzil rodzine do Bazylei. To wlasnie Jacob i Johann
rozpoczeli naukowa droge swego rodu i stali sie wraz
z Danielem, synem Johanna, naj wybitniejszymi jego
przedstawicielami.

Jacob ("oznaczony" przez historyków numerem I)
byl z wyksztalcenia pastorem i wbrew intencjom ojca
postanowil zajac sie matematyka. Znaczace rezultaty
osiagnal w niemal wszystkich istniejacych wówczas

'\ 0('
~

0~"'i'>'o

Rodzina Bernoullich

9/94

(43)

dziedzinach matematyki, w szczególnosci w analizie
matematycznej. Byl pionierem badan nad rachunkiem
prawdopodobienstwa. Niemal wszystkie pojecia noszace
nazwisko Bernoullich pochodza od Jacoba. Jedynymi
wyjatkami sa metoda, calka i prawo Bernoulliego
(w fizyce), które swe nazwy zawdzieczaj a Danielowi.

Johann (Johann I - jak chca historycy) nie ustepowal
zdolnosciami starszemu bratu i, choc otrzymal
wyksztalcenie medyczne, takze dokonal wiele
w matematyce, przede wszystkim w analizie. Mozna
smialo stwierdzic, ze to wlasnie Johann rozpropagowal
rachunek rózniczkowy wsród wspólczesnych i przyczynil
sie do jego burzliwego rozwoju. Odkryl i udowodnil wiele
twierdzen, które przeszly do historii bez nazwiska lub nosza
nazwiska innych - na przyklad regula de I'Hospitala. Ironia
losu jest fakt, ze Johannowi bardzo zalezalo na prawach
pierwszenstwa, co doprowadzilo do klótni z bratem i synem
Danielem.

Daniel zajmowal sie glównie zastosowaniami matematyki.
Swiatowa slawe zyskala jego "Hydrodynamika", gdzie
umiescil wiele nowych faktów z fizyki cieczy, miedzy
innymi prawo noszace dzis jego imie.

Jacob I mial jednego syna, który ulegl namowom ojca
i nie zajal sie nauka w ogóle. Kariere naukowa natomiast
wybrali dwaj inni synowie Johanna I: Nicolaus II
i Johann II. Nicolaus II i jego brat Daniel spora czesc zycia
spedzili w Petersburgu. Matematyka interesowal sie tez
bratanek J acoba I i J ohanna I - Nicolaus Ij opisal miedzy
innymi tak zwana gre petersburska.' Przedstawiciele rodu
Bernoullich równiez wspólczesnie mieszkaja i pracuja
w Bazylei. Kto wie, moze znów pojawia sie Bernoulli tej
miary co J acob I i J ohann I.

Z.P.

Na okladce zamieszczamy fragment drzewa genealogicznego
rodu Bernoullich.

lemniskata Bernoulliego (Jacoba) - krzywa
plaska, zbiór takich punktów, których
iloczyn odleglosci od dwóch punktów stalych
FI(-a,0),F2(a,0) jest staly, równy a2 (rys.).
Lemniskata moze byc opisana wzorem

(x2 +y2)2 = 2a2(x2 _ y2).

metoda Bernoulliego (Daniela) - metoda przyblizania
najwiekszego co do wartosci bezwzglednej pierwiastka równania
algebraicznego, tj. równania postaci

a"x" + a,,_lx,,-l + ... + alx + ao = O.

prawo Bernoulliego (Daniela) - prawo mechaniki plynów
wiazace predkosc plynu v, cisnienie p i wysokosc h polozenia
czastki nad plaszczyzna odniesienia. W pewnych sytuacjach
prawo to mozna zapisac w postaci równania (nazywanego tez
równaniem Bernoulliego)

p v2
h + - + - = const,

I 2g

gdzie I jest ciezarem wlasciwym cieczy, a g przyspieszeniem
ziemskim. Prawo to zapisane w innej postaci wyraza sie za
pomoca calki Bernoulliego.

liczby Bernoulliego (Jacoba) - liczby wymierne B8
pojawiajace sie miedzy innymi we wzorach na sumy
jednakowych poteg kolejnych liczb naturalnych

m-l n

L k" = n~ 1L (n: 1) B8m,,+1-8.
k=O 8=0

Wartosci poczatkowych liczb Bernoulliego: Bo = 1, BI = ~,
B2 = i, B3 = 0, B4 = -:!o' B5 = 0, B6 = --b., B7 = ° itd.

nierównosc Bernoulliego (Jacoba) - nierównosc:
(1+ x)" > 1 + nx dla x > -1 i n naturalnego.

równanie Bernoulliego (Jacoba) - równanie
rózniczkowe:

ao(x)y' + al(x)y = f(x)y"',

gdzie a i: ° i a i: 1.

schemat Bernoulliego (Jacoba) - seria n powtórzen tego
samego doswiadczenia, które moze zakonczyc sie jednym
z dwóch wyników - sukcesem lub porazka Prawdopodobienstwo
zajscia k sukcesów w serii n prób wyraza sie wzorem

P,,(k) = (~)pkq"-k,
gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu w jednej
próbie, a q prawdopodobienstwem zdarzenia przeciwnego
(porazki). Ze schematem Bernoulliego zwiazany jest rozklad
Bernoulliego (albo rozklad dwumianowy) zmiennej losowej.

prawo wielkich liczb Bernoulliego (Jacoba) - najprostsza
i historycznie pierwsza wersja prawa wielkich liczb. Orzeka
ono, ze z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1 mozna sie
spodziewac, iz przy dostatecznie wielkiej liczbie prób czestosc
danego zdarzenia losowego bedzie sie dowolnie malo róznila od
jego prawdopodobienstwa.

wielomiany Bernoulliego - wielomiany postaci

8=0

dla n = 0,1,2, ... , gdzie B8 sa liczbami Bernoulliego. Nazwa
wprowadzona przez J.L. Raabego na czesc Jacoba Bernoulliego,
który rozwazal podobne wzory dla x = m.

Rcdakcja EPSILONA: Knysztof Ciesiclski (naczelny), Danuta Cicsielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Cicsielski, Instytut Matematyki U.J, Reymonta 4, 30-059 Krak6w, z dopiskiem E.

17


