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Twierdzenie Ptolemeusza,
twierdzenie Carnota
i ciekawostka

Henryk PAWLOWSKI

Krótka opowiesc
o cieczach

ferromagnetycznych
Stanislaw BEDNAREK

Z twierdzenia Ptolemeusza skorzystamy przy dowodzeniu twierdzenia
Carnota.

O istnieniu temperatury Curie mozna
sie dosc latwo przekonac w warunkach
domowych. Wezmy niewielki magnes
staly i cienka blaszke stalowa. Bardzo
dobrze nadaje sie do tego celu zyletka.
Zblizamy magnes do zimnej zyletki.
Zauwazamy, ze jest ona silnie przyciagana.
Ujmijmy teraz zyletke kombinerkami
i ogrzejmy ja do czerwonosci w plomieniu
kuchenki gazowej lub w zwyklej kuchni
weglowej. Goraca zyletke szybko zblizamy
do magnesu. Okazuje sie, ze teraz
przyciaganie jest bardzo slabe albo nie
wystepuje wcale.

Wyjasnienie zaobserwowanych efektów w bardzo
ogólnym zarysie jest nastepujace. Atomy
niektórych substancji zachowuja sie jak
malenkie, bardzo slabe magnesiki. Ich orientacja
w przestrzeni jest jednak zupelnie przypadkowa
i cialo jako calosc nie wykazuje wlasciwosci
magnetycznych. W ferromagnetykach nastepuje
samoistne uporzadkowanie tych atomowych
magnesików w niewielkich obszarach o rozmiarach
kilku tysiecznych milimetra. Obszary te sa
nazywane domenami. Jednak i tutaj kierunki
uporzadkowania dla róznych domen sa na ogól
zupelnie przypadkowe.

Zapewne wszyscy pamietamy, ze magnes
silnie przyciaga przedmioty sporzadzone
z niektórych substancji, np. ze stali,
zelaza czy niklu. Substancje te nazywamy
ferromagnetykami. Sa to ciala stale. Czy
ciecz moze byc równiez ferromagnetykiem 7

Naj prostszym sposobem otrzymania takiej
cieczy wydawac by sie moglo stopienie
któregos z wymienionych cial stalych
o wlasciwosciach ferromagnetycznych.
Okazuje sie jednak, ze silne ogrzanie
tych cial powyzej tzw. temperatury
Curie powoduje utrate ich wlasciwosci
ferromagnetycznych. Nastepuje to jeszcze
duzo wczesniej, zanim cialo stale osiagnie
temperature topnienia i zacznie zmieniac
sie w ciecz. Dla zelaza np. temperatura.
topnienia wynosi 1535°<':;,a temperatura
Curie jest znacznie nizsza i równa sie
"tylko" 769°C.

Umieszczenie ferromagnetyka w zewnetrznym
polu magnetycznym powoduje, ze pole to
stara sie uczynic kierunek uporzadkowania dla
wszystkich domen zgodny z kierunkiem linii pola.
Ferromagnetyk wciagany jest w obszar silniejszego
pola, co obserwujemy jako przyciaganie do
biegunów magnesu. Niektóre ferromagnetyki
(tzw. magnetycznie twarde) staja sie nawet przy
tym magnesami trwalymi. Wysoka temperatura

B

c

Rys. l

DP

DC'
AD
DB(3)

oraz

Twierdzenie Ptolemeusza znamy dobrze. Na lamach Delty pojawialo
sie kilka razy, choc nie przypominam sobie, aby kiedykolwiek
towarzyszyl mu dowód elementarny, odwolujacy sie jedynie do
wiedzy ucznia szkoly podstawowej.

Warto zatem raz jeszcze wrócic do tego twierdzenia, zwlaszcza
ze przyda sie nam w dalszej czesci artykulu. A brzmi ono
nastepujaco.

W kazdym czworokacie wypuklym ABC D iloczyn dlugosci
przekatnych nie przekracza sumy iloczynów dlugosci przeciwleglych
boków,

(1) AC·BD'.5:.AB·DC+BC·AD,
przy czym równosc ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
czworokat ABC D mozna wpisac w okrag.

Oto elementarny dowód. Obierzmy
wewnatrz czworokata (rys. 1)
punkt P tak, by LP AD = LCBD
oraz LADP = LBDC. Wówczas

z podobiellstwa trójkatów AP D
i DBC otrzymujemy równosci

AP AD AD DB
BC= DB oraz DP= DC '

które sa równowazne, odpowiednio,
równosciom

(2) AP = BC . ADDB

Z równosci katów ADB i P DC oraz proporcji (3) wynika,
ze trójkaty ABD i PCD sa podobne. Stad

(4) PC=AB.DCDB
A poniewaz AC '.5:. AP + PC, wiec uwzgledniajac (2) i (4)
otrzymujemy nierównosc Ptolemeusza (1). Zauwazmy teraz,
ze równosc w nierównosci Ptolemeusza ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy AC = AP + PC, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt P nalezy do przekatnej AC. To zas jest warunek konieczny
i wystarczajacy równosci katów CAD i CBD, czyli warunek
konieczny i wystarczajacy na to, aby czworokat ABCD mozna bylo
wpisac w okrag.

Tak wiec czworokat wypukly ABCD mozna wpisac w okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy

AC· BD = AB . DC + BC . AD .
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Rozwazmy wreszcie przypadek trójkata ABC' rozwartokatnego
(rys. 4). Wówczas punkt O znajdzie sie na zewnatrz trójkata ABC'.
Stosujac - tak jak poprzednio - twierdzenie Ptolemeusza dostaniemy

Dodanie ich stronami prowadzi do

a(OK + OM) + b(OM + OL) + c(OL + OK) = (a + b + c)R.

Jednoczesnie, obliczajac na dwa rózne sposoby pole trójkata ABC'
przekonujemy sie, ze

a· OL + b· OK + c· OM = (a + b + C)l'

(r oznacza promie!'l okregu wpisanego w trójkat ABC'). Po dodaniu
obu ostatnich równosci i podzieleniu stron przez obwód trójkata
ABC' otrzymamy teze.

Gdy trójkat ABC' jest prostokatny, to naprawde nie ma czego
dowodzic.

Rys. 3. Punkty 111,L, J( sa srodkami
boków AD, BC i CA. Punkt O
to srodek okregu opisanego nu
trójkacie ABC. Ponadto, AB = e,
BC = a, CA = b.

Rys. 2. Dla tego wielokat u ABCD
mamy j(AD) < O, a j(AD), j(BC)
i j(CD) sa dodatnie.

A

Zanim je sformulujemy, potrzebna

bedzie krótka definicja. Niechaj

dany bedzie wielokat wypukly

wpisany w okrag o srodku O.

Kazdemu bokowi AB wielokata

przyporzadkowujemy liczbe f(AB)

równa odleglosci srodka O
od boku AB z minusem, gdy

naj krótsza droga z O do AB lezy

w calosci na zewnatrz wielokata

(rys. 2) i z plusem w przeciwnym
przypadku.

Definicja funkcji f zalezy, oczywiscie, od calego wielokata, a nie od
jego poszczególnych boków. Nie uwzglednimy tego w naszej notacji,
by nie komplikowac zbytnio oznaczen.

Twierdzenie Carnota. W dowolnym trójkclcie ABC' suma

f(AB) + f(BC') + f(C'A)

równa jest sumie promienia okregu wpisanego w trójkat ABC'
i promienia okregu opisanego na trójkacie ABC'.

Dowód. Wprowadzmy oznaczenia

takie, jak na rysunku 3. Rozwazmy

najpierw przypadek, gdy

trójkat ABC' jest ostrokatny. C

Wówczas, jak wiemy, punkt O lezy

wewnatrz trójkata.

N a kazdym z czworokatów AMOK,

M BLO i LC'KO mozna opisac

okrag. Korzystajac z twierdzenia

Ptolemeusza i zauwazajac,

ze KM = a/2, ML = b/2,

LK = c/2, otrzymujemy nastepujace
równosci:

c·OK+b·OM=a·R,

c·OL+a·OM=b·R,

a·OK+b·OL=c·R.

powoduje wzrost szybkosci chaotycznych ruchów
cieplnych at0l11ÓW lub czasteczek i niszczenie
samoistnego uporzadkowania w domenach l

niezbednego dla wystapienia wlasciwosci
felTomagnetycznych.

Przyczyna tego sa ruchy Browna. Zasada ich
powstawania jest nastepujaca. Czasteczki
cieczy otaczajace czastke nieustannie w nia

uderzaja. Predkosci tych czasteczek podlegaja
przypadkowym wahaniom, czyli tzw. fluktuacjom.
Od czasu do czasu zdarza sie wiec silniejsze
uderzenie w czastke od doI u podrzucajace ja
do góry. Potem czastka znów troche opada,
az trafi na kolejny podrzut. Te skokowe ruchy
czastek 1l10Zna obserwowac pod lnikroskopem.
Sa to wlasnie ruchy Browna. Odkryl je angielski
botanik Robert Brownl a ich ilosciowe wyjasnienie
podal Albert Einstein i niezaleznie od niego
polski fizyk Marian Smoluchowski.

Wydawac by sie moglo, ze zawiesina
taka bedzie bardzo niestabilna, poniewaz
gestosc znanych ferromagnetyków jest
kilkakrotnie wieksza od gestosci cieczy
dyspersyjnych. Na przyklad, gestosc
zelaza wynosi 7,8 g/cm3, niklu 8,6 g/cm3,
a gestosc wody jest równa l g/cm3,

nafty zas 0,8 g/cm3. Rozproszone czastki
powinny wiec szybko opasc na dno
naczynia, podobnie jak opada kamier'l
tonacy w wodzie. Okazuje sie jednak,
ze czastki o bardzo malych rozmiarach
moga przez praktycznie dowolnie dlugi
czas uchronic sie przed opadaniem, a nawet
wedrowac w góre wewnatrz cieczy lub
gazu.

Utrzymujaca sie w ten sposób stabilna
zawiesine bardzo rozdrobnionej substancji
stalej w cieczy nazywa sie roztworem
koloidalnym lub krótko - koloidem.

Zeby uzyskac ciecz ferromagnetyczna,
musiano wiec wybrac inna droge niz
topnienie stalych ferromagnetyków.
vVykorzystano ciecze, które w normalnych
warunkach wystepuja w przyrodzie, ale
nie maja wlasciwosci ferromagnetycznych.
Takimi cieczami sa np. nafta, woda
czy oleje. Dalej bedziemy je nazywac
cieczami dyspersyjnymi. Substancje
ferromagnetyczna rozdrobniono na bardzo
male czastki o rozmiarach od 2 do 100 nm
(l nm - nanometr - to jedna milionowa
czesc milimetra). Czastki te zmieszano
z ciecza dyspersyjna otrzymujac ich
zawiesine o równomiernym rozproszeniu
wewnatrz calej objetosci cieczy.

Gdy ciecz ferromagnetyczna nie jest
umieszczona w zewnetrznym polu
magnetycznym, wówczas zachowuje
sie podobnie jak zwykle ciecze. A wiec
mozna ja, na przyklad, latwo przelewac.
Przyjmuje przy tym ksztalt naczynia, do
którego zostanie wlana. Jezeli wlejemy
ja do naczYll polaczonych, to wysokosci
slupków cieczy we wszystkich ramionach
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n-2 n-2

L 1'i = L(J(ai) + J(bi) + J(c;)) - (n - 2)R.
i=l i=l

Twierdzenie to liczy sobie okolo 200 lat (odkryl je na poczatku
XIX wieku nieznany japonski matematyk). Jest tak piekne i proste,
ze z pewnoscia nie zasluguje na to, by tkwic w zapomnieniu. A oto
jego dowód.

Ponumerujmy trójkaty, na które rozbily wielokat jego przekatne
wychodzace z ustalonego wierzcholka. Niech ri bedzie promieniem
okregu wpisanego \V i-ty trójkat. Przez ai, bi oraz Ci oznaczmy boki
i-tego trójkata. Wtedy, na mocy twierdzenia Cal'nota,

ri + R = f(ai) + J(bi) + J(Ci) dla i = 1,2 ... , n - 2.

Stad wynika, ze interesujaca nas suma jest równa

Wlasciwosci i zachowanie sie cieczy
ferromagnetycznych ulegaja jednak
radykalnym zmianom pod wplywem
zewnetrznego pola magnetycznego.
Gdy ciecz zostanie umieszczona
w niejednorodnym polu magnetycznym,
tzn. takim, które w pewnym obszarze
jest silniejsze, wówczas zostanie on,t
wciagnieta w ten obszar. Jezeli do
jednego z ramion naczYIl polaczonych,
z~wierajacych ciecz ferromagnetyczna,
zostanie zblizony magnes, wtedy poziom
cieczy w tym ramieniu podniesie sie lub
obnizy w zaleznosci od polozenia magnesu.

Gdy z kolei magnes zostanie umieszczony
w poblizu plynacego ~trumienia cieczy
ferromagnetycznej, strumieIl ten
odchyli sie w strone magnesu. W silnym
polu magnetycznym obserwuje sie
zjawisko nazywane zestalaniem cieczy
ferromagnetycznej. Polega ono na tym,
ze lepkosc tej cieczy silnie wzrasta.
Poruszajace sie w niej cialo, na przyklad
obracajaca sie tarcza czy mieszadelko,
sa bardzo intensywnie hamowane. Ciecz
nabiera pewnych wlasciwosci ciala
sztywnego i sprezystego. Próba usuniecia
jej z okreslonego obszaru objetego
polem magnetycznym powoduje, ze ciecz
ferromagnetyczna uparcie wraca w to
mIeJsce.

Przyczyna opisanych zjawisk zachodz,~cych
w cieczach ferromagnetycznych jest
oddzialywanie rozproszonych w nich
czastek z polem magnetycznym.
Wlasciwosci ferromagnetyczne tych czastek
powoduja, ze ustawiaja sie one wzdluz linii
pola magnetycznego, podobnie jak dzieje
sie to w znanym ze szkoly doswiadczeniu
z opilkami zelaznymi rozsypanymi na
kartce papieru pokrywajacej magnes.
Przemieszczajace sie wzgledem cieczy
dyspersyjnej czastki ferromagnetyka
dzieki silom lepkosci wprawiaja w ruch
równiez otaczajace je czasteczki tej cieczy.
W rezultacie tego pole magnetyczne
dzialajac na rozproszone czastki wplywa
na zachowanie sie cieczy ferromagnetycznej
jako calosci, która fizycy traktuja tutaj
jako tzw. osrodek ciagly.

tych naczYIl beda jednakowe. Ciecz
ferromagnetyczna nie poddana dzialaniu
zewnetrznego pola magnetycznego
bez trudu mozna zamieszac, tak jak
miesza sie herbate w szklance lyzeczk<~.
Jezeli wewnatrz cieczy umiescimy jakies
poruszajace sie cialo, na przyklad
obracajacy sie krazek lub mieszadelko,
to ruch tych przedmiotów bedzie
hamowany niewiele wiecej niz w zwyklych
cieczach.B

Rys. 4

równosci

c·OK+b·OM=a·R,

-c·OL+a·OM=b·R,

a·OK-b·OL=c·R,

z których wynika, ze

(a + b+ c)R =(a + b)OM+

+(a+c)OK

-(b+c)OL.

Rys. 5

Dodajac dwie ostatnie równosci i dzielac obie strony otrzymanego
równania przez (a + b + c) otrzymamy

R+ r = OM + OK - OL = J(AB) + J(CA) + J(BC),

czyli teze twierdzenia Carnota.

Pora na ciekawostke. Rozwazmy wielokat wypukly A1A2 ... An,
n 2': 4, wpisany w okrag o srodku O i promieniu R. Prowadzac
z dowolnego wierzcholka tego wielokata przekatne rozbijemy go na
trójkaty. Wpiszmy w kazdy z nich okrag (rys. 5). Okazuje sie, ze

Suma promieni tych wszystkich okregów jest stala, tzn. nie zalezy od
wyboru wierzcholka, z którego prowadzimy przekatne.

A2

Równiez

(a+b+c)1'=C·OM+
+b·OK-a·OL.

3



W silnym jednorodnym polu
magnetycznym rozproszone czastki
ustawiaja sie wzdluz jego linii tworzac
charakterystyczne równolegle wlókna,
które w krótkim czasie grupuja sie
w wiazki przypominajace grubsze kolumny.
Wystepowanie tych zjawisk zostalo
bezposrednio potwierdzone w efektownych
doswiadczeniach z oddzialywaniem swiatla
laserowego na czastkach zestalonej cieczy
ferromagnetycznej. Otrzymano wówczas

Frazy interferencyjne charakterystyczne
dla wspomnianego ustawienia czastek
wzdluz wlókien i kolumn. Uwiezione przez
pole magnetyczne czastki dzieki silom
lepkosci skutecznie przeciwdzialaja próbom
przemieszczenia cieczy dyspersyjnej.

Niezwykle wlasciwosci cieczy
ferromagnetycznych zdecydowaly
o ich róznorodnych zastosowaniach.
Niewielkie ilosci tych cieczy uwiezione
w pulapkach utworzonych przez
odpowiednio uksztaltowane pole
magnetyczne spelniaja role lozysk
i uszczelek, które nie zuzywaja sie i nie
wymagaja smarowania ani regulacji.
Ciecz ferromagnetyczna umieszczona
w zmiennym polu magnetycznym
spelnia role elementu roboczego
w przetwornikach elektromechanicznych
lub generatorach ultradzwieków.
Ta sama ciecz wprowadzona w szczeline,
w której drga cewka zwyklego glosnika
elektrodynamicznego zwieksza strumien
magnetyczny przechodzacy przez cewke,
ulatwia chlodzenie i tlumi szkodliwe

drgania. Dzieki temu zwieksza sie moc
i poprawia jakosc wytwarzanego dzwieku.

Budowane sa równiez sprzegla, hamulce
i tlumiki drgan zawierajace ciecze
ferromagnetyczne. W urzadzeniach tych
wykorzystuje sie opisane wczesniej zjawisko
zestalania sie tych cieczy pod wplywem
pola magnetycznego. W sprzeglach
zestalona ciecz ferromagnetyczna
powoduje zlaczenie obracajacej sie
tarczy z napedzanym zespolem,
a w hamulcach i tlumikach spowalnia
ruchy specjalnie uksztaltowanych
elementów. Wlasciwosci ferromagnetyczne
omawianych cieczy, podobnie jak stalych
ferromagnetyków, slabna wraz ze
wzrostem temperatury az do calkowitego
ich zaniku w temperaturze Curie.
Zaleznosc ta pozwala na wykorzystanie
cieczy ferromagnetycznych do pomianl
temperatury. Nie jest to zreszta jedyny
przyklad ich zastosowania w technice
pomiarowej. Ciecze ferromagnetyczne
uzywane sa m.in. do ciaglego pomiaru

4

n-2

Wystarczy wiec zauwazyc, ze suma L (f(a;) + f(bi) + f(Ci)) jest
i=l

stala, gdyz z definicji f wynika, ze jest ona równa

f(A1A2) + f(A2A3) + ... + f(An-1An) + f(AnAI) .

Czytelnik zechce sie zastanowic, dlaczego tak jest.

Warto na koniec zauwazyc,
ze nasz dowód pokazuje
w istocie nieco wiecej.
Mianowicie, jesli wielokat
wypukly A1A2 ... An,

wpisany w okrag, podzielimy An

na (n - 2) trójkatów
przekatnymi niekoniecznie
wychodzacymi z jednego
wierzcholka (rys. 6), to suma
dlugosci promieni okregów
wpisanych w te trójkaty
tez nie bedzie zalezec od
sposobu podzialu. Rys. 6

Zadalem kiedys w pierwszej klasie liceum ogólnoksztalcacego do
przemyslenia w domu nastepujacy problem:
Dlaczego maszynista ciezkiego pociagu towarowego chcac wprawic go
w ruch najpierw rusza do tylu, a dopiero potem we wlasciwym kierunku?

Jedna z uczennic przespacerowala sie na dworzec i zapytala o to
maszyniste·
"Ja nie wiem, tak mi kazali, wiec tak robie" - odpowiedzial fachowiec.
Proponuje, by Czytelnicy Delty samodzielnie wyjasnili ten, niezbyt
zreszta trudny, problem. Leniwi moga poszukac rozwiazania w ksiazkach,
na przyklad w "Z fizyka za pan brat" Hansa Backego.

* * *

W ksiegach Uniwersytetu w Oxfordzie zapisano, ze matematyk
G.H. Hardy, wysokiej klasy ekscentryk, zalozyl sie z kolega o pól pensa
co dzieIl, az do smierci, ze nastepnego dnia wzejdzie SloIlce. Sumaryczna
wysokosc wygranej nie jest znana.

* * *

Kielecka firma SARAD wytwarza produkt o niezwykle oryginalnej naZWIe:
jest to "Ryz paraboliczny Galant". Na czym polega parabolicznosc ziaren
ryzu, zostalo wyjasnione na opakowaniu: "Ryz Galant. " zachowuje
swe witaminy i sole mineralne dzieki procesowi paraboiled ... ". Proces
ten polega na zanurzeniu we wrzatku, a nastepnie poddaniu dzialaniu
pary wodnej pod cisnieniem. Okazuje sie wiec, ze sensu w tym nie ma
za grosz (oczywiscie, w nazwie, bo procedura przygotowania ryzu jest
calkiem sensowna). Angielski czasownik "to paraboil" oznacza sparzyc,
podgotowac i nie ma nic wspólnego z parabola. Paraboliczny po angielsku
to parabolic. Byc moze to matematyczno-gastronomiczne qui pro quo
jest najlepszym argumentem za tym, by kazdy, takze i kucharz znal
elementarna matematyke na poziomie wyzszym niz tabliczka mnozenia,
a poza tym, by znal jezyk angielski.

KR.
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Jeszcze raz o nierównosci Ptolemeusza

Podamy tu inny, równie elementarny i prosty dowód nierównosci
Ptolemeusza. Skorzystamy jedynie z definicji inwersji i pewnej jej
wlasnosci. Tym, którzy nie slyszeli o inwersji (w geometrii), nalezy
sie kilka slów wyjasnienia.

Rozpatrzmy na plaszczyznie okrag r o srodku G i promieniu 1'.

Kazdemu punktowi A tej plaszczyzny, róznemu od G,
przyporzadkowujemy punkt A' lezacy na pólprostej GA i spelniajacy
warunek GA' . GA = 1,2. Tak zdefiniowane przeksztalcenie nazywamy

inwersja wzgledem okreg11r. Punkt G nazywamy srodkiem inwersji.

Inwersja ma szereg ciekawych wlasnosci, które pomagaja
w rozwiazaniu niektórych, czasami nielatwych zadan. Jedna z nich
jest nastepujace twierdzenie:

Rozpatrzmy inwersje wzgledem pewnego okregu o srodku G. Obrazem

dowolnego okreg11 przechodzacego przez G, wzgledem tej in wersji, jest
prosta nie przechodzaca przez G. Ponadto, obrazem dowolnej prostej
nie przechodzacej przez G jest okrag przechodzacy przez G.

Zachecamy niewtajemniczonych Czytelników do udowodnienia tego
faktu'

Przystepujemy do dowodu nierównosci Ptolemeusza dla dowolnego
czworokata ABGD, Niech r bedzie okregiem o srodku A
i promieniu l' = VAB ' AG . AD. Oznaczmy odpowiednio przez B',
G', D' obrazy punktów B, G, D przy inwersji wzgledem okregu r,
Na mocy definicji inwersji AG· AG' = r2 = AB . AG ,AD, skad

(*) AG' = AB . AD .

Poniewaz AB . AB' = r2 = AG . AG' oraz LBAG = LG' AB', wiec

trójkaty ABG i AG' B' sa podobne. To oznacza, ze BG = B' G' .AB AG'
Uwzgledniajac równosc (*) dostajemy B'G' = AD· BG.

Analogicznie dowodzimy, ze

G'D' = AB· GD oraz B'D' = AG· BD.

N a mocy nierównosci trójkata dla trójkata B' G' D' otrzymujemy

B'G' + G'D' 2: B'D',

czyli

AD· BG + AB· GD 2: AG· BD .

Kiedy zachodzi równosc? Równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
punkty B', G', D' leza na jednej prostej, czyli na mocy cytowanej
wyzej wlasnosci inwersji, wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B, G, D
leza na jednym okregu.

Waldemar POMPE
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grubosci w procesach produkcyjnych,
a takze do pomiarów cisnienia oraz bardzo
duzych natezen pradu elektrycznego,
Istnieja równiez projekty budowy
ukladów do bezposredniego przetwarzania
energii cieplnej na energie elektryczna.
W ukladach tych czynnikiem roboczym
bedzie przewodzaca ciecz ferromagnetyczna
poruszajaca sie w polu magnetycznym pod
wplywem róznicy cisniel1-spowodowanej
ogrzaniem jej powyzej punktu Curie.
Prowadzone sa takze próby wykorzystania
specjalnych cieczy ferromagnetycznych
w medycynie do zwiekszenia koncentracji
niektórych leków w wybranych obszarach
orgamzmu.

W warunkach domowych nie uda
sie, niestety, rozdrobnic substancji
ferromagnetycznej do rozmiarów
kilkudziesieciu nanometrów i uzyskac
stabilnej cieczy ferromagnetycznej,
Mozna natomiast otrzymac jej namiastke
mieszajac drobne opilki zelazne
z dowolnym, mozliwie gestym olejem.
Opilki te powinny byc czyste i nie
magnesowac sie trwale. Najlepiej
sporzadzic je samemu spilowujac kilka
miekkich gwozdzi drobnym pilnikiem,
tzw. gladzikiem. Stosunek objetosci
uzytych opilków i oleju powinien byc
okolo 4:1. Umieszczajac otrzymana
mieszanine w silnym polu magnetycznym,
na przyklad pierscieniowego magnesu
ferrytowego pochodzacego z uszkodzonego
glosnika, mozna wprawic ja w ruch lub
uzyskac stan podobny do zestalenia cieczy
ferromagnetycznej,
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Predkosc fal na glebokiej wodzie
w zaleznosci od dlugosci fali. Fale
o dlugosci ,\ = 1,7 cm mozemy uwazac za
umowna granice miedzy falami krótkimi
i dlugimi.

1,7 >. [cm]

Fale grawitacyjne, kapilarne i przyplywowe
Po jeziorze przeplynela motorówka. Kilka minut pózniej fale, które wywolala,
docieraja do brzegu. Kolejne ich grzbiety osiagaja lad najpierw w duzych, potem
w coraz krótszych odstepach czasu. Jakie jest wytlumaczenie tego zjawiska?

Zeby je zrozumiec, musimy najpierw poznac podstawowe wlasnosci fal na
wodzie. Jesli dlugosc fali jest mala w porównaniu z glebokoscia wody - mówimy
o falach na glebokiej wodzie, jesli jest porównywalna lub wieksza - o falach na
plytkiej wodzie, czyli o falach przyplywowych. W tym drugim przypadku przyjal
sie obrazowy zwrot: "fale czuja dno". Sam termin "plytka woda" moze byc nieco
mylacy. Dla falo dlugosciach centymetrowych plytka woda bedzie kaluza, dla fal
o dlugosciach kilometrowych plytki bedzie nawet ocean. Predkosc fazowa fal na
plytkiej wodzie nie zalezy od dlugosci fali, a tylko od glebokosci h wody, zgodnie
ze wzorenl

Vf=vgh·
Zupelnie inaczej przedstawia sie sytuacja w przypadku fal na glebokiej wodzie.
Zachowanie sie fal krótkich zalezy od napiecia powierzchniowego, fal dlugich
- od sil grawitacji. Predkosc fazowa fal na glebokiej wodzie zalezy od ich
dlugosci. Opisuje to wzór

KR.

Rozwiazanie zadania M 726. Tak.
Na przyklad: ../2 + ..;s = v'i8. Ogólnie,

jesli ,;p jest niewymierny, lo trójka
a = m'p, b = k'p, c = Ck + m?p
spelnia, dla dowolnych k, m E N równosc
va+v'b = VC·

Rozwiazanie zadania M 727.
Odpowiedz jest negatywna. Rozwazmy
ciag an = n + ../2. Przypuscmy, ze mozna
wybrac z niego trój wyrazowy podciag
geometryczny, a wiec, ze istnieja
parami rózne indeksy 1n, n, k takie, iz
Gnam = a~. \Vówczas

Cn+ ..;2)Cm +..;2) = Ck+ ..;2)' ,

Cm+ n - 2k)..;2 = k' - mn.

Z niewyn1iernosci ..;2 wynika,
ze m + n = 2k i mn = k2 Zatem

Cm- n)' = (m + n)' - 4mn =
= 4k' - 4k' = O,

czyli

m = 11.

Wykazana sprzecznosc dowodzi,
ze z ciagu{an} nie mozna wybrac
podciagu geometrycznego.

Jesli jednak dodatkowo zazadamy,
by wyrazy ciagu arytmetycznego byly
liczbami naturalnymi, to latwo sprawdzic,
ze mozna jego róznice powiekszona o 1
wziac za iloraz szukanego podciagu
geometrycznego i dowolnie wybrac wyraz
poczatkowy.

gA 27reT

v f = \ I 27r + {lA '

gdzie {l jest gestoscia wody, natomiast eT wspólczynnikiem napiecia
powierzchniowego. Dla dlugich fal (zwanych falami grawitacyjnymi) decydujace
znaczenie ma pierwszy wyraz sumy wystepujacej pod pierwiastkiem, a zatem
mozemy napisac

vf ~ l/;.
Widzimy wiec, ze predkosc fali rosnie z jej dlugoscia jak A1/2 W przypadku
fal krótkich, zwanych kapilarnymi, w sumie wystepujacej poci pierwiastkiem
dominuje drugi wyraz, tak wiec

fiiWvf ~ V~·
Oznacza to, ze predkosc fal kapilarnych maleje z ich dlugoscia jak A -1/2.

Mozemy teraz powrócic do naszego problemu z motorówka. Fale, które
obserwujemy na powierzchni jeziora, maja dlugosci duzo wieksze niz 1,7 cm
(umowna granica fal krótkich i dlugich), sa to wiec fale grawitacyjne. Plynaca
motorówka wytwarza fale o róznych dlugosciach. Na glebokiej wodzie te
naj dluzsze sa najszybsze, a wiec wyprzedzaja pozostale. Przy brzegu predkosc
fali przestaje zalezec od dlugosci, ale fale dlugie pozostawiaja "krótszych rywali

za plecami" (czy raczej za grzbietami). Czas uplywajacy miedzy kolejnymi
uderzeniami o brzeg mozna obliczyc poslugujac sie wzorem

T-~- ,
vf

gdzie predkosc vf jest stala (nie zalezy od dlugosci fali). A zatem, w miare jak
do brzegu docieraja coraz krótsze fale, czas ten maleje.

Wzory okreslajace predkosc fal sa wzorami przyblizonymi, nie uwzgledniaja
lepkosci i tarcia o dno. Zjawiska zwiazane z lepkoscia mozemy zaniedbac,
poniewaz lepkosc wody jest mala. Tarcie o dno w przypadku fal na glebokiej
wodzie takze mozna pominac ze wzgledu na mala amplitude fali przy dnie,
natomiast na plytkiej wodzie moze miec ono istotne znaczenie. Mimo to wzór
vf = .Jfi}i na ogól dobrze opisuje wlasnosci tych fal.

Na zakonczenie zagadka dla Czytelników. Dlaczego, jesli brzeg jest plaski, fale
przybijaja prostopadle do niego? Jako wskazówke nalezy wykorzystac fakt,
ze jesli brzeg jest plaski, to glebokosc wody jest niewielka i w sposób ciagly
maleje do zera, a wraz z nia takze predkosc fali.
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Trele-morele

Jedyne fakty z jego ksiazek, na których

odwazylbym sie polegac, to numery stron ...
James Randi o D anikenie

Rozwiazanie zadania M 728. Gdyby
P - l mialo nieparzysty dzielnik
wlasciwy n (czyli l ic n ic p - l),
to równosc

( =1. =1.)aP-1 + bp-l = a n + b n

n-l

.2)_l)'(a'bn-I-')~
s=o

przeczylaby temu, ze ap-I + bp-I
jest liczba pierwsza. Zatem zachodzi
p - l = 2m dla pewnego m naturalnego.
Gdyby m mialo nieparzysty dzielnik
wlasciwy I, to

Lódzkie wydawnictwo Pandora wydalo dwie godne odnotowania ksiazki. Pierwsza
z nich to Diiniken, tajemnica Syriusza, parapsychologia i inne trele-morele Jamesa
Randiego, druga to New Age. No/atki o pograniczu nauki Martina Gardnera. Rzecz

o tyle znamienna, ze wczesniej wyd,nvnictwo to karmilo swych czytelników papka
o Trójkacie Bermudzkim, UFO, parapsychologii, a takze Ilustrowana ksiega rekordów

seksualnych. James Randi jest zawodowym iluzjonista, a wiec osoba bezcenna
w badaniach mozliwosci tak zwanych parapsychików, poniewaz - jak powiada
Gardner - fizycy naleza do grupy ludzi dajacej sie najlatwiej nabierac na sztuczki.
Martin Gardner jest matematykiem i niestrudzonym popularyzatorem nauki,
jednym z zalozycieli Komitetu ds. Naukowego Badania Twierdze1'1 o Zdarzeniach

Paranormalnych i redaktorem kwartalnika Skeptical Jnquirer wydawanego przez ten
komitet.

I-I

P = (2m/1 + l)· 2.:)-1)'(2,)m/l

nie byloby liczba pierwsza. Zatem m = 2k

dla pewnej liczby calkowitej k.

Fakt, ze wydawnictwo, które dotad propagowalo umyslowe barbarzYlistwo, przedstawia

obecnie krytyczne opinie na temat zjawisk paranormalnych, nalezy uznac za pomyslny
prognostyk. W zamysle wydawnictwa ksiazki te maja zapoczatkowac serie opracowali

krytycznych. Raz jeszcze zacytujmy Martina Gardnera: " ... niemal kazde ze znanych
wydawnictw w USA wypuscilo na rynek ksiegarski ksiazke lub ksiazki poswiecone
okultyzmowi, o których wszyscy wiedza, ze sa to po prostu smieci ... problematyka
ta byla gwarancja zysków ... stanowczo sprzeciwiam sie ingerencji rzadu w kwestie
publikacji. Istnieja wszakze pewne normy moralne. Tak jak wydawnictwa maj'l
demokratyczne prawo do wydawania ksiazek, nawet tych, które wprowadzaja czytelnika
w blad lub mu szkodza, tak my, czytelnicy, mamy pelne prawo wyrazac swoje
oburzenie z powodu gwalcenia norm etycznych." Jak mawiaja Anglicy - no comments.

James Randi

Diiniken, tajemnice Syriusza, parapsychologia i inne trele-morele
Pandora 1994

Martin Gardner

New Age. Notatki o pograniczu nauki
Pandora 1994

Ile kól powinien miec samochód?
Obliczmy, jaki jest zwiazek miedzy wspólczynnikiem
tarcia statycznego f opon o jezdnie, liczba kól n,
promieniem r, mas;! 17J i momentem bezwladnosci I
pojedynczego kola oraz masa M samochodu bez
kól a teoretycznym maksymalnym przyspieszeniem
samochodu amax. Zakladamy, ze wszystkie kola sa
jednakowe, masa zas reszty samochodu rozklada sie
równomiernie na wszystkie kola.

n kól

amax jest wprost proporcjonalne do f. Oczywiscie,
gdy f = 0, wówczas amax = o. Wtedy samochód nie
móglby wcale przyspieszac. -

a

R - sila reakcji podloza,
N - sila nacisku, sila ciezkosci,
T - tarcie)
€ - przyspieszenie katowe,
a - przyspieszenie liniowe.

J ak widac, im mniejsze n, tym wieksze amax dla
danych f, r, I, m, M. Z tego wynikaloby, ze najlepszy
do jazdy po sliskim podlozu bylby monocykl (pojazd
z jednym kolem). Ale jazda takim pojazdem nie jest
latwa.

czyli

Bartosz ZIELINSKI

Jesli zalozymy dodatkowo, ze moment bezwladnosci

kól jest równy momentowi bezwladnosci jednorodnego
walca I = lmr2, wzór uprosci sie do postaci
amax = 2fg (n~ + 1). Wynika stad wniosek, ze dla
osiagniecia duzego przyspieszenia samochód powinien
spelniac nastepujace warunki:

- miec jak najmniej kól o jak najmniejszej masie,
- masa jego samego (bez kól) powinna byc jak
najwieksza.

amax ==

Rozwazmy pojedyncze kolo. Gdy toczy sie ono bez
poslizgu, wtedy

Tr = El lub Tr2 = al,

Tmax = f N = fg (~ + m)
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mala delia

Jesli do szescianu da sie wrzucic 3 jednakowe kulki,

to zmiesci sie w nim i czwarta taka sama

Jesli do szescianu o krawedzi 1 wrzucimy kulke

o promieniu R, to jej srodek bedzie mógl sie poruszal

we wnetrzu szescianu o krawedzi 1 - 2R.

Stad, najwieksza pojedyncza kulka mieszczaca sie

w szescianie odpowiada sytuacji, gdy tego mniejszego

szescianu nie ma. Czyli, gdy jest R = ~, co i tak
wiedzielismy.

Dla trzech kulek nalezy poszukac trzech punktów

malego szescianu jak najdalej od siebie odsunietych.

Punkty takie sa oddalone o (1 - 2R)V2. I znów,

gdy kulki sa najwieksze, jest to 2R. Wówczas

R = 1 - V:;. Zauwazmy jednak, ze wtedy w duzym
szescianie zmiesci sie jeszcze jedna taka kulka.

Tym bardziej zmiesci sie, gdy kulki te nie beda

maksymalne.

8

Gdy kulki sa dwie, to ich srodki moga sie najbardziej

oddalic na dlugosc przekatnej mniejszego szescianu,

czyli (1- 2R)V3. Jesli sa to najwieksze mieszczace

sie równoczesnie w szescianie kulki, to przekatna

ta jest równa sumie ich promieni, czyli 2R. Daje to
3-V3R= ..



Czy jest prawdziwe jeszcze chocby jedno zdanie postaci:

jesli do szescianu da sie wrzucic n jednakowych kulek, to zmiesci sie w nim jeszcze jedna taka sama?

Moze dla n równego 5? A moze 7?

Mala Delte przygotowal Marek KORDOS
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_ Zadania

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 726. Czy istnieja takie liczby naturalne a, b, c nie bedace kwadratami liczb
naturalnych, ze va + 0= ...jC?
Rozwiazanie na str. 6

M 727. Czy z kazdego niestalego ciagu arytmetycznego mozna wybrac nieskonczony
podciag bedacy ciagiem geometrycznym?
Rozwiazanie na str. 6

M 728. Zalózmy, ze a i b sa liczbami naturalnymi, p oraz aP-1 + bP-1 sa liczbami
k

pierwszymi nieparzystymi. Udowodnic, ze p = 22 + l dla pewnego k calkowitego (czyli
p jest liczba pierwsza Fermata).
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 397. W jednym z filmów Krzysztofa Kieslowskiego z serii "Dziesiec Przykazan"
bohater obliczal grubosc warstwy lodu. Oszacowac, ile czasu potrzeba, aby na jeziorze
wytworzyla sie warstwa lodu o grubosci 15 cm. Zalozyc, ze temperatura powietrza
wynosi -15°C, a temperatura wody O°C.
Dane dotyczace lodu: gestosc (! = 920 kg/m3, przewodnosc termiczna
k = 2,2 W/(m·K), cieplo topnienia L = 3,33 .105 l/kg.
Rozwiazanie na str. 12

F 398. Waznymi parametrami samochodu sa czas, w jakim moze on osiagnac
predkosc v = 90 km/h i minimalna droga hamowania. Zaleza one od wielu czynników,
wsród których tarcie opon o podloze odgrywa bardzo duza role. Wiedzac, ze dla
wiekszosci materialów (nieklejacych sie do podloza) wspólczynnik tarcia jest nie
wiekszy od jednosci, oszacowac
a) jaki (teoretycznie) moze byc minimalny czas osiagniecia predkosci 90 km/h?
b) jaka moze byc minimalna droga hamowania samochodu o predkosci 90 km/h?
Rozwiazanie na str. 12

Prenumerata "Delty"
za okres:
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Jachranka, 23.06.1994

Protokól posiedzenia Jury
Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki obradujac 23 czerwca 1994 I

W Jachrance w skladzie: Jerzy Bednarczuk, Krzysztof Chelminski, Antoni Leon
Dawidowicz - przewodniczacy, Piotr Hajlasz, Marek Kordos, Andrzej Makowski,
Agnieszka Wojciechowska, Jaroslaw Wróblewski

biorac pod uwage dobór tematu pracy, poziom pracy i przebieg obrony
postanowilo przyznac:

1. srebrny medal i nagrode w wysokosci 2.200.000,- zl Piotrowi Wojciechowi
Sniademu z XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu za prace Geometryczne
dowody dwóch twierdzen dotyczacych ulamków Fareya,

2. brazowy medal i nagrode w wysokosci 1.700.000,- zl Piotrowi Matusiewiczowi
z Technikum Hutniczo-Mechanicznego w Ostrowcu Swietokrzyskim za prace Ilustracja
geometryczna najczesciej spotykanych srednich algebraicznych,

3. dyplom uczestnictwa w finale Krzysztofowi Smalskiemu z Zespolu
Szkól Ogólnoksztalcacych im. Jana III Sobieskiego w Nysie za prace Zadanie
z kombinatoryki,

4. nagrody pieniezne w wysokosci 700.000,- zl kazda opiekunom prac: Augustynowi
Kaluzy, Slawomirowi Kopanskiemu i Janowi Sosuiskiemu.
[Zlotego medalu nie przyznano.]

(-) podpisy czlonków Jury

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Prac
z Matematyki. Zachecamy uczniów zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazan i nadsylania rezultatów do redakcji Delty. Ponizej
przypominamy szczególowy regulamin konkursu.

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do 1 maja przesle pod adresem
redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly: imie, nazwisko
i adres opiekuna pracy.
5. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o zródlach, z których
korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkm'su.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu i kompetentnych
recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana zakwalifikowane
przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
opiekl.illomprzed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Glównego PTM zaproszenia do
udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na
temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz merytorycznej
wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyróznienia oraz nagrody
pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wynikówfinalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku Delta.
13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Glówny PTM na wniosek Kornitetu
Redakcyjnego Delty.
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Rozwiazanie zadania F 397. Cieplo
oddane przez wode przy powstawaniu
lodu jest równe

dQ=Ldm=LeS·dh,

gdzie S oznacza powierzchnie lodu,
a dh przyrost grubosci. Z równania
przewodnictwa mamy

dQ = (kS(T2 - T,)/ h) . dt,

gdzie T2 - T, jest róznica temperatur.
Przyrównujac obie wielkosci
i wyznaczajac dt otrzymujemy

dt = Leh· dh/(k(T2 - T,)).

Calkujac powyzsze równanie przy
zalozeniu zerowej poczatkowej grubosci
lodu otrzymujemy

t = Leh2/(2k(T2 - T,)) = 29 godzin.

Rozwiazanie zadania F 398. Zarówno
przyspieszeniem, jak i hamowaniem
rzadzi sila tarcia. Jesli wspólczynnik
tarcia nie jest wiekszy od jednosci,
to maksymalna sila przyspieszajaca
i hamujaca pojazd jest równa ciezarowi
samochodu i maksymalne przyspieszenie,
badz opóznienie, wynosi g = 9,81 m/so.
Z prostych wzorów kinematycznych
otrzymujemy:
a)t=v/g=2,55s,
b)d=v2/2g=32m.

Niebo przez lornetke

Tytul naszego nowego cyklu (jak dlugo bedzie trwal - zobaczymy) jest tytulem
wydanej w 1947 roku przez Biblioteke Uranii ksiazeczki Jana Pagaczewskiego.
Co prawda ani niebo, ani lornetki nie zmienily sie specjalnie od tamtego czasu.
Jednak podejrzewamy, ze wiekszosc Czytelników Delty w roku 1947 jeszcze nie
istniala i dlatego moze byc interesujace przypomnienie, co na niebie ciekawego
mozna zobaczyc za pomoca stosunkowo prostego i taniego sprzetu. Nie wynika
z tego, ze skopiujemy tutaj ksiazke Jana Pagaczewskiego - trzeba w kOllcu
przyznac, ze wiemy teraz o niebie troche wiecej niz pól wieku temu.

Lornetki sa obecnie latwo dostepne i w sklepach, i na bazarach. Ceny równiez sa
chyba znosne (kilkaset tysiecy zlotych) i srednio zamozny entuzjasta obserwacji
nieba moze sobie raz na taki wydatek pozwolic. Najlepiej, gdyby to byla
lornetka polowa, inaczej - pryzmatyczna. A mozliwosci obserwacji staja sie
dzieki lornetce znacznie bogatsze niz przy patrzeniu nieuzbrojonym okiem.
Tak wiec, skierujmy czasem lornetki na niebo gwiazdziste. Wszak jest tam tyle
cudownych i ciekawych obiektów, w które wpatrywac sie mozna godzinami k1t

pozytkowi umyslu i zadowoleniu ducha. - to cytat z ksiazki Pagaczewskiego.
Co tu wiecej dodac?

Na poczatek radzimy jednak popatrzec troche w niebo nawet golym okiem,
za to z cala swiadomoscia. Chodzi o to, by uzyskac orientacje na niebie, czyli
by nauczyc sie rozpoznawac chocby najokazalsze gwiazdozbiory i najjasniejsze
gwiazdy. Doskonale moze w tym pomóc tzw. obrotowa mapka nieba, która ma
jeszcze te zalete, ze pokazuje niebo akurat widoczne nad horyzontem zadanego
dnia i o zadanej porze. Mapki sa dostepne w siedzibach oddzialó,:" Polskiego
Towarzystwa Milosników Astronomii i w planetariach (np. w Warszawie
w Muzeum Techniki). Sa tez atlasy nieba - patrz np. Delta rocznik 1985,
a o inne nalezy pytac w ksiegarniach naukowych i technicznych. Ale zadna
teoria nie nauczy orientacji na niebie - by te sztuke posiasc, trzeba koniecznie
popatrzec w prawdziwe niebo. Co jakis czas pól godziny w pogodny wieczór
z mapka nieba lub atlasem to doskonale polaczenie przyjemnego z pozytecznym.
Dla mieszkanców duzych miast moze to nie byc tak doskonale, bo na ogól przez
kurz i lune miasta malo co widac. Trudno, trzeba sobie wtedy znalezc miejsce
mozliwie szczelnie osloniete przed swiatlami latarn i domów i zadowalac sie tym,
co jest dostepne.

Zanim zaczniemy systematyczne sledzenie nieba, warto pomyslec o jakims
statywie dla naszej lornetki. Nie ma mowy o wpatrywaniu sie w niebo
godzinami, gdy jego obraz stale skacze, a rece mdleja juz po pieciu minutach
trzymania lornetki nad glowa. A przeciez w tej pozycji mamy pracowac
permanentnie! Dlatego warto miec chocby kij (moze nawet o zmiennej dlugosci)
z poprzeczka na koncu, na której lornetke mozna by oprzec. Taki statyw ma te
zalete, ze jest tani i przenosny, ale jezeli ktos ma balkon z widokiem najlepiej na
poludnie i zadnych swiatel przed soba, moze postarac sie o lepszy nieprzenosny.

Tak uzbrojeni (no i jeszcze w cieply strój, bo zima) zaczynamy
sledzic gwiazdziste niebo. A wlasnie teraz wieczorami w kierunku

poludniowo-wschodnim widac jeden z najlatwiej zauwazalnych gwiazdozbiorów,
Oriona. Cztery jego najjasniejsze gwiazdy tworza w przyblizeniu prostokat,
w którego srodku widac trzy nieco slabsze, ale jednakowo jasne, ustawione
ukosem na jednej linii - to tzw. Pas Oriona. W lewo w dól od niego (na
przedluzeniu Pasa Oriona) swieci nisko nad horyzontem bialy Syriusz,
najjasniejsza gwiazda Wielkiego Psa i w ogóle najjasniejsza gwiazda calego
nieba. Wreszcie w lewo w góre od Syriusza znajduje sie jeszcze jedna
bardzo jasna gwiazda, Procjon, najjasniejsza w Malym Psie. Cala ta trójka,
tzn. mysliwy Orion i dwa Psy, poluje na Byka - to gwiazdozbiór polozony
w prawo w góre od Oriona. Najjasniej swieci w nim czerwonawy Aldebaran

12



~~~IW' :~

ra*

otoczony luzna grupa gwiazd stanowiacych gromade Hyad. A jeszcze dalej
od Oriona, formalnie na obszarze Byka, widac wysoko na niebie golym okiem

grupke 5-7 slabych gwiazdek, która w lornetce staje sie gromada kilkudziesieciu
bialych gwiazd! To Plejady, gromada otwarta gwiazd tak mloda, ze do dzis
zanurzona w resztkach gazu, z którego powstala - co widac, oczywiscie, dopiero

na zdjeciach. Wiecej o niej powiemy sobie w przyszlosci.

Podazajac dalej wzrokiem w kierunku od Oriona przez Hyady i Plejady

(mniej wiecej drugie tyle od Plejad co od Oriona do Plejad) ujrzymy niezbyt
rzucajacy sie w oczy gwiazdozbiór Andromedy (patrz mapka). Slabo widoczna
w nim mgielka to tzw. Wielka Mglawica Andromedy, czyli galaktyka M31

(NGC 224), jedyna galaktyka widoczna golym okiem na pólnocnej pólkuli
nieba. Tym samym jest ona naj odleglejszym dla polskiego obserwatora obiektem
widocznym nieuzbrojonym okiem. Prawde mówiac, przez lornetke nie zobaczymy
wiele wiecej - sama plame swiatla bedziemy widziec wyrazniej, ale nadal bez
zadnych szczególów budowy. Wspominamy jednak o niej, poniewaz warunki
jej widocznosci z kazdym miesiacem beda coraz gorsze, a wrecz nie wypada
nie wiedziec, gdzie lezy ta naj blizsza sasiadka naszej Galaktyki (jesli pominac
Obloki Magellana z Polski niewidoczne). M31 jest galaktyka spiralna, masa

i rozmiarami zblizona do naszej, lezy w odleglosci 700 kpc (okraglo 2 miliony
lat swietlnych) i tak jak nasza ma kilka satelitów w postaci innych malych
galaktyk oraz wykazuje slaba aktywnosc. Z racji swojej bliskosci byla jedna
z pierwszych galaktyk, w których bezposrednio udalo sie zobaczyc poszczególne

gwiazdy (Edwin Hubble, 1924), co stalo sie ostatecznym dowodem, ze "mglawice
spiralne" sa w istocie ogromnymi zgrupowaniami gwiazd .
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Gwiazdozbiory (nie wszystkie) i najjasniejsze gwiazdy obszaru nieba omawianego w tekscie,

Tomasz KWA5'T
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Klub 44

10 20 30

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrót regulaminu
I(azdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOrlca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazaI'i. zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadall z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: vVT = 4 
3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które nadeslaly

rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin drukujemy w numerze lutowym kazdego roku.

191. Obliczyc przyblizona wartosc oporu zastepczego obwodu przedstawionego na
rysunku l (liczby oznaczaja opornosci w omach). Nalezy podac ocene dokladnosci
przyblizenia i uzasadnic ja. Rozwiazanie powinno byc mozliwie dokladne,
a jednoczesnie jak najmniej pracochlonne. Uzycie komputera do oblicze{t jest
wykluczone.

192. Male cialo o masie m przymocowano do cienkiej obreczy o masie ]y]

i promieniu r. Obrecz postawiono pionowo (rys. 2) i bardzo lekko pchnieto w lewo lub
w prawo. Jesli podczas ruchu obreczy nie wystepuje poslizg ani straty energii, to jaka
musi byc wartosc stosunku ]y] Im, aby obrecz "podskoczyla", tzn. oderwala sie od
podloza?

Rys. 1

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1995

Zadania z fizyki nr 191, 192 Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rys.2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1994

Przypominamy tresc zadan:

183. Dr Crimeon Falsegrant, skazany za defraudacje neutrin slonecznych na 10'00 lat wiezienia,
krecil sie w kólko po celi.

- Jakos musze sie stad wydostac~ - powtarzal. - Z pewnoscia istnieje mozliwosc! Na poczatek
zastosowac przeksztalcenie konforemne w II-wymiarowej przestrzeni spinorowej. albo lepiej nie,
mozna nie powrócic juz na os rzeczywista .. A gdyby tak spróbowac przejscia tunelowego? Ta sciana
nie wyglada na bardzo gruba, chyba nie wiecej niz metr. Trzeba tak rozepchnac czasteczki sciany,
aby przeszly miedzy nimi czasteczki mojego ciala, powinno wystarczyc jakies 20 eV na "tom. To jest
szansa!

Ocenic orientacyjnie szanse dr. Falsegranta.

Wskazówka: W lnechanice kwantowej prawdopodobiellstwo przejscia tunelowego czastki o masie 111

przez bariere potencjalu o szerokosci d wyraza sie wzorem
.•.•..• -'2lirlp e J

gdzie" = V2mE/Ii, li = 1./211:,1.- stala Plancka, E - deficyt energii.

184. Wieksza ilosc rteci nalano na plaska pozioma powierzchnie nie "zwilzana" przez rtec
(np. szklana)". Obliczyc grubosc warstwy rteci.

Dane: gestosc rteci 12= 13,6 g/cm3, napiecie powierzchniowe er = 0,54 N/m.

183. Przyjmijmy, ze masa wieznia wynosi 75 kg, a srednia masa atomowa jego ciala jest

równa 10 (oczywiscie, w sklad ciala wchodzi lekki wodór, ale takze i ciezsze pierwiastki).
Przy tych zalozeniach wiezien sklada sie z 7500 moli = 7500·6 ·1023 = 4,5 . 1027 atomów,
a calkowity deficyt energii jest równy E = 9 .1028 eV ~ 1,4.1010 J. Parametr

r;; = Y2mE/1i ma zatem wartosc 1,4.1040 m-l, a prawdopodobidlstwo przejscia

p ~ exp( -2r;;d) ~ exp( -2,8· 10,10) ~ 10-1,2,1040. Jest to wielkosc tak niewyobrazalnie

mala, ze wlasciwie nie ma zadnej róznicy, czy wiezien dokona jednej tylko próby przejscia
tunelowego, czy bedzie je powtarzal milion razy na sekunde przez 10100 lat.

184. Oznaczmy mase nalanej rteci przez m, a szukana grubosc warstwy przez d. Pomijajac
"zaokraglenie" przy brzegach mozemy wyrazic powierzchnie warstwy S wzorelll

S= m
od

, , , I- -
I I

1
Energia grawitacyjna rteci dana jest wyrazenienI Egraw = -mgd (gdyz srednia wysokosc

21
wynosi 2d), a energia powierzchniowa - wyrazeniem Epaw = 2Ser (uwzglechliamy górna i dolna

powierzchnie rteci, a pomijamy brzegi). Minimalna energie calkowita otrzymamy dla

d=2 ~~4,Onlm.Vag
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Zadania z matematyki nr 293, 294
293. Ciag wielomianów Po(x), P1(x), P2(x), ... jest
okreslony wzorami

Po (x) = 1, Pl (x) = x,

nPn+1(X) = (n+1)XPn(X)-Pn-1(X) dla n=1,2,3, ...

Dowiesc, ze wszystkie pierwiastki rzeczywiste kazdego
z wielomianów Pn (x) sa liczbami z przedzial u (-1; 1).

Rozwiazania zadal1-z matematyki z numeru 9/1994
Przypominamy tresc zadan:
285. W przestrzeni danych jest 10 punktów (w polozeniu ogólnym).
Laczymy pewne pary punktów odcinkami tak, aby kazde dwa
sposród rozwazanych punktów laczyla dokladnie jedna linia lamana
utworzona z narysowanych odcinków. Ile jest róznych ukladów
odcinl,ów spelniajacych ten warunek?

Redag1lje Marcin E. KUCZMA
294. Udowodnic, ze wewnatrz dowolnego czworokata
wypuklego ABC D istnieje punkt, którego rzuty na proste
AB, BC, CD, DA leza na jednym okregu.

Zadanie 294 zaproponowal pan Waldemar Pompe
z Warszawy.

286. Dla kazdej rzeczywistej wartosci parametru t wyznaczyc
wszystkie trójki liczb rzeczywistych (x, y l z) spelniajace uklad
równan

{ (X2 _ yz)(x + t) + (y2 - zx)(y + t) + (Z2 - xy)(z + t) = O(t + 2)(x + y + z) = 1.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 279 (WT=1,93) i 280 (WT=2,20)

z numeru 4/1994
Pawel Lizak - Pulawy 45,'10
\lValclemar POlnpe - \Varszawa 42,44
Leslaw Skrzypek - Rzeszów '10,80
Krzysztof Jedziniak- Katowice 39,72

Pan Lizak: numer 76 w matematycznym
Klubie 44.

285. Oznaczmy przez f(n) liczbe grafów o podanej w zadaniu wlasnosci ("drzew spójnych"),
których zbiorem wierzcholków jest ustalony zbiór n punktów; przyjnmjemy f(1) = 1.
Wybierzmy i ustalmy dwa rózne punkty A i E z tego zbioru.

Niech bedzie dany graf, o jakim mowa. Na jedynej drodze wiodacej z A do E oznaCZl'ny
przez X ostatni napotkany wierzcholek przed E (moze sie zdarzyc, ze X = A). POl'nalujmy
krawedz X E na zólto. Wszystkie wierzcholki osiagalne z punktu A drogami nie
przechodzacymi przez E, a takze wszystkie krawedzie na tych drogach, malujeu'Y na czerwono.
Pozostale wierzcholki i krawedzie malujel'ny na zielono; w szczególnosci punkty A i X
otrzymuja kolor czerwony, a punkt E - zielony. Niech k bedzie liczba wierzcholków czerwonych
(l S k S n - l).
Zauwazmy, ze dowolny dopuszczalny graf jest wyznaczony jednoznacznie przez:

Wybór liczby k E {l, ... , n - l}.
Wybór zbioru k - l punktów (sposród n - 2 punktów róznych od A i E), które wraz
z punktem A zostana pomalowane na czerwono (a pozostale punkty - na zielono).
Wybór jednego z k czerwonych punktów - punktu X - i polaczenie go zólta krawedzia z E.
Polaczenie pewnych czerwonych punktów czerwonymi krawedziami tak, aby powstalo
czerwone spójne drzewo (J(k) mozliwosci).
Polaczenie pewnych zielonych punktów zielonymi krawedziami tak; aby powstalo zielone
spójne drzewo (J(n - k) mozliwosci).

Wynika stad wzór rekurencyjny n-l

""' (n - 2)f(n) D k _ l kf(k)f(n - kl·
k=l

Znajac wartosc f(l) = l wyznaczal'ny: 1(2) = l, f(3) = 3, f(4) = 16, f(5) = 125, f(6) = 1296,
f(7) = 16807, f(8) = 262144, f(9) = 4782969, i wreszcie f(lO) = 100000000 (sto milionów - jest
to szukana liczba).
[Uwaga. vVidzimy, ze f(n) = nn-2 dla n S la. Ta równosc zachodzi dla wszystkich n.
Mozna ja uzyskac stosujac zaawansowane metody teorii grafów lub tez dowodzac,
ze funkcja f(n) = nn-2 spelnia znaleziony powyzej wzór rekurencyjny; patrz: J. Riordan,
Combinational Identities, New York 1968, rozdzial1.5, wzór (13a), z podstawieniem x=y=1.]

286. Skorzystamy z tozsamosci

(l) x3 + y3 + z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) + 3xyz.

Dowód: oznaczajac sume x + y + z przez s mamy

s3 = x3 + y3 + z3 + 3(lz + yz2) + 3(z2x + zx2) + 3(x2y + xy2) + 6xyz =

= x3 + y3 + z3 + 3yz(s - x) + 3zx(s - y) + 3xy(s - z) + 6xyz =

= x3 + y3 + z3 + 3s(yz + zx + xy) - 3xyz,

skad x3 + y3 + z3 = s3 _ 3s(yz + zx + xy) + 3xyz =

= s(s2 - 3yz - 3zx - 3xy) + 3xyz =s(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) + 3xyz.

Pierwsze równanie danego w zadaniu ukladu

x3 + y3 + z3 _ 3xyz + t(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) = O

mozemy dzieki tozsamosci (l) przepisac w postaci

(2) (x + y + z + t)(x2 + y2 + z2 - yz - zx - xy) = O,

drugie zas - w postaci

!=44

l
(3) x + "/+ z = -, t + 2

Drugi czynnik iloczynu (2) jest zerem, tylko gdy liczby x, y, z sa równe; aby równanie (3) bylo
spelnione, ta wspólna wartosc musi byc równa 1/(3t + 6). Natomiast jesli uklad (2), (3) ma
rozwiazanie (x, y, z), w którYlu nie wszystkie trzy liczby sa równe, wówczas pierwszy czynnik
iloczynu (2) musi byc zerem, co w polaczeniu z równaniem (3) daje równosc -t = l/(t + 2),
sluszna tylko dla t = -1. Kazda trójka liczb x, y, z o sumie równej l jest wtedy rozwiaz,aniern.

Reasumujac:
Jezeli t = -2, to uklad nie ma rozwiazan.
Jezeli t = -l, to rozwiazaniem jest kazda trójka (x, y, z) taka, ze x + y + z = 1.
Jezeli t '# -l, t '# -2, to uklad ma jedyne rozwiazanie x = y = z = 1/(3t + 6).
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Miedzywydzialowe Indywidualne
Studia Matematyczno-Przyrodnicze (MIS MaP)
w Uniwersytecie Warszawskim
Rekrutacja w roku 1995
Juz trzeci rok w Uniwersytecie Warszawskim
prowadzona jest jedyna w Polsce forma studiów
pod nazwa Miedzywydzialowe Indywidualne Studia
Matematyczno-Przyrodnicze (MIS MaP). Od 1992
roku przyjeto na MIS MaP lacznie okolo 200 osób.
VVczerwcu 1995 planowane jest przyjecie okolo
100 osób.

Udzial w MIS MaP bierze siedem wydzialów
Uniwersytetu: Wydzial Biologii, Wydzial Chemii,
Wydzial Fizyki, Wydzial Geografii i Studiów
Regionalnych, Wydzial Geologii, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki oraz Wydzial Psychologii.

Miedzywydzialowe Indywidualne Studia sa
normalnymi studiami dziennymi, nie przewiduje
sie prowadzenia studiów w trybie zaocznym ani
wieczorowym. Studenci MIS MaP sa, formalnie
rzecz biorac, studentami wszystkich wymienionych
wydzialów jednoczesnie. Kazdego ze studentów
obejmuje opieka profesor lub adiunkt reprezentujacy
kierunek najblizszy jego zainteresowaniom. Studenci
wraz ze swoimi opiekunami ustalaja wlasne,
w pelni indywidualne programy studiów zlozone
przede wszystkim z przedmiotów prowadzonych
na wymienionych wyzej wydzialach oraz pewnych
przedmiotów uzupelniajacych z innych wydzialów
Uniwersytetu. Nie ma obowiazku wybierania
zajec ze wszystkich wydzialów tworzacych
MIS MaP. Do najbardziej popularnych naleza,
jak dotad, programy matematyczno-fizyczne,
biologiczno-chemiczne oraz biologiczno-psychologiczne.
Studia indywidualne sa zarazem ciekawsze
i trudniejsze, gdyz wymagaja od studentów wiekszej
odpowiedzialnosci. Mozna je zalecac zarówno
w przypadkach trudnosci z podjeciem decyzji wyboru
kierunku studiów uniwersyteckich, jak i w przypadku
dobrze sprecyzowanych zainteresowarl.

Kwestia dyplomów magisterskich studentów MIS MaP
pozostaje otwarta. Nalezy sadzic, ze zdecydowana
wiekszosc bedzie dazyc do uzyskania dyplomów
konkretnych specj alnosci istniej acych na UW.
W szczególnych przypadkach moga, oczywiscie,
pojawic sie konkretne propozycje magisterskich
dyplomów interdyscyplinarnych. Czesc sposród
studentów MIS MaP laczy studia w UW ze studiami
w Akademii Medycznej, jest to powazne obciazenie
czasowe i trudno wyobrazic sobie, aby wszyscy zdolali
zdobyc dyplomy lekarskie i magisterskie.

W celu stworzenia studentom jak najszerszych
mozliwosci wyboru Senat UW podjal w czerwcu 1994
roku decyzje o wprowadzeniu po trzech latach studiów
nowego dyplomu Licencjata MIS MaP. Dyplom
ten bedzie dyplomem posrednim dla osób dazacych
do tytulu magistra i pozostajacych na MIS MaP lub
przechodzacych na jeden z Wydzialów tworzacych
MIS MaP. Bedzie to równiez dyplom konczacy studia
uniwersyteckie, na przyklad dla osób studiujacych na
innych uczelniach.
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Prawo przystapienia do egzaminu wstepnego
ma kazdy absolwent szkoly sredniej
posiadajacy swiadectwo maturalne.
Ze wzgledu na konkursowy charakter wczesniej
organizowanego egzaminu nalezy równiez
skladac dokumenty na inne Wydzialy lub
U czelnie. Oceny na swiadectwie maturalnym nie beda
brane pod uwage przy kwalifikacji na MIS MaP.

Egzamin (wylacznie pisemny) odbedzie sie
20 czerwca 1995 roku i obejmie dwa wybrane
sposród pieciu testów z matematyki, fizyki,
chemii, biologii i geografii. Testy beda zawierac
po 50 pytan, kazde z czterema odpowiedziami.
W celu dopuszczenia do egzaminu nalezy
zlozyc lub nadeslac do Sekretariatu MIS MaP
dokumenty w terminie do 1 czerwca 1995 roku.
Laureaci dowolnej olimpiady szczebla centralnego
przyjmowani beda bez egzaminu, finalisci olimpiad
beda zwolnieni z egzaminu odpowiadajacego tresci
olimpiady i otrzymaja z niego ocene maksymalna.
Ostateczne wyniki rekrutacji zostana pódane do
23 czerwca 1995 roku. Limit miejsc wyniesie okolo
100. Pozytywny wynik egzaminu uprawnia do
przyjecia bez dalszych egzaminów na Wydzial
Chemii UW oraz, w przypadku pojawienia sie
wolnych miejsc, moze umozliwic przyjecie na
Miedzywydzialowe Studia Ochrony Srodowiska.
Obok listy osób przyjetych, zostanie stworzona lista
rezerwowa. W przypadku rezygnacji osób z pierwszej
listy Komisja Rekrutacyjna bedzie proponowac
podjecie studiów osobom znajdujacym sie na liscie
rezerwoweJ.

Osoby zainteresowane dalszymi informacjan"li
o MIS MaP moga poczawszy od stycznia 1995
roku zakupic INFORMATOR zawierajacy
miedzy innymi wszystkie pytania testowe z lat
1992-94 po zgloszeniu listownym, telefonicznym
lub osobistym do Sekretariatu MIS MaP,
ul. Pasteura 7, 02-093 Warszawa, we wtorki
w godz. 9-12 oraz w czwartki w godz. 12-15,
telefon (2) 658-22-52 (czynna cah! dobe
sekretarka automatyczna). Osoby zamieszkale
poza Warszawa moga zamówic wysylke za
zaliczeniem pocztowym.

Goraco zachecam równiez wszystkich do wziecia
udzialu w konkursie (informacje na okladce)
poswieconym opracowaniu oryginalnych pytalI
testowych przeznaczonych na egzaminy wstepne
na MIS MaP.

Kierownik Miedzywydzialowych Indywidualnych

Studiów Matematyczno-Przyrodniczych
w Uniwersytecie Warszawskim

prof. dr hab. Andrzej HENNEL



Do pustej windy wsiadly na parterze cztery osoby i pojechaly
na pierwsze pietro. Na pietrze wysiadlo z windy piec osób;
zaskakujace to zjawisko obserwowali matematyk, fizyk
i biolog.
Biolog: - Klasyczny przyklad nat1~mlnej j·eprodukcji.

Fizyk: - Nic dziwnego, po prostu blq,d pomiaru.

Matematyk: - Jezeli ktos temz wejdzie do windy, to nikogo
tam nie bedzie.

1/95

(47)

Matematycy
.l InnI

Przypadek Brouwera
Uczac sie matematyki lub ja studiujac poznajemy

rozmaite twierdzenia. Niektóre z nich nosza nazwy, przy

innych umieszcza sie nazwiska autorów. Mamy wiec np.

twierdzenie Weierstrassa, Darboux albo lemat Nakayamy.

Czy zastanawialismy sie kiedys, kim byli ludzie, którzy

wymyslili badz udowodnili te czy inne twierdzenia?

W topologii znane jest twierdzenie Brouwera o punkcie
stalym. Czesto, oprócz podkreslania znaczenia, przy

twierdzeniu tym mozna znalezc komentitrz, iz jest to

przy klad tzw. trudnego twierdzenia topologii, w dowodach

których specjalizowal sie Brouwer. I rzeczywiscie, Luitzen

Egbertus Jan Brouwer rozstrzygnal szereg waznych

problemów nurtujacych mloda, dopiero rozwijajaca

sie dziedzine matematyki. Byly to hipotezy dosc

naturalne, które jakos nie chcialy poddac sie specjalistom,
na przyklad: czy przestrzenie R n i RlTI sa rzeczywiscie

rózne z punktu widzenia topologii dla m # n? czy

iniekcja ciagla, okreslona na otwartym podzbiorze Rn
i o wartosciach wRn, musi juz byc homeomorfizmem na
obraz?

Brouwer odpowiedzial pozytywnie na oba pytania. Podal

tez precyzyjny (i wreszcie bezbledny) dowód twierdzenia
Jordana o rozcinaniu oraz jego uogólnienia. "Vskazal
na mozliwosc wykorzystania metod teorii mnogosci dla

celów geometrii i analizy. Tym samym stworzyl podstawy
topologii przestrzeni euklidesowych. Dowody twierdzen

Brouwera wykorzystuja bardzo zaawansowane techniki,

choc sa precyzyjne i przejrzyste. Scislosc rozumowania

przerazala wspólczesnych Brouwerowi, stala sie jednak

wzorem w dalszych badaniach. Zadziwiajacy jest fakt,

iz wszystkie swoje wazne topologiczne rezultaty Brouwer

uzyskal praktycznie w ciagu czterech lat pomiedzy rokiem

1909 a 1912. Pózniej nie zerwal z ta dziedzina matematyki,

jednak znaczacych faktów juz nie publikowal.

Nie znaczy to, ze Brouwer zajmowal sie matematyka

tylko przez kilka lat. Faktycznie, na poczatku swej

drogi naukowej zastanawial sie, czy nie zostac pianista.

Lecz matematyka zwyciezyla i Brouwer zainteresowal

sie ... podstawami matematyki. To wlasnie tej tematyki

dotyczyl jego doktorat (1907) i do niej powrócil, gdy

osiagnal sukcesy w topologii. Brouwer jest najwazniejszym

przedstawicielem intuicjonizmu, kierunku filozoficznego

odnoszacego sie do podstaw matematyki. Intuicjonisci
poddawali ostrej krytyce dowody niekonstruktywne

(egzystencjalne), które wskazuja istnienie jakichs obiektów
bez podania sposobów ich konstrukcji.

Wreczamy fizykowi napelniony zimna woda czajnik i prosirny,
by zrobil herbate. Fizyk stawia czajnik na kuchence,
gotuje wode i robi herbate. Drugi pelny czajnik dajemy
matematykowi i prosimy o to samo; reakcja jest identyczna.

Po pewnyrn czasie prosimy fizyka o zrobienie herbaty,
dajac mu tym razem czajnik pusty; fizyk nalewa wode,
gotuje ja i zaparza herbate. Gdy jednak prosimy o to
samo matematyka, ten napelni czajnik i zamiast gotowac
wode powie, ze teraz zadanie sprowadza sie do poprzednio
rozwiazanego problemu ...

Inna wersja mówi, ze najpierw delikwentolTI wreczono czajniki
puste, ci nalali wode i zrobili herbate, a potem dano im czajniki
pelne - i wtedy matematyk sprowadzil problem do poprzedniego,
wylewajac wode.

Krytykowano zbyt swobodne poslugiwanie sie pojeciem

nieskonczonosci oraz zasade wylaczonego srodka (tj. prawo
postaci p V --p, o którym popularnie sie mówi "trzeciego

wyjscia nie ma"). Brouwer sugerowal; ze cala matematyke

nalezy zbudowac od nowa wyrzucajac z niej wszystkie

dowody nie wprost. Jego artykuly poswiecone podstawom

matematyki i intuicjonizmowi pisane sa z taka sama

bezwzgledna scisloscia i wewnetrzna logika jak artykuly
topologiczne.

Pomysly Brouwera nie spotkaly sie ze zbyt przychylnym

przyjeciem u wspólczesnych. Lecz w drugiej polowie

XX wieku zainteresowano sie nimi na nowo. Niektórzy

próbuja wyjasnic "fenomen topologiczny" Brouwera

tym, ze, byc moze, próbowal on przetestowac swoje

intuicjonistyczne pomysly wlasnie na topologii - mial

to byc zakrojony na szeroka skale eksperyment. Trudno

stwierdzic, czy ta, jednak dosc smiala, hipoteza moze

byc prawdziwa. Faktem jest natomiast, iz po roku

1920 Brouwer w zasadzie nie zajmowal sie topologia,

choc uwazany byl w swiecie za jeden z najwiekszych

autorytetów w tej dziedzinie.
Zdzislaw POGODA

Luitzen Egbertus Jan Brouwer urodzil sie 27 lutego 1881 roku
w Overschie w Holandii. Matematyke studiowal na uniwersytecie
w Amsterdamie, gdzie w 1907 roku uzyskal doktorat, a od 1912 roku
byl profesorem. Byl czlonkiem wielu towarzystw naukowych.
Otrzymal doktoraty honorowe uniwersytetów w Cambridge i Oslo.
Zginal w wypadku samochodowym 2 grudnia 1966 roku.

Oj, kazdy Brouwerowi winien bic poklony,

Ze wreszcie zlikwidowal srodek wylaczony.
Stworzyl nowe mozliwosci

'Wspólczesnym i potomnosci.
z "Hymnu Matematyków"

(pisalismy o nim w poprzednim EPSILONIE)

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielslla, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Posmiechowski, Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków, z dopiskiem <.
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