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Postepowanie na granicy prawa zyskalo sobie w ostatnich latach
w naszym kraju wielka popularnosc, co jest niewatpliwym postepem,
gdyz jeszcze kilka lat temu granica ta, w odróznieniu od granic
panstwowych, nie byla zbyt starannie strzezona i nikt zbyt powaznie
prawa nie traktowal. Domyslasz sie jednak, Czytelniku, ze nie
bedziemy sie zajmowali dzialalnoscia polityków i prawem karnym
ani cywilnym. Chodzi mi, oczywiscie, o prawa fizyki. Czesto
slyszymy ostrzezenia, zeby stosujac te prawa pilnie zwazac, czy
zalozenia, przy których je sformulowano, sa spelnione. Zaniedbanie
tej ostroznosci prowadzi bowiem do przykrych konsekwencji
w postaci falszywych wniosków, jak na przyklad stwierdzenie,
ze prawdopodobienstwo zajmowania stanu podstawowego przez
atom wodoru jest równe zeru (zob. Delta 10/1987). Zagadnienie
to ma jednak druga, bardzo interesujaca strone. Otóz, niektóre
prawa fizyki czy - w skromniejszym wymiarze - modele teoretyczne
obowiazuja zaskakujaco daleko od zakresu, w którym obowiazywac
powinny. Zeby nie byc goloslownym, chcialbym dzis zaproponowac
Ci, Czytelniku, przyjrzenie sie z bliska jednemu z takich przypadków.
Dotyczy on jednego z podstawowych praw fizyki statystycznej, jakim
jest

rozklad kanoniczny.

Zacznijmy od zalozen. Rozklad kanoniczny wyraza
prawdopodobienstwo zajecia okreslonego stanu przez uklad
fizyczny przy zalozeniu, ze uklad ten jest slabo sprzezony
z termostatem, czyli duzym ukladem pozostajacym w równowadze
termodynamicznej. Na przyklad, gdyby ukladem byla kulka
przywiazana sprezynka do ciezkiego obiektu (termostatu) i energia
ukladu (energia kinetyczna kulki) bylaby porównywalna z energia
oddzialywania uklad-termostat (energia potencjalna sprezynki),
to zalozenie stosowalnosci rozkladu kanonicznego nie byloby
spelnione. Rozklad kanoniczny mozna wyrazic wzorem

(1) Pa = Ae-E",/kT ,

gdzie Pa jest prawdopodobienstwem tego, ze uklad znajdzie sie
w stanie a, Ea jest energia tego stanu, A jest stala, e = 2,71 ...
jest podstawa logarytmów naturalnych, k ~ 1,38 x 10- 23 J /K jest
stala Boltzmanna, a T - temperatura (w skali Kelvina). Inaczej
mówiac, prawdopodobienstwo tego, ze uklad zajmie jakis stan,
jest proporcjonalne do liczby e podniesionej do pewnej potegi .
Wykladnik tej potegi jest ujemny, wprost proporcjonalny do energii
rozwazanego stanu i odwrotnie proporcjonalny do temperatury .
Uklad fizyczny, dla którego formulujemy to prawo, moze byc
dowolny, aby tylko byl dobrze wyodrebniony i spelnial wymienione
na wstepie zalozenie. Przejdzmy teraz do nastepnego kroku, którym
bedzie

bezprawne zastosowanie rozkladu kanonicznego.

Zastosujemy go do zjawiska parowania wody. Model, w którym
spróbujemy opisac to zjawisko, jest nastepujacy. Naszym ukladem
fizycznym bedzie czasteczka wody. Moze ona przebywac w cieczy lub
w czesci naczynia nad ciecza, wypelnionej para nasycona. Energia
czasteczki zalezy tylko od tego, czy znajduje sie ona w cieczy czy
w parze, a róznica miedzy jej wartosciami dla obu tych stanów to po
prostu cieplo parowania przypadajace na jedna czasteczke.

Jan GAJ
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Pod wplywem nacisku kulki skrecaly
plaszczyzne polaryzacji swiatla
i w odpowiednio dobranych warunkach
mogly byc obserwowane w swietle
spolaryzowanym jako jasne punkty
- na rysunku l sa to kropki kolorowe.
Okazalo sie, ze jasne punkty tworza ciagla,
bardzo zlozona siec wypelniajaca, cale
naczynie. A wiec wywierany na uklad
nacisk byl przenoszony nie przez wszystkie
kulki, ale przez siec bardzo gesto
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Rozchodzenie
dzwieku
w materialach
sypkich

W poprzednim artykule na temat
materialów sypkich (patrz Delta 2/1995)
zwrócilam uwage na fakt, ze przy opisie
stanu skupienia, w jakim znajduje sie
uklad sypki, bardzo istotna wielkoscia jest
parametr geometrycznego upakowania u,
czyli ulamek wypelnienia objetosci próbki
przez ziarna. Moze on przyjmowac rózne
wartosci w zaleznosci od warunków,
w jakich umiescimy analizowana próbke.
Ciekawy byl fakt, ze uklad tracil swoja
mechaniczna stabilnosc i zaczynal
przejawiac cechy typowe dla stanu
cieklego, jesli parametr upakowania
byl mniejszy niz wartosc Umin = 0,52
(przepraszamy za blad w De/cie 2/1995).
Okazuje sie jednak, ze problem upakowania
ziaren w ukladzie sypkim jest bardziej
zlozony. Szczególowa analiza rozlozenia
ziaren piasku pozwala stwierdzic, ze nie sa
to uklady o jednorodnym upakowaniu. Aby
sie o tym przekonac, wykonano nastepujace
doswiadczenie: kuleczki o wlasnosciach
elastooptycznych, które na nacisk reaguja
zmiana wspólczynnika zalamania swiatla,
wsypano do plaskiego naczynia i poddano
sciskaniu (tlok ma srednice znacznie
mniejsza niz srednica naczynia - rys. l).

nacisk
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upakowanych kulek, które tworzyly
w ukladzie konstrukcje nosna. Pod lukami,
lub w przypadku trójwymiarowym - pod
sklepieniami takiej konstrukcji istnieja
obszary bardzo luzno upakowanych ziaren,
które w ogóle nie doznaja nacisku. Jest to
zachowanie odmienne od obserwowanego
przy sciskaniu zarówno próbek cieklych,
jak i stalych. Okazuje sie, ze równiez
w swobodnej masie piasku, nie poddanej
naciskowi, mamy do czynienia z podobna
architektura, która powstaje samoistnie.
Takie sklepienia z gesto upakowanych
ziaren, pod którymi znajduja sie
obszary o ziarnach luzno upakowanych,
zapewniaja ukladowi sypkiemu stabilnosc
mechaniczna·

Rozlozenie ziaren w materialach sypkich
jest zatem niejednorodne, co oznacza,
ze uporzadkowanie ich nie jest calkowicie
przypadkowe. Obecnosc konstrukcji
nosnych o bardzo zlozonej, hierarchicznej
budowie pozwala wytlumaczyc zaskakujace
zachowanie sie dzwieku, jakie stwierdzono
w doswiadczeniu przeprowadzonym
niedawno na uniwersytecie w Chicago [1].
W naczyniu wypelnionym szklanymi
kulkami (o srednicy 0,5 cm) umieszczono
aluminiowy dysk (o srednicy 7 cm)
polaczony sztywnym pretem
z glosnikiem (rys. 2).

glosnik

Rys. 2

Detektor o wielkosci porównywalnej
z rozmiarem kulek zostal umieszczony
w odleglosci 6 cm od zródla drgan.
Mierzona wielkoscia bylo przyspieszenie
detektora. Glosnik wykonywal drgania
harmoniczne As(t) = As sin(27rvot)
o czestotliwosci Vo = 4 kHz i stalej
amplitudzie przyspieszenia As = 1,4 g
(g = 9,81 m/s2). Tak wiec sila, z jaka
glosnik dzialal na otaczajace go kulki, byla
niewiele wieksza od ich ciezaru. Drgania,
które w otoczeniu zródla byly sinusoidalne,
w pewnej odleglosci od niego przestaly
byc regularne, pomimo ze uklad starannie
odizolowano od otoczenia. Drgania
rejestrowane przez detektor mozna opisac
wzorem: A(t) = Ad(t) sin(27rvot + <p(t)).
Jego amplitude przedstawia rysunek 3.

2

Podstawowe zalozenie, które w oczywisty sposób nie jest tu

spelnione, to slabosc sprzezenia miedzy czasteczka a termostatem,

którym, oczywiscie, bedzie cale naczynie z woda. Przeciez parowanie

polega na wyrywaniu czasteczki z zasiegu sil utrzymujacych ja
w kontakcie z innymi czasteczkami cieczy, trudno wiec mówic

o slabym sprzezeniu w takiej sytuacji. Zlekcewazmy jednak to

nie spelnione zalozenie i spróbujmy doswiadczalnie sprawdzic

stosowalnosc w tym przypadku rozkladu kanonicznego. Miara

prawdopodobienstwa znajdowania sie czasteczki w okreslonym

stanie jest liczba czasteczek na jednostke objetosci (scislej mówiac

- bedzie to gestosc prawdopodobienstwa na jednostke objetosci),
do której jest proporcjonalna gestosc cieczy lub pary: (l = CP.

Logarytmujac obustronnie wzór (1), reprezentujacy rozklad
kanoniczny, otrzymujemy

Ec
In (lc = In C + In A - kT

oraz
E

In (lp = In C + In A - kf

odpowiednio dla cieczy i pary. Jezeli teraz odejmiemy te równosci
stronami, to otrzymamy po prostym przeksztalceniu

E -E
In (lp = In (lc _ p ckT

A wiec przedstawiajac na wykresie logarytm gestosci pary nasyconej
wody w zaleznosci od odwrotnosci temperatury powinnismy

otrzymac prosta o nachyleniu -(Ep - Ec)jk. Ponizszy rysunek
przedstawia taka zaleznosc na podstawie danych zaczerpnietych

z ksiazki H. Szydlowskiego Pomiary fizyczne (PWN, Warszawa
1977).

Para wodna nasycona

0.00275 0.00300 0.00325 0.00350

liT [liK]

In er = -4902l + 19,6; maksymalne odchylenie 0,0442.

Widac, ze punkty doswiadczalne pieknie ukladaja sie w prosta.

A wiec postac zaleznosci zgadza sie z przewidywana przez rozklad
kanoniczny. A co z wartoscia nachylenia? Nachylenie prostej

znalezione metoda najmniejszych kwadratów wynosi 4902 K.

Obliczmy je uzywajac znanej wartosci ciepla parowania wody

Q = 2260 J j g, jej masy molowej m = 18 g oraz liczby czasteczek
w molu NA = 6,02 X 1023.

2260 [~] . 18 [g]

[J] = 4910 [K] .l 38 X 10-23 - ·6 02 X 1023, K'

A wiec doswiadczenie potwierdza ze zdumiewajaca dokladnoscia

przewidywanie oparte na falszywym zalozeniu! W tym miejscu zaden
milosnik logiki nie wytrzyma dluzej i zawola

alez to wszystko bzdura!
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W przypadku substancji w stanie stalym
lub cieklym zarejestrowane drgania
bylyby drganiami harmonicznymi o tej
samej czestotliwosci, a jedynie mniejszej
amplitudzie. W przypadku materialów
sypkich jest calkiem inaczej. Zmiany
amplitudy drgan obserwowane w trakcie
uplywu czasu maja charakter bardzo
chaotyczny, co sugeruje, ze sygnal
odbierany przez detektor jest superpozycja
wielu drgan harmonicznych o róznych
czestotliwosciach i amplitudach. Aby
sie o tym przekonac, wygodnie jest
przedstawic otrzymane wyniki w nieco
innej postaci.

Na podstawie falszywego zalozenia moge udowodnic wszystko, a wiec

powyzszy wynik o niczym nie swiadczy! Taka postawa, niezbedna
na przyklad w matematyce, jest, niestety, nie do utrzymania

w fizyce, w której nigdy niczego nie wiemy z calkowita pewnoscia.

Jedyna dostepna fizykowi metoda sprawdzania slusznosci swoich

teorii jest wysnuwanie z nich wniosków, które dadza sie bezposrednio

skonfrontowac z doswiadczeniem. Wlasnie to przed chwila zrobilismy.

Zamiast wiec biadac nad nedza logiczna metod dzialania fizyków,

spróbujmy zastanowic sie, dlaczego uzyskalismy tak dokladna

zgodnosc z doswiadczeniem teorii, która nie ma prawa sie stosowac.
Pozostawiam Cie, Czytelniku, z tym problemem i zapraszam do

listownych komentarzy. Najlepsze nagrodzimy ksiazkami.

_ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 741. Wykazac, ze jesli istnieje ograniczony podzbiór A przestrzeni Rn

O srednicy l, który nie da sie podzielic na n czesci o srednicy mniejszej
od l, to istnieje równiez ograniczony podzbiór wypukly B przestrzeni
Rn o tej samej wlasnosci. (Por. artykul Problem Borsuka o Podziale

rozstrzygniety na str. 5).
Rozwiazanie na str. 7

M 742. Znalezc choc jedna liczbe n > l o tej wlasnosci, ze pewnego
zbioru w Rn o srednicy równej l nie mozna rozlozyc na mniej niz
n2 czesci o srednicy mniejszej od 1. (Por. artykul Problem Borsuka

o Podziale rozstl'zygniety na str. 5).
Rozwiazanie na str. 7

Rys. 3
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Zadania m' 741 i 742 zaproponowala Danuta KOLODZIEJCZYK -4

Rysunek 4 pokazuje tak zwane widmo
mocy w skali podwójnie logarytmicznej.
Widmo mocy jest zdefiniowane jako
kwadrat modulu transformaty Fouriera
amplitudy drgan

8(11) = IIAd(t) exp( -211'IIt) dtl2 •

Zaleznosc log 8(11) od log II jest wyraznie
liniowa w szerokim zakresie czestotliwosci,
od 10-5 Hz do l Hz. Oznacza ona,
ze 8(11) '" 11-2. Jest to zachowanie
niezwykle. Oznacza ono, ze drgania
detektora (czyli w przyblizeniu drgania
kazdego z ziaren) obserwowane na
rysunku 3 jako sygnal chaotyczny podobny
do szumu) sa zlozeniem drgan o wszystkich
czestotliwosciach z zakresu ponad
5 dekad, których amplitudy cechuje pewna
regularnosc. Istotna. informacje niesie
wartosc wykladnika potegi oszacowanego
z nachylenia prostej z rysunku 4. Dla
tzw. bialego szumu, bedacego

M 743. W artykule Jaroslawa Górnickiego Kilka slów o powierzchniach

(str. 10) opisana jest wstega M6biusa. Czy mozna z niej wyciac torus?
A czy z torusa mozna wyciac wstege M6biusa?
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Adam KOROCINSKI

F 407. Jesli zelazny pret o dlugosci l m ogrzejemy od O°C do 300°C,
to zgodnie ze znanym wzorem na rozszerzalnosc termiczna cial
L = Lo(l + CI' . 81') stwierdzimy, ze dlugosc preta powinna wzrosnac
do L300 = 1,0039 m (CI'Fe= 1,3· lO-S(oq-l dla tego zakresu temperatur).
Z kolei, jesli ochlodzimy go z powrotem do temperatury poczatkowej,
to na podstawie tego samego wzoru - z ujemna zmiana temperatury
oraz L~ = L300 - przewidujemy, ze dl ugosc preta w temperaturze O°C
wyniesie 0,9999848 ... m!
Wyjasnic, co jest zródlem powyzszego "paradoksu".
Rozwiazanie na str. 16

F 408. Dysponujac guma do skoków na uwiezi chcemy, aby skoczek
o masie 40 kg obciazony workiem z piaskiem o masie 10 kg zanurzyl sie
po skoku "do pasa" (wysokosc jego srodka ciezkosci) w rzece.
Jak dluga gume nalezy zastosowac, jesli lustro rzeki znajduje sie 20 m
ponizej poziomu, z którego startuje skoczek i na którym przymocowana
jest guma? Na jaka wysokosc wzniesie sie skoczek, jesli upusci on worek
w dolnym polozeniu? Jakie bedzie maksymalne przyspieszenie, którego
doswiadczy skoczek?
Zakladamy, ze do gumy stosuje sie prawo Hooke'a, iloczyn modulu
Younga i przekroju poprzecznego gumy jest staly i wynosi 500 N, oraz ze
uprzaz utrzymuje skoczka glowa do góry. Przyjmujemy g = 10 m/s2 oraz
zitniedbujemy opory ruchu.
Rozwiazanie na str. 16
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zlozeniem sygnalów o przypadkowych
czestosciach, wartosc wykladnika
potegowego jest równa zeru. Uwaza sie,
ze im wieksze jest odstepstwo wartosci
wykladnika od zera, tym bardziej
sa wzajemnie zalezne poszczególne
drgania skladowe, których zlozenie
rejestrowane jest przez detektor. Inaczej
mówiac, wartosc wykladnika jest miara
skorelowania drgan o poszczególnych
czestosciach. Wartosc bliska -2 swiadczy
o silnym skorelowaniu. Wydaje sie to
zwiazane z faktem, ze propagacja slabej
fali dzwiekowej jest bardzo czula na
wzajemny kontakt poszczególnych ziaren.
Drgania zródla nie sa przenoszone przez
luzno upakowane, drgajace niezaleznie
ziarna. Przeciwnie, w transmisji sygnalu
akustycznego przede wszystkim uczestniczy
jako calosc siec ciasno upakowanych ziaren.
Wychylenie jednego ziarna jest odczuwane
nie tylko przez jego bezposrednich
sasiadów, ale przez wszystkie ziarna
tworzace siec. Zaskakujace jest, ze pod
wplywem drgan o amplitudzie tak
malej (odpowiadajaca im amplituda
wychylen zródla wynosi zaledwie 200 A)
obserwowane sa silne fluktuacje Ad(t)
o wielkosci tego rzedu co srednia
amplituda samego sygnalu. Transmisja
slabej fali dzwiekowej przez material
sypki wywoluje zapewne dosc znaczne
odksztalcenia ciasno upakowanych ziaren
oraz ich wzajemne przemieszczenia. Mozna
wnioskowac, ze sygnal przenoszony jest
przez siec, która jest w kazdej chwili nieco
Inna.

Niejednorodnosc rozlozenia ziaren
w materialach sypkich potwierdzono
równiez w innym doswiadczeniu, które
Chu-heng Liu oraz Sidney Nagel [1]
przeprowadzili dla takiego samego
jak przedstawiony wczesniej, ukladu
szklanych kulek. Tym razem zamiast
drgania o ustalonej czestosci, zródlo
dzwieku wytwarzalo bardzo slaby
sygnal, ale w formie widma As(v).

(Oznacza to, ze drgania zródla skladaly
sie z wielu drgan harmonicznych
o czestotliwosciach v i amplitudach As(v).)

Wielkoscia, która analizowano, byl
iloraz 17(V) = Ad(V)jAs(v), gdzie Ad(V)

bylo amplituda sygnalu wywolanego
w badanym ukladzie przez amplitude
drgan zródla As (v) zródla. Rysunek 5a
pokazuje dwie bardzo nieregularne
krzywe 17(V) zarejestrowane w dwóch
róznych chwilach (aby ulatwic porównanie,
sa one przesuniete wzgledem siebie wzdluz
skali pionowej). Tym razem zaskakujaca
jest niezwykla powtarzalnosc wszystkich
szczególów zaleznosci 17(V) w kolejnych
pomiarach. Równoczesnie, gdy
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Tekst ten jest kontynuacja dyskusji z numeru 250 Delty (3/1995). Przypominamy
pytania przedstawione przez redakcje z prosba o ustosunkowanie sie do problematyki
w nich zawartej.

1. Jaka korzysc moze odniesc ktos zajmujacy sie np. hodowla karpi lub
malarstwem abstrakcyjnym ze znajomosci malego twierdzenia Fermata,
reguly Oersteda czy stalej Hubble'a 7
2. Skoro byle kalkulator liczy szybciej i lepiej od czlowieka, to po co uczyc
czlowieka liczenia?

3. Nie ma na swiecie gazu doskonalego, prózni, prostokata ani liczby e itd.
Czemu wiec z takim uporem o takich wlasnie obiektach idealnych mówia
wszystkie nauki scisle 7
4. Fizyka - znaczy to po grecku rzeczy widzialne, rzeczy naturalne, zjawiska
przyrody. Czemu nazwa ta uznawana jest dzis za trafna dla nauki o obiektach
bedacych wytworami ludzkiego umyslu, jakimi sa w szczególnosci czastki
elementarne i pola 7
5. O lotach kosmicznych marzyli przed laty wszyscy. Dlaczego, gdy pierwsi
ludzie wyladowali na Ksiezycu, sprawy podrózy pozaziemskich przestaly 
praktycznie wszystkich - obchodzic 7
6. Dlaczego w dobrym tonie jest chwalic sie szkolnymi niepowodzeniami
w nauce matematyki czy fizyki, a nie wypada przyznawac sie do
niewydolnosci w humanistyce 7
'7. Czemu zawdziecza w chwili obecnej paranauka swoja przewage nad
nauka 7

Szanowny Panie Redaktorze
Dziekuje za list wraz z ankieta z dnia 15 IX 1994 i przepraszam,
ze odpowiadam w ostatniej chwili, a moze nawet juz po niej. Niestety,
nawal obowiazków ...

Oto moje odpowiedzi na pytania ankiety:

1. Nie sadze, aby hodowca karpi odniósl szczególna korzysc akurat ze
znajomosci stalej Hubble'a. Uwazam natomia~t, ze dobre wyksztalcenie
ogólne przynosi korzysc kazdemu, bo cwiczy umysl, poszerza horyzonty
myslenia i wyrabia nawyk pracy intelektualnej, która potrzebna jest dzis
w kazdym zawodzie. A co do samej stalej Hubble'a, to uwazam, ze dla
nie-fizyka wazniejsze jest wiedziec, ze wiek Wszechswiata daje sie w ogóle
jakos oszacowac, niz znac wielkosc tego oszacowania.

2. Sa dwa powody. Pierwszy wyjasnilem powyzej. Drugi jest bardziej
przyziemny. Kalkulator liczy rzeczywiscie szybciej, gdy w gre wchodza
duze liczby i gdy zaniedbujemy czas dostepu do kalkulatora. Przy malych
liczbach zawodnik rachujacy w pamieci wygrywa z przeciwnikiem, który
musi siegac po kalkulator i wpakowywac dane.

3. Nauki scisle koncentruja sie na wyjasnianiu istoty rzeczy,
a poszukiwanie istoty rzeczy to wlasnie odrzucanie tego, co mniej wazne,
na korzysc tego, co decyduje o wlasnosciach badanego przedmiotu. Istota
malych trójkatów jest znana wlasnosc sumy ich katów: w granicach
bledu kazdego pomiaru równa sie ona 180 stopni. Jednak dla trójkatów
kosmicznych ta wlasnosc przestaje opisywac istote rzeczy i wtedy trzeba
siegnac po geometrie Lobaczewskiego.

4. Czy rzeczywiscie ktos zastanawia sie dzis nad literalna trafnoscia nazwy
"fizyka"? Jest to po prostu nazwa historyczna powszechnie przyjeta i tyle!

5. Sadze, ze sprawy podrózy pozaziemskich obchodza dzis znacznie
wiecej ludzi i w znacznie wiekszym stopniu niz kiedys. Policzmy chocby
te armie naukowców, techników, managerów, urzedników, polityków
i prawników, którzy zajmuja sie lotami kosmicznymi zawodowo. A to,
ze prasa niedzielna mniej sie tymi podrózami interesuje, to tylko dowód,
ze przeniosly sie one ze swiata fantazji do codziennej rzeczywistosci.

6. Wiedza humanistyczna potrzebna jest wszedzie tam, gdzie czlowiek
spotyka sie z czlowiekiem. Dla przykladu, kto nie potrafi sprawnie
poslugiwac sie ojczystym jezykiem, ten jest ulomny w kazdej sytuacji
i w kazdym zawodzie. A czlowiek nie znajacy matematyki w wielu
sytuacjach moze radzic sobie calkiem niezle.

7. A czy rzeczywiscie ma taka przewage? Chyba tylko w niedzielnej prasie.
Andrzej BLIKLE



nieznacznie zaburzono upakowanie ziaren,
wówczas szczególy widma 17(v) ulegly
zasadniczym zmianom, jak to pokazuje
rysunek Sb.

Problem Borsuka o Podziale
rozstrzygniety
Danuta KOLODZIEJCZYK

W 1992 roku srodowisko matematyczne obiegla sensacyjna
wiadomosc, ze po 60 latach zostal rozstrzygniety negatywnie przez
Jeffa Kahna z USA i Gila Kalaia z Izraela slynny Problem Borsuka
o Podziale:

Czy kazdy ograniczony podzbiór przestrzeni euklidesowej
n-wymiarowej mozna podzielic na n + 1 czesci, z których kazda ma
srednice mniejsza niz wyjsciowy zbiór?

-:~~~,,~
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Profesor Karol Borsuk (1905-1982) byl jednym z najwybitniejszych matematyków
polskich okresu przed i powojennego, twórca nowych galezi topologii (teorii retraktów,
teorii ksztaltu, teorii grup kohomotopii). Jego idee oraz bogactwo i glebokosc
problemów, które stawial, stanowia inspiracje do badan w Polsce i za granica od wielu
lat.

Wyjasnijmy blizej pojecia wystepujace w sformulowaniu tego
pytania.

Srednica zbioru nazywamy kres górny odleglosci par punktów
nalezacych do zbioru. I tak, kolo o promieniu 1/2 ma srednice 1,
trójkat równoboczny o boku 1 ma srednice 1, natomiast kwadrat
o boku 1 ma srednice h.
Przestrzenie euklidesowe wymiaru 1, 2 i 3 to prosta, plaszczyzna
i przestrzen, w której zyjemy. Punkty na prostej mozna opisac przy

uzyciu jednej liczby (os liczbowa), a na plaszczyznie i w przestrzeni
za pomoca dwóch i trzech liczb, czyli w 2- i 3-wymiarowych
ukladach wspólrzednych. To podsunelo pomysl, by zdefiniowac
n-wymiarowa przestrzen euklidesowa, oznaczana tez przez Rn.
Punkty tej przestrzeni opisujemy za pomoca ukladów n liczb
(Xl, X2, ... , xn), czyli w n-wymiarowym ukladzie wspólrzednych.

W przestrzeni Rn odleglosc miedzy punktami a = (al, a2,' .. , an)

i b = (b1, b2, ... , bn) oblicza sie analogicznie jak w przestrzeni dwu
i trójwymiarowej:

p(a, b) = v(a1 - bI)2 + (a2 - b2)2 + ... + (an - bn)2.

Podobnie, jak w nizszych wymiarach, mozna tez zdefiniowac wiele

pojec geometrycznych. Na przyklad sfera sn-1(x, r) o srodku X

i promieniu r to zbiór punktów w Rn, których odleglosc od
punktu X jest równa r. Sfera sn-1(x, r) ma, oczywiscie, srednice 2r.

Indeks n-l w oznaczeniu sfery bierze sie stad, ze ma ona o jeden wymiar mniej mz
przestrzen - widac to dobrze na plaszczyznie (okrag) i w przestrzeni trójwymiarowej.

Rozwazmy czworoscian foremny o krawedzi 1. Jego srednica
jest równa 1. Zauwazmy, ze nie mozna go rozbic na trzy czesci
o srednicach mniejszych od 1 (dwa wierzcholki musialyby nalezec do
jednej z nich). Mozna jednak, co jest widoczne, rozbic go na cztery
takie czesci.

Istnieje n-wymiarowy odpowiednik czworoscianu - tzw. n-wymiarowy
sympleks (dla n = 2 jest to po prostu trójkat). Definiujemy go
jako uwypuklenie zbioru n + 1 punktów przestrzeni, które nie leza
w zadnej wspólnej przestrzeni nizszego wymiaru. Podobnie jak
czworoscian, kazdy n-wymiarowy sympleks "foremny" o krawedzi
1 da sie rozbic na n + 1 czesci o mniejszych srednicach, ale na
n czesci juz nie. Okazuje sie, ze tak samo jest ze sferami i kulami
w przestrzeni n-wymiarowej.

Uwypuklenie zbioru B to najmniejszy zbiór wypukly, który zawiera B.
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Rys. 5

Cecha wspólna pozostaje chaotyczny
charakter obserwowanych zaleznosci 17(V).

Pomimo to w tym doswiadczeniu
nie mozemy, jak poprzednio, mówic
o szumie, który stwierdzamy wówczas,
gdy obserwacje z róznych chwil róznia
sie, chociaz warunki eksperymentu nie
ulegaja zmianie. Tym razem bez watpienia
zostala zarejestrowana odpowiedz ukladu
na widmo As(v) zródla, charakterystyczna
dla konkretnego przestrzennego rozlozenia
wszystkich ziaren w naczyniu. Mozna ja
sprawdzic powtarzajac eksperyment w tych
samych warunkach. (W doswiadczeniu
wykluczono mozliwosc obserwowania
rezonansowych wzbudzen od naczynia.)
Trudno byloby wyjasnic zaobserwowane
zjawisko przyjmujac jednorodne rozlozenie
ziaren w próbce. Natomiast dla sieci
ciasno upakowanych ziaren mozna sobie
wyobrazic, ze w przestrzeni miedzy
detektorem a zródlem znajdzie sie na
pewno wiele rozgalezien sieci o coraz
drobniejszych odnogach, którymi
przenoszony jest sygnal. Nieregularne
zmiany zaleznosci transmisji 17( v) od
czestosci moga byc wywolane interferencja
tych sygnalów czastkowych.

Zachowanie sie dzwieku w ukladach
skladajacych sie z ziaren pokazuje, ze sa
to uklady niejednorodne, których wlasnosci
zaleza wyraznie od tego, w jakim miejscu
próbki je badamy. Dla ukladów sypkich
nie obowiazuje proporcjonalnosc miedzy
wielkoscia wprowadzonego do ukladu
zaburzenia a efektem, który ono wywoluje,
nawet wówczas, gdy zaburzenie jest
bardzo male. Sa to uklady nieliniowe,
co ilustruja opisane doswiadczenia.
Wydaje sie intrygujace pytanie, jakie
bedzie zachowanie ukladu sypkiego, gdy
poddamy go dzialaniu drgan o duzej
amplitudzie, znacznie wiekszej niz
stosowane dotychczas.

[1] Chu-heng Liu i S.R. Nagel, Physical

Review Letters, vol. 68, No 15, 2301 (1992).



W przypadku "zwyklej" sfery
dwuwymiarowej w przestrzeni
trójwymiarowej Twierdzenie
o Antypodach mozna obrazowo
sformulowac jak nastepuje:
Jesli sfere pomalujemy trzema kolorami,
to pewne dwa punkty lezace po
przeciwnych stronach srodka zostana
zamalowane tym samym kolol-em.

Istotnie, pomalowanie sfery na trzy kolory
odpowiada rozbiciu jej na trzy czesci.

Rys. l

A

Rys. 2

Rys. 3

To, ze sfery sn nie mozna podzielic na n czesci o mniejszej srednicy, nie jest
juz jednak tak proste. Dokladniej, ten fakt jest trescia slynnego Twierdzenia
Borsuka o Antypodach, które mówi, ze:

Jesli sfere (n - l)-wymiarowa rozbijemy na n czesci, to co najmniej jedna z nich
zawiera pare punktów antypodycznych (tj. punktów symetrycznych wzgledem
srodka sfery, inaczej mówiac: dwóch konców tej samej srednicy).

Nietrudno wykazac, ze o ile sfera w Rn nie da sie rozbic na n czesci o mniejszej
srednicy, to mozna ja latwo rozbic na n + l takich czesci (w przypadku
okregu i sfery 2-wymiarowej, patrz rys. l przedstawiajacy rozbicie kola i kuli).
W 1933 roku, publikujac Twierdzenie o Antypodach, Karol Borsuk wysunaL
przypuszczenie, znane odtad jako hipoteza Borsuka o Podziale, ze dowolny,
ograniczony podzbiór przestrzeni Rn ma równiez te wlasnosc. Zauwazmy (patrz
zadanie M 741), ze wystarczy zajac sie przypadkiem figur wypuklych.

Pytanie, czy hipoteza ta jest prawdziwa, okazalo sie bardzo trudne. Mimo
ze problem prostota sformulowania i nazwiskiem autora przyciagaL wielu
matematyków, przez dlugi czas pojawialy sie jedynie czesciowe rezultaty.

Pozytywna odpowiedz dla n = 2 zostala od razu podana przez Borsuka, ale
na taki sam wynik dla n = 3 trzeba bylo czekac przeszlo 20 lat. Opublikowal
go H.G. Eggleston w 1955 roku. Warto wspomniec, ze podobne rozwiazanie
oglosil polski matematyk J. Perkal na posiedzeniu Polskiego Towarzystwa
Matematycznego juz w 1947 roku, ale nie zlozyl go do druku. W 1957 roku
znacznie prostszy dowód prawdziwosci hipotezy dla n = 3 podali niezaleznie
B. Griinbaum iA. Heppes.

Metoda podzialu pokryw uniwersalnych, tj. figur, w których mozna umiescic
dowolny podzbiór Rn o srednicy l (na plaszczyznie sa nimi np. szesciokat
foremny o boku -13/3 i kwadrat o boku l), stosowana z dobrym skutkiem
w wymiarach niskich, raczej nie dawala nadziei na rozstrzygniecie problemu
w calej ogólnosci. Wydaje sie jednak, iz powszechnie wierzono, ze hipoteza
jest prawdziwa, a od czasu do czasu (podobnie jak w przypadku Wielkiego
Twierdzenia Fermata) ktos utrzymywal, ze potrafi ja udowodnic. Ale
proponowane, a czasem nawet publikowane dowody okazywaly sie falszywe.

W wymiarach wyzszych od trzech znane wiec byly tylko pewne szczególne klasy
figur, dla których udalo sie wykazac prawdziwosc hipotezy.

N a uwage zasluguje tu przede wszystkim dowód H. Hadwigera (1945) dla bryl
wypuklych o gladkim brzegu (nie bedziemy precyzowac, co to znaczy gladki
brzeg, odwolujac sie do intuicji: kula i elipsoida maja gladki brzeg, natomiast
wieloscian nie ma gladkiego brzegu, jest "kanciasty").

Pojawily sie równiez drobne wzmocnienia tego wyniku dla pewnych zbiorów
o niegladkim brzegu (1952, Anderson-Klee i inne), a A.S. Rissling udowodnil,
ze hipoteza jest prawdziwa dla bryl wypuklych majacych srodek symetrii.

Autorka niniejszego artykulu wykazala to samo dla bryl wypuklych o srednicy l
w przestrzeni Rn, które zawieraja (n - l)-wymiarowy sympleks foremny
o krawedzi 1.

W przypadku wymiaru 2 tym sympleksem jest po prostu odcinek o dlugosci l,
a dowód powyzszego faktu daje nam wówczas jeden z dowodów (byc moze
naj prostszy) hipotezy Borsuka dla n = 2.

Wezmy mianowicie dowolny odcinek o dlugosci l, którego konce leza na brzegu
danej figury F o srednicy 1. Konce te oznaczmy przez A i B. Latwo spostrzec,
ze F musi sie zawierac w czesci wspólnej dwóch kól o promieniach l i srodkach
w A i B (patrz rys. 2). Odleglosc punktów G i D jest wieksza niz l, wiec
jeden z nich, powiedzmy G, na pewno nie nalezy do F. Jesli wiec narysujemy
odpowiednio male kólko wokól punktu G, to musi ono takze byc rozlaczne
z F. Wobec tego figura F jest zawarta w takiej "wygryzionej soczewce" jak na
rysunku 3. Przesuwajac teraz odrobine punkty A i B po brzegu tej "soczewki"
w kierunku punktu D otrzymamy punkty Al i BI oraz rozbicie soczewki na trzy
czesci, z których kazda ma srednice mniejsza niz l (patrz rys. 3).

Znany rezultat H. W. E. Junga z 1901 roku mówi, ze:

J( azda bryle o srednicy l wRn mozna zawrzec w pewnej kuli o promieniu

r ::; ro = .Jn/(2n + 2) (czyli kula o promieniu ro jest pokrywa uniwersalna
w Rn). Co wiecej, jesli dla danej bryly najmniejsze takie r jest równe dokladnie

.Jn/(2n + 2), to zawiera ona wierzcholki pewnego n-wymiarowego sympleksu
o krawedzi 1.

6



W zwiazku z klasyczna hipoteza
Borsuka o Podziale powstalo tez wiele
innych, otwartych dotad problemów
o podobnie prostych sformulowaniach.
Zainteresowanym polecamy przegladowy
artykul D. Grunbauma "Borsuk's problem
and related questions", Proc. Bym!,os.
Pure !\I/ath., v. 7 (Convexity), Providence
(USA), 1963, 271- 284.

Zestawiajac ten fakt z tym, co powiedzielismy nieco wyzej, dorzucamy do
wspomnianych juz wyników troche przewrotne stwierdzenie, ze:

J( azda bryle wypukla o srednicy 1 wRn, która nie miesci sie w zadnej kuli
n-wymiarowej o promieniu mniejszym od vn/(2n + 2) mozna podzielic na n + 1
czesci o mniejszej srednicy.

Nietrudno wykazac, ze dla udowodnienia (lub obalenia) hipotezy Borsuka
wystarcza rozwazac zamiast calego zbioru o srednicy 1 tylko punkty, które sa
koncami odcinków o dlugosci l zawartych w tym zbiorze.

Ale nawet "naj prostszy" przypadek zbiorów zlozonych ze skonczonej liczby
punktów lub równowaznie - wieloscianów sprawial trudnosci, wydawaloby sie,
nie do pokonania. Az do roku 1992 ...

W roku 1992 Jeff Kahn i Gil Kalai obalili nieoczekiwanie hipoteze Borsuka
wykazujac, ze istnieje zbiór, a nawet wieloscian bardzo duzego wymiaru n
(a wiec równiez pewien skonczony zbiór punktów w przestrzeni euklidesowej tego
wymiaru), którego nie mozna podzielic na n + 1 czesci o mniejszej srednicy.

Wykorzystujac kombinatoryczne lematy Frankla i Wilsona oraz Larmana,
o skonczonych konfiguracjach punktów w Rn, udowodnili oni, ze
jesli n = 4p", gdzie p jest liczba pierwsza, a a E N, to najmniejsza liczba czesci
o srednicy mniejszej od 1, na jaka mozna rozlozyc kazdy zbiór o srednicy 1 wRn,

jest nie mniejsza niz (1,1)vn.

Dla odpowiednio duzych n liczba (1,1)v'n jest znacznie wieksza od n + 1 (patrz
tez zadanie M 742).

Mozliwosc zastosowania metod kombinatorycznych do badan nad tym
problemem zostala po raz pierwszy zasugerowana prawdopodobnie przez
P. Erdosa, który uzyl ich do prostych dowodów hipotezy Borsuka dla
skonczonych zbiorów punktów w wymiarach 2 i 3. Jego podejscie wydawalo sie
jednak zbyt trudne do przeniesienia na wymiary wyzsze.

Warto wspomniec, ze dwaj autorzy zaskakujaco elementarnego, choc technicznie
dosc skomplikowanego, rozwiazania nie nalezeli do grona stalych amatorów
hipotezy, nie byli nawet przedstawicielami tych dyscyplin matematyki, z którymi
byla ona zwykle wiazana (geometria i topologia). O problemie dowiedzieli sie
przypadkiem.

Entuzjastom hipotezy Borsuka o Podziale pozostalo wiec do rozstrzygniecia,
w jakim wymiarze przestaje ona byc prawdziwa, w szczególnosci: jak wyglada
sytuacja w najnizszym nie zbadanym dotad wymiarze 4.

Rozwiazanie zadania M 741. Warunki tezy zadania spelnia
np. zbiór n bedacy uwypukleniem A. Zauwazmy najpierw,
ze srednica cliam n zbIoru B jest równa l. W tym celu niech A,
bedzie suma wszystkich odcinków o koncach w A, A2 - suma
wszystkich odcinków o koncach w A" itd. Ogólnie, niech Ak+l
bedzie suma wszystkich odcinków o koncach w Ak. Latwo wykazac
przez indukcje ze diam Ak = l dla wszystkich k. Poniewaz

Ak C Ak+l' to wynika stad, ze zbiór

kEN

ma srednice l i, oczywiSCie, jest wypukly. Poniewaz B jest
najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A, to mamy
A C B C C, a zatem

l = diam A :<::: diam B :<::: diam C = 1 .

Gdyby zbiór B mozna bylo podzielic na n czesci B" ... , Bn
O srednicy mniejszej od l, to zbiot·y A, = B; n A stanowilyby
rozbicie A na n czesci o srednicy mniejszej od 1 - sprzecznosc.

Uwaga: Czytelnik \Vnikliwy zechce sie zastanowic, czy istnieje takie
no, ze dla k > no mamy Ak = Ano, i czy B = C.
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Rozwiazanie zadania M 742. Zgodnie ze wspomnianym
w artykule Problem Borsuka o Podziale rozstrzygniety rezultatem
Kahna i Kalaia wystarczy np. znalezc takie k E N, by dla
n = 4 . 22k miec

Poniewaz v'n = 2k+l E N, to ze wzoru c1WUJnlanowego Newtona
wynika, ze

( l)vn v'n l1+ 10 > ( 5 ) 105 .

Nietrudno zauwazyc, ze dla n ~ 64, gdy v'n - 4 ~ v'n/3 prawa
strona ostatniej nierównosci jest wieksza od liczby

nS/2

16~10s '

która jest wieksza od n 2 dla n > 28 . (5')' . 10'0, a wiec tym
bardziej dla n ~ 28. (128)2 . (24)'0 = 262 Warunki zadania
spelniaja wiec np. wszystkie liczby n postaci 4 . 22k, gdzie k jest
liczba naturalna nie mniejsza od 30.

Uwaga. Mozna sprawdzic, ze (l,l)vn > n + l juz dla
n = 9162« 282.



mala delia

Paradoks kapilarny

Zapewne kazdy z Czytelników Delty zna nastepujace

proste, a efektowne doswiadczenie: z dwóch

listewek budujemy równie pochyla w postaci szyn

rozszerzajacych sie ku górze; nastepnie kladziemy

na nich bryle o ksztalcie dwóch jednakowych

stozków zlaczonych podstawami. Przy odpowiedniej

geometrii ukladu bryla bedzie sie toczyc pod góre!

Wytlumaczenie tego paradoksu jest proste. Poniewaz

szyny rozszerzaja sie ku górze, polozenie srodka masy

toczacej sie pod góre bryly obniza sie, a zatem maleje

jej energia potencjalna.

Rys. 1

Rys. 2. Bryla pozornie toczy sie pod góre, ale jej srodek
ciezkosci obniza sie.

poziom

równia

pochyla.

_pochyla
------ rÓwTlia

h

widok

z góry

widok
z hoku

Takie zachowanie sie wody mozemy latwo

wytlumaczyc, jesli pamietamy o zjawiskach

kapilarnych. Woda w kontakcie ze szklem tworzy

menisk wklesly (w naszym przypadku beda to dwa

meniski). Cisnienie cieczy pod powierzchnia menisku

wkleslego jest nizsze od cisnienia atmosferycznego.

Róznica obu tych cisnien jest równa
2a

b..p = - cos O ,r
gdzie r jest promieniem krzywizny menisku (jest on

proporcjonalny do promienia rurki), a - napieciem

powierzchniowym na granicy woda-powietrze,

a O - katem zwilzania szkla przez wode. W górnej

czesci rurki, gdzie jej promien jest mniejszy, mniejszy

jest takze promien krzywizny menisku, a zatem

wieksza jest róznica cisnien.

Podobny paradoks ma takze miejsce w fizyce cieczy.

Jesli do szklanej rurki o ksztalcie stozka wpuscimy

troche wody i rurke ustawimy pionowo, wezszym

koncem ku górze, moze sie okazac, ze woda zamiast

wyciekac z rurki, bedzie sie przemieszczac do góry!
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Rys. 3. Woda w rurce kapilarnej,
B - kat zwilzania, r - promien
krzywizny menisku.

Rys. 4. Ruch wody w zwezajacej sie
ku górze rurce kapilarnej.

Na kazdy z menisków dziala skierowana do wnetrza cieczy wypadkowa

sila parcia. Sily te zaleza nie tylko od róznicy cisnien po obu stronach

powierzchni, ale i od pola powierzchni menisku. Róznica cisnien jest odwrotnie

proporcjonalna do promienia rurki, pole powierzchni zas jest proporcjonalne

do kwadratu promienia, tak wiec sila parcia jest proporcjonalna do promienia

rurki, czyli jest wieksza w szerszej, dolnej czesci. Wartosc wspólczynnika

proporcjonalnosci nie jest szczególnie istotna, choc przy, odrobinie wprawy
mozna go obliczyc. Tak wiec na wode dziala wypadkowa sila parcia skierowana

pionowo do góry i moze byc ona wieksza niz ciezar wody, a wtedy wbrew sile

grawitacji woda bedzie sie przemieszczac ku górze.

Mozemy na to popatrzec takze z innego punktu widzenia. To, ze woda

w kontakcie ze szklem tworzy menisk wklesly, wynika z faktu, ze oddzialywania

przyciagajace miedzy czasteczkami wody i szkla sa silniejsze niz oddzialywania

miedzy samymi czasteczkami wody. W konsekwencji napiecie powierzchniowe

na granicy woda-szklo jest mniejsze niz napiecie powierzchniowe na granicy

woda-powietrze. Oznacza to, ze energia powierzchniowa wody (a dokladniej:
powierzchniowa energia swobodna) jest tym mniejsza, im wieksza jest

powierzchnia kontaktu wody ze szklem. Minimalizujac swoja energie
powierzchniowa woda bedzie sie przemieszczac ku górze. Wprawdzie rosnie

wtedy potencjalna energia grawitacyjna, ale w sumie takie zachowanie sie moze
byc oplacalne.

W ten sam sposób mozna wytlumaczyc to, ze jesli w naczyniach polaczonych
jedno z ramion jest kapilara, to poziom wody w tym ramieniu jest wyzszy niz

w pozostalych (rys. 5). Polozenie równowagi odpowiada minimum energii,
do której istotny wklad daja energia powierzchniowa i potencjalna energia

grawitacyjna. Woda podnosi sie w rurce kapilarnej zmniejszajac energie
powierzchniowa, az znajdzie sie w polozeniu równowagi.

A jak w zwezajacej sie rurce kapilarnej bedzie sie zachowywac rtec?

Rys.5

Mala Delte przygotowal Krzysztof REJMER
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Kilka slów o powierzchniach
Jaroslaw GÓRNICKI

Rys. 1. Dowolne otoczenie Vc n S
punktu A sklada sie z "trzech kawalków" ,
nie przypomina wiec plaszczyzny.

Rys. 2. Torus

s s

Czasem precyzyjne okreslenie (na gruncie matematyki) pozornie prostego
pojecia nastrecza wiele trudnosci. Tak jest, na przyklad, w przypadku
odpowiedzi na pytanie: co to jest krzywa? Przekonasz sie o tym Czytelniku
przegladajac ksiazke [5]. Podobnie klopotliwe jest okreslenie powierzchni.
Mozemy o niej mówic, na przyklad, z punktu widzenia geometrii, a szczególnie

geometrii rózniczkowej (patrz np. [2]) badz z punktu widzenia topologii.
Aby uniknac tych trudnosci, w tym artykule poprzestaniemy na intuicyjnym
rozumieniu terminu powierzchnia. Bedzie to dla nas twór dW1twymiarowy,

ograniczony, który lokalnie przypomina plaszczyzne, tzn. malutki czlowieczek
postawiony w dowolnym miejscu na tej powierzchni bedzie mial wrazenie, ze stoi
na plaszczyznie - podobnie nam sie wydaje, ze Ziemia jest plaska. Bedziemy
ponadto zakladac, ze powierzchnia jest zbiorem domknietym, tzn. wraz
z ciagiem zbieznym punktów zawiera jego granice·

Przykladami powierzchni sa wiec: sfera, powierzchnia torusa (rys. 2), natomiast
plaszczyzna (jako zbiór nieograniczony), sfera z usunietym jednym punktem
(gdyz nie jest domknieta), czy figura z rysunku l nie sa powierzchniami.

Latwo godzimy sie z pogladem, ze róznych powierzchni jest duzo. Czy mozna je
w jakis sposób klasyfikowac?

Popatrzmy na sfere i na torus. Intuicyjnie jest dla nas jasne, ze wszystkie
powierzchnie z rysunku 3 w jakims sensie sa powierzchniami tego samego
typu co torus, natomiast sfera jest powierzchnia innego typu. Chcialoby
sie powiedziec, ze powierzchnie z rysunków 2 i 3 maja jedna "dziure",
natomiast sfera dziury nie ma. Lecz co to znaczy, ze torus ma dziure? Jak ja
matematycznie zdefiniowac? Zamiast zajmowac sie owa definicja, wskazemy
inna wlasnosc, która odróznia sfere od wszystkich torusopodobnych powierzchni
z rysunków 2 i 3.

----

Rys. 3. Metamorfozy torusa otrzymane przez Jjfozciaganie" J "skurczanie" l "wyginanieJJ l ale bez
"rozrywan)) i )lsklejen".

Narysujmy na sferze dowolna krzywa zamknieta bez samoprzeciec IS' Wówczas
zawsze znajdziemy dwa punkty A i B lezace na sferze poza krzywa IS i o tej
wlasnosci, ze kazda krzywa laczaca A z B przecina krzywa IS (rys. 4). Powyzsza
wlasnosc mozemy tez intuicyjnie opisac tak: kazda krzywa zamknieta i bez
samoprzeciec, lezaca na sferze rozcina ja na osobne czesci.

Torus (i zadna torusopodobna powierzchnia z rysunku 3) takiej wlasnosci
nie ma. Istotnie. Rozwazmy krzywa It taka, jak na rysunku 5. Wówczas
dowolnie polozone punkty A i B (lezace poza It) mozna polaczyc krzywa nie
przecinajaca It. Innymi slowy, krzywa It nie rozcina torusa na osobne czesci.
Odkrylismy w ten sposób wlasnosc, za pomoca której mozemy te powierzchnie
odrózniac - klasyfikowac. Aby to lepiej zobrazowac, opiszemy teraz sposób
tworzenia innych powierzchni. Zrobimy nowa powierzchnie "sklejajac" dwa
torusy, a dokladniej - zdefiniujemy tzw. sume spójna dwóch torusów Tl #T2'
Budujemy ja nastepujaco: wycinamy w kazdym z torusów kolo (i wyrzucamy je),
a nastepnie "zszywamy" oba torusy wzdluz brzegów owych dziur (rys. 6).

Rys. 4

y,

Rys. 5
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a) zszywamy "Doszywajac" w podobny sposób kolejne torusy bedziemy otrzymywali coraz to

inne powierzchnie (rys. 7).

Umawiamy sie przy tym, ze:
rodzajem powierzchni nazywamy maksymalna liczbe zawartych w niej rozlacznych

krzywych zamknietych bez samoprzeciec i takich, ze rozciecie powierzchni wzdluz

tych krzywych nie powoduje jej rozpadu na osobne czesci.

Na przyklad:

- sfera jest powierzchnia rodzaju O,

- torus jest powierzchnia rodzaju 1,

- Tl#T2 jest powierzchnia rodzaju 2 (rys. 6b),

- Tl#T2#T3 jest powierzchnia rodzaju 3 (rys. 7), itd.

Dokladniejsza analiza tego zjawiska - tym zajmuje sie, miedzy innymi, topologia

- pokazuje, ze powierzchni róznego rodzaju nie mozna wzajemnie na siebie
odwzorowac w sposób ciagly i róznowartosciowy.

Do dalszych rozwazan dopuscimy teraz dodatkowo tzw. powierzchnie z brzegiem,

na przyklad domkniete kolo, prostokat z brzegiem.

W szystkie wymienione dotychczas przyklady powierzchni maj a jedna wspólna

ceche - na kazdej z nich mozna wyróznic dwie strony. Dwie strony takiej
powierzchni mozna pomalowac róznymi kolorami, aby je rozróznic. Jezeli

powierzchnia jest zamknieta (tzn. bez brzegu), to kolory nigdzie sie nie stykaja.
Jezeli powierzchnia ma brzeg (np. prostokat), to oba kolory stykaja sie tylko

wzdluz brzegu. Zatem - czy istnieja powierzchnie majace tylko jedna strone?

Tak. Przyklady takich powierzchni podali okolo 1858 roku, niezaleznie,

A.F. Mobius (1790-1868) i J.B. Listing (1808-1882). Model takiej jednostronnej
powierzchni bardzo latwo otrzymac. Bierzemy waski pasek papieru, jeden jego

koniec przekrecamy o 1800 (w lewo lub w prawo) i sklejamy z drugim.

Otrzymujemy w ten sposób figure zwana obecnie wstega Miibiusa (rys. 8 i 9).

III

Rys. 6. Jezeli T,#T2 rozetniemy
wzdluz " i ,2, to nie rozpadnie sie·

b) po zszyciu

Rys. 7 Rys. 8. Kolejne etapy tworzenia wstegi Mobiusa.

Rys. 9. Przeciwnie skierowanie wstegi
Mobiusa.

Mozemy, oczywiscie, otrzymac dwie przeciwnie skrecone wstegi Mobiusa
i zadne wyginanie, rozciaganie bez rozrywania nie przeprowadzi jednej z tych

powierzchni w druga. Otrzymujemy w ten sposób dwie rózne powierzchnie

jednostronne - z kazdego punktu wstegi do dowolnego innego jej punktu mozna

przejst bez przechodzenia przez brzeg.

Nadmienmy w tym miejscu, ze dla powierzchni bez brzegu rodzaj powierzchni

plus informacja, czy jest ona jedno-, czy dwustronna, okresla te powierzchnie

jednoznacznie z topologicznego punktu widzenia. Powierzchnie dwustronne
rodzaju n 2 O to

- dla n = O: sfera,

- dla n 2 1 to suma spójna n torusów,

i innych dwustronnych powierzchni bez brzegu w topologii nie ma, to znaczy

kazda inna moze byc w sposób ciagly i róznowartosciowy przeksztalcona na

jedna z wyzej wymienionych.
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krzywe niezawezlone :

... i zawezlone:

Wrócmy teraz do wsteg Mobiusa i przypatrzmy sie jednej z nich. Nie tylko jest
to powierzchnia jednostronna, ale ma jeden brzeg bedacy krzywa zamknieta

"niezawezlona" (rys. 10). Ponadto wyobrazmy sobie, ze srodkiem wstegi
Mobiusa od punktu A (rys. 11) przesuwamy wzajemnie prostopadle wektory
u i v. Po przejsciu calej wstegi i powrocie do punktu A wektory sa skierowane

przeciwnie - zmienily orientacje. Zatem pojecie "orientacja" na powierzchniach
jednostronnych nie ma sensu. Kolejna niespodzianka jest zachowanie sie wstegi
Mobiusa podczas jej rozcinania. Co otrzymamy, gdy:

(i) rozetniemy wstege Mobiusa wzdluz linii srodkowej równoleglej do brzegu?
(ii) rozetniemy wstege Mobiusa równolegle do brzegu w odleglosci 1/3 jej

szerokosci?

Rys. 10 Poniewaz nasza intuicja i wyobraznia czasem nas zawodzi, warto w tym miejscu

siegnac po papier, klej, nozyczki i ... eksperymentowac (rys. 12 i 13) .

Rys. 13. Po rozcieciu powstaja dwie zaplecione wstegi - krótsza jest powtórzeniem wyjsciowej,
dluzsza zas jest skrecona o 3600 i jest powierzchnia dwustronna·

c

A

D

A

Prezentujac wstege Mobiusa mozna jeszcze wspomniec o jej" modelu
zaproponowanym przez B. Tuckermanna: wstega sklada sie z szesciu scian
osmioscianu i czterech trójkatów prostokatnych, jej brzegiem jest trójkat ABC
(rys. 14).

wstega Mobiusa 
powierzchnia jednostronna:

... po obiegu ...

Rys. 11

po rozcieciu
powierzchnia dwustronna:

Rys. 12.

Rys. 14. Wstega Mobiusa o plaskim brzegu.

Oczywiscie, wstega Mobiusa nie jest jedyna powierzchnia jednostronna, której
model mozemy otrzymac z paska papieru. Aby sie o tym przekonac, trzeba
wykonac model powierzchni wyobrazonej na rysunku 15 (pasek papieru
skrecamy o 3 . 1800 w lewo lub wprawo) i zobaczyc, czym rózni sie on od
modelu "klasycznej" wstegi Mobiusa. Z tak uzyskanymi nowymi modelami
powierzchni jednostronnych mozemy wykonac operacje (i) i (ii).

Z punktu widzenia topologii powierzchnie z brzegiem mozemy nie tylko podzielic
na dwustronne i jednostronne. Mozemy je jeszcze rozróznic ze wzgledu na liczbe
krzywych brzegowych i ich wzajemne polozenie. Wykonujac nizej proponowane
modele (nie jest to latwe) przekonamy sie o bogactwie takiego podzialu dla
powierzchni o co najwyzej dwóch brzegach (odpowiednie rysunki znajduja sie
na przedniej okladce):
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Rys. 15

a)

Rys. 16
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a) jednostronne powierzchnie z jednym brzegiem

(1) brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona,
(2) brzeg jest krzywa zamknieta zawezlona;

b) dwustronne powierzchnie z jednym brzegiem

(3) brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona,
(4) brzeg jest krzywa zamknieta zawezlona;

c) jednostronne powierzchnie z dwoma brzegami

(5) oba .brze~i sa krz~wymi zamknietymi niezawezlonymi, które nie sa
lustro wzaJemme zaczeplOne,

------------- (6) oba br~egi s~ krzywymi zamknietymi niezawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi,

(7) oba br~egi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, które nie sa wzajemnie
zaczeplOne,

(8) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi ,

(9) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta
zawezlona i nie sa one wzajemnie zaczepione,

(10) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta
zawezlona i sa one wzajemnie zaczepione;

d) dwustronne powierzchnie z dwoma brzegami

(11) oba .brze~i sa krz~wymi zamknietymi niezawezlonymi, które nie sa
wzaJemme zaczeplOne,

(12) oba br~egi s~ krzywymi zamknietymi niezawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi,

(13) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, które nie sa wzajemnie
zaczeplOne,

(14) oba brzegi sa krzywymi zamknietymi zawezlonymi, wzajemnie
zaczeplOnymi,

(15) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta
zawezlona i obie krzywe nie sa wzajemnie zaczepione,

(16) jeden brzeg jest krzywa zamknieta niezawezlona, drugi krzywa zamknieta
zawezlona i obie sa wzajemnie zaczepione.

Dotychczas omawiane powierzchnie zamkniete (bez brzegu) byly zawsze
dwustronne. Naturalne jest wiec pytanie o istnienie powierzchni zamknietych, ale
jednostronnych. Powierzchnie tego rodzaju opisal po raz pierwszy w 1874 roku
F. Klein (1849-1925). Jej pogladowe przedstawienie jest troche klopotliwe,
gdyz, podobnie jak zawezlonego okregu nie mozna umiescic na plaszczyznie
(bo beda samoprzeciecia), tak butelki Kleina (patrz okladka - A(10)) nie mozna
umiescic w przestrzeni trójwymiarowej. Mozemy natomiast zaprezentowac
jej wyobrazenie w postaci powierzchni z pozornym samoprzecieciem. Aby
zrozumiec, na czym ten trick polega, popatrzmy na rysunek 16. Rysunek 16a
interpretowany w "normalny" sposób przedstawia podzbiór R2 zlozony z okregu
i przecinajacego go odcinka. Mozemy jednak umówic sie, ze przeciecie sie
obu tych figur jest tylko czyms pozornym, spowodowanym "niedoskonaloscia
srodków wyrazu", gdyz w rzeczywistosci sytuacja wyglada tak jak na
rysunku 16b.

Butelka Kleina, bo o niej bedziemy teraz mówic, jest pewna powierzchnia
umieszczona w czterowymiarowej przestrzeni. Rysunek A(10) przedstawia jej
trójwymiarowe wyobrazenie z pozornym samoprzecieciem. Rozetnijmy ja, aby
zobaczyc, jak ona wyglada wewnatrz (rys. B), nastepnie z obu czesci uSUllmy
pozorne samoprzeciecia. Po "wyprostowaniu" i "wygladzeniu" otrzymamy dwie
wstegi Mobiusa (rys. C). Caly ten proces mozemy teraz odwrócic. Pokazuje to,
ze butelke Kleina mozna otrzymac "sklejajac" brzegami dwie wstegi Mobiusa.
Rysunki A, B i C znajduja sie na tylnej okladce.

Eksperymentowac mozemy dalej - wytnijmy w sferze kolo (i wyrzucmy
je), a nastepnie polaczmy brzeg tej dziury z brzegiem wstegi Mobiusa.
Otrzymamy ... cos, czego znowu nie mozna narysowac w przestrzeni
trójwymiarowej. To plaszczyzna rzutowa stanowiaca model jednej z geometrii
nieeuklidesowych - geometrii eliptycznej. Moze warto poznac te zjawiska
dokladniej i nie poprzestac na tym artykule, który bardziej przypomina
"machanie rekami" niz precyzyjna matematyke.
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Redaguje Jerzy B. BROJAN
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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O do
1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N -liczbe osób, które nadeslaly
rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle
punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek
z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Rozwiazania zadall z fizyki z numeru 2/1995
Przypominamy tresc zadan:

193. Sily przyplywowe dzialajace na Ziemie ze strony Ksiezyca
powoduja stopniowe spowalnianie obrotu Ziemi (wydluzanie dnia).
Gdy w odleglej przyszlosci obrót Ziemi zsynchronizuje sie z obiegiem
Ksiezyca, plywy ustana. Ile bedzie wtedy wynosila jednakowa
dlugosc dnia i miesiaca, a ile - odleglosc Ksiezyca od Ziemi?
Przyjac, ze moment bezwladnosci Ziemi jest równy 0,33 M R'
(pamietajmy, ze Ziemia nie jest jednorodna kula - srednia gestosc
jadra jest wieksza niz plaszcza i skorupy). Pozostale niezbedne dane
wziac z tablic. Pominac sily plywowe dzialajace ze strony Slonca.

194. Dwa mikrofony umieszczono we wzajemnej odleglosci 0,5 m.
Nietoperz leci w kierunku równoleglym do prostej, na której leza
mikrofony i w danej chwili znajduje sie w odleglosci 10 m od
kazdego z nich. Stwierdzono, ze czestotliwosc "pisku" nietoperza
wynosi 100 kHz, a laczny sygnal (otrzymany z dodania sygnalów
odbieranych przez oba mikrofony) pulsuje z czestotliwoscia 50 Hz.
Z jaka predkoscia leci nietoperz? Predkosc dzwieku w powietrzu
wynosi 330 m/s.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 185 (WT=2,60) i 186 (WT=3,60)

z numeru 10/1994
And:rzej NowogrodzJ:c.i - Chocianów 42,88
Tomasz Wietecha. - Tarnów 40,49
Andrzej Borowski - Alek:!a.ndrów K. 38,48
Aleksa.nder Surma. - Myszków 25,58
Artur Gawryszcza.k - Dubeczno 21,23

193. Wprowadzmy oznaczenia: Tm = 27,32 d - okres obiegu Ksiezyca wokól Ziemi (miesiac
gwiazdowy), Td = 23 h 56 min 4 s = 0,9973 d - okres obrotu Ziemi (doba gwiazdowa),
T' - szukany wspólny okres, Wm = 21rITm, Wd = 21rITd, w' = 21rIT', Mz - masa Ziemi,
M}{ - masa Ksiezyca, n = MzIM}{ = 81,51, R = 384 400 km - srednia odleglosc Ksiezyca1
od Ziemi, R' - ta odleglosc po ustaniu plywów, Rs = R-- - odleglosc srodka masy ukladun+1
Ziemia-Ksiezyc od srodka Ziemi, Rz - promien Ziemi, r Z = Rz I R = 0,01657, RJ( - promien
Ksiezyca, rJ( = RJ( I R = 0,0045, r' = R' I R.

Zadanie sprowadza sie do wykorzystania zasady zachowania momentu pedu. Poczatkowy
moment pedu jest opisany wzorem

J( = wm(MzR} + MJ((R - RS)2 + 0,33MJ(R}() + Wd' 0,33MzR~,

gdzie dla Ksiezyca przyjelismy ten sam wspólczynnik 0,33 w momencie bezwladnosci co dla
Ziemi (praktycznie nie ma to znaczenia, gdyz ten skladnik momentu pedu jest bardzo maly).
Zauwazmy, ze Ksiezyc jest zwrócony do Ziemi stale ta sama strona, czyli jego obrót wokól
wlasnej osi jest zsynchronizowany z obiegiem wokól Ziemi. Jesli tak bedzie takze w stanie
koncowym (znów zalozenie bez istotnego znaczenia), to wzór koncowy ma postac

K = w'(MzR~ + 0,33MzR~ + M]((R' - R:,,)2 + 0,33MJ(R}().

Przeksztalcajac tozsamosc J(pocz = Kkonc dochodzimy do równania

1 ( (1)) 1 1 ,-,- 1 + 0,33rJ( 1 + - + - .0,33r~(n + 1) = _(,.2 + 0,33(n + l)(r~ + ";dn)),
1m n Td T'

a po podstawieniu danych liczbowych
1

0,04410 = T' (r,2 + 0,00748).

Wedlug trzeciego prawa Keplera R3 I R,3 = T:"'IT'2, czyli r'2 = (T' ITm)4/3 = 0,01215(T')4/3.
Rozwiazujac numerycznie równanie

0,04410 = 0,01215(T')1/3 + 0,00748(T')-1

znajdujemy T' = 47,3 d, skad r' = 1,44 (tyle razy zwiekszy sie promien orbity Ksiezyca).
Istnieje tez drugie rozwiazanie (T' = 0,2024 d, r' = 0,038), lecz wymagaloby ono dostarczenia
energii do ukladu, podczas gdy plywy energie odbieraja.

194. Sygnaly odbierane przez mikrofony sa przesuniete wzgledem siebie w fazie, a róznica faz
wynika z róznicy dróg od nietoperza do jednego i drugiego mikrofonu. Maksimum lacznego
sygnalu przypada wtedy, gdy róznica dróg jest calkowita wielokrotnoscia dlugosci fali A. Jesli
oznaczymy odleglosc miedzy mikrofonami przez d, odleglosc od nich do prostej, wzdluz której
leci nietoperz, przez Z, a przesuniecie nietoperza przez x, to róznica dróg jest dana wyrazeniem

(zob. rys.) JZ2 + (x + d12)2 _ J[2 + (x _ d12)2 :::; xd .
Z

Dl u fal' . , , 330 [mis] 33 W'd ... 1/50 .
ugosc I Jest rowna A = - -- = , mm. I zImy, ze w cIagu s llIetoperz100 kHz

przelatuje odcinek ZAld = 66 mm, zatem jego predkosc wynosi 3,3 mis.

14



--,• 44
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/1995

Przypominamy tresc zadan:

295. Dana jest liczba naturalna n. \Nyznaczyc najmniejsza liczbe m o nastepujacej wlasnoscI.
z kazdego m-elementowego podzbioru zbioru {l, 2, ... , 3n} mozna wybrac liczby a, b, dla których
n < a - b < 2n.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 285 (WT=3,29) i 286 (WT=1,76)

z numeru 9/1994
Knyntof Jedzinia.k - Ka.towice 44,82
Wa.ldemar Pompe - Wa.rsza.wa. 43,89
Mirosla.w Ma.tl'Cga. - Skoczów 43.59
Ada.m Czornik - Bytom 33,01

296. Wewnat.rz trójkata ABC znajduje sie punkt P. Jego odleglosci od wierzcholków A, B C rówl1<
sa odpowiednio Ra, Rb, Rc, a od prostych BC, CA, AB - odpowiednio ra, "b, '·c. Dowiesc, ze

8(VRbRC + raje VRcRa + rb)( VRaRb + rc):::; 27 RaRbRc.

Kiedy zachodzi równosc?

295. Wykazemy, ze naj mniejsza liczba O zadanej wlasnosci jest n + 2.

Jezeli zbiór M nie zawiera takiej liczby, to wówczas zbiór M \ {3n} jest podzbiorem
sumy Al U ... U An zbiorów dwuelementowych

Jezeli zbiór M zawiera co najmniej jedna liczbe b spelniajaca nierównosci n < b < 2n,
to wystarczy przyjac a = 3n: róznica a - b jest wtedy wieksza od n, a mniejsza od 2n.

An = {n,3n - n.

{fIaj'a /
- . - = V cos <p • cos,p <Rb Re -

< cos<p + cos,p = cos <p +,p cos <p -,p < cosO'
2 2 - ,

ra

Zatem liczba n + 2 ma wlasnosc, o która chodzi. Liczba n + l tej wlasnosci juz nie ma,
bowiem (n + l)-elementowy zbiór {l, ... ,n} U {3n} nie zawiera pary liczb a, b, dla których
n < a - b < 2n.

Zbiór M \ {3n} ma n + 1 elementów, wiec jego czesc wspólna z co najmniej jednym
zbiorem Ak jest zbiorem dwuelementowym. Oznaczajac elementy zbioru Ak przez a j b mamy
szukana pare: a - b = 2n - l.

296. Niech Q bedzie rzutem punktu P na prosta BG. Oznaczmy miary katów BPG, GPA,
APB, BPQ, GPQ odpowiednio przez 20',2/3,2')', <p,,p. Jesli Q jest punktem odcinka BG,

to 20' = <p +,p, a jesli Q lezy poza tym odcinkiem, to 20' = l<p - ,pl. W kazdym przypadku
mamy nierównosc

Niech M bedzie dowolnym (n + 2)-elementowym podzbiorem zbioru {l, 2, ... , 3n}. Jesli c jest
najwieksza liczba w tym zbiorze, to zwiekszajac wszystkie liczby ze zbioru M O jednakowy
skladnik 3n - c otrzymujemy (n + 2)-elementowy zbiór MI, zawarty w {l, 2, ... ,3n}
i zawierajacy liczbe 3n. Zbiór M zawiera taka pare liczb a, b, ze n < a - b < 2n wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiór MI zawiera taka pare. Zatem wystarczy ograniczyc uwage do zbiorów
(n + 2)-elementowych, których najwiekszym elementem jest liczba 3n. Niech 111 bedzie takim
zbiorem.

Pietnasty Weteran Klubu 44 M:
pan Jedziniak'

i analogicznie

Rozwiazanie zadania M 743. Nie,
poniewaz t.orus Jest powierzchnia bez
brzegu (t.zn ot.oczenie kazdego punktu
przypomina plaszczyzne). Jesli przez
pewie,., punkt wstegi prowadZImy
cieciPJ to Jego otoczenie nIe przypornin::\
plaszczyzny, tylko pólplaszczyzne
(z brzegiem) Ogólnie: z powierzchni
z brzegiem IllE rnozna wyci'1C powierzchnl
bez brzegu

Nie, poniewaz 11lrówka. moglaby przejsc
1"0 wstedze Miibiusa z dowolnego punktu
do tego samego punktu "po drugiej
stronie" wstegi, czyh z v\'netrza torusa
moglaby wydostac sie na zewnatrz,
co Jest nienl0zliwe. Ogólnie: z powierzchni

orientowalnej (tj. dwustronnej) nie mozna
wyciac powierzchnI nieorientowalnej
(tj. jednostronnej); tTIozna natomiast
z powierzchni jednost.ronnej wyciac
dwustronna, o czym kazrly moze sie
przekonac np. tnac w poprzek wst.ege
l\Iiibiusa.

Poniewaz zas O'+ /3+ ')' = 1r (0',/3,')' < 1r/2), zatem z wkleslosci funkcji cosx w przedziale
(O;1r/2) dostajemy oszacowanie

c_o_s_O'_+_c_o_s_/3_+_c_o_s_')'< cos _0'_+_/3_+_')'__ ~
3 - 3 2

Wobec tego

(~+ ra)(~ + rb)(~ + re)
RaRbRe

_ (1 _ra_) (l _rb_) (1 _re_) <- + .jRbRe + .jReRa + .jRaRb -

:::;(1 + cosO')(l + cos(3)(l + coS')') :::;

:::;C + cos O'+ ;os /3 + coS')' r :::;Gr
Równosc zachodzi tylko wtedy, gdy O'= /3 = ')'= 1r/3 oraz gdy w kazdym z trójkatów
BPG, CP A, AP B wysokosc poprowadzona z wierzcholka P jest jednoczesnie dwusieczna
odpowiedniego kata - to znaczy, gdy trójkat ABC jest równoboczny, a punkt P jest jego
srodkiem ciezkosci.
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Rozwiazanie zadania F 407.
Aby wyjasnic t.en "paradoksIl I

przypomnijmy, jak przebiega proces
termicznej rozszerzalnosci cial. Kazda
infinitezymalna zmiana temperatury dT
powoduje pewna, proporcjonalna do dT
oraz do poczatkowej dlugosci preta I,
zmiane dlugosci preta o dl = a· I ' dT,
gdzie a jest wspólczynnikiem
rozszerzalnosci tennicznej. Jesli chcemy
zmienic temperature o taka wielkosc
skonczona f),T , aby dlugosc preta
zmienila sie z Lo do L, to I1lltSin1Y

ZSUI110WaC kolej ne procesy

L To+ó.T

f dl = .r I o dT.
Lo TO

Stad otrzymujemy
L To+.ó.T

J' !!.!. - .r adTl - . I

Lo TO

czyli na podstawie elelnentarnego
rachunku dostajemy

In (L) = a . ~T ,
co mozemy zapisac jako

L = Loe"'·"-T.

Równanie to jest Ilsymetryczne'1

wzgledem zmian temperatur,
tj. L = Loe"'l>T oraz Lo = Le-",·L>.T daja
L = (Le-"'L>.T)e"'L>.T = L i "paradoks"
znika.

Natomiast równanie L = Lo(1 + a . f),T)
jest uzyskane przez przyblizenie pelnego
równania. Takie przyblizenie nie
jest juz symetryczne ze wzgledu na
znliane temperatury, prowadzi wiec
do "paradoksu". Dlatego wzór ten
mozna stosowac tylko dla malych róznic
temperatur, a zródlem paradoksu jest
zastosowanie go do duzych róznic.

Niebo przez lornetke
Czerwiec to naj krótsze noce - gwiazdziste niebo widzimy wiec dopiero póznym
wieczorem, w dodatku nigdy tak ciemne, jak np. w zimie. Bowiem w naszej
szerokosci geograficznej (dla Warszawy wynosi ona 52°) w czerwcu nigdy nie
zapada tzw. noc astronomiczna. Poczatek nocy astronomicznej to moment, gdy
Slonce znajdzie sie 18° pod horyzontem. Praktyka mówi, ze od tej chwili niebo
jest na tyle ciemne, ze mozna swobodnie prowadzic obserwacje astronomiczne,
Tymczasem w dniu przesilenia letniego (okolo 21 czerwca) Slonce majac
deklinacje 23~5 o pólnocy znajduje sie 90° - 52° - 23~5 = 14~5 pod horyzontem
(w kazdym razie w Warszawie). W szerokosciach jeszcze wyzszych panuja
wtedy tzw. biale noce, a w szerokosciach powyzej 66~5 nawet dzien polarny,
tzn. Slonce przez dluzszy czas w ogóle nie zapada pod horyzont. Nawiasem
mówiac istnieja jeszcze dwa rodzaje "nocy". Mianowicie mówimy, ze zapada
noc cywilna (konczy sie zmierzch cywilny), gdy Slonce osiaga wysokosc 6° pod
horyzontem - od tej chwili zdecydowanie trzeba uzywac oswietlenia w domu.
Wreszcie koniec zmierzchu morskiego to chwila, gdy Slonce osiagnie 12° pod
horyzontem - na niebie staja sie wtedy widoczne najjasniejsze gwiazdy i mozna
na podstawie ich obserwacji prowadzic nawigacje.

Tak czy inaczej, w czerwcowa noc na niezbyt ciemnym niebie widzimy
w kierunku poludniowym obszar nieba wyjatkowo bogaty w gromady kuliste.
Sa to gromady liczace typowo po sto tysiecy gwiazd w obszarze o promieniu
rzedu 10 pc. Sa to wiec obiekty wyjatkowo gesto wypelnione gwiazdami,
o bardzo regularnym, niemal kulistym ksztalcie - stad nazwa. Same gromady
kuliste otaczaja Galaktyke tak, ze tworza wokól niej równiez system o symetrii
kulistej. Tworzace je gwiazdy sa najstarsze w Galaktyce, zbudowane sa
niemal wylacznie z wodoru i helu, co interpretuje sie wlasnie w ten sposób,
ze widocznie powstaly z pierwotnej materii, w której zawartosc pierwiastków
ciezszych byla znikoma. Bowiem wedlug naszej aktualnej wiedzy wiekszosc
pierwiastków ciezszych od helu zostala wyprodukowana w starych gwiazdach,
które wybuchajac jako supernowe wzbogacily materie miedzygwiazdowa
w te pierwiastki, a z tej materii powstaly nowe pokolenia gwiazd o bogatszym
skladzie chemicznym.

Najjasniejsza gromada kulista na naszym niebie jest lezaca w Herkulesie
gromada M13 o jasnosci 6,1 mag, a wiec przy dobrej pogodzie widoczna
nawet golym okiem. Odlegla jest od nas o 6500 pc. Dwie inne, slabsze o pól
wielkosci gwiazdowej - je juz lepiej ogladac przez lornetke - M10 i M12, leza
w Wezowniku, a od nas odlegle sa mniej wiecej tyle samo. Jeszcze jedna jasna
gromada kulista, M5, lezy w Wezu. Nie wyczerpuje to calej listy gromad z tego
obszaru, pozostale sa jednak znacznie slabsze. Gromady kuliste sa widoczne
tez na zdjeciach innych galaktyk; na ich podstawie mozna naocznie przekonac
sie, ze istotnie otaczaja one swoje galaktyki jednakowo "ze wszystkich stron" .
Sama budowa i ewolucja gromad kulistych jest do dzis dosyc tajemnicza,
w szczególnosci podejrzewa sie obecnosci czarnych dziur w ich centrach, ale to
juz problem nie dla lornetek.

Tomasz KWAST

a stad

Po upuszczeniu worka z piaskiem cala energia zgromadzona w linie
zamieni sie na energie potencjalna ciezkosci skoc«ka. Dostajemy wiec

(m, + mw)gH = }H,gH' ,

KCH - L) _ g = 23,8 m/s"
t»sLm,

H' = (1 + ':: ) H = :il 111

Skoczek wzniesie sie wiec 4 m ponad pozionl, z którego wystartowal
Maksymalnego przyspieszenia doswiadczy on w dolnym polozel11u,

tuz po upuszczeniu worka. Mamy wtedy

Fmb.x - msg
amax = ------

Rozwiazanie zadania F 408. W wyniku skoku energia potencjalna
skoczka zmieni sie na energie potencjalna elastycznej gumy. Jesli
wiec uZyjemy gumy o dlugosci L i zazadamy, aby skok mial
glebokosc H, to z zasady zachowania energii mamy

K 2

mgH = '2L (H - L) ,

gdzie m jest suma mas skoczka i worka, a K to iloczyn modulu
Younga i przekroju poprzecznego gumy. Otrzymujemy stad

(mg ((mg)2 )'/2)L± = J( + l ± K + l - 1 . H .

Poniewaz H > L, wi<;:cfizycznie poprawne jest rozwiazanie L_.
Dlugosc liny powinna wiec wynosic L ~ 0,'27· H = 5,4 m.
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(52)

I w tym roku nie zapominamy o Dniu Dziecka. Wszystkim tym,
którzy sie czuja (lub czuli) niedocenieni w szkole, chcielibysmy
polecic opowiadanie Roberta Gravesa (znanego w Polsce przede
wszystkim z ksiazek "Ja, Klaudiusz" i "Klaudiusz, bóg" - druga
ksiazka, "Claudius the God" , z nieznanych nam przyczyn
ukazala sie w Polsce pod tytulem "Klaudiusz i Messalina"). Oto
fragment opowiadania, zatytulowanego "Wstretny pan Gunn"
(wraz z innymi, równiez znakomitymi, wydane zostalo w Polsce
w tomie "Opowiadania" w roku 1975 nakladem wydawnictwa
Ksiazka i Wiedza, przelozyla Zofia Kierszys).

Spitalfields Day 1994
London M athematical Society ma ponad 100 lat.
Wsród organizowanych przezell imprez jest doroczny
Spitalfields Day, który odbywa sie w M athematical
Research Centre przy University oj Warwick lub
w Instytucie Newtona w Cambridge (Spitalfields
bylo poprzednikiem London Mathematical Society).
Dzien wypelnia seria wykladów, przedstawianych
przez wybitnych matematyków, przedzielona
lunchem (jesli spotkanie odbywa sie w Warwick,
to wystawnym). Kolejny Spitalfields Day odbyl sie
w grudniu 1994 r. w Cambridge; wsród sluchaczy byl
przedstawiciel redakcji EPSILONA, wykladom mial
okazje przysluchiwac sie Marcin Pozniak.

Odczyty wyglosili Sir Michael Atiyah, Peter
Kronheimer, Ron Stern i James Eells. Tematyka
byla zdominowana przez geometrie rozmaitosci
czterowymiarowych. Wspomnijmy tu o jednym
ciekawym motywie, który pojawil sie w wykladzie
M. Atiyaha (jednego z najwybitniejszych zyjacych
matematyków, laureata Medalu Fieldsa w 1966 roku).
Mowa byla o wplywie kwantowej teorii pola na
geometrie i rezultatach Edwarda Wittena.

Fizyka XX wieku kilkakrotnie stymulowala rozwój
matematyki: ogólna teoria wzglednosci wplynela
na ksztalt geometrii, mechanika kwantowa dala
przyczynek do rozwoju teorii operatorów, teoria
czastek elementarnych - teorii reprezentacji.
Za kazdym razem teoria fizyczna byla uformowana,
a rozwój matematyczny wynikal z potrzeby
zbudowania odpowiedniego formalizmu. Tym razem
jest inaczej . Kwantowa teoria pola nie jest jeszcze
ogólnie uznana teoria fizyczna (charakterystyczne,
ze Edward Witten jest laureatem Medalu Fieldsa,
a nie Nagrody Nobla z fizyki) - sa to raczej
dosc nieprecyzyjne spekulacje o charakterze
matematycznym. Te "fizyczne" rozwazania
prowadza jednakze do calkiem konkretnych i dosc
nieoczekiwanych konkluzji matematycznych.
Odgadniete "wyniki" matematycy udowadniaja
nastepnie klasycznymi metodami (m.in. geometrii
algebraicznej i geometrii rózniczkowej), choc nie
sposób dobrze poj ac dowodów bez uwzglednienia
fizycznych idei, które za dowodami stoja. Tak wiec
matematyka posrednio "potwierdza" fizyke; jesli
bowiem kwantowa teoria pola nie ma fizycznego sensu,
to dlaczego daje trafne przewidywania w matematyce?

... pan Gunn dal nam do rozwiazania zadanie z podrecznika

"A rytm etyka d la szkól przygotowawczych" Hilderbranda,

polegajace na tym, ze trzeba bylo obliczyc pierwiastek z kwadraht

sumy dwóch bardzo dlugich ulamków dziesietnych, podzielonej

(jak na zlosc) przez sume dwóch bardzo zlozonych zwyklych
ulamków. Po chwili wszyscy mozolnie cos gryzmolili, tylko
F.F. Smilley siedzial roztargniony, przecieral okulary i patrzy!

przez okno.

Pan Gunn podniósl na chwile wzrok znad listu, który pisal,

i zapyta! zlosliwie:

- Czerpiesz natchnienie z tej dalekiej wiezyczki koscielnej,

Smilley?

- Nie, panie profesorze. Przecieram okulary.

- A to dlaczego, prosze?

- Zapacka!y sie marmolada, panie profesorze.

- Nie odszczekuj, chlopcze. Dlaczego nie rozwiazu.iesz zadania?

- Juz napisalem rozwiazanie, panie p,:ofesorze.

- Pokaz swój zeszyt! Ach, tak, rozwiazanie napisaid. Sil'
Isaacu Newtonie, mój wielce oswiecony i pomyslowy przY.iacielu

- szarpnal Smilleya za te krótkie wlosy - ale gdzie obliczenia,

którymi do tego doszedles?

- Nigdzie, panie profesorze. To po prostu SiLmo mi przysz!o.

- Samo ci przyszlo, F.F. Smilley, chlopcze? Chcesz powiedziec,

ze spróbowales odgadnac na chybil trafil?

- Nie, panie profesorze, po prostu zastanowilem sie

i zrozumialem, ze rozwiazanie moze byc tylko takie.

- Ha! Dziwne fizyczne zjawisko! Ale musze zazadac dowodu, zes

nie zajrzal do rozwiazan podanych na konC1t podrecznika.

- No, potem zajrzalem, panie. profesorze.

- Prawda powoli wychodzi na jaw.

- Ale w rozwiazaniu z podrecznika jestblad, panie profesorze.
Ostatnie dwie cyfry powinny byc trzydziesci piec, it nie

piecdziesiat trzy.

- Coraz ciekawsze! Oto chlopiec w trzeciej klasie niLsze.i szkoly,

który wie lepiej niz profesor Hilderbrand, wybitny midemiLtyk

w Cambridge.

- Nie, panie profesorze, ja mysle, ze to blad drukarski.

- No i patrzcie, znalazl sie stary przyjaciel profesora

Hilderbranda. Jakos bardzo goraco bronisz go.

- Nie, panie profesorze, poznalem pana Hilderbranda osobiscie,

ale niezbyt mi sie spodobal.

A jak sie to skonczylo? Tego tu nie zdradzimy, polecamy
ksiazke·

Z kolei (by uniknac zarzutu krytykowania nauczycieli) tynl
nauczycielom, którzy czuja sie niedoceniani przez wladze
zwierzchnie, chcemy zadedykowac autentyczna uwage, jaka
pani dyrektor szkoly podstawowej (nie matematyczka)
wpisala z oburzeniem po wizytacji, jako komentarz dotyczacy
prowadzenia lekcji przez wizytowana nauczycielke matematyki:
"Jak mozna mówic uczniom, ze kwadrat jest prostokatelu!"
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