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Kometa kamikadze,
czyli zderzenie komety
Shoemaker-Levy 9 z Jowiszem
Krzysztof ZIOLKOWSKI

Zderzenie komety Shoemaker-Levy 9 z Jowiszem, którym to
zderzeniem emocjonowalismy sie w lipcu 1994 roku, bylo zjawiskiem
znacznie okazalszym i bardziej intrygujacym, niz sie spodziewano.
Zanim jednak przedstawimy wyniki rocznych badan jego przebiegu
i skutków, przypomnimy krótko wiadomosci o tym niezwyklym ciele
niebieskim, które zakonczylo swój zywot w tak spektakularny sposób
na oczach niemal calego swiata.

Kometa Shoemaker-Levy 9 zostala odkryta w koncu marca
1993 roku w Obserwatorium Palomarskim w Kaliforni przez znanych
amerykallskich lowców komet: Karoline i Eugeniusza Shoemakerów
oraz Dawida Levy'ego. O jej wyjatkowosci przesadzily trzy fakty:
ze jest satelita Jowisza, ze sklada sie z okolo 20 czesci rozciagnietych
w przestrzeni prawie wzdluz linii prostej oraz ze w lipcu 1994 r.
zderzy sie z Jowiszem. Z tak niezwyklym obiektem astronomowie
jeszcze nigdy sie nie spotkali. Wprawdzie znanych jest kilka
przypadków przechwycenia przez Jowisza komety, która przez kilka
lat byla jego satelita (np. kometa Gehrels 3 w latach 1968-1974
czy tez kometa Helin-Roman-Crockett w latach 1973-1985),
obserwowano tez rozpady komet na fragmenty (np. komety
Brooksa 2 po jej wielkim zblizeniu do Jowisza w 1886 roku czy
tez komety Westa w 1976), ale uderzenia komety w planete
dotychczas nie widziano. Znane sa jedynie liczne slady takich
wydarzen z przeszlosci w postaci kraterów uderzeniowych na
powierzchniach róznych cial Ukladu Slonecznego, w tym równiez
i naszej planety. Na Ziemi odkryto juz okolo 140 sladów. Ostatnio
wielkie zainteresowanie budza doniesienia o wykryciu na Jukatanie
krateru o srednicy okolo 200 km, powstalego prawdopodobnie
65 mln lat temu wskutek uderzenia kilkukilometrowej bryly, które
spowodowalo wielkie spustoszenia i zmiany o charakterze globalnym,
powszechnie uwazane za przyczyne wyginiecia dinozaurów.

Od momentu odkrycia kometa Shoemaker-Levy 9 stala sie wiec
przedmiotem bardzo intensywnych i wszechstronnych badan.
Czeste pomiary pozycji na niebie poszczególnych jej fragmentów
umozliwily stosunkowo dobre poznanie ich ruchu w przestrzeni.
Okazalo sie, ze wszystkie czesci komety przeszly przez peryjowium,
czyli punkt orbity najblizszy Jowisza, prawie w tym samym
momencie (7 lipca 1992) i prawie w tej samej odleglosci od
planety (0,3 promienia Jowisza od jego powierzchni). Wynika stad,
ze znalazlszy sie w okolicy peryjowium kometa naj prawdopodobniej
rozpadla sie w wyniku dzialania sil plywowych masywnego przeciez
Jowisza.

Brak jakichkolwiek obserwacji komety przed jej rozpadem w zasadzie
uniemozliwia przesledzenie jej ruchu w przeszlosci. Nieznany
wiec pozostaje mechanizm jej przechwytu przez najwieksza
planete· Czynione sa jednak rózne próby rozwiklania tej zagadki.
Statystyczna analiza trajektorii poszczególnych czesci komety,
wykonana m.in. przez amerykanskich astronomów L.A.M. Bennera
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Przygody matematyki

wsród ludzi (II)

(na podstawie wykladów wygloszonych
na antenie Radia Bis)

Czego uczono
w Starozytnosci

'"i Sredniowieczu
Marek KORDOS

Wsród tabliczek zapisanych klinowym
tekstem - w pelniacym przez wieksza czesc
Starozytnosci role jezyka nauki (tak, jak
dzis angielski czy w Sredniowieczu lacina)
jezyku sumeryjskim - sa takie, które
pomogly nam zrozumiec nauke sprzed
czterech czy trzech tysiacleci. Nazywa
sie je tabliczkami dydaktycznymi, ale
nie dlatego, ze nam pozwolily sie czegos
nauczyc, lecz dlatego, ze sluzyly one
nauczaniu. Zawieraja z reguly najpierw
zadanie, a potem dialog medrca i adepta,
nauczyciela i ucznia, w którym nauczyciel
- polecajac uczniowi wykonywanie
kolejno prostych czynnosci prowadzi
go do rozwiazania. Z dzisiejszego punktu
widzenia sposób, jaki stosuje nauczyciel,
jest bardzo wadliwy: mówi, co uczen ma
zrobic, a nigdy nie mówi dlaczego.

Od razu trzeba powiedziec, ze nie jest
to - w przypadku nauki sumeryjskiej,
chaldejskiej, babilonskiej, jakkolwiek by
ja nazwac - cecha nauczyciela, lecz cecha
tej nauki. Tam zdobywano nie wiedze, lecz
wprawe, umiejetnosc byla funkcja jedynie
czestego powtarzania, a w przypadku
nowych sytuacji - nasladowania tego,
co sie juz kiedys udalo. I nauczanie
w konsekwencji musialo byc indywidualne,
zadnych szkól nie bylo i byc nie moglo.

Z nazw nadawanych nowozytnie róznym
szkolom najdawniej pojawila sie nazwa
gimnazjum. O ile jednak teraz oznacza ona
szkole srednia, to w Starozytnosci greckiej,
gdzie sie pojawila, oznaczala uczelnie
doskonalaca cialo (stad gimnastyka),
a nie ducha - ten byl ksztalcony przez
indywidualnych pedagogów (oczywiscie,
ksztalcono jedynie chlopców). Prawdziwe
wyksztalcenie zdobywane bylo tylko przez
tych nielicznych, którzy zdecydowali sie
byc uczonymi - oni otaczali, jak mówiono:
siedzieli u stóp, wybitnych medrców,
nieraz po lat kilkadziesiat, i tym sposobem
sami medrcami zwolna sie stawali (lub,
oczywiscie, nie).



Najznamienitsza tego rodzaju szkola (dzis
tez sie przeciez mówi, ze uczony tworzy
szkole badawcza) to sofisci i ich znakomity
przywódca - Sokrates. Cale przedsiewziecie
zorganizowane bylo w sposób, który
bardzo by sie spodobal dzisiejszemu
Ministerstwu Edukacji - sofisci zarabiali
na siebie, a badania prowadzili nad
tym, jak to zarabianie udoskonalic.
Uczyli oni mianowicie kandydatów
na parlamentarzystów, jak wygrywac
publiczne dysputy i to niezaleznie od tego,
jaka i czyja jest prawda. Szczytowym
osiagnieciem w tym zakresie jest rezultat
Sokratesa, dzis zaliczany do logiki, który
orzeka, ze biorac jeden argument z prawa
naturalnego (np. gloszac chwale wolnego
rynku), a drugi z prawa moralnego
(np. milosc blizniego) mozna uzyskac
dowolny rezultat rozumowania, takie
wiec dobieranie przeslanek dalekie jest od
uczciwosci - podobne mysli mozna znalezc
w ostatniej ksiazce papieza. Nic przeto
dziwnego, ze skazano go za bezboznosc
(oczywiscie, Sokratesa, a nie papieza)
na smierc przez wypicie trucizny, co tez
uczynil byl.

Tylko gdziez tu matematyka? Otóz
- przypominam - matematyka to az
do polowy XIX wieku cala wiedza
scisla, w szczególnosci wiec logika byla
matematyka. Sokrates, gloszacy, iz jest
matematykiem (czytaj uczonym)
równoczesnie (jak zeznaje naoczny
swiadek, Ksenofont, zolnierz, awanturnik
i pisarz powiesci przygodowych - polecam
sensacyjna ksiazke Anabasis, dostepna
w bibliotekach publicznych, a jeszcze sa
takie) nienawidzil geometrii (cytuje za
Ksenofontem): zajmowanie sie geometria
i rozwazanie tematów tl'udnych do
zrozumienia moze zajac czlowiekowi cale

zycie i odciagnac go od pozytecznych

umiejetnosci. Jak widac, matematyka
mogla byc dosc daleka od tego, co dzis
matematyka nazywamy.

Fanatykiem geometrii natomiast byl,
choc malo ja znal, uczell Sokratesa,
Platon. Byl on pierwszym uczonym,
który otaczajacej go szkole uczniów
nadal ramy organizacyjne - pierwsza
uczelnia byla zalozona przez niego
Akademia. Jest to zreszta najdluzej,
jak dotad, dzialajaca uczelnia: zalozona
okolo -390 roku rozwiazana zostala
przez cesarza bizantynskiego, Justyniana,
w 529 roku - trwala wiec 920 lat
(najstarszy z uniwersytetów, bolonski, ma
obecnie 875 lat). Na Akademii uczono calej
wiedzy pitagorejskiej, wyksztalcenie wiec
dawala znakomite - to z niej pochodzili
najwieksi bodaj matematycy wszechczasów

2

i W.B. McKinnona, wydaje sie wskazywac, ze kometa juz od wielu
lat krazyla wokól Jowisza, a najbardziej prawdopodobnym okresem,
w którym mogla zostac przez niego schwytana, jest przelom lat
dwudziestych i trzydziestych naszego wieku.

Ciekawie na tym tle wygladaja wyniki obliczen polskiego badacza
ruchów komet, Grzegorza Sitarskiego. Przyjal on mianowicie,
ze danymi wyjsciowymi do badania ruchu komety w przeszlosci moze
byc polozenie i predkosc srodka masy jej fragmentów w momencie
rozpadu. Okazalo sie wtedy, ze kometa dawniej mogla obiegac SlOllce
po prawie kolowej orbicie znajdujacej sie calkowicie poza orbita
Jowisza. Coraz silniejsze przyciaganie grawitacyjne doganiajacego
komete Jowisza doprowadzilo na poczatku 1991 roku do takiej
zmiany jej toru, ze stala sie jego satelita, a wkrótce potem nastapilo
jej wielkie zblizenie do planety 7 lipca 1992 roku. Trzeba jednak
podkreslic, ze rezultaty tych obliczen wskazuj a na razie tylko na
mozliwosci rozwiazania problemu i w zadnym razie nie moga byc
uwazane za ostateczne.

Podobnie rzecz ma sie z opisem samego procesu rozpadu.
Wsród róznych modeli rozpadu komety zwraca uwage koncepcja

amerykanskich fizyków J.M. Hahna i T.W. Rettiga. Droga
modelowania cyfrowego doszli oni do wniosku, ze jesli pierwotny
obiekt mial gestosc okolo 0,6 g/ cm3 i byl zlepkiem co najmniej
500 luzno zwiazanych brylek, to w obloku czastek powstalym
po rozpadzie beda sie wskutek wzajemnej grawitacji tworzyc
zgeszczenia i w czasie rzedu 10 godzin od rozpadu caly oblok

skondensuje sie wlasnie wokolo 20 fragmentów rozlokowanych mniej
wiecej wzdluz linii prostej przechodzacej przez srodek Jowisza.
Dodatkowym atutem tej propozycji jest dostarczenie poparcia
hipotezie sformulowanej kilka lat temu przez P. Weissmana o jadrze
komety jako rumowisku czastek skalno-lodowych zwiazanych bardzo
slabymi silami spójnosci (ang. rubble pile).

Sposród trzech wymienionych na poczatku osobliwosci komety
Shoemaker-Levy 9 najwieksze zainteresowanie budzi jednak
jej zderzenie z Jowiszem. Dolatujace do planety jej fragmenty

rozciagnely sie w przestrzeni na dystansie okolo 2,5 mln km i dlatego
bombardowanie przez nie Jowisza zajelo kilka dni - od 16 do
22 lipca 1994 roku. Miejsca uderzen znajdowaly sie, niestety, po
niewidocznej z Ziemi, nocnej stronie planety, ale na tyle blisko
krawedzi jej tarczy, ze juz po mniej wiecej 20 minutach od momentu
kazdego uderzenia mozna bylo oczekiwac pojawienia sie jakichs
jego skutków (okres obrotu Jowisza trwa niespelna 10 godzin).
Ku wielkiemu zaskoczeniu obserwatorów pierwsze oznaki uderzenia

daly sie zauwazyc kilkanascie minut wczesniej w postaci pojasnienia
na brzegu tarczy planety. Jasnosc tej poswiaty szybko wzrastala,
by po uplywie 10-15 minut przerodzic sie w spektakularny
blysk, szczególnie efektowny w promieniowaniu podczerwonym.
Zaskoczeniem bylo, ze oblok gazów, powstalych w eksplozji
konczacej spadek fragmentu komety z predkoscia 60 km/s, wzniósl
sie az do wysokosci 3000 km. Wierzcholek szybko unoszacego sie
pióropusza materii osiagnawszy wysokosc 400 km zaczynal byc
widoczny dla ziemskiego obserwatora wylaniajac sie spoza krawedzi
tarczy planety. Znajdujac sie poczatkowo jeszcze w cieniu Jowisza
swiecil tylko wlasnym promieniowaniem gazów rozgrzanych do

bardzo wysokiej temperatury, a pózniej - po wyjsciu z cienia - jego
promieniowanie ulegalo wzmocnieniu przez rozproszone w nim
swiatlo sloneczne.



W miare obrotu planety coraz wieksza czesc tego pióropusza stawala
sie z Ziemi widoczna. Jednak po kilkunastu minutach jego blask
zaczynal slabnac w wyniku opadania i rozpraszania sie szybko
stygnacych gazów. Po nastepnych kilku minutach ukazywaly
sie na tarczy Jowisza niezwykle ksztalty plam pozostalych po
calym wydarzeniu. Dodajmy, ze dotychczas nie udalo sie znalezc
zadowalajacego wytlumaczenia faktu, ze uderzenia fragmentów
kometarnych o róznej przeciez wielkosci i masie powodowaly
uniesienie pióropusza materii na taka sama mniej wiecej wysokosc.

Szybko rozprezajaca sie chmura materii o poczatkowej temperaturze
rzedu 8000 K (czyli wyzszej od temperatury powierzchni
Slonca) stanowila mieszanine materii komety oraz pochodzacej
z powierzchniowych warstw Jowisza, której czasteczki musialy
w najgoretszych miejscach ulec dysocjacji termicznej. Bardzo
trudno jest wiec okreslic jej sklad chemiczny i stwierdzic, jakie
zachodzily w niej procesy fizyko-chemiczne. Najwieksze bodaj
zdziwienie wywoluje wielka obfitosc siarki, na której obecnosc
- oprócz, oczywiscie, czasteczek S2 - wskazuja zaobserwowane
molekuly es, es2, H2S, oes, SO, S02. Wprawdzie przypuszcza
sie, ze siarka wystepuje w glebszych warstwach atmosfery Jowisza
w postaci wodorosiarczku amonowego (NH4SH), ale na razie nie
znaleziono mechanizmu, ktory bylby zdolny uniesc na taka wysokosc
stwierdzone ilosci tego pierwiastka. W kazdym razie nie wydaje
sie mozliwe, by mogla byc ona pochodzenia kometarnego, gdyz
w kometach - wedlug tego, co dotychczas o nich wiemy - siarki jest
bardzo malo.

Od dawna natomiast wiadomo, ze jednym z glównych skladników
komet jest lód wodny. Np. w jadrze najlepiej poznanej dotychczas
komety Halleya stanowi on okolo 80% masy. Tymczasem pierwsze
doniesienia wskazywaly, ze w pióropuszach materii - unoszonej
w wyniku uderzen fragmentów komety - wody nie znaleziono.
Wkrótce jednak okazalo sie, ze obserwacje spektroskopowe,
wykonane z pokladu samolotowego obserwatorium NASA
im. G. Kuipera, potwierdzily jej obecnosc, choc w mniejszej, niz sie
spodziewano, ilosci. Ameryka{lski astronom G. Bjoraker dokonal
obrazowego oszacowania, ze z zaobserwowanej wody mozna by
utworzyc kule lodu o srednicy 400 m. Tak wiec panuje poglad,
ze naj prawdopodobniej woda ta jest pochodzenia kometarnego.
Wprawdzie oczekuje sie tez obecnosci wody w warstwie atmosfery
Jowisza, polozonej na glebokosci okolo 50 km, jednak tak gleboko
fragmenty komety chyba sie nie zanurzyly.

Obserwacje spektroskopowe wskazaly równiez na obecnosc m.in.
krzemu, magnezu, zelaza, a nawet litu. Najwiekszym zaskoczeniem
jest pojawienie sie w materii pióropusza najlzejszego z metali, litu,
którego obecnosci ani w kometach, ani na Jowiszu dotychczas nie
stwierdzono. Odkryte metale pochodza przypuszczalnie z ablacji
fragmentów komety w poczatkowej fazie jej przelotu przez górne
warstwy atmosfery Jowisza (tak nazywamy gwaltowne topienie sie
i odparowywanie materii ciala, które z wielka predkoscia wpadlo
w atmosfere planety; na Ziemi prowadzi do zjawiska meteoru).
Warto tu dodac, ze w przypadku jednego z najwiekszych fragmentów
komety (oznaczonego litera G) zaobserwowano silna dwuminutowa
emisje zjonizowanego magnezu juz na cztery dni przed zderzeniem,
a wiec prawdopodobnie podczas pierwszego kontaktu z magnetosfera
Jowisza (czy li obszarem dominacji plazmy okoloplanetarnej nad
plazma wiatru slonecznego).

3

-. '~ ~
(o czym byla mowa w poprzednim
wykladzie): Teajtetos i Eudoksos. Slowo
Akademia oznacza jedynie, ze miescila sie
w gaju bozka Akademosa.

Z niej tez pochodzil uznany za
najwiekszego uczonego, tak przez
wspólczesnych, jak pózniej przez
chrzescijan i muzulmanów, jedyny bodaj
medrzec ponad podzialami, Arystoteles.
Mial on najpierw indywidualne
doswiadczenia dydaktyczne - byl
wychowawca Aleksandra Wielkiego
- pózniej zalozyl, w -335 roku, zaklad
naukowy pod nazwa Liceum. Nazwa
ta znów nic nie znaczy pochodzi
od dzielnicy Aten, gdzie szkola sie
miescila. O tyle przerastala ona dzisiejsze
licea, ze miala pierwsza w Europie
biblioteke, i ze jej uczniowie pod dykt.ando
Arystotelesa napisali owo nieprzebrane
morze jego dziel, t.ak cenionych przez
nastepne 1500 lat..

Liceum Aryst.otelesa (czy Akademie
Platona) oddziela od nastepnych szkól czy
uczelni znaczny odstep czasu. Powst.aly
w miedzyczasie kosciól chrzescijanski
(poczatkowo byl jeden) stawia na.
indywidualne przyuczanie sie swoich
adeptów, t.ak do szt.uki czyt.ania i pisania,
jak t.ez do wszelkich innych int.elektua.lnych
sprawnosci. W tej sytuacji nastepuy
krok nalezy do muzulmanów. Od hidzry,
czyli ucieczki Mahometa z Mekki do
Medyny (622 rok), az do bit.wy pod
Poitiers (732 rok) Arabowie zajmowali
sie podbijaniem wszystkiego, co bylo,
i to podbijaniem skutecznym. Dopiero
zatrzymani na terenie dzisiejszej Francji
zajeli sie innymi rzeczami. Wsród nich
niemal od poczatku znalazla sie nauka.
Ich system nauczania strukturalnie
przypominal Akademie platonska,
a realizujace go instytucje nazywaly sie
Domami Nauki.

Europa pozostawala daleko w tyle za
muzulmanami. Kosciól, a dokladniej
benedyktyni, prowadzili wprawdzie szkoly,
ale daleko im bylo chocby do Liceum

Arystotelesa. Uczono w tych szkolach na I
dwóch poziomach. Nizszy zwano trivium,

gdyz zawieral trzy przedmioty: gramatyke,
retoryke i dialektyke lub logike, czyli
uczono czytac, pisac i dawano jakies
wyobrazenie o zasadach rozumowania.
Od trivium wywodzi sie dzisiejsze
okreslenie trywialny. Wyzszy poziom
szkól benedyktynskich to quadrivium,

czyli kanon pitagorejski (wspomnialem
o tym poprzednim razem): arytmetyka,
geometria, astronomia i muzyka.
Wyksztalcenie wyzsze reprezentowane bylo



przez pojedyncze dziela w rodzaju
napisanych przez Alkuina dla kandydatów
na dworzan Karola Wielkiego Zasad
ksztalcenia umyslu.

Poziom owego wyksztalcenia wyzszego
ilustruje znane zadanie o wilku, kozie
i kapuscie: jak przewiezc je przez rzeke
lodzia, mieszczaca oprócz wioslarza jeden
jeno z tych obiektów, nie zostawiajac na
brzegu ani wilka z koza, ani kozy z kapusta
(powody sa oczywiste).

Nic przeto dziwnego, ze wyksztalceni
Europejczycy zdobywali wyksztalcenie
w uczelniach arabskich, co poczatkowo
miano im za zle - toczyla sie wszak
systematyczna wojna o wyzwolenie
Pólwyspu Pirenejskiego i organizowano
niesystematyczne wprawdzie, ale
permanentne wyprawy krzyzowe.
Przelom (wymuszony grozba ostatecznej
zapasci cywilizacyjnej chrzescijanstwa)
nastapil prawie dokladnie 1000 lat temu,
w 999 roku, gdy papiezem wybrano
Francuza Gerberta (Sylwester II), mimo
iz studia odbyl on w arabskim Toledo.
Nastepnym krokiem bylo zakladanie
uniwersytetów. Pierwszy powstal
w Rawennie, ale zaraz upadl i zostal
reaktywowany dopiero 40 lat pózniej,
w 1150 roku. Wobec tego naprawde
zaczelo sie od Bolonii (1119). We Francji
pierwsza byla Sorbona w Paryzu (1200)
rozpedzona 25 lat temu przez Mitterranda
(gdy byl ministrem spraw wewnetrznych).
W Anglii Cambridge (1209)
i Oxford (1214). W Europie Wschodniej
Praga (1348) i Uniwersytet Jagiellonski
w Krakowie (1364), zalozony, jak
z samej nazwy wynika, przez Kazimierza
Wielkiego.

Uniwersytety daly przede wszystkim kadry
dla benedyktynskich szkól tak liczne,
ze mogly te szkoly ksztalcic juz nie tylko
przyszlych ksiezy. Pojawila sie grupa ludzi
swieckich umiejacych pisac. Pisali oni
z wielkim zapalem co tylko im sie nasunelo
pod pióro - byla to w powszechnej opinii
metoda osiagniecia niesmiertelnosci: nas
juz nie bedzie, a nasze mysli beda nadal
krazyly wsród ludzi.

Przykladem takich swieckich piszacych
XIII wieku sa: Marco Polo, który
w Opisaniu swiata przekazal nam
bardzo obszerne sprawozdanie ze swoich
kupieckich podrózy i pól wieku mlodszy
Leonardo Bonacci, zwany Fibonaccim
(czyli synem Bonacciego). Od niego
mozemy sie dowiedziec, czego z arabskiej
matematyki uczono podówczas w Europie.
Mamy tez w jego dziele Liber abaci
- Ksiega liczydel - zadanie, które pózniej

Szybko wirujace wraz z planeta pole magnetyczne Jowisza
dziala jak akcelerator przyspieszajac czastki naladowane do
predkosci bliskich predkosci swiatla. Sa one z kolei zródlem
promieniowania mikrofalowego Jowisza odbieranego na Ziemi za
pomoca radioteleskopów. Bombardowanie Jowisza przez komete
spowodowalo znaczny wzrost natezenia tego promieniowania. Okazal
sie on zalezny od dlugosci fali i wynosil od 10% na falach 70-90 cm
az do okolo 45% dla fal 6-36 cm. Powrót do normalnego poziomu
tej emisji trwal mniej wiecej 3 miesiace. Obserwacje wykonane za
pomoca Very Large Array w Soccoro (USA) pokazaly, ze nadwyzka
promieniowania pochodzila glównie z obszarów równikowych
Jowisza o dlugosciach jowigraficznych takich jak dlugosci miejsc
spadków fragmentów komety. Sugeruje to, ze za obserwowany efekt
odpowiedzialny jest raczej wzrost energii czastek juz obecnych
w magnetosferze niz wzrost ich liczby w wyniku eksplozji.

Do nieoczekiwanych zjawisk zwiazanych ze spadkiem komety mozna
tez zaliczyc pojasnienie powierzchni planety w miejscach pólkuli
pólnocnej polozonych symetrycznie wzgledem równika do miejsc
pólkuli poludniowej trafianych fragmentami komety. Najbardziej
wiarygodnego wytlumaczenia tego efektu dostarcza mechanizm,
który jest równiez odpowiedzialny za powstawanie zórz polarnych
w atmosferze Ziemi. Wzbudzenie bowiem swiecenia atmosfery
planety naj prawdopodobniej jest wywolane bombardowaniem
jej przez elektrony i protony uwolnione podczas zderzenia oraz
przyspieszone do predkosci relatywistycznych i przeniesione z pólkuli
poludniowej na pólnocna wzdluz linii pola magnetycznego Jowisza.
Wywolane przypuszczalnie w ten wlasnie sposób pi'omieniowanie
obserwowano do 7 sierpnia, przy czym maksimum jego natezenia
zarejestrowano 27 lipca, czyli 5 dni po uderzeniu w planete
ostatniego fragmentu komety. Ta zorzowa aktywnosc Jowisza byla
takze widoczna w zakresie rentgenowskim, co stwierdzil sztuczny
satelita Ziemi ROSAT.

Zdjecia Jowisza wykonane za pomoca teleskopu kosmicznego
Hubble'a ukazaly pojawienie sie kolowych pierscieni wokól miejsc
uderzen pieciu fragmentów komety (oznaczonych literami A,
E, G, Ql i R). Widoczne one byly przez kilka godzin, kiedy
rozprzestrzenialy sie ze stala mniej wiecej predkoscia 450 m/s.
W przypadku fragmentów E i G dostrzezono ponadto znacznie
slabsze, wewnetrzne pierscienie ekspandujace z predkoscia
w granicach 180-350 m/s. Analizujac te zjawiska amerykal1.ski
"geolog" planetarny A.P. Ingersoll doszedl do wniosku,
ze obserwowane efekty moga byc wyjasnione przez zaburzenia
troposfery rozchodzace sie poziomo w hipotetycznej ,warstwie bogatej
w pare wodna, wzbudzone eksplozja fragmentu komety o rozmiarach
rzedu 2 km.

Wsród pilnie poszukiwanych, a na razie nie wykrytych, efektów
zderzenia trzeba wymienic fale sejsmiczne, których wzbudzenia
w globie planety nalezalo oczekiwac w wyniku uderzen bryl
komety. Ich propagacja powinna ujawnic sie poprzez subtelne
zmiany temperatury na powierzchni planety. Negatywny wynik
dotychczasowych badan kaze sadzic, ze srednice fragmentów komety
nie mogly przekraczac 0,5 km (zakladajac, ze mialy gestosc lodu).
Z kolei nie wiadomo, jak eksplozja obiektu o tak malych rozmiarach
bylaby w stanie wywolac niektóre sposród obserwowanych zjawisk,
np. uniesienia pióropusza materii na wysokosc az 3000 km. Okazuje
sie wiec, ze tak podstawowa sprawa, jak okreslenie wielkosci
i masy poszczególnych czesci komety, pozostaje jeszcze ciagle jedna
z naj trudniejszych do rozwiklania zagadek calego wydarzenia.
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Podobnych znaków zapytania jest jeszcze duzo. Do uzyskania

odpowiedzi przynajmniej na niektóre z juz sformulowanych pytan,
a takze nowych, które niewatpliwie pojawia sie w przyszlosci,

przyczyni sie zapewne sonda Galileo. W grudniu 1995 roku stanie

sie( *) ona sztucznym satelita Jowisza i przez prawie dwa lata bedzie

badac planete zbombardowana przez komete Shoemaker-Levy 9 i jej
otoczenie. Sonda ta, wystrzelona z Ziemi w 1989 roku, juz dokonala

róznych spektakularnych odkryc; byla przy tym praktycznie jedynym
przyrzadem zbudowanym przez czlowieka mogacym bezposrednio

obserwowac uderzenia poszczególnych fragmentów komety w Jowisza.

Trudno wiec przecenic role uzyskanych przez nia danych w dalszej

analizie calego wydarzenia. Co teraz zobaczy na powierzchni Jowisza
w miejscach, które staly sie poniekad grobem komety-kamikadze,

pokaze bliska juz przyszlosc.

(*) Pisane latem 1995 roku.

Patrz w niebo

r. -------- ~:1
znalazlo sie w Bu.rzliwym zyciu. Lejzorka

Rojtszwanca llii Erenburga. Chodzi
o problem rozmnazania królików:
Re par królików moze splodzic jedna pant

w ciagu roku, jesli
- kazda para rodzi nowa pare w ciagu
mieSiaca,

- para staje sie plodna po miesiacu,
króliki nie zdychaja?

Liczby uzyskane przez comiesieczne
zliczanie liczby par królików z tego
zadania, które goraco Czytelnikom
polecam, to liczby Fibonacciego, do dzis
majace istotne zastosowanie tak w samej
matematyce, jak i w matematycznym
modelowaniu róznych zjawisk przyrody

l.l. (nie tylko hodowli królików). Ale to juz! zupelnie inna historia.

Tomasz KWAST

Wszystko wskazuje na to, ze pulsary powstaja w wyniku eksplozji supernowych.
N alezaloby zatem oczekiwac, ze kazdy pulsar bedzie lezal w srodku
ekspandujacej mglawicy stanowiacej efekt eksplozji. Przykladem takiego
obiektu jest mglawica Krab (MI). Okazuje sie jednak, ze takie sytuacje sa
raczej wyjatkiem. Pozostalosci po supernowych, tzn. te mglawice, sa najczesciej
wcale nie symetryczne, pulsary wcale nie sa srodkami takich mglawic, co wiecej
- w wielu mglawicach, najwyrazniej powstalych w wyniku wybuchu, w ogóle nie
ma centralnego pulsara.

Jedno wytlumaczenie takiego stanu rzeczy mozna latwo przedstawic. Przestrzeli
miedzygwiazdowa nie jest pusta. Ekspandujaca mglawica spietrza przed soba
materie miedzygwiazdowa, wobec tego predkosc jej ekspansji maleje, poczatkowo
sferyczny babel wybuchu ugina sie i zalamuje na wszelkich niejednorodnosciach
otaczajacej go materii i nic dziwnego, ze w koncu pozostalosc po supernowej
moze stac sie obiektem zupelnie nieregularnym. Jezeli w chwili wybuchu gwiazda
miala znaczaca predkosc wzgledem otaczajacej ja materii, to mglawica musi
rychlo te predkosc utracic jako obiekt wielki i silnie rozrzedzony, podczas gdy
pulsar swoja predkosc zachowa, bowiem na jego ruch materia miedzygwiazdowa
nie ma zadnego wplywu. Z biegiem czasu pulsar moze wiec swoja mglawice
nawet opuscic. To samo rozumowanie dotyczy, oczywiscie, równiez mglawic
planetarnych i ich gwiazd centralnych.

W gwiazdozbiorze Strzelca znaleziono jednak pulsara (PSR 1757-24), który wraz
ze swoja mglawica tworzy obraz (zreszta radiowy, bo obiekt zostal wykryty
w wyniku wlasnie obserwacji radiowych) podobny do migawkowego zdjecia
pocisku przebijajacego pomarancze. Pulsar ten lezy poza mglawica, która
ma nawet jeszcze dosc regularny ksztalt i wlasciwie na podstawie samego
obrazu nie mozna miec pewnosci, ze pulsar i mglawica maja ze soba cokolwiek
wspólnego. Jednak oszacowania odleglosci daja dla obu obiektów ten sam wynik
(okolo 6 kpc), a pulsar od mglawicy sie oddala i to z predkoscia ~ tu uwaga'
- 2300 km/s. Nie ma wiec raczej watpliwosci, ze wlasnie widzimy pulsara,
który porusza sie szybciej niz, przynajmniej obecnie, ekspanduje mglawica po
wybuchu (okolo 16 000 lat temu) jego macierzystej supernowej. Tak wielkiej
predkosci gwiazda przed wybuchem miec nie mogla, gdyz predkosc ta niemal
o rzad wielkosci przekracza predkosc ucieczki z Galaktyki. Pulsar musial wiec te
predkosc nabyc w momencie eksplozji, a to dowodzi, ze eksplozje supernowych
moga zachodzic wysoce niesymetrycznie. Zapewne odrzut wywolany takim
przebiegiem eksplozji nadal powstalemu wtedy pulsarowi predkosc stanowiaca
niemal jeden procent predkosci swiatla. Jezeli nie jest to przypadek wyjatkowy,
to brak pulsarów w pozostalosciach po supernowych staje sie tym bardziej
zrozumialy.
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Kocie oczy, apoteoza Celliniego
.l zroszona laka

Krzysztof REJMER
kulista

kropla
wody

wloski

lisc

Rys. l. Powstawanie zjawiska
"lleiligenscheinll wedlug Lommela
(lS74 r.).

Rys. 2. Powstawanie zjawiska
"Heiligenschein" wedlug Mattssona
(1972 r.).

Rys. 3. Polowa kulistej kropli wody
o promieniu R. Promien swiatla padajacy
na krople pod katem a po dwukrotnym
zalamaniu ulega odchyleniu o kat ó.
Ogniskowa jest równa

sin ty

f = -sj-n-ó R
i w ogólnym przypadku zalezy od kata a.
Dla malych katów padania mamy

a aR aR

f ::::::bR = -2-( a---(3-)= -2-(-a---a-/-n-)-
nR

= 2(n - l) ,
gdzie n jest wspólczynnikiem zalamania
swiatla. Dla wody n "" 1,3, f "" 2R.

W czasie gdy bylem w wiezieniu, mialem straszny sen ...
Nadto zdarzylo mi sie cos, czego pominac nie moge,
bo wieksza rzecz nie zdarzyla sie nikomu z ludzi: dowód,
ze wszechmoc boska rozgrzeszyla mnie sama i uznala

godnym objawienia mi swoich tajemnic. Mianowicie od
czasu, gdy mialem to widzenie, pozostawal mi wokól glowy
przedziwny blask, widoczny dla kazdego, komu pokazac go
uznalem za stosowne; takich jednak bylo niewieht.

Blask ten widac rankiem nad moim cieniem od wschodu

slonca przez dwie godziny. Najlepiej widac go, gdy lekka
rosa lezy na trawie; widac go jednak równiez wieczorem
o zachodzie slonca. Spostrzegalem go w Paryzu, we
Francji, bo powietrze w tamtej okolicy jest wolniejsze od
mgiel, wiec widac go bylo daleko lepiej niz we Wloszech,
gdzie mgly sa o wiele czestsze. Mimo to widuje go wszedzie
i moge pokazac go tez innym, jednak nie tak wyraznie jak
w owej okolicy.

Benvenuta Celliniego zywot spisany przez niego samego
(przelozyl Leopold Staff)

Tak oto z wrodzona sobie skromnoscia wielki renesansowy rzezbiarz i zlotnik
opisal zjawisko zwane "Heiligenschein" (niem. aureola, doslownie: certyfikat
swietosci), które obserwowal w 1562 roku. Polega ono na powstawaniu
bezbarwnej aureoli wokól cienia (wylacznie) glowy obserwatora, jesli cien
pada na pokryta rosa lake. W tym calkiem poprawnym opisie jedna rzecz jest
nieprawdziwa: aureole mozna obserwowac jedynie wokól cienia wlasnej glowy.

Mozemy wykonac bardzo proste doswiadczenie, które pozwoli zrozumiec nature
"Heiligenschein". Potrzebna jest kulista, szklana kolba wypelniona woda, kartka
bialego papieru i silne zródlo swiatla. Mozna wykorzystac swiatlo sloneczne albo
rzutnik do slajdów. Kolbe nalezy umiescic w strumieniu swiatla i obserwowac
w kierunku punktu przeciwslonecznego, to znaczy wzdluz padajacych promieni,
majac Slonce (rzutnik) za plecami. Kartke bialego papieru nalezy umiescic za
kolba w odleglosci od srodka równej w przyblizeniu srednicy kolby. Optymalne
polozenie kartki nalezy dobrac eksperymentalnie tak, by uzyskac mozliwie
jak najlepsze zogniskowanie swiatla na kartce. Patrzac w kierunku punktu
przeciwslonecznego lub w kierunku nieznacznie rózniacym sie od kierunku
padajacych promieni zauwazymy, ze kolba jest jasno oswietlona promieniami
odbitymi od kartki. Przy wiekszej zmianie kata obserwacji zjawisko znika. Dzieje
sie tak dlatego, ze kolba dziala jak soczewka, ogniskujac na kartce padajace
promienie, a z promieni odbitych tworzy wiazke równolegla o takim samym
kierunku jak kierunek promieni padajacych. Poniewaz kolba nie jest idealna
soczewka, promienie padajace pod duzym katem sa ogniskowane w nieco innym
punkcie niz promienie padajace pod malym katem, z tego powodu wiazka odbita
jest nieco rozbiezna.

Pierwsze naukowe wyjasnienie "Heiligenschein" podal w 1795 roku Winterfeld.
Kazda szorstka powierzchnia odbijajaca swiatlo jest najjasniejsza, gdy ogladamy
ja wzdluz padajacych promieni, poniewaz kazda jej nierównosc ogladana z takiej
perspektywy zakrywa obszary swojego cienia. Jest to rozumowanie poprawne,
choc niezupelne. Dotyczy ono tak zwanego suchego zjawiska "Heiligenschein" ,
trudnego do zauwazenia i jeszcze trudniejszego do sfotografowania z powodu
malych kontrastów swietlnych. We wlasciwym zjawisku "Heiligenschein", tym,
które opisal Cellini, podstawowa role odgrywaja kropelki rosy pokrywajace
trawe i liscie roslin.
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Wykres pochodzi z pracy: Alistair Fraser
"The sylvanshine: refroreflection from
dew-covered trees" Applied Optics,
vol. 33, no 21 (1994).

Rys. 4. Stosunek natezenia swiatla
odbitego wstecz od lisci pokrytych
kropelkami wody do natezenia swiatla
odbitego od niezroszonych lisci jako
funkcja odleglosci srodka kropelki od
liscia. Wyniki uzyskane przy zalozeniu,
ze kropelka wody zalamuje swiatlo jak
cienka soczewka.

Dzialaja one jak szklana kolba w opisanym powyzej doswiadczeniu, role
kartki odgrywaja liscie. W doswiadczeniu kartka znajdowala sie w pewnej
odleglosci od kolby. Krople rosy takze moga znajdowac sie nie bezposrednio
na listkach, ale ponad nimi. Tak jest wtedy, gdy liscie pokryte sa drobnymi
wloskami, na których osadza sie rosa (rys. 1). To tlumaczy, dlaczego nie na
kazdej lace mozna ogladac "Heiligenschein" . Powyzsze wyjasnienie zostalo po
raz pierwszy podane w 1874 roku przez Lommela. W 1824 roku Brandes podal
inne wyjasnienie, tlumaczac zjawisko odbiciem (wewnetrznym i zewnetrznym)
swiatla przez krople rosy. Wyjasnienie to jest niepoprawne, a mimo to mozna
je znalezc w literaturze do dzis. Calkiem niedawno, bo w 1972 roku Szwed
Mattsson zauwazyl, ze w pewnych warunkach takze rosliny, których liscie nie sa
pokryte wloskami, moga byc zródlem aureoli. Dzieje sie tak, gdy rosa nie zwilza
lisci tworzac na nich kuliste kropelki, a swiatlo pada pod katem 60° (szczególy
przedstawia rysunek 2).

Zdumiewajace jest, ze choc zjawisko "Heiligenschein" jest znane od bardzo
dawna, a od stu lat istnieje jego proste wytlumaczenie, to wszystkie wyjasnienia
(zarówno poprawne, jak i bledne) maja jedynie jakosciowy charakter. W bogatej
literaturze poswieconej optyce atmosferycznej udalo mi sie znalezc zaledwie
jeden (sic!) artykul analizujacy zagadnienie od strony ilosciowej.

A co to wszystko ma wspólnego z tytulowymi kocimi oczami?

Otóz wiele. Kazdy, kto ma w domu czworonoga (wszystko jedno - kota czy
psa) wie, ze w ciemnosci zwierzakowi oczy sie "swieca". Oczywiscie, nie jest
to prawdziwe swiecenie, jest to swiatlo odbite przez siatkówke oka, a czerwone
zabarwienie pochodzi od barwnika zwanego purpura wzrokowa, który jest
istotnym czynnikiem procesu widzenia. Niewielka zmiana polozenia obserwatora
lub ruch oczu naszego ulubienca, i zjawisko znika. Nie jest ono typowe wylacznie
dla zwierzat, o czym mozemy sie latwo przekonac ogladajac zdjeCia robione
prilY uzyciu lampy blyskowej. Niejednemu fotoamatorowi snia sie po nocach
te czerwone zrenice! Wyeliminowanie owego nieco koszmarnego, a na pewno
irytujacego efektu, jest dosc proste; wystarczy odsunac lampe blyskowa od
obiektywu lub tez skierowac jej swiatlo w bok zamiast na fotografowanego.
Kazdy uwazny Czytelnik bedzie potrafil wyjasnic, dlaczego.

2o-I

II) Kropelki
o kacie zwilzania ()
pomiedzy 90 a 180
stopni.

III) i IV) Kropelki
zawieszone nad

powierzchnia
liscia w odleglosci
mniejszej (III)
i wiekszej (IV) niz
ogniskowa.

l) Kropelki
o kacie zwilzania 8
pomiedzy O a 90
stopni.

I I
I I

I I I

l04j----I--I.!. I m : IV

I -1----
IcY I II I
102 I II I

I I
10 I I

I .........-r~II I

Charakterystyczna cecha "Heiligenschein" jest to, ze (jak slusznie podkresla
Cellini) mozna je ogladac jedynie wczesnie rano lub przed zachodem slonca..
W ciagu dnia moglibysmy je zobaczyc jedynie na pochylym górskim stoku lub
z pokladu samolotu. Wyjasnienie, dlaczego tak jest, pozostawiam dociekliwosci
Czytelnika.

plastik
...warstwa
aluminium

c)

Rys. 6. Powierzchnia
znaku odblaskowego
pokryta kulkami ze
szkla o wspólczynniku
zalamania n = 2 (rys. a).
Promienie reflektorów

samochodowych padajace
na znak ogniskowane sa
w odleglosci f ~ R od
srodka kuli (rys. 3) i odbite
w kierunku nadjezdzajacego
samochodu. Rysunki b i c
pokazuja inne rozwiazania
stosowane w znakach
odblaskowych.

To samo zjawisko, które jest ciekawostka na lace, niepozadanym artefaktem
w fotografii, ma calkiem inne praktyczne zastosowanie. Powierzchnia
odblaskowego znaku drogowego pokryta jest mikroskopijnymi szklanymi
kulkami. Poniewaz szklo ma wiekszy wspólczynnik zalamania niz woda, swiatlo
zostaje zogniskowane juz na granicy szkla i podloza (odstep taki jak dla wody
jest niepotrzebny), a po odbiciu ma kierunek prawie taki sam jak ten, z którego
padalo, o czym najlepiej mozna przekonac sie noca na szosie. (Wspólczynnik
zalamania kulek powinien byc równy 2.) Gwoli scislosci dodac trzeba, ze nie jest
to jedyne rozwiazanie stosowane w budowie znaków odblaskowych.

~.) ~ " ." :-. :. ":". ". ,~,
kulka szklana warstwa aluminium

b)~0......
.. . • .•••.. warstwa

•• powietrza
........................

Budowa chemiczna retinenu.

Rys. 5. Swiecenie kocich (i nie tylko) oczu
w ciemnosci.

Barwniki wzrokowe zbudowane sa
z róznych odmian retinenu (aldehyd
witaminy A) i bialka zwanego opsyna.
W precikach siatkówki wystepuje

rodopsyna (purpura wzrokowa), która
pod wplywem swiatla rozklada sie na
zólty karotenoid i bezbarwne bialko
- skotopsyne·
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Czemu zawdziecza w chwili obecnej paranauka swoja przewage nad nauka?

Na jedno z pytan jubileuszowej ankiety (Delta 3/1995)odpowiada

Jerzy KUCZYNSKI - Chorzów, Planetarium ,S'laskie.

Odpowiedz na pytanie, czemu paranauka zawdziecza
swa przewage nad nauka, wydaje mi sie oczywista:
zawdziecza ja nauce. Dokladniej - zawdziecza ja szeroko
pojetej edukacji i jej instytucjom, ze szkola na czele;
niebagatelny jest tez udzial popularyzacji: ksiazek, filmów,
czasopism popularnonaukowych. Aby nie bylo niejasnosci
- przewage paranauki upatruje nie w braku (nieistnieniu
lub slabosci) powyzszych, ale wlasnie w ich istnieniu
i sposobie oddzialywania na ludzi.

Aby uzasadnic ten poglad, sprecyzuje, czym - moim
zdaniem - rózni sie nauka od paranauki. Obie przeciez
proponuja spoleczenstwu poglad na swiat, formuluja
sady, rozstrzygaja watpliwosci. Zasadnicza róznica polega
na stosunku do gloszonych (odpowiednio przez nauke
i paranauke) prawd.

Nauka swoje prawdy formuluje warunkowo. Oznacza to
nie tylko obwarowanie kazdego sadu dluga lista warunków,
bez których spelnienia nie ma on waloru prawdy (chocby
doswiadczenie go potwierdzalo), lecz takze swiadomosc,
ze kazda teoria dopiero wtedy zasluguje na miano
naukowej, gdy podaje precyzyjne stwierdzenia, jakie
to mianowicie wyniki badan kaza ja odrzucic. Innymi
slowy, teoria naukowa to taka, która mozna obalic, której
metody wskazuja, w jakiej sytuacji nalezy od niej odstapic
i przystapic do budowania nowej.

Paranauka - przeciwnie - nie daje zadnych sposobów
obalenia wypowiadanych w jej obrebie sadów, a kazdy

z nich proponuje uznac za tym bardziej prawdziwy,
im wiecej argumentów (o dowolnym pochodzeniu) na jego
rzecz da sie odnalezc.

Obalony sad naukowy to sukces - jest to poczatek
(a przynajmniej moze byc) budowy nowej teorii. Obalony
(lepiej pasuje do sytuacji slowo odrzucony) sad paranauki
to koniec jej istnienia przynajmniej w pewnym zakresie
- a wiec kleska.

Nieszczescie polega na tym, ze ludzie upowszechniajacy
nauke w spoleczenstwie posluguja sie metodami
wlasciwymi dla paranauki: nie dowodza, lecz agituja, nie
przekonuja o swych racjach, lecz je narzucaja (najczestszy
blad nauczycieli), sprawe przejscia od jakiejs teorii do
teorii lepszej traktuja jako rzecz wstydliwa. I tak nalezy
mierzyc rozmiar sukcesów paranauki: zdolala ona narzucic
swój styl (agitacja zamiast rozumowania, wiara zamiast
dowodu) ludziom prezentujacym nauke. Nic przeto
dziwnego, ze walczac na swoich warunkach paranauka
wygrywa wlasciwie wszedzie.

Jedynym rozwiazaniem w tej sytuacji jest przywrócenie
nauce jej wlasnego jezyka, przedstawianie jej jako
tworzenia coraz to blizszych rzeczywistosci teorii,
wskazanie, jak bardzo istotnym elementeIJ;l rozwoju nauki
jest znajdowanie bledów w tym, co zostalo dotad zrobione.
Wymagaloby to jednak zmian w mentalnosci zarówno
nauczycieli (i pewnego przeformulowania programów),
jak i popularyzatorów. Osobiscie nie sadze, aby te zmiany
mogly, w dajacej sie przewidziec przyszlosci, nastapic.

__ Zadania
Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

Zadania zaproponowal Tadeusz FIGIEL

M 759. Na bokach trójkata ABC wybrano trzy punkty: D E AB, E E BC i F E AC.
Udowodnic, ze okregi opisane na trójkatach ADF, BDE i CEF maja punkt wspólny.
Rozwiazanie na str. 13

M 760. Dana jest sfera. Z nalezacego do niej punktu P wychodza trzy niewspólliniowe
pólproste a, b i c odpowiednio przecinajace ja w punktach A, B i C. Punkt D
nalezy do przeciecia sfery z plaszczynza ABP, punkt E nalezy do przeciecia sfery
z plaszczyzna BCP, punkt F zas - do przeciecia sfery z plaszczyzna ACP. Udowodnic,
ze okregi powstale z przekroju tej sfery plaszczyznami ADF, BDE i CEF maja punkt
wspólny.
Rozwiazanie na str. 12

M 761. D~ ~ czworoscian ABCD. Punkty E, F, G, H, J, l leza wewnatrz
odcinków AC, AD, AB, BC, CD i BD, odpowiednio. Na czworoscianach AEFG,
BGH l, CEJ F i DJ l F opisane sa sfery a, b,c i d, odpowiednio. Udowodnic, ze sfery
te maja punkt wspólny.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Krzysztof REJMER

h

F 419. Znalezc opóznienie maksymalnej rocznej temperatury gruntu na glebokosci 4 m
w stosunku do maksymalnej rocznej temperatury na powierzchni, jesli amplituda
rocznych zmian temperatury wynosi na powierzchni 19,5°C, a na glebokosci 4 m jest
równa 2,6°C.
Rozwiazanie na str. 16

F 420. Z krawedzi urwiska o wysokosci h ponad pozioma równina wystrzelono pocisk
z predkoscia poczatkowa Vo (rys.). Znalezc maksymalny zasieg pocisku Rmil.x, kat,
pod jakim pocisk nalezy wystrzelic, oraz czas przelotu odpowiadajacy tej sytuacji, nie
poslugujac sie rachunkiem rózniczkowym. Opory ruchu pomijamy.
Rozwiazanie na str. 13
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Jedna z naj ciekawszych zabawek dzieciecych jest
wiatraczek. W miare szybki ruch obrotowy oraz
latwosc jego zmian czyni wiatraczek atrakcyjna
zabawka i ciekawym obiektem prostych doswiadczell.
Gdyby skrzydelka wiatraczka byly proste, nie móglby
on wirowac w jednorodnym strumieniu powietrza ..
Na rysunku la przedstawiona jest taka wlasnie
sytuacja. Momenty sil dzialajacych na dolne i górne
skrzydelko równowaza sie (oczywiscie, inaczej byloby,
gdyby strumien powietrza padal tylko na jedna,
na przyklad, dolna jego czesc). Jezeli skrzydelka
wiatraczka sa wygiete jak na rysunku 1b, to przekaz
pedu jest wiekszy w przypadku dolnego skrzydelka,
a zatem momenty sil nie równowaza sie i wiatraczek
zaczyna wirowac. Wazne jest tez, by skrzydelka mialy
oplywowe ksztalty, w przeciwnym przypadku wystapia
niepotrzebne straty energii.

Innym przedmiotem majacym skrzydelka jest strzala
lucznicza. Na jej koncu znajduja sie lotki, których
ksztalt i polozenie zmienialy sie podczas stuleci.
Rysunek 3 przedstawia dwa typy lotelc plaskie
i zakrzywione. Podczas ruchu strzaly powietrze
oplywa lotki, i jesli sa one zakrzywione, efekt jest
taki sam jak w przypadku wiatraczka, strzala zaczyna
wirowac wokól swej osi. Ten ruch obrotowy ma istotne
znaczenie dla celnosci strzalu. Efekt zyroskopowy
(zasada zachowania momentu pedu) powoduje,
ze strzala ma stale polozenie w stosunku do kierunku
lotu. Nie jest wiec latwo zaburzyc jej ruch.

A co z tytulowym praniem?

Wsród wielu proszków do prania konkurujacych
na rynku sa i takie, które w opakowaniu zawieraja
dozownik. Podczas prania w pralce automatycznej
nastepuje nieustanna wymiana wody: nabieranie
i wylewanie. Znaczna czesc proszku do prania
zwyczajnie marnuje sie. Dzieki dozownikowi proszek
moze zostac wykorzystany w ekonomiczny sposób.
Czesc tego dozownika jest podobna do wiatraczka.
Czy wiecie, dlaczego?
Jesli nie - spróbujcie poeksperymentowac!

Smigielko, skrzydelko l ...

Vo

mala delia

Rys. Ib. Wiatraczek
° skrzydlach zgietych.

os _
obrotu

b)

_ lotki _

- -. _ nasadki _

a)

e
l Vo

~~r-;;:-Fc
f

Rys. 2. Wiatraczek jako zabawka dziecieca.

Rys. la. Wiatraczek
° plaskich skrzydlach
(vo - predkosc wiatru).

Rys. 3. Strzala - widok z boku i "od tylu": a) dawniej,
b) wspólczesnie.

Mala Delte przygotowal Kazimierz MIKULSKI
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Nierównosc Czebyszewa stwierdza, ze dla
dowolnej zmiennej losowej X i dla < > °
maIny

1
P(IX - EXI ~ <) ::; oD2 X.E

Gdy X = Sn jest liczba sukcesów
w schemacie n prób Bernoulliego,
to wartosc oczekiwana i wariancja dane
sa dobrze znanymi wzorami

W naszym przypadku,
prawdopodobienstwo P(Sn ::; m) nie
przekrac;za lewej strony nierównosci
Czebyszewa, gdy polozymy E = ESn - m.
Prosty rachunek pokazuje, ze dla takiej
wartosci € wyrazenie D 2 Sn / € 2 jest
mniejsze od 0,01 dla m ~ 260, albo
równowaznie dla n ~ 521.

Los kazdego z nas zalezy czesto od kolegialnych decyzji podejmowanych
w glosowaniu przez naj rozmaitsze ciala. Dlatego nie od rzeczy bedzie rozwazyc
nastepujacy

Problem. Parlament zlozony z n = 2m + l osób podejmuje decyzje w drodze
glosowania (zwykla wiekszoscia glosów). Zalózmy dla wygody, ze istnieje
obiektywnie okreslony dobry wybór decyzji. Przypuscmy, ze kazdy z poslów
w parlamencie rozpoznaje ów dobry wybór z prawdopodobienstwem p = 0,7,
a przeciw dobremu wyborowi glosuje z prawdopodobienstwem q = l - p = 0,3.
Przyjmijmy wreszcie, ze kazdy z poslów podejmuje swa decyzje w sposób
niezalezny. Pytanie brzmi: jaka jest najmniejsza liczba n poslów, dla której
prawdopodobienstwo podjecia przez ów parlament slusznej decyzji jest wieksze
od 0,99?

Wielu licealistom problem wyda sie moze banalny. Mamy n prób Bernoulliego
z prawdopodobienstwem sukcesu p = 0,7 i chodzi o to, by liczba sukcesów Sn
byla wieksza niz liczba porazek. Nalezy zatem sprawdzic, dla jakiego
nieparzystego n zachodzi nierównosc P(Sn 2: m + l) > 0,99 albo równowaznie
P(Sn :S m) < 0,01. Cóz prostszego, gdy jest jawny wzór,

m m ( )

n
(l) P(Sn:Sm)=LP(Sn=k)=L k pk(1_p)n-k.

k=O k=O

Kto chce, niech wlaczy komputer, a dostanie odpowiedz w kilka'sekund - poslów
w parlamencie powinno byc przynajmniej 31 (29 to jeszcze za malo).

Wyobrazmy sobie jednak, ze mamy do dyspozycji tylko kartke i olówek,
no i moze jeszcze dosc prymitywny kalkulator (taki, co to pomoze wykonac
cztery dzialania i jeszcze wyciagnac pierwiastek kwadratowy). Obliczanie
dlugiej sumy, a nawet któregokolwiek z jej skladników "na piechote" raczej
odpada: to dobra metoda na to, by nabawic sie odcisków od naciskania guzików
kalkulatora. Narzedzia w rodzaju nierównosci Czebyszewa tez daja wynik bardzo
niedoskonaly. Spróbujmy wiec mozliwie prosto, ale i mozliwie dokladnie, wyrazic
sume (l) w sposób przyblizony.

Wystartujemy z oczywistej równosci

(n) k n k l - p k + lP(Sn = k) = k p (l - p) - = P(Sn = k + l) . -p- . n _ k .
Korzystajac z niej wielokrotnie, sprawdzamy, ze

P(Sn :S m)=P(Sn=m)+P(Sn=m-l)+P(Sn=m - 2)+· +P(Sn=O)=

_p S - (l (l-p)m (1-p)2m(m-l) )- (n-m) + p(n-m+l) +p2(n-m+l)(n-m+2) + ...
'- ...., .J

o twierdzeniach granicznych
Pawel STRZELECKI

ESn = np,

Zastepujac sume w nawiasie suma
postepu geometrycznego zostawiamy
bez zmian jej dwa najwieksze skladniki.
W trzecim skladniku w miejsce

ulamka n~':~2 wpisujemy n-:+l'
Mozna sprawdzic, ze w ten sposób
zwiekszamy wartosc calej sumy o mniej,

niz 5~" Dociekliwy Czytelnik zechce
samodzielnie ocenic, jaki blad popelniamy
w przypadku kolejnych skladników.

m + 1 skladników

Dokonajmy teraz podwójnego drobnego oszustwa. Po pierwsze, nie popelniajac
wielkiego bledu, mozna przyjac, ze skladniki sumy w nawiasie to kolejne potegi

tej samej liczby x = 7.n-:+1' Stad

P(Sn :S m) ::::JP(Sn = m)(l + x + x2 + ... + xm).

Drugie uproszczenie polega na tym, by sume skonczona zastapic suma
nieskonczona. Zysk jest spory, bo sume nieskonczonego ciagu geometrycznego
oblicza sie latwiej niz skonczonego, a blad niewielki: nietrudno sprawdzic,
ze w naszym przypadku x E (O, (3/7)), wiec juz dla m = 10 suma
xm+1 + xm+2 + ... jest ponad 1000 razy mniejsza od pierwszego, równego jeden,
skladnika w nawiasie. W efekcie, po nietrudnym rachunku, dostaniemy

P(Sn < m)::::J P(Sn = m) = P(Sn = m) (n + l)p - mp ::::J-p-P(Sn = m).
- l-x (n+l)p-m 2p-l
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Tym samym sprowadzilismy problem obliczenia wartosci dlugiej sumy do
obliczenia najwiekszego skladnika i pomnozenia go przez liczbe pl(2p - l).
W dalszych rachunkach pomoze nam

l
V2'7fnp*(1 _ p*) . exp( -nH(p*)) ,

Lokalne twierdzenie graniczne. Zalózmy, ze O< m < n i oznaczmy przez p*

ulamek ~. Jesli m, n --+ 00 w ten sposób, ze równiez n - m --+ 00, to zachodzi
wtedy przyblizony wzór

P(Sn = m) = (:)pm(1- p)n-m

gdzie H(x) = xln~ + (1- x)ln i=;.
Znak ~ w równosci (2) nalezy rozumiec w ten sposób, ze stosunek lewej strony
do prawej dazy do jednosci dla m, n --+ 00.

(2)

Szkic dowodu. Lokalne twierdzenie graniczne jest prosta konsekwencja
wzoru Stirlinga, pozwalajacego na przyblizone obliczanie wartosci silni,
n! ~ nne-ny'27rn. Skorzystajmy z tego wzoru, by wyrazic wszystkie silnie
wystepujace w definicji prawdopodobienstwa P(Sn = m). Dostaniemy w efekcie
równosc przyblizona

nn
P(Sn = m) ~ v27rm(n - m)· -----. pm(1- p)n-m =

mm(n - m)n-m

l ()m (l )n-m/27rnp*(1 - p*).; l ~;

Stad juz kazdy bez klopotu dowedruje do tezy twierdzenia: wystarczy posluzyc
sie zaleznoscia a = eln a i wiedziec, ze logarytm iloczynu dwóch liczb to suma ich
logarytmów.

Moze sie wydawac, ze lokalne twierdzenie graniczne oferuje wzór bardzo zawily
zamiast wzglednie prostego i elementarnego. To jednak tylko pozór, bowiem do
obliczen dla duzych wartosci n znacznie wygodniej jest uzyc formuly (2) niz
definicji rozkladu Bernoulliego.

W naszym przypadku liczba p* = ~ = l - in niewiele sie rózni od l·
Zamiast wiec obliczac H(p*) bezposrednio, wypiszemy równanie stycznej
do wykresu funkcji H w punkcie (l, H O)) i odczytamy z owego równania
przyblizona wartosc H(p*). Poniewaz wspólczynnik kierunkowy stycznej to
pochodna H' (l), mamy

H(p*) ~ H (~) +H' (~) (p* -~) = -lnv4p(1- p) - ~lnJl; p.

Podstawiajac te wartosc do wzoru (2), i jeszcze raz wykorzystujac fakt,
ze p* ~ l, dostajemy

P(Sn-Sm)~-p-P(Sn=m)~-p- /2_2 .exp (nin V4p(1-p) + In j_l-_P) =2p-l 2p-l V;;:; p

= /2p(1 _ p) . (4p(1 _ p))"/2V 7rn 2p - l

Poslugujac sie kalkulatorem otrzymamy
l

P(Sn -S m) ~ 0,914 ... ' c· (0,916 ... )" = a(n) .yn ozn.

Jest to juz przyblizenie nadajace sie do rachunków na kalkulatorze. Sposród
wszystkich liczb nieparzystych n naj blizej liczby rzeczywistej x, spelniajacej
zaleznosc a(x) = 0,01, lezy wlasnie n = 31. Lawina drobnych "oszustw" nie byla
wiec wcale niebezpieczna.

Z naszych rachunków mozna wywnioskowac wiecej. Mianowicie, jesli licz ba
prób n jest duza, to powinnismy oczekiwac uzyskania okolo E(S'n) = np
sukcesów. W takim przypadku p* = mln niewiele sie rózni od p. Obliczmy wiec,
jaka jest przyblizona wartosc funkcji H(p*) dla p* ~ p. Jak poprzednio, uzyjemy
wzoru Taylora - tym razem biorac o jeden wyraz wiecej, bo tyle trzeba wziac,
zeby uzyskac nietrywialny wynik. Mamy H(p) = H'(p) = O, zas

o ile f ma ciagla pochodna
rzedu (k + l), to istnieje taka
stala C, ze dla malych h mamy
IR(xo, h)1 < Clh\k+'. Do przyblizania
wartosci funkcji H stosujemy obok
wzór Taylora dla k = l, a nieco dalej
- dla k = 2.

Wrogowie stosowania kalkulatorów
i milosnicy spokojnych rachunków,
którzy nie boja sie wypisac wzoru
Taylora dla funkcji ln(l + x) i wiedza,
ze e = 2,7182 ... , moga poszukac
rozwiazan nierównosci a(n) < O, Ol
korzystajac jedynie z olówka i kartki
papieru (to wcale nie takie straszne, jak
by sie moglo wydawac).

gdzie p( n) jest liczba z przedzialu

( 12~+1 J l;n)'

Jesli funkcja f ma ciagle pochodne
do rzedu k wlacznie, to jej wartosci
w poblizu ustalonego punktu Xo mozna
przyblizac korzystajac ze wzoru Taylora,

f(xo + h) =f(xo) + f'(xo)h+

+ f"(xo) h' + ... +2'

f(k)( )
+ __ x_O_hk + R(xo, h).

k'

Reszta R(xo, h) spelnia warunek

lim R(xo, h) = O.
h_O hk

Dokladniej, wzór Stirlinga (pochodzacy
z lat trzydziestych XVIII wieku) mówi,
ze
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a-np:;Sz:;Sb-np

Suma po prawej stronie nie bez powodu przypomina sume calkowa Riemanna
funkcji tf; - Czytelnik sam zechce sprawdzic, po jakim przedziale odbywa sie
"calkowanie" .

I 0/

P(Bn = m) ~ 8tf;(8z), gdzie tf;(t) = !'Ce-t- 2v 27r

Co to znaczy? Interpretacja nie jest trudna. Jesli prób jest wiele, to interesuja

nas raczej zdarzenia {a::; Bn ::; b}, a nie (znikomo prawdopodobne) zdarzenia
{Bn = m}. Gdy skorzystamy z ostatniego wzoru, to dostaniemy równosc
przyblizona

H"(p) = p(1~p)' Zatem

H(p*) = 2P(/- p) (p* - p)2 + R(p*) ,

przy czym reszta R spelnia warunek IR(p*)1 ::; C(p* - p)3 dla p* bliskich p.

Podstawiajac te wartosc do wzoru (2), dostaniemy

I ( n(p* _ p)2)
P( Bn = m) ~ -,=--=--=-=====' exp - ----

J27rnp(l-p) 2p(l-p)

albo, oznaczajac z = n(p* - p), 8 = I/Jnp(l- p),
Jesli funkcja j jest (np.) ciagla na
przedziale [a, b], to tzw. sumy calkowe
Riem.anna,

~b-a ( b-a)L.J -n-j a+ k-n-
k:::;l

sa zbiezne, dla n -+ co, do calki
b

oznaczonej J j(x) dx. Ten fakt ma
a

interpretacje geometryczna: pole pod
wykresem (odpowiednio porzadnej)
funkcji mozna z dowolna dokladnoscia
przyblizac suma pól cieniutkich
prostokatów.

P(a::; Bn ::; b) ~ 8tf;(8z) .

Dotarlismy do konca - w tym momencie wypada sformulowac

Twierdzenie graniczne de Moivre'a-Laplace'a. Jesli Bn oznacza liczbe

sukcesów w n próbach Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, to

(B - np ) I 1{3 2/'
lim P a < n < (3 = -- e-t 2 dt

n-oo - Jnp(1 - p) - V27r et

dla dowolnych a, {3 E R, a < {3.

Twierdzenie de Moivre'a-Laplace'a ma dzis cala mase uogólnien
o duzym znaczeniu tak teoretycznym, jak i praktycznym. Rachunkowi
prawdopodobienstwa trudno byloby sie obyc bez tego rezultatu.

Ci Czytelnicy, którzy znaja wzór Taylora oraz definicje calki Riemanna, nie
powinni miec klopotu z zamienieniem tresci niniejszego artykulu na scisly i nie
nazbyt dlugi dowód. Mozna bedzie wtedy powiedziec: "Rzeczywiscie, nie trudne
- nic dziwnego, ze Laplace umial to zrobic ponad 180 lat temu."

Rozwiazanie zadania
M 760. Wykonajmy rzut

stereograficzny naszej sfery
z punktu P na plaszczyzne
i oznaczmy obrazy punktów
A, B, C, D, E i P odpowiednio
przez A', B', C', D', E'
i P'. Punkty A',D' i B'
sa wspólliniowe, podobnie
- punkty B', E' i C' oraz
punkty A', p' i Ci. Obrazami
okregów opisanych w tresci
zadania sa okregi (jest
to znana wlasnosc rzutu

stereograficznego). N a mocy
zadania M 759 maja one
punkt wspólny. Odwrotny rzut
stereograficzny tego punktu
(z plaszczyzny na sfere) jest
szukanym punktem wspólnym
okregów lezacych na sferze.
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Torun, 13.09.1995

MateluatykizPrac

Matematykiz

Konkursu Uczniowskich

posiedzenia Jury
Uczniowskich Prac

Regulamin

Tradycyjnym zwyczajem redakcja Delty oglasza Konkurs Uczniowskich Pra,c
z Matematyki. Zachecamy uczniów zainteresowanych matematyka do opracowywania
swoich matematycznych rozwazan i nadsylania rezultatów do redakcji Delty. Ponizej

przypominamy szczególowy regulamin konkursu.

Konkursu
Protokól

l) zloty medal i nagrode w wysokosci 250 zlotych Tomaszowi Osmanowi, uczniowi
klasy trzeciej I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach za prace Wielowymiarowe

uogólnienie twierdzenia Bezouta,

2) srebrny medal i laczna nagrode w wysokosci 200 zlotych Krzysztofowi
Krupinskiemu, uczniowi klasy czwartej I LO im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Górze
oraz Karolowi Tokarczykowi, uczniowi klasy czwartej XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu za wspólna prace Nakladanie sie wielu figur wewnatrz wielokatów,

C 3) brazowy medal i nagrode w wysokosci 150 zlotych Rafalowi Lochowskiemu, uczniowi
klasy piatej Zespolu Szkól Elektronicznych im. Bohaterów Westerplatte w Radomiu za
prace Zaleznosci miedzy zbieznoscia lub rozbieznoscia pewnych szeregów,

4) wyróznienie i nagrode 80 zlotych Ewie Mazurkiewicz, uczennicy klasy trzeciej I LO
im. Stanislawa Staszica w Lublinie za prace Wzory Viete'a w trójkacie,

5) dyplom uczestnictwa w finale Rafalowi Kaluzy, uczniowi klasy drugiej LO
im. majora H. Sucharskiego w Sierpcu,

6) nagrody w wysokosci 80 zlotych kazda opiekunom prac: Barbarze Bialeckiej,
Tadeuszowi Hajdakowi, Zbigniewowi Karczmarczykowi i Jerzemu Zarembie.

(-) podpisy czlonków JUTY

[LFCE[ + [LFXEI =

= (180° - [LBACI - ILABCI)+

+(360° -ILDXF[ - ILDXEI) =

= 540° - (ILDAF[ + ILDXFI)-

-(ILDBEI + ILDXEI =

= 540° - 180° - 180° = 180° ,

Zatem

wiec i na czworokacie CF XE mozna
opisac okrag. Punkt X lezy zatem
równiez na okregu opisanYITI na
trójkacie CEF, co trzeba bylo wykazac.

Rozwiazanie zadania M 759.
Punkt wspólny okregu opisanego na

trójkacie ADF i okregu opisanego na J K kU' k' h P M t k' b d' d' 3 ' .. Ok' o BDE .' d D ury on ursu czmows lC rac z atema y l, o ra uJace ma l wrzesma 1995 r.troJ aCle ' 1 rozny o l oznaczmy ., ....

przez X o Na czworokatach AD X F W Torumu, W skladzIe: Jerzy Bednarczuk, Antom Leon DawldowlCZ - przewodmczacy,
i BEX D mozna opisac okregi, wiec Marek Kordos, Andrzej Makowski, Agnieszka Wojciechowska, Michal Wojciechowski

ILDAF[ + ILDXFI = i Jaroslaw Wróblewski,

=ILDBEI+ILDXEI=1800 .. d db' t t' . b' bWZIaWSZYpo uwage o ar ema u, pOZiOm pracy l prze leg o rony
postanowilo przyznac:

Rozwiazanie zadania F 420.
Poniewaz pocisk porusza sie ze stalYlTI

przyspieszeniem g, lTIOZen1Y napisac
2s

Vk - Vo = gt, Vk + Vo = t o

Mnozac te równania skalarnie i wektorowo

dostajemy

v~ - v~ = 2g' S) Vk X Vo = g X s.
Ostatnie równanie mozna napisac
w postaci: VkVO sin,6 = gR, gdzie
,6jest katem pomiedzy wektorami
predkosci kOl1coweji poczatkowej o

Z zasady zachowania energii n1amy

Vk = vvii + 2gh. Widac, ze zasIeg
jest maksymalny, gdy sin,6 = l, tzn.
gdy predkosc kOl1cowajest prostopadla
do poczatkowej. Jest on równy

Rmax = 7- VV6 + 2gh. Mnozac pierwsze
z równali skalarnie i wektorowo przez Vo

dostajemy

oraz

a stad

oraz

Vo = gtmax sin Q'ma.x

Vk = gtmax cos O:'max,

Vo
tg Q'max = o ;..,;..-_--:;..-:;..-_- __

vvii + 2gh

tmax = ~V2(vii + gh).g

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i redakcje miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowej.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do 1 maja przesle pod adresem
redakcji Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc
nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa, nazwa i adres szkoly; imie, nazwisko
i adres opiekuna pracy.
5. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o zródlach, z których
korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Jury Konkursu i kompetentnych
recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana zakwalifikowane
przez Jury do finalu. Final odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac i ich
opiekunom przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu Glównego PTM zaproszenia do
udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na
temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz merytorycznej
wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyróznienia oraz nagrody
pieniezne ufundowane przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. VVszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku Delta.
13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu
Redakcyjnego Delty.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Ternlin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1996

--,• 44
Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kOllca miesiaca n + 3. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. lVIozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
vVT = 4 - 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1995.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen l'ozwiazarl
zadan 299 (WT=I,77) i 300 (WT=2,06)

z numeru 4/1995
Janusz Olszewski - Suwalki 44,62
Tomasz Wietecha - Tarnów 42,33
Piotr LipiiIski - Radom 37,82
Leslaw Skrzypek - Rzeszów 37,]9
Tadeusz Jó:z.efczyk- Poznali 36,66
Jan Ciach - Ostrowiec Sw. 35,69
Krzysztof Zapisek - Warszawa 35,10

Z panem Olszewskim matenlatyczny
Klub 44 liczy szesnastu Weteranów.

Zadania z matematyki nr 313, 314 Redag'uje Marcin E. KUCZMA

313. Ciag (Xn) jest okreslony rekurencyjnie:

xO=7I"/3, Xn+I=XnCOSXn dla n=0,1,2, ....
00

Wykazac, ze szereg L x~ jest zbiezny i ze jego suma jest liczba mniejsza od 7/:l.
n=O

314. Na plaszczyznie dane sa dwa kwadraty AIBICIDI i A2B2C2D2, jednakowo
zorientowane oraz polozone tak, ze Al f A2, CI f C2. Udowodnic, ze proste Au'h
i CI C2 sa równolegle wtedy i tylko wtedy, gdy IBl B21 = IDl D21.

Zadanie 314 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.

Rozwiazania zadali z matematyki z numeru 9/1995
Przypominamy tresc zadan:

305. Wysokosc CD trójkata ostrokatnego ABC ma dlugosc h;
punkty O oraz J sa srodkami okregów opisanego (o promieniu R)
oraz wpisanego (o promieniu 1"). Punkt P, lezacy na odcinku CD,
ma te wlasnosc, ze prosta wyznaczona przez Jego rzuty na boki AC
i BC przechodzi przez punkty O oraz J.

305. (a) Oznaczmy przez K i L rzuty p~mktu P na boki AC
i BC, a przez E - koniec srednicy CE okregu opisanego na
trójkacie ABC. Przyjmijmy tez zwykle oznaczenia: IBCI = a,

IACI = b, ILBACI = a, ILABCI = (3. Zachodza równosci:

ILOCLI = ILOCBI = 90° -ILBECI = 90° -ILBACI = 90° - a.

Na czworokacie CKPL da sie opisac okrag; zatem

ILOLCI = ILKLCI = ILKPCI = 90° -ILKCPI = a.

Trójkat COL jest wiec prostokatny: COJ..OL.

Oznaczmy przez F rzut punktu I na prosta CD. Skoro

ILFCKI = ILDCAI = 90° - a = ILOCLI,

zatem dwusieczna CI kata AC B jest zarazem dwusieczna
kata OCF. Wobec tego trójkaty prostokatne COl i CFI sa
przystajace i otrzymujemy

h = ICDI = ICFI + IFDI = Icol + IFDI = R + r;

jest to szukany zwiazek.

(b) Z równosci ILOLCI = a, ILLPCI = 90° - ILLCPI = (3
wnosinlY, ze

(a) Znalezc zwiazek miedzy liczbami R, ", h.
(b) Wyznaczyc najmniejsza mozliwa wal'tosc stosunku lePI h.

306. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Dla /,;= 1,2, ., p - l
oznaczmy przez rk reszte z dzielenia liczby kP przez p2 Obliczyc
sume 1", + 1"2 + ... + 1"p_'.

306. Zauwazmy, ze p

(p- k)P = L (~)pj(-k)P-J == -kP
j=O

Wobec tego rp_k = p2 - Tk, skad ostatecznie

(p-I)/2 (p-I)/2 (p-I)/2

L rk + L rp_k = L

... ICLI ICOI 2R2

h = asm(3 = 2Rsma sm (3 = 2R· ICPI . ICLI = ICPI .

Stad, na podstawie znanej nierównosci r :S tR, dostajemy
oszacowanie

2R2 R 2 R 2 (R) 2 8ICPI=-=2h (-) =2h (--) >2h -- =-hh h R+T - R+tR 9'
przechodzace w równosc dla trójkata równobocznego. W takim

razie minimalna mozliwa wartosc stosunku ICPI : h wynosi 8 : 9.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

p.

Zadania z fizyki nr 211, 212

Redag1tje Jerzy B. BROJAN

211. Punkt P znajduje sie w adleglasci a ad pianawej scianki naczynia, a rozJUca
wysakasci miedzy nim a paziamem cieczy w naczyniu jest równa b (rys. 1). Jaki
warunek musza spelniac a i b, zeby strumiell cieczy wytryskujacej przez atworek
w sciance nie mógl asiagnac punktu P, niezaleznie ad palazenia atworka?

212. Cewke umieszczana w zewnetrznym niejednarodnym palu magnetycznym, gdzie
plynacy przez nia prad a natezeniu I pawaduje wystapienie wypadkawej sily F.
Przyjmijmy zalazenie, ze taka sama sila dziala. ne cewke w kazdym miejscu pewllega

b abszaru \2. Wykazac, ze jesli cewka jest bezaparowa i nie maze sie abracac (a jedynie
przesuwac równalegle), ta pa jej zwarciu i pchnieciu w kierunku sily F bedzie sie ana.
wabrebie \2 paruszala ruchem drgajacym. Znalezc czestatliwasc tych drgall, jesli masa
cewki jest równa m, a indukcyjnasc L.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1995
Przypaminamy tresc zadan:
203. Aby abjasnic mechanizm umazliwiajacy abrót kata w pawietrzu (i spadek na cztery lapy l,
przedstawmy ciala kata w pastaci dwóch jednaradnych i jednakawych walców a promieniu l'
i wysakasci h asadzanych na askach palaczanych przegubawa (rys. 2). Przyjmijmy, ze paczatkawa
uklad walców byl nieruchamy, dalej nastapila zgiecie w przegubie a kat 20', nastepnie walce al!l'ócily
sie a jednakawy kat {3wzgledem ukladu zwiazanegO' z askami, a pa zakal1czeniu abratu osl" Sie

wyprostawaly. O jaki kat abrócily sie walce wzgledem ukladu inercjalnega? Paminac addzlalywa"i"
z powietrzem.
Pytanie dadatkawe: O jaki kat i w jakiej plaszczyznie abrócilby sie uklad walców, gdyby abról
a kat {3nastapil z przeciwnym zwrotem (rys. 3)"

204. Ocenic arientacyjnie maksymalny ladunek, jakim mazna naladawac kulke stalawa
a srednicy 2 cm, aby nie ulegla ana razerwaniu pad wplywem adpychania elektrostat.ycznega
(ewentualnie takze - aby nie aderwala sie ad niej warstwa pawierzchniawa).

203. W fazie b-c (rys. 2) ruch kazdegO' z walców jest zlazeniem dwóch abratów: caly uklad
walców wraz z askami abraca sie wakól asi paziamej, a jednaczesnie walce abracaja sie na
askach. Niech kat abratu calasci w ciagu nieskanczenie malegO' przedzialu czasu dt bedzie
równy d" a adpawiedni kat abratu walców wzgledem asiek - diJ. Paniewaz predkasc katawa
mazna - jak kazdy inny wek tar - dadawac wektarawa i razkladac na skladawe, wiec wzdluz
swajej asi walce abracaja sie wzgledem ukladu inercjalnegO' z predkascia katawa

diJ d,
wlI = cli - dt cas""

natamiast wzdluz asi prastapadlej - z predkascia katawa w 1- = '!if sin",. Skladawe [(II
i 1(1- mamentu pedu walców znajdujemy mnazac wlI i w 1- przez mamenty bezwladnasci

III = ~m1'2 i 11- = tm (1'2 + h32). Calkawity mament pedu pazastaje stale równy
zeru, wiec uwzgledniajac przedstawiane na rysunku 2b zwraty atrzymujemy r6wnanie

21(11cas", - 2K 1- sin", = O, czyli

( diJ d,) d, 2
III - - - cas", cas", = 11- - sin '"dt dt dt

alba

III diJ cas '" = (h sin2 '" + III cas2 '" )d, .

Paniewaz zalazylismy, ze w czasie abratu kat skrecenia", jest staly, wiec astatni wzór
abawiazuje nie tylkO' dla malych katów diJ i d" ale i dla calkawitych katów abratu.
Ostatecznie kat abratu t5 walców wynasi

11- sin 2 Cl' + III cas '" (cas '" - 1)
t5 = iJ - , = iJ---------.

11- sin2 '" + III cas2 '"

Jesli abrót walców a kat iJ bedzie mial przeciwny zwrat, ta z analagicznega razumawania
wynika, ze calasc abróci sie w plaszczyznie paziamej a kat

t5 = iJ_I_II_s_in_"' _
11- cas2 '" + III sin2 '"

Czalówka ligi zadaniawej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 199 (WT=2,15) i 200 (WT=2,95)

z numeru 5/1995
Artur Gawryszczak - Dubeczno 43,40

Zbigniew Galias - Kraków 36,75
Aleksander Surma. - Myszków 30,79
przemysla.w Gadziriski - Sroda. Sl. 23,31
Przemyslaw Gworys - Czestochowa 22,32
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 17,03

204. Scisla analiza razkladu naprezen wewnatrz kulki bylaby zapewne dasc trudna, wi"c
agraniczymy sie da analizy wymiarawej. Szukany ladunek maze zalezec ad pramienia kulki 7',

ad wy trzymalas ci W i ad stalej k = 1/(47l'eo) wystepujacej w prawie Caulamba (pamijamy
mala istatna - jak sie zdaje - zaleznasc ad madulu Yaunga i wspólczynnika Paissana, które
apisuja wlasnasci sprezyste materialu). Jedyna kambinacja 1', W i k a wymiarze ladunku jest

Q = canst· 1'2y1W/k.

Padstawiajac wytrzymalasc dla stali W ~ 109 N/m2 i k = 9· 109 Nm2/C2 atrzymujemy dla
stalej rzedu jednasci Q ~ 3 . 10-5 C.
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Kacik olimpijski (14)

Rozwiazanie zadania M 761.
Przecinajac sfery a, b i c
plaszczyzna ADC st.wierdzamy,
na lTIOCY zadania M 759) iz nlaja

w t.ej plaszczyznie punkt wspólny X.
Analogicznie sfery a, b i ci maja
w plaszczyznie AD D punkt wspólny Y,
natomiast sfery a, (' i et maja
w plaszczyznie ACD punkt wspólny ~V.
Punkty A, e, F, E, X, Y i W leza na
sferze a. Ponadto punkty A, e,F i y sa
wspólplaszczyznowe, podobnie - punkty
A, E, F, ~V i punkty A, G, E, X. Na mocy
zarlania M 760 okr~gl eXY, XEW
i y FW maja na sferze a punkt wspólny.
Ponie\ivaz okregi te zawieraja sie w sferach
b, c i d, odpowiednio) punkt ten nalezy

do wszystkich czterech sfer) co kOI1czy
dowód.

Rozwiazanie zadania F 419. Szukamy

rozwiazania równania przewodnictwa
cieplnego:

&T &2T- a--
&t [}x2

z periodycznym warunkielTI

brzegowym: T(U, t) = Tocoswt, gdzie
w = 1,99 10-7 S-l jest czestoscia obiegu
Zienli wokól Slorlca. Rozwiazanie ma

postac

T(x,t)=Toexp (-jf;x) X

gdzie To jest. amplituda zmian
temperatury na powierzchni

Ziemi; Tr = exp ( - ~3:), a jest
wspólczyn l1ikie111 przewodnictwa
temperaturowego) szukane zas opóznienie
wynosI

l jf; l To
ó = - -x = -In - :;::,117dni.

w 2a uJ Tx

,V rozwiazaniu nie uwzglednilismy
mozliwosci zamarzania wody gruntowej
(tajania lodu), co wymagaloby
lTIodyfikacji równania przewodnictwa.
Uzyskany wynik jest jednak realistyczny.
Aby to sprawdzic, mozna obliczyc
wspólczynnik przewodnictwa
telnperaturowego

wx2 -3 cm::!
a = --~T- :;::,3,92 la -- .

2102 ~ s
EksperYlnentalnie' zmierzone
wartosci tego wspólczynnika
maja c1la kilku substancji
nastepujace wartosci (w cm2/s):
bazalt: a = 6,77 10-';
granit: a = 1,4.10-3 c10 6.10-3;
piasek: a = 1,44 10-'.

Rozwiazania kolorami
Redaktor naczelny Delty opowiadal kiedys, ze po pól roku istnienia czasopisma
"na Zjezdzie PTM urzadzono awanture, ze Delta jest zbyt efektowna i jacys
glupcy mogaja kupowac dlatego, ze ma kolorowe okladki, i ze to jest niedobrze.
W obrone wziela wtedy Delte profesor Krygawska, która zaczela wystapienie od
zdania, ze matematyka jest kolorowa". Kolorowa matematyka moze sie przydac
przy rozwiazywaniu rozmaitych problemów i zadan, takze olimpijskich. I nie
chodzi tylko o to, ze rysunek zrobiony za pomoca kilku kolorów jest bardziej
czytelny, Kolory pomóc moga przy lepszym zredagowaniu pracy, ulatwic
albo wrecz umozliwic rozwiazanie. N a przyklad: kwadrat o boku dlugosci n
(n jest liczba parzysta) dzielimy na kwadraty jednostkowe, wycinamy dwa
przeciwlegle narozne kwadraty; czy powstala figure mozna pokryc prostokatami
wymiaru 2 xl? Odpowiedz sie nasuwa, gdy duzy kwadrat pomalujemy tak,
jak szachownice, bo kazdy prostokat pokryje jedno pole biale i jedno czarne ...
Takich zadan jest wiecej; ponizsze (czasem troche inaczej sformulowane)
pojawily sie na polskich Olimpiadach Matematycznych. Dla chcacych powalczyc
z tymi zadaniami podaje tylko wskazówki; moim zdaniem, gdy z rozwiazaniem
zadania (w szczególnosci olimpijskiego) ma sie klopoty, wskazówka rozwija
umysl lepiej niz przeczytanie rozwiazania,

1. Ze zbioru punktów kratowych (tzn. o obu wspólrzednych calkowitych)
na plaszczyznie usuwamy te, których obie wspólrzedne sa podzielne przez 4.
U dowodnic, ze pozostalych punktów nie mozna tak polaczyc w pary,
by odleglosc punktów kazdej pary byla równa 1.

Wskazówka: Punkty kratowe mozna utozsamic z polami "nieskonczonej
szachownicy" (kazdy z punktów na srodku pola). Jakiego koloru sa wyrzucone
punkty?

2. Kazde trzy z szesciu danych punktów plaszczyzny sa wierzcholkami trójkata
o bokach róznej dlugosci. Udowodnic, ze naj krótszy bok jednego z trójkatów jest
jednoczesnie najdluzszym bokiem innego.

Wskazówka: Te odcinki, które sa najkrótszymi bokami pewnego z trójkatów,
pomalujmy na czerwono, a pozostale na zielono. Kazdy trójkat ma przynajmniej
jeden czerwony bok; wykazemy, ze istnieje taki, który ma ich trzy. Trzy z pieciu
odcinków wychodzacych z jednego z punktów sa tego samego koloru. , .

3. W turnieju szachowym uczestniczy 66 osób, kazdy z kazdym rozgrywa jedna
partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach. Wykazac, ze pewna trójka
zawodników rozgrywa wszystkie partie miedzy soba w tym samym miescie.

Wskazówka: Mozemy utozsamic szachistów z punktami na plaszczyznie, które
laczymy odcinkami czterech kolorów. Rozwazmy teraz liczby: 2, 5 = 2 . 2 + 1,
16 = 5 ·3+ 1,65 = 16, 4 + 1. Wybierzmy jeden punkt; wychodzi z niego
przynajmniej 17 odcinków tego samego koloru ...

4. Wypukly n-kat mozna tak podzielic przekatnymi na trójkaty, by z kazdego
wierzcholka wychodzila parzysta liczba przekatnych i by dwie przekatne nie
mialy wspólnych punktów wewnetrznych; wykazac, ze n jest podzielne przez 3.

Wskazówka: Jesli figure na plaszczyznie podzielimy prowadzac k prostych,
to mozemy powstale czesci tak pomalowac dwoma kolorami, by dwie majace
bok wspólny byly róznych kolorów (dowód indukcyjny), Teraz pomalujmy w ten
sposób nasze trójkaty, Nalezy wykazac, ze wszystkie trójkaty, które maja choc
jeden bok wspólny z wyjsciowym wielokatem, sa pomalowane na ten sam kolor,
a potem odpowiednio policzyc odcinki, ..

5. Dany jest zbiór n punktów kratowych na plaszczyznie, Udowodnic, ze istnieje

taki podzbiór A tego zbioru, ze A ma nie mniej niz ~ elementów i dowolne dwa
rózne punkty z A sa odlegle co najmniej o 2.

Wskazówka: Tym razem szachownice tak pomalujmy na cztery kolory, by dwa
pola tego samego koloru nie stykaly sie ani w jednym punkcie (w jednym rzedzie
dwa kolory na przemian). Jesli dwa pola sa tego samego koloru, to odleglosc ich
srodków wynosi co najmniej 2...

Krzysztof CIESIELSKI

16



1/96

(58)

Dorysowywanie
Zacznijmy od zadania. Dany jest czworokat, którego dwa
przeciwlegle katy sa proste; dlugosci boków przy jednym
z katów prostych wynosza odpowiednio a i b, dlugosci boków
przy drugim kacie prostym sa równe. Obliczyc dlugosc
przekatnej laczacej wierzcholki przy katach prostych.

W poprzednim EPSILONIE wspomniany byl znakomity
topolog amerykanski, R.H. Bing. Wszystkie jego prace (a nie
bylo ich malo) podpisane byly jedynie inicjalami. Móglby
ktos pomyslec, ze Bing z jakichs tajemniczych powodów
uzywal jedynie inicjalów; rzecz w tym, ze pod inicjalami
R.H. nie krylo sie nic, tak wlasnie mial Bing na imie (w USA
jest to dozwolone). Zwiazana jest z tym anegdota; otóz przed
narodzinami mlodego Binga ustalono, ze otrzyma on imiona
po dziadku, niemieckiegopochodzenia. Irniona te brzmialy
Rupert Heinrich i bardzo sie mamie Binga nie podobaly. Gdy
Bing sie urodzil i poproszono matke o podanie imion (tak
tam robiono, i bylo to wiazace), podyktowala jako imiona
skrót: R.H.

Kolejna anegdota mówi, ze gdy dorosly juz Bing przekraczai
kiedys granice panstwowa, urzednik zazadal od niego podania
pelnych imion. Bing zaczal tlumaczyc, ze to jest wlasnie jego
pelne imie, urzednik zapytal: "R.H.?" , na co Bing: "Only,
oniy" (tylko, tylko). Urzednik wpisal w deklaracji: "Ronly
Honly Bing" .

Danuta CIESIELSKA

RysA

a

Ta metoda mozna tez ladnie udowodnic znane twierdzenia.
Na przyklad:
- trzy srodkowe trójkata przecinaja sie w jednym punkcie;
punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2 : 1;
- trzy wysokosci trójkata przecinaja sie w jednym punkcie;
- odcinek laczacy srodki nierównoleglych boków tra.pezu
jest równolegly do podstaw trapezu, jego dlugosc jest
srednia arytmetyczna dlugosci podstaw.
Ale o tym nastepnym razem.

Mozna zadac pytanie: a skad wiadomo, co dorysowac?
W tym bywa pomocna wlasnie znajomosc metod
dowodowych elementarnej geometrii. W pierwszym zadaniu
rozwiazanie sugerowal odpowiedni dowód twierdzenia
Pitagorasa, w drugim - dowód twierdzenia o dwusiecznej
kata w trójkacie.

Rys.3

Dorysowywanie czesto okazuje sie bardzo skutecznym
srodkiem przy rozwiazywaniu zadan z geometrii
elementarnej. Dzieki sprytnemu rysunkowi niektóre,
z pozoru trudne zadania, mozna rozwiazac niemal
blyskawicznie. Metoda ta, kiedys bardzo popularna
i propagowana, wydaje sie obecnie (zwlaszcza w szkole)
zapominana - a szkoda!

równolegloboki o bokach dlugosci a i b oraz
przekatnej 2m (rys. 4). Trójkaty o bokach a, b i 2m sa
przystajace, maja tez równe srodkowe - w tym przypadku
sa to polówki drugiej przekatnej równolegloboku.
Zauwazmy, ze polówki te daja w sumie trzeci bok,
oczywiscie, równy w obu trójkatach, czyli na mocy cechy
przystawania bok-bok-bok dane trójkaty sa przystajace.

Rys.2

b

e

Rys. 1

Wielu matematyków zadania tego nie potrafilo rozwiazac.

Szukana odleglosc wynosi 1(a + b); jak to wykazac?
Wykorzystamy rysunek przedstawiajacy dowód twierdzenia
Pitagorasa, pochodzacy prawdopodobnie od samego
Pitagorasa, wziety z ksiazki Szczepana Jelenskiego (rys. 2).

Wystarczy zauwazyc, ze rozwazana przekatna to polowa
przekatnej duzego kwadratu z rysunku drugiego.

Teraz pora na twierdzenie Talesa; najpierw zadanie.
W dwóch trójkatach dlugosci boków i dwusiecznej kata
miedzy tymi bokami sa odpowiednio równe. Czy te trójkaty
sa przystajace? Oczywiscie, z.nowu, by rozwiazac zadanie,
wystarczy odpowiedni rysunek. Oznaczmy dlugosci boków
przez a i b, dwusiecznej przez d. W kazdym z trójkatów
narysujmy pólprosta zawierajaca odcinek o dlugosci b,

na tej zas pólprostej tak zaznaczmy odcinek o dlugosci a,
by obok trójkata wyjsciowego narysowany zostal trójkat
równoramienny o boku dlugosci a (rys. 3). Zauwazmy,
ze kat przy podstawie nowego trójkata równy jest katowi
miedzy wspólnym bokiem trójkatów i dwusieczna,
zatem podstawa ta i dwusieczna sa równolegle. Mozemy
skorzystac z twierdzenia Talesa i obliczyc dlugosc
podstawy; wynosi ona d(a:b). Wobec tego dorysowane
(do obu wyjsciowych) trójkaty sa przystajace; maja po
trzy parami równe boki. Daje nam to równosc katów przy
podstawie, tym samym równosc katów przy wspólnym
wierzcholku boków i dwusiecznej. Korzystajac z cechy
przystawania bok-kat-bok konczymy dowód.

Trzecie zadanie podobne jest do drugiego. W dwóch
trójkatach dlugosci boków i srodkowej, poprowadzonej ze
wspólnego wierzcholka, sa odpowiednio równe. Czy trójkaty
te sa przystajace? Oznaczmy dlugosci boków trójkatów
przez a i b, srodkowych przez m. Narysujmy

Redakcja EPSILONA: KrzysztofCiesielski(naczelny),Danuta Ciesielska,ZdzislawPogoda, AnaniaszPosmiechowski,Marcin Pozniak.
Adres do korespondencji:K. Ciesielski,Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Kraków,z dopiskiem€o

17


