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Wplaty przyjmowane sa IlOn-stop, do lO. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
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odpowiednia. ciorlat~ ponosi zaluawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum lO egzemplarzy kazdego numeru AMOS funcluje
dodatkowo jeden egzetnplarz piS111a.

Kont.o AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111-~----------------------.-----
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egzelllplal'zy nastepuje \v uzgodniouy ~posób. Dost.;;twa w t.akilU przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prennmeraty, tzn. "poci opaska".

4. Ceul:"l, prenu,lneraty ze zleceniem dostawy za grauice jest równa cenie prennrneraty
krajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. \,yplaty przyjmuje "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu \,yarszawa, ul. Towarowa 28,
czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 8°° _ 14°0.

5. Tcrndny prz)'jlllowania \v1>1(\tna prcnUlnerate
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5 XII 20 Xl na l kwartal roku nast.epnego,
5 Ul 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na Ul kwartal,
5 IX 20 Vln na IV kwartal.

6. Zleceui<\ na pl'enUlnerate dewizovva, pl'zyjrrlowane od osób zarnieszkalych za granica)
realizowane sa od dowolnego num.eru w danynl roku kalenda.rzowyru pod warunkielll
otrzYlnania zarnówienia. lub wplaty na 30 dni przed tenllil1elll realizacji.

lnforUlktcji o warunkach pl'enU111eraty i sposobie zanla\viallia udziela. "RUCH" S.A.
OcIelzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, teJ. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, weWl1. dla osób prawnych 2576, a takz"
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.
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Rozklad Boltzmanna
Krzysztof REJMER
Nawet gdyby swiatem rzadzily scisle deterministyczne prawa, i tak musielibysmy
poslugiwac sie metodami statystycznymi. Jeden mol gazu (okolo 22 litrów
w warunkach normalnych) zawiera liczbe czasteczek rzedu 1023. Gdybysmy
nawet byli w stanie sledzic kazda z nich, to i tak informacja o zderzeniu
czasteczki nr 1,628· 1017 z czasteczka nr 13451 bylaby raczej bezuzyteczna.
Interesuja nas glównie rózne wielkosci srednie, takie jak srednia sila dzialajaca
na jednostke powierzchni (cisnienie). Wprawdzie a priori mozna ja obliczyc na
podstawie znajomosci polozen i predkosci wszystkich czasteczek w danej chwili,
jesli znamy ich oddzialywania, jednak z taka liczba równan do rozwiazania
nie poradzilby sobie najlepszy komputer. Ponadto, gdybysmy byli w stanie
wyznaczyc warunki poczatkowe, to bylyby one obarczone pewnym bledem
pomiaru, ewolucja zas ukladu wielu cial jest na warunki poczatkowe bardzo
czula, o czym doskonale z doswiadczenia wiedza milosnicy bilardu. A do tego
dochodza takze zaokraglenia numeryczne i niedokladna znajomosc oddzialywan
miedzyczasteczkowych. Tak wiec - nie tedy droga!

Fizyka statystyczna posluguje sie pojeciem zespolu statystycznego.
Jest to zbiór kopii ukladu makroskopowego znajdujacego sie w stanie
równowagi termodynamicznej przy zadanych warunkach zewnetrznych, kopii
rózniacych sie jedynie stanami mikroskopowymi. Kazdej kopii przypisane
jest prawdopodobienstwo odpowiadajace danemu mikrostanowi. Najprostszy
przyklad to tak zwany zespól mikrokanoniczny opisujacy uklad izolowany.
W tym przypadku przyjmujemy, ze wszystkie mikrostany sa jednakowo
prawdopodobne. Z ukladami izolowanymi mamy jednak bardzo rzadko
do czynienia. Czesta sytuacja jest taka, w której uklad wymienia energie
z otoczeniem o stalej temperaturze (termostatem). Zakladajac, ze uklad
i termostat tworza razem uklad izolowany ~ mozemy znalezc rozklad
prawdopodobienstwa dla mikrostanów samego ukladu. Jest ono dane
wyrazeniem

1 (E)Pi = A exp - kB~ '

gdzie Pi oznacza prawdopodobienstwo i-tego mikrostanu, Ei jego energie,
T temperature absolutna, natomiast kB jest stala Boltzmanna sluzaca do
przeliczania temperatury na energie. Stala normalizacyjna A jest równa

A = Lexp (-~) .. kBT,
Wielkosc ta okresla energie swobodna ukladu, czyli potencjal termodynamiczny,
który w stanie równowagi, przy warunkach zewnetrznych okreslonych przez
ustalona temperature, objetosc i liczbe czasteczek w ukladzie, osiaga minimum.
Ten zespól nazywany jest zespolem kanonicznym. Poslugujac sie rozkladem
kanonicznym, w latwy sposób mozemy uzasadnic rozklad Boltzmanna. Jesli
interesuje nas uklad znajdujacy sie w zewnetrznym polu i chcielibysmy znac
prawdopodobienstwo (scislej - gestosc prawdopodobienstwa) znalezienia

czasteczki w punkcie P, to jest ona proporcjonalna do exp ( - ~~~), gdzie
U(f') to energia potencjalna czasteczki w tym punkcie. To z kolei pozwala na
znalezienie rozkladu gestosci czasteczek i wielu innych wielkosci, które mozna
znalezc doswiadczalnie i w ten sposób sprawdzic slusznosc zalozen czynionych
przy wyprowadzeniu rozkladu prawdopodobienstwa.

Istnieje jednak pewna trudnosc teoretyczna. Choc metoda oparta na pojeciu
zespolu statystycznego prowadzi do wniosków zgodnych z eksperymentem,
to musimy pamietac o tym, ze poslugujac sie ta metoda, obliczamy srednie
wzgledem zespolów, podczas gdy w doswiadczeniu mamy do czynienia ze
srednimi wzgledem czasów. Przyjmujemy, ze na ogól obie srednie sa jednakowe,
jednak nie istnieje dowód, ze tak musi byc. To bardzo wazny i zarazem bardzo
trudny problem. I zupelnie inna historia.
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Prawdopodo bienstwo rozpad li promieniotwórczego
Jacek DOBACZEWSKI

Nietrwale obiekty materialne, jakie nas otaczaja,
rozpadaja sie w rozmaity sposób. Obiekty
makroswiata, czyli odpowiednio duze, rozpadaja sie
glównie na drodze przemian chemicznych, jakie w nich
zachodza: deski próchnieja, samochody rdzewieja,
itd. Skupmy uwage na samochodach. Rysunek 1
przedstawia prawo rozpadu chemicznego produktów
dwu róznych firm. Firma A uzywa marnej stali i nie
troszczy sie o zabezpieczenie antykorozyjne, wiec
z tysiaca wyprodukowanych przez nia pojazdów po
trzech latach zardzewialych bedzie juz ze dwiescie, a po
kolejnych trzech latach - dziewiecset. Krzywa pokazana
na rysunku 1 okresla wiec prawdopodobienstwo,
ze kupujac samochód tej firmy, bedziemy sie cieszyc
jego dobrym stanem w kolejnych latach uzytkowania.
Jest jasne, ze firma B produkuje trwalsze samochody,
gdyz krzywa rozpadu jej produktów jest zupelnie inna.

Niestety, obiekty mikroswiata, te - wydawaloby sie
- idealne i nienaruszalne podstawowe cegielki materii,
tez sie rozpadaja. Przede wszystkim rozpadaja sie
jadra atomów. Tylko 253 jadra atomowe, sposród
znanych okolo 2700, sa trwale. Pozostale, po krótszym
lub dluzszym czasie, ulegaja rozpadowi, czyli
przemianie promieniotwórczej, i powstaja z nich
inne jadra atomowe. Nietrwala jest tez ogromna
wiekszosc znanych nam czastek elementarnych. Nie ma
nawet pewnosci, czy trwale sa protony! Na razie ich
nietrwalosci domagaja sie tylko niepoprawni teoretycy;
rozpadajacy sie proton pozwolilby im skonstruowac
ogólniejsza teorie czastek elementarnych. Nie nalezy
sie nimi (teoretykami) za bardzo przejmowac, ale
tylko do czasu. Jesli kiedys rozpad protonu zostanie
odkryty doswiadczalnie, to wtedy, uwaga, nawet te
trwale 253 jadra atomowe nie beda chronione przed
zgryzliwym zebem czasu - i one, wczesniej czy pózniej,
sie rozpadna·

Wlasnie. Wszystko zalezy, oczywiscie, od tego,
czy wczesniej, czy pózniej. Czyli od tego, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze nasz ulubiony proton, który
nabylismy za ciezko zapracowana jedna milionowa
jednej milionowej jednej miliardowej grosza, pozostanie
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Poniewaz rozpadu protonu jeszcze w laboratoriach nie wykryto, wiec
rysunek przedstawia jedynie, co sie moze zdarzyc w najgorszym
razie, czyli prawdziwe prawdopodobienstwa sa na pewno wieksze niz
pokazuje narysowana krzywa.

Rys. 2. Prawo rozpadu promieniotwórczego protonu (a),

neutronu (b) i jadra 8Be (c).

Z rysunku widac, ze nie ma sie czym martwic.
Prawdopodobienstwo, ze proton pozostanie protonem,
spada do polowy po czasie co najmniej równym
okolo 1030 lat (tysiac miliardów miliardów miliardów
lat). Okreslone jest ono przez uniwersalne prawo
rozpadu promieniotwórczego, które mówi, iz po
czasie T1/2, zwanym czasem polowicznego rozpadu,
prawdopodobienstwo, ze obserwowany obiekt (czastka,
jadro) bedzie dalej istnial, wynosi 1/2. Jest to bardzo
ciekawe prawo, gdyz mozna je stosowac, poczynajac
od dowolnej chwili. Jesli bowiem w danej chwili mamy
pewnosc (prawdopodobienstwo równe jeden), ze obiekt
istnieje (jeszcze sie nie rozpadl), to po czasie T1/2

prawdopodobienstwo to bedzie wynosic 1/2. A co
sie stanie po czasie 2T1/2? Musimy pomnozyc
prawdopodobienstwo, ze obiekt dozyl do czasu T1/2

(równe 1/2) przez prawdopodobienstwo, ze przezyje
kolejny czas T1/2 (znów 1/2) i otrzymamy 1/4. I tak
dalej: po kazdym czasie T1/2 prawdopodobienstwo P
spada kolejne dwa razy, a wiec jego zaleznosc od
czasu T musi wyrazac sie wzorem wykladniczym
p = 2-T/T1/2• Natomiast co bedzie, gdy po pierwszym
czasie T1/2 sprawdzimy, ze obiekt sie jeszcze nie
rozpadl? Wtedy znów prawdopodobienstwo jego
istnienia jest równe jeden i po drugim czasie T1/2

bedzie wynosilo 1/2, a nie 1/4. Wszystko zalezy wiec

jeszcze protonem po kilku latach czy tez rozpadnie
sie np. na bezwartosciowy mezon nO i pozyton. Zeby
podjac decyzje, czy kupno tegoz protonu jest sensowna
inwestycja, musimy popatrzec na krzywa rozpadu
protonów. W ramach Kacika Porad Inwestycyjnych
(KPI), specjalnie dla Czytelników Delty, autor
przygotowal rysunek 2, udzielajacy odpowiedzi na
takie pytanie.
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Rys. 1. Prawo rdzewienia samochodów.
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od tego, w której chwili mamy pewnosc, ze czastka
istnieje, a prawo rozpadu promieniotwórczego mówi
nam jedynie o tym, ze bedzie ono o polowe mniejsze

po kazdym przedziale czasu T1/2·

Prawo rozpadu promieniotwórczego jest wiec odbiciem
faktu, ze hipotetyczne rozpady w poszczególnych
przedzialach czasu sa niezalezne. Dlatego
prawdopodobienstwa rozpadu mnoza sie, kiedy
dodajemy przedzialy czasu.

Uniwersalnosc prawa rozpadu promieniotwórczego
polega na tym, ze mozna je stosowac do dowolnych
nietrwalych obiektów mikroswiata. Dla kazdej

czastki wystarczy wziac pod uwage jej wlasny czas
polowicznego rozpadu, a wiec trzeba jedynie zmienic
skale na rysunku 2. Dla przykladu, pokazano tam

tez prawa rozpadu promieniotwórczego neutronu

swobodnego (T1/2 '" 10 min.) i jadra 8Be, czyli
izotopu berylu o 4 protonach i 4 neutronach

(T1/2 '" 4.10-17 s). Jedna wspólna krzywa opisuje
wszystkie prawdopodobienstwa rozpadu; wystarczy
patrzec na rózne osie czasowe.

Wrócmy do rozpadu nabytego uprzednio pojedynczego
protonu. Po czasie równym wiekowi Wszechswiata
(okolo 1010 lat) prawdopodobienstwo jego rozpadu

jest rzedu zaledwie T /Tl/2 '" 10-20. Gorzej jest,
gdy spojrzy sie na Wszechswiat jako calosc. We
Wszechswiecie jest podobno okolo 1080 protonów, wiec
od narodzin Wszechswiata moglo sie juz bylo rozpasc
okolo 1060 z nich. A tego jest juz calkiem sporo - tak

okolo tysiaca Slonc!

Kolektywy i miary
Prawdopodobienstwo wedlug von Misesa i Kolmogorowa

Andrzej

DABROWSKI

Zasada ta po raz pierwszypojawila
sie w pracy Ars Conjectandi Jakuba
Bernoulliego,wydanej po jego smierci
w 1713r.

Richard von Misesurodzil sie
19 kwietnia 1883roku we Lwowie.
Byl wszechstronnymmatematykiem,
specjalista z zagadnienstatystyki
i teorii prawdopodobienstwa,fizykiem
i filozofem.W wieku26 lat zostal
profesoremzastosowanmatematyki
w Strasburgu, gdziepozostal do
1918roku; podobne stanowiskozajmowal
w Berlinie w latach 1920-1933.Zmuszony
przez hitlerowców do opuszczenia kraju,
najpierw zatrzymal sie w Stambule,
aby wyemigrowacdo USAw 1939roku,
gdzie otrzymal stanowiskoprofesora
na UniwersytecieHarvarda. Byl
entuzjasta i wybitnymteoretykiem
lotnictwa, specjalista mechanikiplynów,
aerodynamiki i aeronautyki. Jego dzielo
Theory oj Flight jest nadal wydawane.
Pierwszyuniwersyteckiwyklad z teorii
lotów silnikowychwyglosilw roku 1913.
W roku 1915skonstruowal600-konny
samolot silnikowy,który pilotowal
podczas I wojnyswiatowejjako oficer
armii austriackiej. Zmarl 14 lipca
1953roku w Bostonie.

Niemozliwosc przewidzenia zjawisk, nazwanych losowymi, byla, wedlug koncepcji
uczonych XVIII wieku, skutkiem olbrzymiej liczby nie do konca poznanych
przyczyn. Wyrazem tego pesymizmu byla zasada równomozliwosci: skoro nie
umiemy opisac w pelni mechanizmu powstawania wyników przeprowadzanego
eksperymentu, to uznajemy te wyniki za jednakowo mozliwe. Z tej zasady
Pierre Simon Laplace (1749-1827) wyprowadzil definicje prawdopodobienstwa,
zwana do dzis definicja klasyczna Laplace'a. W dziele Theorie analytique des
probabilitees, wydanym w 1812 roku, przyjal zalozenie, ze mozliwych wyników
elementarnych (czyli czegos w rodzaju atomów) jest skonczenie wiele i skoro
sa z zalozenia jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia
danego zdarzenia jest ilorazem liczby zdarzen elementarnych, zawartych w tym
zdarzeniu, do liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

Rachunek prawdopodobienstwa wzbogacil sie w XIX wieku o nowe fakty
i o nowe metody. Znaczace wyniki uzyskali: Gauss, Poisson, Czebyszew, Poincare
i inni. Ale od czasów Laplace'a nie uczyniono istotnego postepu w podstawach
tej teorii. W dalszym ciagu nie bylo wiadomo, czym jest prawdopodobienstwo
zdarzen, gdy wyników elementarnych doswiadczenia jest nieskonczenie wiele.

N auki przyrodnicze, glównie fizyka, dostarczaly faktów doswiadczalnych,
których wyjasnienie wymagalo zaangazowania teorii prawdopodobienstwa na
poziomie, odpowiadajacym standardom teorii aksjomatycznych, obowiazujacych
na poczatku XX wieku. Nie moze wiec dziwic, ze w odczycie Dawida Hilberta
na II Miedzynarodowym Kongresie Matematyków, który odbywal sie w Paryzu
w roku 1900, wsród zagadnien kluczowych w rozwoju matematyki XX wieku
znalazl sie postulat aksjomatyzacji teorii prawdopodobienstwa.

Pierwsze próby aksjomatyzacji prawdopodobienstwa z 1909 roku pochodzily
od matematyka francuskiego, Emila Borela (1871-1956) i dotyczyly teorii
prawdopodobienstwa w eksperymentach, których wyniki elementarne da sie
ustawic w ciag (a wiec zbiór wyników jest przeliczalny).

Prawdziwa burze wywolaly jednak prace nad podstawami teorii
prawdopodobienstwa profesora Uniwersytetu Berlinskiego, Richarda
von Misesa, opublikowane w roku 1919. O powodach podjecia takiego wyzwania

pisal w swojej ksiazce (Kleines Lehrbuch des Positivismus) poswieconej
pozytywizmowi: Pozytywizm nie oznacza, ze na wszystkie pytania mozna
odpowiedziec racjonalnie, tak jak medycyna nie opiera sie na obietnicy,

ze wszystkie choroby sa uleczalne, ani tak jak fizyka nie postuluje, ze wszystkie
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Venn jest powszechnie znany z wynalazku
diagramów Venna.

Czestosc jest stosunkiem liczby
doswiadczen, w których wystapilo dane
zdarzenie, do liczby doswiadczen.

Jest to prawo wielkich liczb, udowodnione
przez Jakuba Bernoulliego w 1692 roku.

Doswiadczenia wzajemnie na siebie nie
wplywaja i sa przeprowadzone w tych
samych warunkach.

Gdy B jest dopelnieniem A, to
z warunku nieregularnosci wynika,
ze prawdopodobienstwo zdarzenia A
w podkolektywie jest równe
prawdopodobienstwu tego zdarzenia
w kolektywie.

zjawiska da sie objasnic. Ale mozliwosc, ze moze nie byc odpowiedzi na jakies
pytania, nie jest wystarczajacym powodem, aby nie poszukiwac wyjasnien albo nie
uzywac tych, które sa osiagalne.

Z takim tez nastawieniem Richard von Mises przystapil do budowania teorii
prawdopodobienstwa. Wielki wplyw na jego koncepcje mialy prace logika
angielskiego, Johna Venna (1834-1923), od którego zapozyczyl pomysl granicy
czestosci i losowego ciagu zdarzen.

Von Mises rozpoczyna swoje rozumowanie od krytyki definicji Laplace'a. Jak
mozna okreslic prawdopodobienstwa uzyskania wyników na falszywej kosci?
Albo: w jaki sposób obliczyc prawdopodobienstwo przezycia kolejnych 5 lat
przez 80-latka? Odpowiedzi na te pytania w definicji Laplace'a nie ma.

Odpowiedz von Misesa jest oczywista: nalezy przeprowadzic serie doswiadczen
z koscia i wyliczyc prawdopodobienstwo z tej serii. Podobnie, nalezy
obserwowac wszystkich 80-latków (w tym celu trzeba jakos tych ludzi
uporzadkowac) i wyliczyc prawdopodobienstwo przezycia kolejnych 5 lat. A jak
wyliczyc prawdopodobienstwo zdarzenia? Po prostu: dla kazdego n obliczyc
czestosc pojawienia sie tego zdarzenia w serii n pierwszych doswiadczen,
a nastepnie wyliczyc granice tych czestosci, gdy n zmierza do nieskonczonosci.

Matematykowi natychmiast nasuwa sie pytanie: czy taka granica zawsze
istnieje? I gdybysmy od nowa przeprowadzili serie doswiadczen, to czy nowa
granica czestosci bylaby taka sama, jak w poprzedniej serii? Przeciez mamy
do czynienia z ciagiem przypadkowych wyników, wiec i serie musza byc rózne.
Von Mises rozcina ten wezel gordyjski, zakladajac, ze interesuja nas tylko takie
doswiadczenia, w których granica czestosci istnieje.

Podobne sytuacje zdarzaja sie w klasycznym rachunku prawdopodobienstwa,
gdzie czestosci zblizaja sie do pewnej stalej (czyli prawdopodobienstwa
zdarzenia), ale za cene specyficznego sposobu przeprowadzania doswiadczen.
Tak wiec von Mises uzupelnia zalozenie istnienia granicy czestosci o warunek
losowosci ciagu wyników.

W grach hazardowych ciag wyplat moze byc uwazany za losowy, jesli nie istnieje
strategia wygrywania, czyli takiego wyboru momentów przystapienia do gry,
który prowadzilby do zwiekszenia prawdopodobienstwa wygranej.

Te ogólnikowe postulaty von Mises uscisla, wprowadzajac pojecie kolektywu.

Kolektyw jest to nieskonczony ciag elementów, z których kazdemu jest
przypisana etykieta, bedaca elementem ustalonego zbioru etykiet. Musza byc
co najmniej dwie etykiety, które sa przypisane nieskonczonej liczbie elementów
kolektywu.

Wlasnosci kolektywu opisuja dwa postulaty:
1. Istnienie granic. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru etykiet

(zdarzeniem). Istnieje wtedy granica WA czestosci zdarzenia A, zwana
prawdopodobienstwem: WA = lim nA/n, gdzie nA jest liczba elementów
kolektywu, wystepujacych na n pierwszych miejscach i opatrzonych
etykietami ze zbioru A.

2. Nieregularnosc. Niech A i B beda rozlacznymi zbiorami etykiet
o prawdopodobienstwach WA i WB w kolektywie K. Usunmy z K te
elementy, które nie naleza ani do A, ani do B. Z otrzymanego podciagu
wybieramy jeszcze raz podciag K', ale w sposób niezalezny od etykiet.
W kolektywie K' istnieja prawdopodobienstwa W~ i W~ oraz zachodzi wzór
W~/W~ = WA/WB.

Warunek nieregularnosci stanowi kosciec teorii von Misesa. Na przyklad, wynika
z niego mozliwosc obliczania prawdopodobienstwa zdarzenia na podstawie
czastkowych obserwacji - jest to podstawa szacowania prawdopodobienstw
w statystyce.

W praktycznej interpretacji pojecia prawdopodobienstwa i w jego
zastosowaniach przyjety zostal powszechnie punkt widzenia von Misesa.
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Zwolennicy teorii von Misesa odpowiadali
wtedy, ze równie nierealistycznie jest
mówic o prostych, które przeciez
w rzeczywistosci nie istnieja.

Zalozenie nieregularnosci wymusza
niekonstruktywnosc kolektywu,
w przeciwnym przypadku wybór
podkolektywu musialby zalezec od
etykiet, a to jest niemozliwe.

Cytat z podrecznika rachunku
prawdopodobienstwa Tutubalina.

Praktycy nie widzieli istotnej rozbieznosci miedzy tym, co ona glosila, a tym,
co sami obserwowali. Poszukiwanie prawdopodobienstwa tylko w jednym
kolektywie jest odzwierciedleniem sytuacji, ze ciag etykiet, który obserwujemy,
jest jedyna realizacja procesu losowego i w praktyce nie sa mozliwe zadne
powtórzenia. Zalozenie o nieskonczonej dlugosci ciagu etykiet w kolektywie jest
potwierdzeniem mozliwosci wnioskowania z coraz dluzszego ciagu obserwacji.
Przeciwnicy teorii uwazali, ze ten postulat jest nierealistyczny, bo przeciez nie
jest mozliwe, aby prowadzic obserwacje nieskonczenie dlugo.

Niestety, warunek nieregularnosci sformulowany jest niejasno, szczególnie, gdy
mowa o sposobach wyboru podkolektywu. Dla matematyka pierwszy wariant
teorii byl nie do przyjecia - byl logicznie sprzeczny i nie z<:J,wieralaksjomatów.
Sam von Mises nie uznawal braku aksjomatów za mankament. Pelny wyklad
jego teorii, zawarty w prawie 600-stronicowej monografii wydanej w 1931 roku,
opracowany przez jego zone, Hilde Geiringer, zawieral juz uklad aksjomatów,
sporzadzony przez jego zwolenników. Teoria von Misesa spotkala sie z oporem
srodowiska matematycznego. W 'swoich wspomnieniach z Getyngi z lat 30.
algebraik Saunders MacLane pisze, ze odczyt o teorii kolektywów, wygloszony
przez von Misesa przed takimi autorytetami jak Hilbert, Bernays i Bernstein,
zakonczyl sie miazdzaca krytyka pomyslów prelegenta.

Stosunek do teorii von Misesa ewoluowal. Najpierw odrzucono podejrzenie,
ze kolektywy w ogóle nie istnieja. Wybitny statystyk Abraham Wald w swojej
pracy z 1937 roku pokazal, ze precyzujac pojecie wyboru podkolektywu, mozna
udowodnic, ze kolektywy istnieja. Co wiecej, pokazal on, ze prawdopodobienstwo
w sensie von Misesa istnieje dla bardzo ogólnej klasy zbiorów. Istnieje tez
nieskonczenie wiele kolektywów, w których prawdopodobienstwo danego
zdarzenia ma te sama wartosc. Z drugiej jednak strony okazalo sie, ze sa
zdarzenia, których prawdopodobienstwa w teorii von Misesa nie da sie obliczyc
(prawdopodobienstwo von Misesa nie jest addytywne!). Nie mozna, na przyklad,
w teorii von Misesa rozstrzygnac, czy z prawdopodobienstwem l ciagi czestosci
sa zbiezne do stalej (nie ma w niej mocnego prawa wielkich liczb).

Trudnosci w zdefiniowaniu nieregularnosci w kolektywach byly jedna z przyczyn
zajecia sie przez Andrieja Kolmogorowa teorio-miarowa aksjomatyka rachunku
prawdopodobienstwa. Czytajac monografie Kolmogorowa z 1933 roku
( Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung), mozna jednak zauwazyc, jak
wiele idei von Misesa jest tam zawartych. W rozdziale zatytulowanym Zwiazek
ze swiatem eksperymentu Kolmogorow skodyfikowal zasady stosowania metod
probabilistycznych, wyrazajac je w duchu teorii von Misesa.

W swojej dlugoletniej aktywnosci naukowej Kolmogorow wielokrotnie
nawiazywal do pomyslów von Misesa, przyznajac, ze w latach 30. nie poruszal
problemu zastosowan prawdopodobienstwa, gdyz nie wiedzial, jak ten
problem rozwiazac. Pozostal jednak wierny swoim pogladom, ze zdefiniowanie
prawdopodobienstwa jako granicy ciagu czestosci jest "matematyczna fikcja i nie
moze miec praktycznego znaczenia" .

Jeszcze jedna próbe ozywienia teorii von Misesa podjal sam Kolmogorow we
wczesnych latach 60. Tym razem zajal sie scislym zdefiniowaniem pojecia
losowosci, które w teorii von Misesa bylo wyrazone w postaci zalozenia
o nieregularnosci. Definicja Kolmogorowa, oparta na teorii automatów, uznawala
ciag za losowy, jesli ma maksymalna zlozonosc. Mówiac inaczej, ciag losowy to
taki, którego nie da sie nauczyc na pamiec. Wspólpracownik Kolmogorowa,
Martin-Ujf, udowodnil w 1971 roku, ze dla ciagów losowych istnieje granica
czestosci, czyli, co bylo wynikiem nieoczekiwanym, ze z zalozenia nieregularnosci
(w wersji Kolmogorowa) wynika zalozenie istnienia granic w kolektywach.

Obecny stosunek specjalistów do teorii von Misesa mozna porównac do stosunku

do martwego jezyka, którym z jakiegos powodu nikt nie chce mówic, ale - po
odpowiednich poprawkach i zmianach - w pelni mozna by bylo powiedziec
wszystko, co sie mówi w zywym jezyku.
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o ile powyzsze calki sa skonczone. Ta wlasnosc
rozwiazan równania Schrodingera pozwolila Maxowi
Bornowi podac interpretacje fizyczna (unormowanej)
funkcji falowej: kwadrat jej modulu, 1'IjJ(x,tW, jest
gestoscia prawdopodobienstwa przebywania czastki
w punkcie x w chwili t.

W dniu 23 marca 1927 roku do redakcji Zeitschrijt fur

Physik wplynela praca Uber den anschaulichen lnhalt

der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik

(O pogladowej tresci kwantowoteoretycznej kinematyki

i mechaniki). Autor, Werner Heisenberg, przebywal
wtedy na asystenturze u Nielsa Bohra w Kopenhadze.
Ta 27-stronicowa publikacja, uwazana za najbardziej
doniosle osiagniecie Heisenberga w fizyce, zawierala
sformulowanie zasady nieoznaczonosci, która wspólnie
z zasada komplementarnosci, ogloszona przez Bohra
latem tego samego roku na konferencji w Como,
i podana nieco wczesniej przez Maxa Borna statystyczna
interpretacja funkcji falowej, stanowi fundament
tzw. kopenhaskiej interpretacji (nierelatywistycznej )
mechaniki kwantowej, do dzis bardzo kontrowersyjnej,
lecz konczacej gleboka przemiane fizyki, w której
wyniku powstala teoria opisujaca niezmiernie szerokie
spektrum zjawisk fizycznych i zmieniajaca calkowicie
nasze rozumienie przyrody.

W mechanice klasycznej opisuje sie ruch elektronu,
podajac jego polozenie i predkosc w dowolnej chwili.
Heisenberg twierdzil jednak, ze w mikroswiecie pojecie
toru czastki nie ma sensu. Jesli bowiem chcemy
dokladnie znac polozenie elektronu, to musimy uzyc
np. mikroskopu o wielkiej zdolnosci rozdzielczej, a to
wymaga oswietlenia elektronu swiatlem o bardzo malej
dlugosci fali. Im krótsza fala, tym wieksza energie
kwant swiatla przekazuje elektronowi i tym wiekszego
odrzutu doznaje elektron. Powoduje to utrate pewnej
informacji o predkosci elektronu - tym wieksza, im
dokladniej chcemy mierzyc polozenie. Heisenberg
stwierdzil wiec, ze musi istniec zwiazek miedzy
nieokreslonosciami, z jakimi mozemy jednoczesnie
zmierzyc polozenie i predkosc elektronu. Jak ten zwiazek
ujac matematycznie?

W mechanice kwantowej najpelniejszego opisu ukladu
dostarcza funkcja falowa, spelniajaca równanie
wprowadzone przez Erwina Schrodingera w 1926 r.
W naj prostszym przypadku ruchu jednowymiarowego,
gdy czastka o masie m oddzialuje z zewnetrznym polem
sil o potencjale V(x, t), równanie to ma postac

a [ ~ & ]in at 'IjJ(x, t) = - 2m ax2 + V(x, t) 'IjJ(x, t),

gdzie i2= -1, a n jest tzw. kreslona stala Plancka.
Wynika z niego w szczególnosci, ze niezaleznie od
postaci funkcji 'IjJw chwili poczatkowej to w dowolnej
innej chwili t zachodzi równosc

+00 +00

J 1'IjJ(x,t)12 dx = J 1'IjJ(x,to)12 dx,

Zasada

-00

. , .nleoznaczonOSCI

-00

Jerzy KAMINSKI

A jaka jest gestosc prawdopodobienstwa, ze czastka
ma ped p? Z interpretacji Borna i z samego równania
Schrodingera wynika, ze gestosc ta w chwili t wynosi
I~(p, tW j(21rn), gdzie ~ jest transformata Fouriera
funkcji 'IjJ, tzn.

+00

~(p, t) = J e-ipxjn'IjJ(x, t) dx.
-00

Z zasada nieoznaczonosci scisle wiaze sie nastepujacy
fakt: im bardziej funkcja jest skupiona wokól pewnej
wartosci argumentu, tym bardziej rozmyta jest jej
transformata Fouriera i na odwrót. By te relacje ujac
ilosciowo, mozna posluzyc sie wartosciami srednimi
poteg polozenia i pedu w chwili t, które zgodnie
z ogólnymi zasadami rachunku prawdopodobienstwa
okresla sie wzorami

+00

(xn)t = J xn 1'IjJ(x,t) 12 dx ,
-00

+00

(pn)t = 2~n J pnl~(p, tW dp
-00

(zakladamy, ze calki sa skonczone): Zwykle za
miary nieokreslonosci polozenia i pedu w chwili t

uznaje sie dyspersje .6.x(t) = V(x2)t - (x);

i .6.p(t) = V(p2)t - (p);' Okazuje sie, ze zachodzi
nierównosc

.6.x(t) . .6.p(t) ~ nj2,

bedaca matematycznym wyrazem zasady
nieoznaczonosci. Ambitni Czytelnicy moga
wyprowadzic ja sami (trzeba posluzyc sie dobrze
znana nierównoscia Cauchy'ego-Schwarza).

W modelu Bohra atomu wodoru postuluje sie,
ze elektron, okrazajac jadro atomowe, nie promieniuje.
Postulat ten jest w sprzecznosci z fizyka klasyczna,
gdyz naladowana czastka, poruszajaca sie ruchem
przyspieszonym, musi promieniowac i, w wyniku
utraty energii, spasc na jadro atomowe. Zasada
nieoznaczonosci pozwala wyjasnic ten paradoks.
Spadajacy elektron bylby coraz lepiej zlokalizowany,
wiec nieoznaczonosc jego pedu musialaby rosnac,
a wraz z nia srednia energia calkowita.

Jedna z glebokich konsekwencji zasady
nieoznaczonosci jest pogwalcenie klasycznego
determinizmu: skoro nie znamy polozenia i predkosci
w jednej chwili, nie umiemy ich wyznaczyc
w momentach pózniejszych. Mozemy tylko okreslic
gestosci prawdopodobienstw obu wielkosci, co - jak
stwierdzil juz Heisenberg - oznacza, ze przewidywania
mechaniki kwantowej maja w ogólnosci jedynie
charakter statystyczny. Byla to konkluzja, z która nie
moglo sie pogodzic wielu wspólczesnych mu fizyków
tej miary, co Albert Einstein, Max Planek i Erwin
Schrodinger.
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Niezaleznosc zdarzen
Niezaleznosc jest jednym z najwazniejszych pojec
rachunku prawdopodobienstwa, wykorzystywanych
nieswiadomie (bez podawania scislej definicji) od
samego poczatku powstawania teorii. Mianowicie,
prawdopodobienstwo zajscia n zdarzen jednoczesnie
obliczano jako iloczyn prawdopodobienstw
poszczególnych zdarzen (tzw. regula mnozenia).
Najbardziej spektakularny przyklad to rozpatrywany
przez Bernoulliego schemat n-krotnego powtórzenia
tego samego doswiadczenia o dwu mozliwych
wynikach. Brak scislej definicji niezaleznosci, a takze
ogólnej definicji prawdopodobienstwa, prowadzil
do wielu bledów. Np. d'Alembert uwazal, ze szansa
uzyskania dwu orlów w dwu rzutach moneta jest
równa 1/3, gdyz jesli otrzymamy za pierwszym
razem reszke, to drugi raz nie warto rzucac, a gdy
za pierwszym razem wypadnie orzel, to za drugim
razem moze wypasc orzel lub reszka, a wiec mamy
trzy równoprawne zdarzenia {R, OR, OO}. Tego
typu bledy, paradoksy (np. Bertranda) oraz róznego
rodzaju nadinterpretacje spowodowaly, ze wiele osób
nie uwazalo rachunku prawdopodobienstwa za galaz
matematyki. Dopiero praca wielu matematyków
uwienczona podaniem przez Kolmogorowa aksjomatów
rachunku prawdopodobienstwa i definicji niezaleznosci
spowodowala, ze rachunek prawdopodobienstwa
stal sie scisla teoria matematyczna. Niezaleznosc
zostala zwiazana z pojeciem miary i uzyskala jasna
interpretacje·

Definicja. Mówimy, ze zdarzenia Al, A2, ... , An
z danej przestrzeni probabilistycznej (O, F, P) sa
niezalezne, gdy

P(Ai1 n ... n Aik) = P(Ail)····· P(Aik)

dla dowolnych 1 :::;il < ... < ik :::;n, k = 2, ... , n.

Zatem niezaleznosc definiujemy za pomoca reguly
mnozenia (która, jak juz wspominalem, nie byla
wyslowiona, ale byla uzywana od samego poczatku).

Teraz skoncentrujemy sie na niezaleznosci
dwu zdarzen. Zacznijmy od przykladu: gdy
wyciagamy jedna karte z talii 52 kart, to zdarzenia:
A - wyciagniecie pika i B - wyciagniecie asa sa
niezalezne (gdyz P(A) = 13/52, P(B) = 4/52,
P(A n B) = 1/52). Natomiast zdarzenia:
G - wyciagniecie pika i D - wyciagniecie karty czarnej
starszej niz 10 nie sa niezalezne, gdyz P( G) = 13/52,
P(D) = 8/52; P(G n D) = 4/52. Zdarzenie pewne (O)
i zdarzenie niemozliwe (0) sa niezalezne od kazdego
innego zdarzenia. Jednakze nie zawsze istnieja takie
zdarzenia niezalezne A, B, ze P(A), P(B) E (0,1).
Na przyklad biorac O = {l, 2, ... , l3} i przyjmujac,
ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne, wezmy P(A) = k/13, P(B) = 1/13,

P(A n B) = m/13, O < k, l < 13. Zdarzenia A, B sa

niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ~ ~ = m -13 13 13
ki = 13m, a ta równosc zachodzic nie moze.
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Wykluczajace sie zdarzenia A, B sa czesto uwazane za
niezalezne. Tymczasem sa one niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy P(A) = O lub P(B) = O.

Rozwazmy teraz zadanie. Sposród rodzin majacych
n > 1 dzieci wybieramy losowo jedna. Czy zdarzenie A:
w wybranej losowo rodzinie sa dziewczynki i chlopcy
i zdarzenie B: w wybranej losowo rodzinie jest co
najmniej jedna dziewczynka, sa niezalezne? Zdarzenia
elementarne to uporzadkowane wedlug wieku dzieci. Sa
one jednakowo prawdopodobne. Jak latwo sprawdzic
(zachecam, by Czytelnik to zrobil), A i B sa niezalezne
- n = 3. Zatem na podstawie samego opisu zdarzen nie
mozna stwierdzic, czy sa one niezalezne, czy nie.

Warto sobie uswiadomic, ze pojecie niezaleznosci
w rachunku prawdopodobienstwa jest rózne od
potocznego rozumienia tego slowa. Na przyklad,
temperatura morza nie zalezy od mojej ochoty do
kapieli, natomiast moja chec do kapieli zalezy od
temperatury morza - w rachunku prawdopodobienstwa
zdarzenia sa wzajemnie niezalezne.

Gdy P(B) > O, to (z definicji prawdopodobienstwa
warunkowego) mamy P(AIB)P(B) = P(A n B),
zatem niezaleznosc zdarzen A, B jest równowazna
warunkowi P(AIB) = P(A), czyli warunkowi, ze zajscie
zdarzenia B nie ma wplywu na prawdopodobienstwo
zajscia zdarzenia A. Tak wyglada jedno z intuicyjnych
wyobrazen niezaleznosci.

Gdy wrócimy do definicji n zdarzen niezaleznych, to
widzimy, ze trzeba sprawdzic 2n -n-l równosci. Ale na
szczescie czesto mozna je sprawdzic za pomoca jednego
rozumowania. Przykladem tego moze byc dowód,
ze przy n-krotnym rzucie kostka niezalezne sa zdarzenia
Ak: w k-tym rzucie wypadla szóstka, k = 1,2, ... , n.
Istotnie, dla dowolnego wyboru indeksów,

6n-k 1
P(Ai1 n ... n Aik) = ~ = 6k = P(AiJ ... P(Aik)'

Takze zamiana dowolnej liczby z niezaleznych
zdarzen Al, A2, ... , An na przeciwne zachowuje
niezaleznosc (co sprawdzamy indukcyjnie). Stad np. jesli
w doswiadczeniu, polegajacym na tym, ze n osób
oddaje strzal do tarczy, zdarzenia, iz poszczególni
strzelcy trafiaja do tarczy, sa niezalezne, to zdarzenia,
ze poszczególni strzelcy nie trafiaja, tez sa niezalezne.
Powstaje pytanie, czy w definicji niezaleznosci nie ma
za duzo warunków, czy nie mozna by opuscic pewnych
równosci. Okazuje sie, ze do niezaleznosci nie wystarczy
niezaleznosc zdarzen parami; np. przy dwukrotnym
rzucie moneta zdarzenia: A - za pierwszym razem
wypadl orzel, B - za drugim razem wypadl orzel,
G - za pierwszym i drugim razem wypadla ta sama
strona monety, sa parami niezalezne, a wszystkie trzy
nie sa niezalezne. (Czytelnik zechce sam podac przyklad
zdarzen A, B, G, które nie sa parami niezalezne,
ale P(A n B n G) = P(A)P(B)P(G).) Zatem
liczby równosci, które trzeba sprawdzac w definicji
niezaleznosci, nie mozna zredukowac.
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Prawdopodobienstwo i pochopne rozumowania

Rozwazmy z poczatku bardzo prosty przyklad:
pani w szkole rozdaje z czapki dziesiec losów,
z których tylko jeden wygrywa (mozna go
wymienic na bilet do kina). Gdzie nalezy sie
ustawic w dziesiecioosobowej kolejce, zeby miec
najwieksze szanse wygranej?

Jeden powie: oczywiscie z przodu, bo wtedy
na pewno wsród losów bedzie jeszcze ten
wygrywajacy - nikt nie zdazy mi go odebrac.
Kto inny sie nie zgodzi i bedzie chcial stac
z tylu kolejki, mówiac, ze osoby stojace z przodu
wyciagna raczej puste losy (bo takich jest przeciez
wiecej), a wtedy to wlasnie on bedzie mial
wieksze szanse wygrac.

Matematyk odpowiada na to pytanie tak: nie
ma znaczenia, gdzie sie ustawimy. Ostatecznie
chodzi tu o losowy wybór, jak sie uczenie mówi,
jakiejs permutacji zbioru dziesiecioelementowego,
czyli w tym konkretnym przypadku jednego
z mozliwych sposobów rozdania 10 losów
dziesieciu osobom; jest tych sposobów
lO! = 10· g ·8· .... 1; z uwagi na symetrie calej
sytuacji nie ma najmniejszego powodu, zeby
którys z nich wyrózniac - podobnie jak nie ma
zadnego powodu, zeby podczas gry w brydza
uznawac, ze los (i karta) sprzyja tej parze, która
siedzi na linii równoleglej do wanny.

Oto inny przyklad: cztery osoby, panowie Abacki,
Babacki, Cabacki i Dabacki, spotykaja sie czesto
na brydzu i za kazdym razem rzucaja dwukrotnie
moneta, by ustalic, kto robi wszystkim kawe
i herbate. Jesli wypadna dwa orly, do kuchni
idzie Abacki, jesli najpierw reszka, a potem orzel
- Babacki, jesli najpierw orzel, a potem reszka
~ Cabacki, jesli zas dwie reszki ~ wtedy napoje
szykuje Dabacki. Panowie slusznie uwazaja,
ze wyniki losowania nikogo nie faworyzuja: cztery
wyniki dwóch rzutów symetryczna moneta sa
przeciez równoprawdopodobne.

Pewnego razu Cabacki i Dabacki nie przychodza
na umówione spotkanie; Abacki z blyskiem
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w oku proponuje gre w szachy zamiast brydza
i dopasowana do nowej sytuacji metode losowania
osoby robiacej napoje: nalezy rzucac moneta, az
w koncu w którychs dwóch kolejnych rzutach
pojawi sie 00 lub RO; w pierwszej sytuacji
zgodnie z dawnym obyczajem do kuchni pójdzie
Abacki, a w drugiej - Babacki.

Byc moze Czytelnicy byliby sklonni uznac,
ze jest to sprawiedliwa metoda losowania
i argumentowac, ze w dwóch rzutach wyniki
00 oraz RO pojawiaja sie z równym
prawdopodobienstwem. To drugie istotnie jest
prawda, natomiast to pierwsze wcale nie. Przeciez
jesli za pierwszym razem wypadnie reszka, to
nie ma po co rzucac dalej: wynik jest jasny, nie
zostal tylko formalnie przypieczetowany - po
pierwszym orle, niezaleznie od tego, ile przed
nim wypadnie reszek, do kuchni pofatyguje sie
Babacki. Jesli zas w pierwszym rzucie, jak to
srednio w polowie przypadków bywa, wypadnie
orzel, to wtedy zdecyduje drugi rzut, z równym
prawdopodobienstwem wskazujac jednego
z panów.

Ostatecznie wiec Abacki bedzie parzyl kawe

. h b . d d b' , 1 1 1
l er ate z praw opo o lenstwem '2 . '2 = 4:'
a Babacki - z prawdopodobienstwem

1 1 1 3 W' l b 'k d'
'2 + '2 . '2 = 4:' le u oso om ten wym wy aJe
sie zaskakujacy: bylo sprawiedliwie, odrzucilismy
dwóch graczy i przestalo byc sprawiedliwie.
Cóz, okazuje sie, ze to mozliwe. Jesli ma byc
sprawiedliwie, a przy tym prosto, trzeba rzucic
moneta tylko raz.

Na koniec przyklad trzeci: pewien zawodnik
uczestniczy w turnieju, w którym gra sie
w pewna bezremisowa gre (np. w tenisa) i aby
zakwalifikowac sie do finalu, musi wygrac
przynajmniej jedna partie z Mistrzem, z którym
wygrac jest trudno, i przynajmniej jedna partie
z Szarakiem, z którym wygrac jest dosc latwo.
Moze rozegrac trzy mecze, zmieni(~,jacpo



kazdym przeciwnika - bedzie wiec gral albo
w ukladzie M-Sz-M, albo Sz-M-Sz. Który uklad
pojedynków jest korzystniejszy, jesli zalozymy,
ze w meczu z Mistrzem nasz zawodnik wygrywa
z ustalonym prawdopodobienstwem p < ~,
a w meczu z Szarakiem - z prawdopodobienstwem
q > ~? Przyjmujemy, ze wyniki poszczególnych
meczów sa niezalezne.

Wiele osób niemal automatycznie stwierdza,
ze korzystny jest uklad Sz-M-Sz. Czyzby dlatego,
ze nie chca sie narazac Mistrzom i wola wygrywac
z Szarakami? W tym przypadku taka strategia
zdecydowanie nie poplaca: z regul turnieju jasno
wynika, ze aby wejsc do finalu, trzeba koniecznie
wygrac srodkowy z trzech meczów - lepiej wiec
rozgrywac go z latwiejszym przeciwnikiem.
Ponadto, z Mistrzem tez trzeba choc raz wygrac -

lepiej wiec miec do dyspozycji dwie próby
niz jedna. Mniejsza o konkretny wynik,
choc nietrudno obliczyc, ze grajac mecze
w ukladzie M-Sz-M zawodnik wejdzie do
finalu z prawdopodobienstwem pq(2 - p),
a w ukladzie Sz-M-Sz - z prawdopodobienstwem
pq(2 - q). Skoro p < q, zatem 2 - p> 2 - q,
a stad pq(2 - p) > pq(2 - q), co sie zgadza
z przytoczonym zdroworozsadkowym
rozumowaniem. Uklad Sz-M-Sz bylby oczywiscie
korzystny, gdyby trzeba bylo wygrac co najmniej
dwa mecze wszystko jedno z kim.

W rachunku prawdopodobienstwa, jak zreszta
we wszystkich innych dzialach matematyki,
lepiej wiec nie myslec pochopnie i zbyt szybko;
lepiej tez nie dokladac do rozwiazywanych zadan
zalozen, których wcale nie ma i byc nie powinno.

"* Zadania

Rys. 2 E'

A

Rys. l

C'

A

E

B

C

Mala Delte przygotowali: Edward STACHOWSKI i Pawel STRZELECKI

Przygotowal Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 901. Udowodnic, ze niezaleznie od tego, jaka strategie obierze przeciwnik,
mozna z prawdopodobienstwem wiekszym od 1/2 wygrac gre, w której nasz
przeciwnik zapisuje na dwóch kartkach papieru dwie dowolne (ale rózne) liczby
calkowite, my zas losujemy jedna z tych kartek, odczytujemy zapisana liczbe
i mamy odgadnac, czy liczba na drugiej kartce jest wieksza, czy mniejsza.
(Zadanie zaproponowal Rafal Latala.)
Rozwiazanie na str. 15

M 902. Zalózmy, ze w piecdziesieciu kolejnych rzutach moneta wypadla
reszka. (Czytelnicy, którzy ogladali film "Guildenstern i Rosenkrantz nie zyja",
spotkali sie juz z taka sytuacja). Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania reszki
w nastepnym rzucie?
Rozwiazanie na str. 17

M 903. W wielkim nieprzezorczystym pudle znajduje sie nieznana liczba
pileczek pingpongowych. Przez otwór na szczycie pudla wyciagamy po omacku
10 pileczek; malujemy piec z nich na zielono, a piec na czerwono, po czym
wrzucamy je z powrotem. Po dokladnym wymieszaniu zawartosci pudla znów
wyciagamy z niego 10 pileczek, w tym dokladnie jedna zielona i jedna czerwona.
Jak na tej podstawie oszacowac, ile pileczek zostalo jeszcze w pudle?
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 513. Znalezc opór R przewodników rozgalezienia miedzy punktami A i B
(rys. 1), jezeli kazdy z przewodników wchodzacych w sklad rozgalezienia ma
opór r.
Rozwiazanie na str. 16

F 514. Piec jednakowych pretów miedzianych, kazdy o dlugosci l, zostalo
polaczonych na ksztalt gwiazdy (rys. 2). Punkty polaczenia kazdego preta dziela
go na trzy równe czesci (AB = BD = DE = ... ). Wyznaczyc opór tej figury
miedzy punktami A i F. Powierzchnia przekroju poprzecznego preta wynosi S,
opór wlasciwy miedzi jest równy p.

Rozwiazanie na str. 11
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Probabilistyka w
..
ZYCIU codziennym

Boleslaw

KOPOCINSKI

Wiecej informacji na temat funkcji
uzytecznosci znajdzie Czytelnik
np. w ksiazce: C.H. Coombs, R.M. Dawes,
A. Tversky, Wprowadzenie do psychologii
matematycznej, PWE, Warszawa 1977.

Inna znana loteria to gra w ruletke;
w koncu XIX wieku w Monte Carlo
przyjezdnych wital tlum tzw. Profesorów
- ludzi, którzy sami zbankrutowali
i usilowali innych uczyc swych
niezawodnych systemów gry.

Podczas dlugiej gry grajacy czastka po
czastce traci kapital (patrz np. Delta
6/1998); zmieniaja sie zarówno kwoty,
którymi dysponuje, jak i uzytecznosc
stawek. Jesli sie juz gra, warto stawiac
wszystko w jednej grze, która daje
wygrana o pozadanej uzytecznosci.

Przypadek pojawia sie na kazdym poziomie ogólnosci naszych rozwazan;
odgrywa role w fizycznym opisie swiata, biologicznym opisie zycia, zachowaniu
mas w zyciu spolecznym itd. Jednostka postrzega przypadek jako zagrozenie lub
wykorzystuje go jako element strategii w starciu z konkurentem. Probabilistyke
spotykamy wiec w codziennosci. Oto przyklady.

Uzytecznosc wygranych na loterii. Loteria sa m.in. ubezpieczenia
majatkowe. Ubezpieczyciel szacuje prawdopodobienstwo np. pozaru, pobiera
od klienta skladke równa np. 5% wartosci obiektu i, w razie straty, wyplaca
odszkodowanie. Klient ocenia wartosc proponowanej loterii. Przy wspomnianej
stawce moze oczekiwac, ze we wsi zlozonej z 20 domów corocznie jeden dom
splonie lub (w bardziej efektownym wariancie) moze liczyc na kompletna
zaglade wsi srednio co 20 lat. Obserwacje rzeczywistosci pozwalaja ocenic, czy
gra w ubezpieczenia jest sprawiedliwa.

Dla zabawy, aby przezyc namiastke gry, zaproponujmy znajomym wplate po
zlotówce do puli; niech pewien mechanizm losowy z równymi szansami przyznaje
cala pule jednemu z nas. Wiekszosc osób, jakkolwiek nie widzi w tej grze
wiekszego sensu, przystaje na udzial w grze. Zauwazmy, ze malo osób zagra, gdy
stawke podniesiemy do 100 zl.

Dlaczego ludzie biora udzial w grach niesprawiedliwych, a nie biora udzialu
w sprawiedliwych? Odpowiedzi na to pytanie udziela teoria uzytecznosci. Kazda
wygrana i kazda przegrana ma bowiem dla grajacych odpowiednia uzytecznosc.

Formalnie biorac, do oceny gry losowej potrzebne jest pojecie oczekiwanej
wygranej. Niech Xl, X2, ... , Xn beda wyplatami w grze, a Pl, P2, ... , Pn

- prawdopodobienstwami tych wyplat. Oczekiwana wygrana definiujen

sie wzorem E(X) = I: XiPi· Przypisujac wygranej X uzytecznosc u(x),i=l
bierzemy pod uwage nowa gre, w której z prawdopodobienstwem Pi zdarza sien

wyplata u(x;). Oczekiwana uzytecznoscia jest wiec E(u(X)) = I: U(Xi)Pi.
i=l

O ksztalt funkcji uzytecznosci tocza spory psychologowie i matematycy. Th
dla przykladu wezmiemy funkcje sklejona z dwóch galezi parabol, okreslona
wzorami u(x) = Jx/10 dla x 2: O i u(x) = -(x/1O)2 dla x < O, która bagatelizuje
pewne straty (np. te z przedzialu (-10,0)), a przecenia pewne zyski (np. te
z przedzialu (0,10)). Jesli Xl = -5, X2 = 5, Pl = P2 = 0,5, to E(X) = O, czyli
gra w sensie oczekiwanej wygranej jest sprawiedliwa, emocjonalnie obojetna.
Natomiast E(u(X)) = 0,5( -0,25 + VO,5) = 0,23, czyli w sensie oczekiwanej
uzytecznosci gra jest atrakcyjna, i to dla obu graczy!

Wracajac do ubezpieczen, przypuscmy, ze dom wartosci 30 (x 104 zl) jest
zagrozony pozarem z prawdopodobienstwem 0,05. Strata X przyjmuje
wartosci Xl = -30, X2 = O, z prawdopodobienstwami odpowiednio Pl = 0,05,
P2 = 0,95. Zatem E(X) = -1,5, a wiec skladka 1,5 bylaby sprawiedliwa.
Oczekiwana uzytecznosc rezygnacji z ubezpieczania domu jest równa E( u(X)) =
= -(30/10)2 ·0,05 = -0,45. Jesli nawet ubezpieczymy sie z niesprawiedliwa
skladka 2, to i tak oczekiwana uzytecznosc E(u(X)) = -0,04 jest wieksza, niz
gdy rezygnujemy z ubezpieczenia.

Metoda reprezentacyjna. Kiedy nadchodza wybory, wiele osób chce zawczasu
wiedziec, jakie beda wyniki. Informacji dostarczaja im biura badania opinij
publicznej, oglaszajac np.: "kandydata A popiera 40% wyborców, z dokladnoscia
3%; reprezentatywna próba skladala sie z 1000 ankietowanych".

Teoria matematyczna lezaca u podstaw takich stwierdzen opiera sie na
rozkladzie dwumianowym i jego aproksymacji rozkladem normalnym. Zaklada
sie, ze wyborcy maja zdeterminowane poglady: w czesci P popieraja A i w czesci
1 - P sa mu przeciwni. Sposród wszystkich wyborców wybiera sie losowo osoby
ankietowane, które ujawniaja swe poglady. Frakcja popierajacych A w próbie
jest estymatorem P poparcia w calym spoleczenstwie. Glównym problemem
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Rozwiazanie zadania F 514.
Potencjaly punktów B i B' sa równe
i odcinek BB' nie wplywa na opór figury.
Jezeli przewodnik BE' usuniemy, to
otrzymana figure mozna rozpatrywac
jako równolegle polaczenie dwóch
jednakowych obwodów elektrycznych:
ABC DEF i AB' C' D' E' F. Wyznaczamy
opór galezi ABC DEF. Opór preta jest

l

równy r = p Ej' a wiec opór kazdej czescil
preta wynosi 3r. Opór trójkata BCD

2

wynosi gr, stad opór calej galezi
ABCDEF ma wartosc

2 l 7
Rl = 2 . gr + 3r' = gr.

Opór calej figury jest równy:
l 7 7 l

R= 2Rl = lSr= iBPs

Wariancja zmiennej losowej X, okreslana
wzorem

Var(X) = E((X - EX)2),

jest miara rozproszenia tej zmiennej.

Przy innej okazji napiszemy w Delcie
o trafnosci losowych prognoz pogody.

badan reprezentacyjnych (obok sposobu losowania próby) jest ustalenie wielkosci
próby wystarczajacej do oceny preferencji wyborców z wymagana dokladnoscia.

Niech Sn bedzie liczba popierajacych A w próbie o liczebnosci n; ulamek
Sn/n = p' wyraza, jaka czesc próby popiera A. Podana informacja o bledzie
prognozy oznacza, iz lp' - pl :::; 0,03. Nalezy podkreslic, ze zadna liczebnosc
próby nie gwarantuje spelnienia tej nierównosci; trzeba bowiem dopuscic mysl,
iz losowa próba moze sie skladac z samych zwolenników A nawet wtedy, gdy
stanowia oni drobna czesc wyborców. Decydujemy sie zatem na pewien poziom

ufnosci a, np. a = 0,95 - tzn. chcemy dobrac n tak, by nierównosc lp' - pl :::;0,03
zachodzila z prawdopodobienstwem równym co najmniej 0,95.

Uzywane metody losowania próby gwarantuja zwykle, ze Sn ma rozklad
dwumianowy z parametrami n i p. Do rozwiazania naszego zadania wystarczy
twierdzenie de Moivre'a-Laplace'a, które mówi, ze przyblizeniem rozkladu
dwumianowego jest rozklad normalny, a scislej

P(lp' - pl :::; 0,03) = P(ISn/n - pl :::; 0,03) = P( -0,03n :::; Sn - np :::; 0,03n) =
= P(-z:::; Z:::; z) ~ cp(z) - cp(-z),

gdzie Z = (Sn - np)/ -Inpq, z = 0,03n/ -Inpq, cp jest dystrybuanta standardowego
rozkladu normalnego.

W odpowiednich tablicach mozna sprawdzic, ze cp(z) - cp(- z) = 0,95 dla
z = 1,96, czyli dla n = 4268,4pq. Poniewaz pq nie przekracza l, wiec n > 1067
zapewnia wymagany poziom ufnosci. Pamietajmy jednak, iz jest jedna szansa
na 20, ze blad Ip/ - pl przekroczy 0,03.

Celowe zaburzenia w badaniach reprezentacyjnych. Najwiekszym
zagrozeniem metody reprezentacyjnej jest unikanie lub falszowanie odpowiedzi.
Zdarza sie tez czesto, ze ankietowani - np. ze wzgledu na wstyd lub inne uczucia
- nie sa sklonni ujawnic pogladów, ale chetnie sie nimi dziela, gdy moga w jakis
sposób ukryc wlasne zdanie. Dla uwiarygodnienia ankiet dodaje sie wiec czasem
jeszcze jeden element losowy. Oto przyklad.

Przypuscmy, ze w ankiecie mozliwa jest jedna z dwóch odpowiedzi: O lub 1.
Ankieta objeto n osób; ich poglady tworza deterministyczny ciag Xl, X2, ... , Xn

1 n
zer i jedynek. Celem ankiety jest znalezienie frakcji p = - LXi osóbn.
wyznajacych poglad 1. ,=1

Ankietowani odpowiadaj a zgodnie z nastepuj aca instrukcj a: (1) rzuc moneta;
(2) rzuc moneta po raz drugi; jesli wypadnie orzel, odnotuj w ankiecie wlasny
poglad, a jesli reszka - wynik poprzedniego rzutu (O oznacza reszke, a 1 orla).

Zauwazmy, ze ankietowany moze odpierac wszelkie uwagi, twierdzac, iz jego
odpowiedz to wynik rzutu moneta. Nadto jednakowe odpowiedzi nie dowodza
jednomyslnosci w grupie.

Wprowadzmy zmienne losowe charakteryzujace i-ta osobe: 8i - wynik pierwszego
rzutu moneta (orzel: 8i = 1; reszka: 8i = O); ~i - wynik drugiego rzutu
(orzel: ~i = 1; reszka: ~i = O). Wówczas odpowiedz i-tej osoby wyraza wzór

n
Xi = ~iXi + (1 - ~i)8i, a Sn = 2: Xi to liczba odpowiedzi 1.

i=l

Zmienne losowe 81,82, ... , 8n, ~1, ~2, ... , ~n sa niezalezne i przyjmuja
z prawdopodobienstwem 1/2 wartosci O i 1. Latwo wiec sprawdzic, ze
E(Xi) = ~Xi + l, Var(Xi) = 136' Proponowanyestymator p* frakcji p i jego
wariancja (potrzebna do oceny bledu estymacji) sa nastepujace:

* 2 S 1 (*) 3p =;;;: n - 2' Var p = 4n'

Nasz estymator jest nieobciazony, tzn. jego wartosc oczekiwana jest równa
nieznanemu parametrowi: E(p*) = p. Jego wariancja maleje liniowo ze
wzrostem n (tak samo jak w metodzie reprezentacyjnej bez zaburzania ankiet).
Opisana metoda jest na tyle efektywna, ze mozna ja stosowac w praktyce,
a grube oszacowania p nie wymagaja wielu obserwacji.
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Dlaczego gaz elektronowy
gazem doskonalym?

•nIe chce byc
Jan BLINOWSKI

W drugiej polowie XIX i w pierwszych latach
XX wieku sformulowane zostaly podstawy klasycznej
fizyki statystycznej. Uzywajac jezyka teorii
prawdopodobienstwa, teoria ta pozwolila powiazac
makroskopowe wlasnosci prostych ukladów fizycznych,
np. porcji gazu pod tlokiem czy kawalka ciala stalego,
z mechanicznymi wlasnosciami atomów. Jednym
z pierwszych wielkich sukcesów teorii bylo wyliczenie
przez Maxwella i Boltzmanna rozkladu energii
czasteczek w rozrzedzonych gazach i uzasadnienie
prawa ekwipartycji energii. Wyniki te zilustrujemy,
odwolujac sie do wyprowadzonego wiele lat pózniej

rozkladu Gibbsa. Najpierw jednak przyp.omnimy kilka
podstawowych pojec fizyki statystycznej.

Waznymi pojeciami fizyki statystycznej sa stany
mikroskopowe i makroskopowe ukladu wielu
czastek. W fizyce klasycznej aby zdefiniowac
stan mikroskopowy ukladu, skladajacego sie z N
punktów materialnych, trzeba podac 3N liczb
okreslajacych wspólrzedne ich wektorów polozen
i 3N liczb okreslajacych wspólrzedne ich wektorów
predkosci albo pedu. Mówimy, ze taki uklad ma
3N translacyjnych stopni swobody. (Dla czastek
o wewnetrznej strukturze, mogacych rotowac lub
drgac, liczba stopni swobody bylaby wieksza.)
Do zdefiniowania stanu makroskopowego porcji
gazu pod tlokiem w równowadze mechanicznej
i cieplnej z otoczeniem wystarczy podac wartosci
dwu niezaleznych parametrów stanu, tzn. dwu
sposród trzech wielkosci fizycznych: temperatury,
cisnienia, objetosci. (Dla bardziej zlozonych ukladów
liczba niezaleznych parametrów stanu jest wieksza.)
Oczywiste jest, ze kazdemu makroskopowemu stanowi
równowagi odpowiada bardzo wiele róznych stanów
mikroskopowych, przez które przebiega uklad w czasie
swojej ewolucji.

Gibbs wykazal, ze jesli w stanie o scisle okreslonej
energii ukladu bardzo wielu czastek wydzielic
niewielki poduklad skladajacy sie z N czastek, to
gestosc prawdopodobienstwa W (A) znalezienia tego
podukladu w okreslonym stanie mikroskopowym A
jest wprost proporcjonalna do tzw. boltzmanowskiego
czynnika wykladniczego exp( -EA/kT), gdzie EA jest
energia stanu A, T jest temperatura bezwzgledna,
a k stala Boltzmanna. Wynik Gibbsa pozostaje
sluszny w fizyce kwantowej, tyle ze tam stany
mikroskopowe ukladów daja sie ponumerowac liczbami
calkowitymi i nalezy mówic o prawdopodobienstwie,
a nie o gestosci prawdopodobienstwa.

W ukladzie czastek nieoddzialujacych lub
oddzialujacych jedynie w chwilach zderzen,
zamknietym w szesciennym pudle o krawedziach L,
energia jest suma energii kinetycznych poszczególnych
czastek. W tej sytuacji czynnik boltzmanowski
staje sie iloczynem czynników boltzmanowskich
poszczególnych czastek. Jesli zatem stany
poszczególnych czastek sa zupelnie niezalezne
od pozostalych, a tak jest dla klasycznego gazu
doskonalego, to gestosc prawdopodobienstwa W(A)
staje sie iloczynem gestosci prawdopodobienstwa w(ai)

(i = 1,2, ... , N) wszystkich czastek, gdzie ai oznacza
stany i-tej czastki. Gestosci te maja postac

w(a) = C exp( -EA/kT),

gdzie Ea jest energia czastki w stanie a.

Stala C mozna wyznaczyc z warunku unormowania
prawdopodobienstwa, to znaczy warunku, by
prawdopodobienstwo znalezienia czastki w dowolnym
stanie a, czyli w dowolnym miejscu w objetosci L3
i z dowolnym pedem p, bylo równe jednosci.
O czastkach, dla których obowiazuje powyzszy
wzór, mówi sie, ze maja statystyke boltzmanowska·
Zauwazmy jeszcze, ze energie Ea mozna przedstawic
w postaci sumy energii zwiazanych z ruchami w trzech
prostopadlych kierunkach osi x, y i z. Tym samym
w(a) mozna przedstawic jako iloczyn trzech gestosci
prawdopodobienstwa odpowiadajacych stanom ruchu

wzdluz trzech osi wx, wY' Wz, gdzie np.

Wx = cexp( -p;/2mkT).

1[7nStala c = L V 2;T wyznacza sie z warunku
unormowania prawdopodobienstwa, który tym razem

+00

ma postac: L J wxdpx = L
-00

Stad juz tylko krok do prawa ekwipartycji energii.
Prawo to glosi, ze srednia energia, przypadajaca na
kazdy stopien swobody ukladu, wynosi (1/2)kT. Aby
obliczyc te srednia energie, nalezy obliczyc calke
+00

J p~ wxdvx, calke tego typu mozna jednak znalezc2m
-00
w kazdej tablicy calek oznaczonych:

+00

J x2exp( -ax2)dx = ~[!;.
-00

o gestosci prawdopodobienstwa W(x) mówimy wtedy, gdy zmienna losowa x ma rozklad ciagly, tzn. moze przybierac wszelkie wartosci
z pewnego skonczonego lub nieskonczonego przedzialu liczb rzeczywistych. Prawdopodobienstwo P(X, 2>x), ze zmienna x jest w przedziale

X+.o.xj2

(X - 2>x/2, X + 2>x/2), wiaze z gestoscia prawdopodobienstwa wzór P(X, 2>x) = J W(x)dx. Dla dostatecznie malych 2>x zachodzi
X-.o.xj2

przyblizona równosC P(X, 2>x) ~ W(X)2>x.
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Zgodnie z prawem ekwipartycji energia wewnetrzna
mola gazu doskonalego jest równa U = 3N A . (1/2)kT =
= (3/2)RT, gdzie NA jest liczba Avogadry, aR
stala gazowa. Tym samym molowe cieplo wlasciwe

gazu doskonalego w stalej objetosci Cv = lim ~TUtlT->O Ll

nie zalezy od temperatury i wynosi (3/2)R. Takie
wartosci rzeczywiscie otrzymuje sie doswiadczalnie dla
rozrzedzonych gazów jednoatomowych.

Dla czasteczek dwuatomowych dochodza na kazda
czasteczke dwa rotacyjne stopnie swobody i jeden
oscylacyjny, który nalezy liczyc podwójnie, gdyz do
sredniej energii kinetycznej dochodzi równa jej srednia
energia potencjalna drgan. Z zasady ekwipartycji energii
wynika wiec, ze cieplo wlasciwe takich gazów takze
powinno byc niezalezne od temperatury i równe (7/2)R.
Tu wlasnie zaczynaja sie klopoty z zasada ekwipartycji.
W odróznieniu od sytuacji w gazach jednoatomowych
doswiadczalne wartosci ciepla wlasciwego dla gazów
dwuatomowych silnie zaleza od temperatury. W niskich
temperaturach wynosza okolo (3/2)R, w wysokich
temperaturach (5/2)R, a w temperaturach zblizonych
do temperatury rozpadu czasteczek na atomy znowu
rosna, ale nigdy nie osiagaja (7/2)R.

Dlaczego prawo ekwipartycji energii nie obowiazuje dla
rotacyjnych i oscylacyjnych stopni swobody? Odpowiedz
na to pytanie dala mechanika kwantowa. Okazalo
sie, ze energie ruchów rotacyjnych i oscylacyjnych
sa skwantowane, moga przybierac tylko niektóre
wartosci. W tych warunkach obliczenie sredniej energii
musi przebiegac inaczej. Calkowania w warunku
normalizacyjnym prawdopodobienstwa i przy obliczaniu
energii sredniej trzeba zastapic sumowaniem wzgledem
dozwolonych wartosci energii. Tak otrzymane wyniki
dobrze zgadzaja sie z doswiadczeniem ..

Jednak znacznie wieksze i trudniejsze do wyjasnienia
klopoty pojawily sie przy próbach zastosowania zasady
ekwipartycji do obliczenia ciepla wlasciwego gazu
swobodnych elektronów w metalach i do obliczenia
rozkladu widmowego energii gazu fotonowego.
Ograniczymy sie tutaj do gazu elektronowego. Ciekawe
wlasnosci fotonów warte sa oddzielnego omówienia.

Na poczatku XX wieku bylo juz jasne, ze nosnikami
pradu w metalach sa elektrony, pomiary Thomsona
stosunku e/m, ladunku do masy, pomiary Millikana
ladunku elementarnego, w polaczeniu z pomiarami
zjawiska Halla pozwolily ustalic nie tylko cechy
elektronów, ale i wykazac, ze koncentracja elektronów
w metalach jest bardzo duza, tego samego rzedu,
co koncentracja dodatnio naladowanych jonów.
Poruszajace sie prawie swobodnie elektrony powinny
zgodnie z prawem ekwipartycji wnosic duzy, niezalezny
od temperatury przyczynek do ciepla wlasciwego
metali. Pomiary ciepla wlasciwego dla krysztalów
izolatorów wykazywaly, ze ich cieplo wlasciwe w niskich
temperaturach dazy do zera proporcjonalnie do trzeciej
potegi temperatury. Przyjmujac, ze przyczynek do
ciepla wlasciwego sieci krystalicznej metali jest
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podobny jak dla izolatorów, spodziewano sie,
ze cieplo wlasciwe metali z powodu swobodnych
elektronów powinno byc zawsze znacznie wieksze niz
dla izolatorów. Pomiary w wysokich temperaturach
nie wykazaly jednak istotnych róznic miedzy
metalami i izolatorami, a dokladne badania w niskich
temperaturach ujawnily niewielki przyczynek do
ciepla wlasciwego, liniowy wzgledem temperatury.
Przyczynek ten, wystepujacy we wszystkich metalach,
a nieobecny w izolatorach, przypisano swobodnym
elektronom. Pozostawalo jednak tajemnica, dlaczego
w tak drastyczny sposób przewidywania oparte na
prawie ekwipartycji rozmijaja sie z rzeczywistoscia.
Bylo to tym bardziej niezrozumiale, ze w odniesieniu
do ruchów postepowych przewidywania mechaniki
kwantowej pokrywaja sie pod wieloma wzgledami
z rozwazaniami klasycznymi. Energia jest taka
sama funkcja pedu czastki jak w fizyce klasycznej
i, jesli tylko objetosc ukladu jest dostatecznie duza,
wspólrzedne wektorów pedu czastek kwantowych
moga przybierac dowolnie bliskie siebie wartosci.
Takze rozklad przestrzenny nieoddzialujacych czastek
w objetosci V jest - podobnie jak dla klasycznego
gazu - jednorodny. (W fizyce kwantowej nie mozna
jednoczesnie ustalac scisle wartosci pedu i polozenia,
totez do odrózniania stanów czastki swobodnej
w pudle wystarczaja trzy skladowe wektora jej pedu.)

Kluczem do tajemnicy okazala sie zasada Pauliego,
zgodnie z która w ukladzie nieoddzialujacych,
nierozróznialnych czastek, nie moze byc czastek
o identycznych stanach. Zasada ta wynika
z nierozróznialnosci czastek w mechanice kwantowej
i ograniczen, jakie stad wynikaja dla funkcji falowych
czastek. Wszystkie czastki elementarne podzielic
mozna na dwie klasy - fermiony, których funkcje
falowe musza zmieniac jedynie znak przy zamianie
miejscami dwu dowolnych identycznych czastek, oraz
bozony, których funkcje falowe nie ulegaja zmianie
przy takich zamianach. Elektrony sa fermionami
obdarzonymi wewnetrznym momentem pedu - spinem,
oraz zwiazanym z nim momentem magnetycznym.
Kazdemu pedowi swobodnego elektronu moga
odpowiadac dwa stany rózniace sie kierunkiem spinu
i momentu magnetycznego. Mozna jednak dla prostoty
podzielic wszystkie elektrony na dwie grupy o róznych
kierunkach spinu i rozpatrywac kazda grupe z osobna,
jakby to byly dwa rózne rodzaje czastek.

Zasada Pauliego, obowiazujaca dla fermionów,
sprawia, ze nawet dla ukladu zupelnie
nieoddzialujacych elektronów, mimo ze energia
wystepujaca w wykladniku w rozkladzie Gibbsa
pozostaje suma energii kinetycznych wszystkich
czastek, wartosci wspólrzednych pedów przybieranych
przez elektrony o jednym kierunku spinu nie
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, lecz sa
w pewnym stopniu wspólzalezne. Kazdy stan
N nieoddzialujacych elektronów o wybranym kierunku
spinu scharakteryzowany jest przez N wektorów pedu,
z których zaden nie moze wystepowac wiecej niz raz



i w dodatku zaden z tych wektorów nie moze byc
przypisany konkretnej czastce. Mozna jedynie
powiedziec, ze jedna czastka ma ped ih, jedna
ih itd. Wygodnie jest wiec dla rozrózniania
stanów wieloczastkowych wprowadzic pojecie liczb
obsadzen ni dla jednoczastkowych stanów. Kazdy
stan wieloczastkowy w ukladzie nieoddzialujacych
fermionów okreslamy, podajac liczby obsadzen
wszystkich stanów jednoczastkowych. Dla i-tego
stanu jednoczastkowego liczba obsadzen równa jest 1,
o ile jakas czastka ukladu jest w stanie i, a równa
jest O, jesli w ukladzie nie wystepuje czastka o takim
stanie. Nie istnieje, niestety, elementarny sposób
wyprowadzenia wzoru na zaleznosc sredniej liczby
obsadzen od energii E stanu i temperatury T. Wzór
ten nosi nazwe rozkladu Fermiego-Diraca i ma postac:

1n(E)=----.
1+ exp (Ek?)

Stala M nosi nazwe poziomu lub energii Fermiego
i musi byc ustalona z warunku unormowania
calkowitej liczby czastek - suma liczb obsadzen musi
byc równa liczbie czastek w ukladzie L:a n(Ea) = N.
Mówimy ogólnie o sumowaniu wzgledem stanów
jednoczastkowych, a nie wzgledem róznych wektorów
pedu czastki, gdyz rozklad Fermiego-Diraca
obowiazuje takze dla fermionów w zewnetrznych
polach, gdy stany jednoczastkowe trzeba numerowac
innymi liczbami kwantowymi. Zauwazmy, ze funkcja
Fermiego-Diraca dla temperatur dazacych do zera
dazy do funkcji schodkowej - równej 1 dla energii
mniejszych od M i O dla energii wiekszych od M. Dla
przypadku gazu swobodnych elektronów oznacza
to, ze w naj nizszym stanie energetycznym ukladu
calkowita energia kinetyczna nie jest równa zeru
jak w gazie doskonalym, lecz jest bardzo duza.
Choc pojedynczy elektron moze miec zerowa energie
kinetyczna, w ukladzie wystepuja takze elektrony
o energiach wiekszych, az do energii Fermiego. Poziom
Fermiego w metalach jest rzedu kilku elektronowoltów,
a wiec jest o dwa rzedy wielkosci wiekszy od kT
w temperaturach pokojowych.

W temperaturach róznych od zera, dopóki kT jest
znacznie mniejsze od M, funkcja Fermiego-Diraca

w dalszym ciagu przypomina schodek, tyle ze nieco
wygladzony - dla E = M mamy n(E) = 1/2, ale
juz dla energii wiekszych lub mniejszych o kilka kT
wartosci n(E) sa praktycznie takie same jak
w temperaturze zera bezwzglednego - 1 albo O.

Oznacza to, ze w skonczonych, niezbyt wysokich,
temperaturach tylko niewielka czesc elektronów,
z przedzialu energii rzedu kilku kT, ma energie
wyzsze niz dla T = O. Wszystkie pozostale elektrony
maja takie same energie jak w temperaturze zera
bezwzglednego. Prawo ekwipartycji energii nie stosuje
sie zupelnie do fermionów w niskich temperaturach!

Bez jakichkolwiek rachunków mozna przewidziec
zaleznosc ciepla wlasciwego gazu elektronowego od
temperatury. Liczba elektronów, które zmienily swoje
energie, jest proporcjonalna do kT i same zmiany
ich energii sa rzedu kTo Tym samym róznica 6.U
miedzy calkowita energia ukladu w temperaturze T
i energia w temperaturze zerowej jest proporcjonalna
do kwadratu temperatury, a cieplo wlasciwe w stalej
objetosci musi wiec dla gazu elektronowego w niezbyt
wysokich temperaturach byc liniowa funkcja
temperatury!

W bardzo wysokich temperaturach dla gazu
elektronowego o bardzo malej gestosci poziom
Fermiego staje sie ujemny, funkcja Fermiego-Diraca
rozmywa sie na bardzo szeroki obszar i dla prawie
wszystkich energii przypomina funkcje Boltzmanna
z bardzo malym prawdopodobienstwem obsadzenia
kazdego ze stanów. W tych warunkach zasada
Pau liego staje sie malo istotna i w tym zakresie
temperatur cieplo wlasciwe gazu elektronowego dazy
do klasycznego wyrazenia (3/2)NkT wynikajacego
z zasady ekwipartycji energii. Klasyczna statystyke
boltzmanowska mozna wiec uwazac za graniczny
przypadek statystyki Fermiego-Diraca.

Sprawa ciepla wlasciwego elektronów jest tylko jedna
z wielu konsekwencji zasady Pauliego i statystyki
Fermiego-Diraca obowiazujacych wszystkie fermiony
zarówno na szczeblu atomowym, jak i w astrofizyce,
poczynajac od wyjasnienia struktury ukladu
okresowego pierwiastków, a skonczywszy na równaniach
stanu bialych karlów i gwiazd neutronowych.

Obliczajac stosunek PN+!/PN, mozna sprawdzic, ze

P18 < P19 < < P49 = P50 > P51 >
W miare rozsadne byloby wiec przypuszczenie, ze N = 49 lub
N = 50. Ale czy 49, czy 50? Jesli np. wiemy, ze pileczki sprzedawane
sa w paczkach po 10 szt., to druga mozliwosc wydaje sie bardziej

Rozwiazanie zadania M 903.
Istotna informacje stanowi tylko to, ze za drugim razem wsród
wyciagnietych pileczek byly dokladnie dwie pomalowane; kolory
nie sa wazne. Oznaczmy przez N nieznana liczbe pileczek, które na
poczatku byly w pudle. Oczywiscie N ~ 18 i prawdopodobienstwo
tego, ze zaszlo zdarzenie opisane w zadaniu, wynosi

PN
e20) (N~lO)

U~)

atrakcyjna (chyba ze osoba wrzucajaca pileczki przywlaszczyla
sobie jedna z nich). A jesli pileczki paczkowane sa po trzy? A co,
jesli nasza odpowiedz zostanie uznana za dopuszczalna (i wtedy
w nagrode dostaniemy cale pudlo Innego Proszku do Prania), jesli
wskazujac N, pomylimy sie co najwyzej o 2? Czy nalezaloby wtedy
wybrac takie N, zeby

PN-2 + PN-I + PN + PN+I + PN+2

bylo maksymalne? A jezeli mozna pomylic sie o 10% ? A co robic,
jesli widac, ze w pudle nie zmiesciloby sie nawet 40 pileczek?

Wnikliwemu Czytelnikowi proponujemy dalsze samodzielne
rozmyslanie nad znaczeniem slowa niewiadoma w rachunku
prawdopodobienstwa. Okazuje sie, ze czasami wazne jest nie tylko
to, czego nie wiemy, ale równiez, "w jaki sposób" tego nie wiemy.
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Termin nadsylania rozwiazan:
29 II 2000

Redaguje Jerzy B, BROJAN

Redaguje Marcin E. KUCZMAZadania z matematyki nr 391, 392

Zadania z fizyki nr 288, 289

288. Zabawka "jojo" sklada sie z dwóch jednorodnych
walców o promieniu Rl i lacznej masie ml, polaczonych
oska - walcem o promieniu Tl i bardzo malej masie, Dla
drugiej takiej zabawki analogiczne parametry sa równe
R2, m2 i T2, Na oskach nawinieto konce dlugiej nici, która
przelozono przez blok (rysunek), po czym oba "joja"
puszczono. Jesli mase bloku i tarcie w jego osi mozna
pominac, to jaki zwiazek musza spelniac wymienione
parametry, aby "joja" spadly z tej samej wysokosci w ciagu
tego samego czasu?

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

289. Mamy dwa kilogramy wody A o temperaturze O°C
i jeden kilogram wody B o temperaturze 100°C, Jaka jest
maksymalna temperatura, do której mozemy ogrzac wode A, korzystajac z ciepla
dostarczonego przez wode B? Rozwazyc dwa warianty zadania:
a) Mozemy dzielic kazda wode na dowolna liczbe czesci, wlewac do naczyn
umozliwiajacych wymiane ciepla (bez mieszania) i ponawiac te czynnosci dowolna
liczbe razy. Na koncu nalezy zlac cala wode A do jednego naczynia - temperatura po
jej wyrównaniu jest wielkoscia szukana.
b) Oprócz czynnosci wymienionych wyzej mozemy uzyc silnika cieplnego
korzystajacego z wody goracej jako grzejnika, a z zimnej jako chlodnicy. Prace
tego silnika mozna zmagazynowac i zuzytkowac w dowolny sposób, np, do napedu
chlodziarki oziebiajacej jedna wode, a ogrzewajacej inna.
Cieplo wlasciwe wody uznajemy za stale.

391. Okrag wpisany w trójkat ABC jest styczny do boku AB w punkcie T. Niech X
bedzie dowolnym punktem na boku BC (róznym od B i C). Udowodnic, ze okregi
wpisane w trójkaty BXT, TXA, AXC maja wspólna prosta styczna.

392. Dane sa liczby calkowite x, y, z o tej wlasnosci, ze liczba X666 + y666 - z666 dzieli
sie przez 1999. Dowiesc, ze co najmniej jedna z liczb x, y dzieli sie przez 1999,

Zadanie 392 na pozegnanie roku 1999 zaproponowal pan Krystian Bartniczek
z Wiirselen.

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana,
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.
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Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha
Aleksander Surma
Artur Arciszewski
Jaroslaw Lazuka
Marek Wójcicki
Grzegorz Milos
Tomasz Rudny

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 278 (WT=1,81) i 279 (WT=2,50)

z numeru 5/1999

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 379 (WT=1,37) i 380 (WT=2,40)

z numeru 4/1999
Tadeusz Józefczyk
Piotr Kumor
Bogumila Piotrowska.
Zbigniew Galias
Andrzej Daniluk

W matematycznym Klubie 44 mamy juz
dwudziestu Weteranów! Pan Józefczyk
pokonal byl czterdziestoczteropunktowy
limit juz dwukrotnie (ostatni raz jedenascie
lat temu), po czym zmniejszyl czestosc
przesylania rozwiazan, nie dajac jednak
o sobie zapomniec; pare miesiecy temu mial
na koncie w kolejnej rundzie 42,19 p. - i oto
autorstwo zadania konkursowego dalo trzecia
"gwiazdke" i status dwudziestego Weterana
Klubu 44 M.

Klub 44

Jesli Pm,n oznacza prawdopodobienstwo tego, ze przeciwnik zapisal
na kartkach liczby m i n, przy czym m > n, to prawdopodobienstwo
naszej wygranej jest równe:

Rozwiazanie zadania M 901.
Zauwazmy, ze gdyby to przeciwnik decydowal, która z liczb mamy
poznac, móglby ograniczyc nasze szanse zwyciestwa do 1/2,
np. wybierajac z prawdopodobienstwami równymi 1/2 pary (1,2)
oraz (2,3), i pokazujac nam zawsze kartke z liczba 2. Z drugiej
strony, niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik, mamy 50% szans
na zwyciestwo: wystarczy z prawdopodobienstwem 1/2 mówic,
ze na drugiej kartce jest liczba wieksza, a z prawdopodobienstwem
1/2 - ze mniejsza.

L Pm,n Gcm + ~(1- cn))
rn,nEZ
m>n

l l ~ l:2 + :2 L., Pm,n(cm - cn) > :2 '
rn,nEZ
m>n

Oto strategia dajaca wieksze prawdopodobienstwo wygranej. Niech
(Ck)r=_oo bedzie dowolnym rosnacym ciagiem liczb z przedzialu

l arc tg k
(O, l), np. Ck = - + ---o Gdy wylosujemy kartke z liczba k,

2 7r

Z prawdopodobienstwem Ck mówimy, ze liczba z drugiej kartki jest
mniejsza od k, a z prawdopodobienstwem l - Ck - ze wieksza.

bo przynajmniej jedna z liczb Pm,n musi byc dodatnia (jako
ze w sumie daja l), a Cm > Cn dla m > n.

Wnikliwy Czytelnik zechce sie zastanowic, jakie prawdopodobienstwo
wygranej mozemy sobie zapewnic, jesli przeciwnik ma prawo wybierac
tylko liczby ze zbioru {l, 2, ... , 100}.
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Patrz w niebo

Grudzien

Rozwiazanie zadania F 513.
Dany uklad rozpatrujemy jako skladajacy
sie z trzech oddzielnych galezi.

r!V\
A \filE

Opór srodkowej czesci Rl górnej galezi
wynosi

l l l 2
- - + -, stad Rl = -r.

Rl r 2r 3
Calkowity opór górnej galezi wynosi

2 8
2r + 3'r = 3'r, tyle samo takze galezi
dolnej. Srodkowa galaz ma opór 2r.

Calkowity opór ukladu R wynosi wiec
l l l
- = 28 + -, stad R = O, 8 r .
R 3r 2r

30 czerwca 1908 r. na Syberii w okolicy rzeki Podkamienna Tunguska spadl
tajemniczy obiekt zwany skrótowo meteorytem tunguskim. Nazwa ta jest
w sprzecznosci z zasadami nazywania cial spadajacych z nieba. Meteorytem
nazywa sie tego rodzaju obiekt, jezeli zostal znaleziony i mozna go podniesc
z ziemi. Tymczasem meteoryt tunguski zniszczyl wprawdzie wiele kilometrów
kwadratowych tajgi, zadnych jednak jego szczatków dotychczas nie odnaleziono
- widocznie eksplodowal i wyparowal calkowicie jeszcze nad ziemia. Wydarzenie
to uwiecznil przed laty Stanislaw Lem w swoich Astronautach, gdzie meteoryt
ten zostal przedstawiony jako statek kosmiczny z Wenus, który w poblizu
Ziemi ulegl katastrofie. Astronomowie jednak do dzis poszukuja racjonalnego
wytlumaczenia pochodzenia meteorytu.

Naukowe rozwazania na ten temat mozna by prowadzic, gdyby dysponowalo sie
przynajmniej przyzwoitymi obserwacjami lotu obiektu w atmosferze ziemskiej.
Meteoryt spadl jednak w okolicy niemal bezludnej i jedynie z daleka jego
slad widzialo kilka przypadkowych osób kompletnie nie przygotowanych do
jakichkolwiek obserwacji. Dlatego odtwarzanie kierunku lotu i jego predkosci
to - trzeba sobie szczerze powiedziec - raczej spekulacje. Czesc badaczy tego
zagadnienia sklaniala sie do wniosku, ze byl to odlamek komety Enckego.
Odlamek taki, jako bryla; "brudnego sniegu", mial prawo zniknac bez sladu
przy zderzeniu. Ostatnio jednak mówi sie, ze tak gleboko do ziemskiej atmosfery
moglo dotrzec tylko cialo w rodzaju planetoidy, czyli bryla skalna, która
ostatecznie i tak eksplodowala wysoko na drobne okruchy, które z kolei
wyparowaly przed osiagnieciem powierzchni Ziemi. Tak w kazdym razie twierdza
rosyjscy badacze, którzy przeprowadzili numeryczne symulacje calego procesu
przebijania sie meteorytu przez atmosfere. Rozmiary tego obiektu oceniono na
kilkadziesiat metrów. Stworzywszy taka wersje wydarzenia z 1908 roku rosyjscy
badacze dali szanse poszukiwaczom szczatków meteorytu, bowiem niektóre jego
fragmenty mogly oderwac sie wysoko nad ziemia i ocalec, tylko ze zapewne
musialy wtedy spasc wiele kilometrów poza terenem katastrofy.

Tomasz KWAST

W grudniowe wieczory widac w kierunku poludniowym wielki obszar nieba
pozbawiony jasnych gwiazd, przez co generalnie trudno sie w nim rozeznac.
Tymczasem znajduja sie tam duze gwiazdozbiory, z których najwiekszy, Erydan
(Rzeka Erydan), jest w ogóle rekordowy. Linia poprowadzona najkrótsza
trasa przez gwiazdy majace literowe oznaczenia obejmowalaby - gdyby ja
wyprostowac - luk ponad 900• Najjasniejsza gwiazda, Achernar, lezy na
poludniowym koncu Rzeki i z Polski nigdy jej nie widac. Drugi koniec Rzeki
znajduje sie tuz na zachód od Oriona. W pólnocnej czesci gwiazdozbioru
znajduje sie srednio jasna (3,8 mag) gwiazda E Eridani, czerwonawa gwiazda
ciagu glównego, typu widmowego K2. Jest ona gwiazda stosunkowo bliska,
bowiem jej odleglosc wynosi 3,3 pc. Najciekawsze jednak, ze bardzo powoli
sie obraca, co sugeruje, ze moze miec wlasny uklad planetarny, któremu
w przeszlosci przekazala wiekszosc pierwotnego momentu pedu. Bylaby to
wiec sytuacja podobna do obserwowanej w Ukladzie Slonecznym, gdzie planety
skupiajace zaledwie 1/1000 masy Slonca niosa 98% momentu pedu.

22 XII rozpoczyna sie astronomiczna zima, bedzie wiec zapewne jeszcze
zimniej, ale dni juz beda sie wydluzac. Wenus znajduje sie w Wadze i wschodzi
przed wschodem Slonca. Mars jest w Koziorozcu i wieczorem zachodzi,
wiec praktycznie go nie widac. Jowisz jest w Rybach, a Saturn niedaleko
w Baranie i obie te planety widac do póznej nocy. Nów Ksiezyca wypada
okolo pólnocy 7/8 XII, pelnia 22 XII. Ksiezyc znajdzie sie blisko Aldebarana
21 XII, ale zakrycia nie bedzie. Z koncem miesiaca zegnamy sie z kalendarzami
zaczynajacymi sie od jedynki i rozpoczynamy ostatni rok wieku i zarazem
tysiaclecia. Wszystkiego najlepszego.

T.K.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (19')
Wyjasnienie oszustwa (19): Oszustwo polega na
wykonywaniu manipulacji, które, jak sie intuicyjnie
wydaje, zwiekszaja wartosc oczekiwana wygranej Bazylego,
ale prowadza od wygranej dodatniej do ujemnej. Wartosc
oczekiwana nie jest w zadnym momencie liczona, ale
wyjasnienie sprawia wrazenie, ze mozemy okreslic jej znak.

W sytua.cji wyjsciowej (losowanie stawki, a potem
zwyciezcy) wartosc oczekiwana dana jest w postaci szeregu

(20 _ 10) + (200 _ 100) + (2000 _ 1000) +4 4 8 8 16 16

+ (20000 _ 1000~) + ... =32 32

= (5 -. 2,5) + (25 - 12,5) + (125 - 62,5) + (625 - 312,5) + ...

Szereg ten m.,zna by uznac za rozbiezny (ale ani do -00,
ani do +(0), gdyby nie scenariusz gry, który nakazuje nam
umieszczenie nawiasów w sposób sugerujacy rozbieznosc
szeregu do +00.

Pierwsza modyfikacja gry zaproponowana przez
Ambrozego polega na zmianie kolejnosci wyrazów
szeregu, co przy szeregach rozbieznych nie jest bezpieczne.
Otrzymujemy róznice 2 szeregów

(5 + 25 + 125 + 625 + ... ) - (2,5 + 12,5 + 62,5 + 312,5 + ... )

Jest to wyrazenie 00 - 00, choc optycznie pierwsza
nieskOt1czonosc jest dwa razy wieksza od drugiej.

Przesledzmy dalsze modyfikacje zasad gry i ich wplyw na
postac sumy majacej wyrazac wartosc oczekiwana·

Postawienie przez Ambrozego 3 stawek w sytuacji, gdy
wygral Bazyli. Otrzymujemy

((6,25 + O)+ (31,25 + O)+ (156,25 + O)+ (781,25 + O)+ )-

-(2,5 + 12,5 + 62,5 + 312,5 + )

Przeniesienie losowania 5 stawek czy Oprzed losowanie
stawki daje

((0+0+0+0+ ... ) + (6,25 + 31,25 + 156,25 + 781,25 + ))-

-(2,5 + 12,5 + 62,5 + 312,5 + ) =

= (O+ 6,25 + 31,25 + 156,25 + 781,25 + ... )-

-(2,5 + 12,5 + 62,5 + 312,5 + ... )

Zaoferowanie wyplaty pocieszenia 5 przez Ambrozego
w sytuacji, gdy Bazyli wygrywa zerowe losowanie,
a przegrywa pierwsze. Marny

(1,25 + 6,25 + 31,25 + 156,25 + 781,25 + ... )-

-(2,5 + 12,5 + 62,5 + 312,5 + ... )

Zwrócenie uwagi na fakt, ze obydwa powyzsze szeregi
odzwierciedlaja te sarna procedure losowania stawki, daje
szereg, który wyglada ujemnie

(1,25 - 2,5) + (6,25 - 12,5) + (31,25 - 62,5) + ...

Patrzac na powyzsze manipulacje, widzimy, ze wychodzac
od szeregu o sumie +00 i zwiekszajac lub przestawiajac
jego wyrazy, dochodzimy do szeregu o sumie na
pozór ujemnej. Poniewaz szereg jest rozbiezny (i ma
dowolnie duze wyrazy dodatnie i ujemne), takie operacje
i wnioskowania sa bledne.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (12")
Pan Lech Wolowski zwrócil moja uwage na
pewna niefrasobliwosc w wyjasnieniu oszustwa 12
w r-limatiasie 14.

Napisalem tam, ze wartosc oczekiwana wygranej Bazylego
wynosi

1 2 3 4 5 20
tv = -2 + (; + (; + (; + (; + (; - 6+

10 20 30 40 50 200
+ 36 + 36 + 36 + 36 + 36 - 36+

100 200 300 400 500
+ 216 + 216 + 216 + 216 + 216 - ... ,

gdy tymczasem p. Wolowski podaje wzór
10123

w=-(;+(;+(;+(;+(;-
12 2 8 18 28 122

- 36 - 36 + 36 + 36 + 36 - 216 - ...
Jesli bowiem Bazyli wyrzucil kolejno: 6, 6, 3, to wplacil
Ambrozemu 2, potem 20 i 200 zl, a na koncu dostal 300.
W podanym przeze mnie wzorze te cztery kwoty wystepuja
w czterech róznych miejscach. U p. Wolowskiego sa

. - 2 - 20 - 200 + 300 78
polaczone w Jeden ulamek ---------- = -216 216
i to jest poprawne, gdyz te cztery wyplaty dotycza jednego
zdarzenia. Nie zmienia to faktu, ze szereg opisujacy
wartosc oczekiwana jest rozbiezny.

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matemat.yki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@malh.uni.wroc.pl

Rozwiazanie zadania M 902.
Pytanie jest niejasne. Jesli wiadomo, ze moneta jest symetryczna, to
wyniki 50 poprzednich rzutów nie maja nic do rzeczy i gdy rzucimy
jeszcze raz, reszka wypadnie z prawdopodobienstwem równym 1/2.

Wprawdzie symetryczna moneta mozna teoretycznie, choc bardzo
rzadko, wyrzucic 50 kolejnych reszek, lecz np. na monecie, która
ma dwie reszki, orzel nie wypadnie nigdy. Ilosciowe rozstrzygniecie,
w jakim stopniu z wyrzucenia 50 reszek pod rzad wynika, ze za
51 razem tez wypadnie reszka, wymaga wiekszej liczby danych
lub uczynienia zalozen wykraczajacych poza matematyke·
W deterministycznym swiecie sztuki teatralnej, w którym
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znajdowali sie Guildenstern i Rosenkrantz, nie bylo miejsca na
przypadek i pytanie o wynik kolejnego rzutu mialoby podobny sens,
co pytanie o to, czy jutro wzejdzie slonce, skoro wschodzilo przez
ostatnie 50 dni.

Wnikliwy Czytelnik zechce rozwiazac nastepujace zadanie: jesli
wiadomo, ze n% monet znajdujacych sie w obiegu ma po obu
stronach reszke, a wszystkie pozostale monety sa symetryczne, i jesli
50 kolejnych rzutów losowo pozyskana moneta dalo w wyniku reszke,
to jakie jest prawdopodobienstwo, ze w 51 rzucie tez wypadnie
reszka? Czy odpowiedz zalezy od parametru n?


