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WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-806 Warszawa, ul. Zuga 12 (tel. 834-65-21)
Wplaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesiaca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy (3) miesiace. Cena
jednego numeru w 2001 roku wynosi 3 zl. Przy wplacie prosimy o zaznaczenie okresu
prenumeraty.
W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesiecy)
cena numeru w 2001 r. wynosi 6 zl. W przypadku zyczenia dostawy droga lotnicza
odpowiednia doplate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS funduje
dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP VIII O/W-wa, nr 10201084-77578-270-1-111

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u

1. Wplaty na prenumerate przyjmowane sa tylko na okresy kwartalne.
2. Cena prenumeraty na I kwartal 2001 r. wynosi 9 zl.
3. Wplaty na prenumerate przyjmuja na teren kraju jednostki kolportazowe

"Ruch" S.A. wlasciwe dla miejsca zamieszkania lub siedziby prenumeratoraj dostawa
egzemplarzy nastepuje w uzgodniony sposób. Dostawa w takim przypadku odbywa sie
poczta zwykla w ramach oplaconej prenumeraty, tzn. "pod opaska"·

4. Cena prenumeraty ze zleceniem dostawy za granice jest równa cenie prenumeraty
krajowej plus rzeczywiste koszty wysylki. Wplaty przyjmuje "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy w PBK S.A. XIII Oddzial Warszawa
11101053-16551-2700-1-67 lub w kasach Oddzialu Warszawa, ul. Towarowa 28,
czynnych codziennie od poniedzialku do piatku w godz. 800 - 1400.

5. Terminy przyjmowania wplat na prenumerate

krajowa ze zleceniem za granice
5 XII 20 XI na I kwartal roku nastepnego,
5 III 20 II na II kwartal,
5 VI 20 V na III kwartal,
5 IX 20 VIII na IV kwartal.

6. Zlecenia na prenumerate dewizowa, przyjmowane od osób zamieszkalych za granica,
realizowane sa od dowolnego numeru w danym roku kalendarzowym pod warunkiem
otrzymania zamówienia lub wplaty na 30 dni przed terminem realizacji.

Informacji o warunkach prenumeraty i sposobie zamawiania udziela "RUCH" S.A.
Oddzial Krajowej Dystrybucji Prasy, 00-958 Warszawa, ul. Towarowa 28, tel. 620-12-71
wewn. dla osób fizycznych 2507, 2508, wewn. dla osób prawnych 2576, a takze
tel. 620-10-19 i 620-12-17, wewn. 2366.
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Liczba (r, <p) ma, jak latwo zauwazyc
wspólrzedne kartezjanskie r( cos <p, sin <p).

Jezeli okreslimy dodawanie i mnozenie punktów plaszczyzny, z wyróznionymi
punktami O i 1, w sposób przedstawiony na rysunku, to otrzymamy liczby
zespolone. Ten szybki, jasny sposób wprowadzenia liczb zespolonych - zwany
geometrycznym - okazal sie jednak malo praktyczny.

Spójrzmy teraz na te liczby inaczej, jak na wektory o poczatku w O. Poniewaz
wszystkie maja ten sam poczatek, wiec bedziemy je nazywac tak jak ich
konce. Kazdy z nich moze byc uzyskany z wektora 1 za pomoca podobienstwa
spiralnego o srodku O (podobienstwo spiralne to zlozenie jednokladnosci i obrotu
o tym samym srodku; jedynie wtedy obojetna jest kolejnosc wykonywania
tych przeksztalcen). Dodawanie liczb zespolonych w tej postaci - nazwijmy ja
wektorowa - to skladanie przesuniec odpowiadajacych skladnikom, natomiast
mnozenie to skladanie podobienstw spiralnych (prosze na rysunku sprawdzic,
ze wektor 1 przy wykonaniu podobienstw spiralnych, odpowiadajacych Zl i Z2,

stanie sie wektorem (Zl . Z2)).

Takie ujecie liczb zespolonych pozwala zauwazyc, ze kazda z nich jest okreslona
przez liczbe r mówiaca, ile razy musial sie przedluzyc wektor 1, aby ja otrzymac
i liczbe 'P mówiaca, o jaki kat wektor 1 musial sie obrócic. Pierwsza z tych
liczb nazywamy modulem liczby zespolonej, a druga argumentem. Jezeli
przedstawimy liczbe zespolona w postaci (r, 'P), to - wobec powyzszych uwag
- wzór na mnozenie bedzie wygladal tak:

(rl, 'Pl) . (r2, 'P2) = (rl . r2, 'Pl + 'P2).

Przetlumaczenie tego na zwykle wspólrzedne kartezjanskie daje (bez
rachunków!) wzór zwany nazwiskiem de Moivre'a

rl(cos'Pl, sin'Pd· r2(cos'P2, sin'P2) = (rl' r2)(cos('Pl + 'P2), sin('Pl + 'P2)),

co latwo sie uogólnia na wzory mówiace o potegowaniu i pierwiastkowaniu liczb
zespolonych.

Trzecia postac liczb zespolonych to przedstawienie ich bezposrednio za pomoca
wspólrzednych kartezjanskich. Dodawanie ma wówczas bardzo prosta postac

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),

bo tak sie przeciez dodaje wektory. Natomiast wzór de Moivre'a pozwala
zobaczyc, ze i wzór na mnozenie nie jest wiele bardziej skomplikowany:

(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be).

Oto uzasadniajacy to rachunek: jesli (a, b) = (rl cos 'Pl, rl sin 'Pl),
a (c, d) = (r2cos'P2, r2sin'P2), to

(a,b)· (c,d) = (rlcos'Pl, rlsin'Pd' (r2cos'P2, r2sin'P2) = ((rl·r2)cos('Pl +'P2), (rl·r2)sin('Pl +'P2)) =

= (rl . r2) (cos 'Pl COS 'P2 - sin 'Pl sin 'P2, COS 'Pl sin 'P2 + sin 'Pl cos 'P2) =
= (rl cos 'Pl . r2 cos 'P2 - rl sin 'Pl . r2 sin 'P2, rl cos 'Pl . r2 sin 'P2 + rl sin 'Pl . r2 cos 'P2) = (ac - bd, ad + be).
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Suma to taki punkt, ze OZl (Zl + Z2)Z2

jest równoleglobokiem; iloczyn to taki
punkt, ze trójkaty OlZl i OZ2(Zl . Z2) sa
podobne i maja te sama orientacje·

Liczby zespolone
czterema sposobami

Gdy z = (a, b), uzywane sa tez oznaczenia
Rez=a,Imz=b.

Oczywiscie mozna te sposoby mieszac.
Czesto zapisuje sie np. liczby w postaci
algebraicznej za pomoca modulu
i argumentu

r(cos <p + i sin <p).

Jest to szczególnie wygodne, poniewaz

ei<p = cosr.p+ isin'P,

ale to juz postac z zupelnie innej bajki.

Mozna uczynic teraz dwie obserwacje. Pierwsza to ta, ze kazda liczba zespolona
da sie przedstawic jako

(a, b) = a(l, O) + b(O, 1).

Zauwazmy, ze (1, O) to po prostu 1 - kazdy moze sprawdzic, jak sie przez (1, O)

mnozy. Natomiast

(0,1)2 = (O . O - 1 . 1, O· 1 + 1 . O) = (-1, O),

co jest zwykla minus jedynka, co tez mozna sprawdzic mnozac. Liczba (O, 1)
jest oznaczana przez i (od imaginarius), nazywana jednostka urojona i stanowi
wielka tajemnice dla róznego rodzaju filozofów (bo jak to mozliwe, aby kwadrat
byl ujemny ... ). Tak algebraicznie ujete liczby zespolone to sumy a + ib, gdzie
a i b to liczby rzeczywiste. Rachunki na nich przeprowadza sie tak jak na
wielomianach, pamietajac zawsze, ze i2= -1. Na przyklad wzór na mnozenie
wyprowadza sie przy tej interpretacji tak:

(a + ib) . (c + id) = ac + aid + ibc + i2bd = (ac - bd) + i(ad + be).

Jest to naj starszy i najczesciej stosowany sposób uzywania liczb zespolonych.

Marek KORDOS
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Homografie
i przeksztalcenia wiernokatne
Witold SADOWSKI

Rys. 2. Obracamy miske i rzutujemy.

Rys. 3. Przyklad obszaru jednospójnego
(a) i obszaru, który taki nie jest (h).

Odwzorowac pólplaszczyzne w kolo. I to tak, by katy pomiedzy dowolnymi
krzywymi na pólplaszczyznie i ich obrazami w kole byly takie same ...
Latwo powiedziec! Ale czy to w ogóle mozliwe? Jak zmiescic nieograniczona
pólplaszczyzne w malenkim kole? I jeszcze nie powyginac katów?! To jakies
magiczne sztuczki ... Ale spróbujemy. Postawmy najpierw na plaszczyznie
sfere i zrzutujmy cala plaszczyzne na sfere tak, jak pokazuje rysunek 1. Nasza
pólplaszczyzna przejdzie na "miske" ustawiona pionowo. Gdybysmy teraz te
"miske" ustawili poziomo (rys. 2), a potem zrzutowali w druga strone (ze sfery
na plaszczyzne), to otrzymalibysmy wnetrze kola. Byc moze znalezlismy wiec
to odwzorowanie, o które chodzi, o ile przy rzutowaniu na sfere (i ze sfery) katy
miedzy krzywymi zostaly zachowane.

Na szczescie jest tak w istocie, co mozna dosc zmudnie, ale nietrudno wykazac.
Wiemy zatem, jak mozna odwzorowac pólplaszczyzne w kolo, ale wzoru na
to przeksztalcenie jak nie mielismy, tak nie mamy. Czas zatem go poszukac.
Moglibysmy, oczywiscie, spróbowac zapisac formalnie to, co powiedzielismy
dotad, ale pójdzmy inna droga. Wykorzystamy fakt, ze dowolnemu punktowi
plaszczyzny odpowiada liczba zespolona. Zauwazmy najpierw, ze przy
rzutowaniu na sfere obrazem plaszczyzny byla sfera bez punktu (bez bieguna
pólnocnego). Dodajmy ten punkt do sfery, co odpowiadac bedzie dodaniu
do plaszczyzny punktu 00. Otrzymamy tzw. plaszczyzne domknieta. (Taka
plaszczyzna jest dla nas wygodniejsza, gdyz prosta y = O z dolaczonym
punktem 00, jako brzeg górnej pólplaszczyzny, przejsc ma teraz na brzeg kola,
czyli okrag.)

Zastanówmy sie, jakie moga byc najprostsze i "naj przyzwoitsze" przeksztalcenia
na plaszczyznie domknietej? Na "zwyklej plaszczyznie" wiadomo: liniowe az + b.

A na domknietej mozna jeszcze "swobodnie" przechodzic na punkt 00, wiec
przeksztalcenie ~ tez jest niczego sobie. Ogólnie rzecz biorac interesowac nas
beda przeksztalcenia postaci ~::~, gdzie ad - be i=- O (po co ten warunek?),
a, b, c, d - liczby zespolone. Nazywaja sie one homografiami. Jak widac ze
wzoru, homografia powstaje ze zlozenia trzech przeksztalcen: najpierw mamy
przeksztalcenie liniowe w = cz + d, potem wykonujemy tzw. inwersje s = ~,
a na koniec znów przeksztalcenie liniowe As + B, którego wspólczynniki A
i B Czytelnik z latwoscia wyliczy. Poniewaz przeksztalcenie liniowe az + b to
zlozenie podobienstwa spiralnego wyznaczonego przez liczbe a (patrz str. 1)
z przesunieciem o wektor b, wiec przy tym przeksztalceniu katy pozostaja bez
zmian. Mozna równiez wykazac, ze inwersja ~ zachowuje katy miedzy krzywymi,
skad latwo juz dostrzec, ze takze dowolna homografia jest przeksztalceniem
wiernokatnym (zachowujacym katy miedzy krzywymi). Podobnie jak rzut
stereograficzny (rys. 1) homografie zamieniaja proste w proste (ewentualnie
w okregi) oraz okregi w okregi (ewentualnie w proste). Skorzystajmy z tej
wlasnosci i wybierzmy trzy rózne punkty prostej y = O (np. -1, O oraz 1),
"nakazujac im" przejscie w trzy rózne punkty okregu jednostkowego (np.
odpowiednio w i, -1, -i). Otrzymamy w ten sposób trzy latwe równania,

z których natychmiast wyliczymy wzór homografii ~+~.Poniewaz prosta
y = O (z dolaczonym punktem 00) jest brzegiem zarówno dolnej, jak i górnej
pólplaszczyzny, wystarczy teraz tylko sprawdzic, czy dowolny punkt z wnetrza
górnej pólplaszczyzny (np. i) znajdzie sie we wnetrzu kola. Latwo spostrzec,
ze jest tak w istocie. W ten sposób okazuje sie ostatecznie, ze wzór naszego
przeksztalcenia ma wyjatkowo prosta postac, gdy uzyjemy do jego wyrazenia
liczb zespolonych. Mozna zaproponowac Czytelnikowi wyrazenie tego wzoru za
pomoca wspólrzednych rzeczywistych i rozstrzygniecie, czy równiez "rzeczywisty
wzór" jest "naj prostszy z mozliwych" .

krzywa sie "zaczepia"
i nie mozna jej sciagnac

do punktu

Rys. 1. Rzut stereograficzny.
Punktowi A przypisujemy punkt A'.
Obrazem prostej AB jest okrag na sferze
przechodzacy przez punkty A', B' oraz
biegun pólnocny (00).

Przeksztalcenie tozsamosciowe jest
homografia. Przeksztalcenie odwrotne.
do homografii oraz zlozenie dwóch
homografii tez jest homografia.
Homografie tworza zatem grupe
odwzorowan plaszczyzny domknietej
na siebie. Grupa odwzorowan "zwyklej
plaszczyzny" na siebie jest grupa
przeksztalcen liniowych.

krzywa
daje sie sciagnac

do punktu
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Rys. 4. Pas naciety wzdluz pólprostej
czy tez soczewke mozna wiernokatnie
odwzorowac w kolo.

Na koniec warto zauwazyc, ze homografie to, oczywiscie, nie jedyne
przeksztalcenia wiernokatne. Nietrudno bowiem spostrzec, ze jesli funkcja ma
w danym obszarze rózna od zera pochodna, to jest wiernokatna: przybliza sie
przeciez w malym otoczeniu danego punktu przez przeksztalcenie liniowe, które
- jak stwierdzilismy wczesniej - zachowuje katy. Skoro zatem funkcji takich jest
dosc duzo, to moze i obszarów, które mozna wiernokatnie odwzorowac w kolo
jednostkowe, jest wiele? Moze górna pólplaszczyzna nie byla pod tym wzgledem
wyjatkowa? Odpowiedz na to pytanie daje twierdzenie Riemanna. Okazuje sie,
ze kazdy obszar jednospójny, czyli taki, w którym kazda krzywa zamknieta da
sie sciagnac do punktu (patrz rys. 3) i którego brzeg sklada sie z wiecej niz
jednego punktu, mozna wiernokatnie odwzorowac w kolo jednostkowe.

l ~t ~
y

Choc to moze byc zaskakujace, liczb rzeczywistych nie
da sie arytmetycznie (a wiec za pomoca dodawania,
odejmowania, mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania
dowolnego naturalnego stopnia) wyróznic wsród
liczb zespolonych. Oznacza to, ze nie ma takiego
wyrazenia arytmetycznego, które spelnione byloby
przez liczby zespolone, bedace liczbami rzeczywistymi
i tylko przez te liczby. Aby mozna bylo liczby
rzeczywiste zdefiniowac, potrzebne sa jakies srodki
niearytmetyczne - np. sprzezenie, które kazdej liczbie
zespolonej z przyporzadkowuje liczbe zespolona z

majaca te sama czesc rzeczywista co z, ale przeciwna
czesc urojona. Dowód tego faktu jest (jak dowód
kazdej niemoznosci) dosc technicznie skomplikowany.
Polega on na wskazaniu takiego automorfizmu
(czyli przeksztalcenia zachowujacego wymienione
wyzej dzialania arytmetyczne) liczb zespolonych,
który miesza liczby rzeczywiste z innymi liczbami
zespolonymi. Skomplikowana jest wlasnie konstrukcja
takiego automorfizmu: dla dociekliwych mozna podac,
ze konieczny jest tu (podobnie jak do bazy Hamela)
pewnik wyboru.

cb--~ r l

_ Zadania

Rys. l

Rys. 2

c

c

R

L

L

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 931. Przez srodek n-kata foremnego poprowadzono prosta l, a nastepnie
obliczono sume S kwadratów odleglosci wierzcholków n-kata od tej prostej.
Udowodnic, ze S nie zalezy od wyboru l.
Rozwiazanie na str. 13

M 932. Niech AIA2A3A4 bedzie czworokatem wypuklym. Udowodnic,
ze AIA3 . A2A4 :::;AIA2 . A3A4 + A2A3 . A1A4, przy czym równosc zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie mozna opisac okrag·
Rozwiazanie na str. 5

M 933. Wierzcholki kazdego z dwóch trójkatów równobocznych na plaszczyznie
ponumerowano liczbami 1, 2, 3 przeciwnie do ruchu wskazówek zegara,
a nastepnie wierzcholki o tych samych numerach polaczono odcinkami.
Udowodnic, ze srodki trzech otrzymanych w ten sposób odcinków tworza trójkat
równoboczny (byc moze zdegenerowany do punktu).
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

Impedancja kondensatora o pojemnosci C jest równa CI ., a cewkiwz
o indukcyjnosci L: Lwi, gdzie w jest czestoscia pradu zmiennego w obwodzie.
Impedancja opornika jest równa jego oporowi.

F 533. Znalezc impedancje obwodu przedstawionego na rysunku 1.
Rozwiazanie na str. 9

F 534. Czy mozna tak dobrac wartosci oporów Rl i R2 (rys. 2), aby impedancja
przedstawionego obwodu byla rzeczywista dla calego zakresu czestosci?
Rozwiazanie na str. 16
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Metoda Newtona, iteracje
.l fraktale

Anna ZDUNIK

"Rzeczywista" metoda Newtona.
Tym razem w jest wielomianem
o wspólczynnikach rzeczywistych,
a z. jest jednokrotnym pierwiastkiem
tego wielomianu. Wybieramy punkt
startowy zo° Okreslamy ciag Zn:

W(Zn) ., .
Zn+l = Zn - ---o Inaczej mOWlac:

w'(zn)
w punkcie Zn rysujemy styczna do
wykresu, Zn+l jest punktem przeciecia
tej stycznej z osia X. Jesli tylko
punkt startowy Zo jest dostatecznie
blisko z., to ciag Zn na pewno jest
zbiezny do z. i to bardzo szybko. Niech

w(z)

gez) = z - w'(z)· Wtedy Zn+l = g(zn).
Zauwazmy, ze g(z.) = z. i g'(z.) = O.

Metoda Newtona polega wiec na
iterowaniu (skladaniu) funkcji g. Jesli
w jest wielomianem, to g jest funkcja
wymierna· Metoda Newtona stosuje sie
oczywiscie nie tylko do wielomianów!

Rozwazmy wielomian p(z) = Z2 + 1. Oczywiscie, nie istnieje taka liczba
rzeczywista z, ze p(z) = O. Ale w liczbach zespolonych to równanie ma dwa
rozwiazania. Sa to: i oraz -i. Przewaga liczb zespolonych nad rzeczywistymi
polega na tym, ze kazdy wielomian

w(z) = anzn + an_IZn-1 + ... + alz + ao

(wspólczynniki ai moga byc zespolone) ma dokladnie n pierwiastków
zespolonych (liczac z krotnosciami) - zob. str. 8.

Wezmy wielomian w(z) stopnia n i zalózmy (dla uproszczenia), ze ma dokladnie
n róznych pierwiastków. Mozna teraz próbowac znalezc pierwiastki wielomianu
za pomoca jakiejs znanej metody iteracyjnej. Z praktyki "rzeczywistej" znamy
metode stycznych Newtona (rysunek).

Spróbujmy przeniesc ja na "grunt zespolony".

Wzór iteracji juz mamy; trzeba znowu wziac punkt startowy Zo i wyliczac
kolejne Zn wedlug wzoru

w(zn)

Zn+l = Zn - --( -) .w' Zn

Trzeba tylko umiec wykonywac cztery dzialania na liczbach zespolonych
i powiedziec, czym jest pochodna w' (w sensie zespolonym) naszego wielomianu.
Czytelnik zgodzi sie na pewno, ze jesli tylko istnieje (a istnieje) dobrze
zdefiniowany sposób rózniczkowania w sensie zespolonym (patrz str. 10), to
pochodna naszego wielomianu powinien byc wielomian

'( ) n-l ( 1) n-l .W Z =nanz + n- an-Iz + ... +al.

Okazuje sie, ze (tak jak w metodzie "rzeczywistej") jesli punkt startowy Zo

jest dostatecznie blisko (na plaszczyznie) pierwiastka wielomianu Z., to ciag
punktów plaszczyzny (czyli liczb zespolonych) Zn zbliza sie do z •. A jesli nie jest
dostatecznie blisko?

Powiemy, ze metoda Newtona dziala w punkcie startowym Zo, jesli ciag
Zo, Zl,···, Zn"" okreslony powyzej, jest zbiezny do któregos pierwiastka naszego
wielomianu.

Dla kazdego wielomianu jest wiele punktów, w których metoda Newtona
na pewno nie dziala. Pouczajacy przyklad: w(z) = z2 + 1, co bedzie, jesli
wybierzemy Zo E lR? Poza tym zdarza sie, ze otrzymujemy we wzorze klopotliwe
dzielenie przez zero, wtedy metoda tez "nie dziala".

Mozemy teraz spytac, jak w takim razie dla ustalonego wielomianu w wyglada
podzial calej plaszczyzny na n + 1 czesci: do pierwszej zaliczymy te punkty
startowe, dla których metoda Newtona nie dziala; kazda z pozostalych n czesci
sklada sie z punktów startowych dajacych w granicy jeden z n pierwiastków
naszego wielomianu w.

Pozostawie dociekliwemu Czytelnikowi odgadniecie, jak wyglada ten podzial
np. dla wielomianu z2 + 1. Prawdziwy galimatias zaczyna sie i tak dopiero
od n = 3. A fraktale? Prosze spojrzec na tylna strone okladki (rysunki na nia
przygotowal Krzysztof Baranski).

V L. Carnot byl nieufny wobec "hieroglifów analizy".
Jako przyklad niebezpieczenstw plynacych z ich uzycia
podawal taki "zespolony" rachunek: -a = v=av=a =
N=a.
V Holomorficznej funkcji f = u + iv odpowiada
pole wektorowe [u, -v] opisujace pozbawiony wirów
przeplyw niescisliwej cieczy.
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V Jak pisze Laurence Young, jeszcze w 1820 roku
studenci inzynierii w Paryzu wzniecili bunt przeciwko
liczbom zespolonym twierdzac, ze sa one zupelnie
bezuzyteczne, a ponadto w ogóle nie istnieja. Nie
dziwi zatem fakt, ze trzy wieki wczesniej pionier ich
uzycia - Cardano - zostal uwieziony pod zarzutem
uprawiania czarnej magii ...



o tym, jak rozwiazac pewne
"rzeczywiste" problemy, korzystajac
ze swiata liczb zespolonych, mozna
przeczytac w tym numerze Delty.

mala delia

o pozytkach z nieistniejacych zwierzat

Czesto zdarza sie tak, ze aby rozwiazac problem z jakiejs dziedziny,
najlepiej wyjsc poza jej ramy, "na zewnatrz" znalezc rozwiazanie
i triumfalnie powrócic do pierwotnego zagadnienia, chocby nawet
istnienie swiata, w którym rozwiazanie znaleziono, bylo nieco... watpliwe.

Jest to prawda znana od stuleci, bowiem juz cale wieki temu potrafiono
- np. dla powiekszenia majatku - skorzystac ze "zwierzat, które nie
istnieja" (a w kazdym razie z takich, których my nie mamy). Ponizsza
historia jest tego ilustracja (opowiesc wzorowana jest na dawno chyba na
tych lamach nie cytowanej Lilavati Szczepana Jelenskiego):

Pewien czlowiek pozostawil w spadku trzem
swoim synom 17 koni; zaznaczyl jednak
w testamencie, ze najstarszy ma otrzymac
polowe, sredni jedna trzecia, a najmlodszy jedna
dziewiata tej spuscizny, przy czym zadnego
konia nie mozna zabic w celu podzielenia sie
jego miesem. Sprzedaz koni na targu i podzial
pieniedzy tez nie wchodzily w gre. Cale
nieszczescie polegalo oczywiscie na tym, ze 17
nie dzieli sie ani przez 2, ani przez 3, ani przez 9:
polowa z 17 to 8~, jedna trzecia to 5~, a jedna
dziewiata to 1&. Bracia poszli wiec do znanego
z madrosci starca, a on podpowiedzial im takie
rozwiazanie: pozyczcie od sasiada jeszcze jednego
konia i dopiero wówczas dokonajcie podzialu. Tak
tez uczynili i wtedy najstarszy brat otrzymal

9 koni, a sredni 6. Najmlodszy zmartwiony (bo
jego bracia otrzymali wiecej, niz im sie nalezalo,
a wiec musi to byc jego kosztem) zaglada do
stajni i cóz widzi? Trzy rumaki! Mógl nie tylko
oddac sasiadowi owego pozyczonego konia, ale
takze sam otrzymal wiecej, niz sie spodziewal.

Widac, gdzie lezy wyjasnienie tego radosnego

dl k· h f' l 1 1 1 17
a wszyst lC ma u: 2 + 3 + 9" = 18' a zatem

ojciec nie rozdzielil calego swego majatku miedzy
synów. Slowa testamentu mozna jednak rozumiec
tak: naj starszy syn ma dostac nie mniej niz
polowe koni, sredni nie mniej niz jedna trzecia,
a naj mlodszy nie mniej niz jedna dziewiata.
I jeszcze jeden wniosek: warto miec dobre uklady
z sasiadami. ..

Mala Delte przygotowal Marcin ADAMSKI

Rozwiazanie zadania M 932.
Wprowadzmy na plaszczyznie uklad wspólrzednych tak. by Al byl jego srodkiem, a A2 lezal na
dodatniej pólosi OX. Niech Zl, Z2, Z3, Z4 (Zl = O) beda liczbami zespolonymi reprezentujacymi
wierzcholki Al, A2, A3, A4 odpowiednio. Wtedy AiAj = IZi - Zj I (i, j = 1,2,3,4). Mamy
nastepujaca, latwa do sprawdzenia tozsamosc

(Z2 - ZIl(Z4 - Z3) + (Z3 - Z2)(Z4 - zll = (Z4 - Z2)(Z3 - zll·

Z nierównosci lu + vi :s; lul + lvi spelnionej dla dowolnych liczb zespolonych u, v wynika

IZ2 - zll·lz4 - z31 + IZ3 - z21·lz4 - zll ::::IZ4 - z21·lz3 - zll.

czyli zadana nierównosc. Równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy argumenty liczb
(Z2 - ZIl(Z4 - Z3) i (Z3 - Z2)(Z4 - zll sa równe. Niech aij = Arg(zi - Zj) dla i ""j. Poniewaz przy
mnozeniu liczb zespolonych argumenty dodaja sie, wiec równosc argumentów liczb (Z2 - ZIl(Z4 - Z3)

i (Z3 - Z2)(Z4 - zll oznacza a4l + a32 = a21 + a43 = a43' Mamy dalej

L(A2AIA4) + L(A2A3A4) = a4l + [211" - (11" - a32) - a43] = 11" + (a4l + a32 - a43)

(p. rys.), a wiec równosc 041 + 0::32 = 021 + 043 = Q43 jest równowazna równosci
L(A2AIA4) + L(A2A3A4) = 11", co nalezalo wykazac.
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Aby skonstruowac n-kat foremny,
wystarczy znalezc punkt

Al = En = e2-rri/n l

gdyz kolejne wierzcholki n-kata to
Ak = ~~, k = 2,3, ... , n (patrz mnozenie
liczb zespolonych, str. l). Oczywiscie,
~:l = ~:2, jesli mI == m2 (mod n).

A. Poniewaz 6n jest pierwiastkiem
równania x2 = En.

B. Poniewaz wówczas istnieja takie liczby
calkowite r, s, ze mr + ns = 1. Mamy
Etnn = e:~+n8 = E~E:".

C. Poniewaz ~k = ~~.

Bo na przyklad (e8 e12 = e6~4 =
= eo = el , poniewaz 38 == 16 (mod 17)
oraz 312 == 4 (mod 17) (patrz tabelka).

o konstrukcjach wielokatów foremnych
Mikolaj ROTKIEWICZ
Spróbujmy sprecyzowac pojecie konstrukcji geometrycznej. Klasyczna
konstrukcja geometryczna polega na tym, ze majac dany zbiór punktów na
plaszczyznie, znajdujemy nowe punkty w wyniku przeciecia sie prostych
oraz okregów "dopuszczalnych". Okreslenie "dopuszczalne proste" oznacza
proste przechodzace przez pewne punkty ze zbioru danych punktów, a przez
"dopuszczalne" okregi rozumiemy okregi o srodku w danym punkcie i promieniu
bedacym odlegloscia pewnych dwóch danych punktów. W ten sposób
rozszerzamy poczatkowy zbiór danych punktów o nowo skonstruowane punkty
i bazujac na punktach rozszerzonego zbioru, kreslimy nowe okregi i proste,
których punkty przeciecia znów rozszerzaja nasz zbiór danych punktów itd.
Uznamy, ze jakis punkt jest konstruowalny, jesli po skonczonej liczbie kroków
punkt ten da sie dolaczyc do zbioru danych punktów.

Na czym wiec bedzie polegac konstrukcja n-kata foremnego? Na konstrukcji
punktu ~n = e2-rri/n. Za poczatkowy zbiór danych punktów przyjmowac
bedziemy zawsze zbiór {O, l} C <C. Latwo mozna wykazac, ze jesli liczby Zl,

Z2 sa konstruowalne, to równiez liczby ZlZ2, Zl ± Z2, Z!/Z2, qZl, gdzie q jest
liczba wymierna, oraz yIzl sa konstruowalne. Zatem jesli liczby a, b, c sa
konstruowalne oraz et jest pierwiastkiem równania ax2 + bx + c = O, to et jest
tez konstruowalna.

Nastepujace spostrzezenie redukuje problem konstruowalnosci n-kata foremnego
do n bedacego liczba pierwsza. Niech P(n) oznacza zdanie "mozna skonstruowac
n-kat foremny". Wówczas
A. Jesli P(n), to P(2n).

B. Jesli liczby m i n sa wzglednie pierwsze oraz P(n) i P(m), to P(mn).
C. Jesli n = rk i liczby k, r sa naturalne oraz P(n), to P(k).

Okazuje sie, ze jedynymi liczbami pierwszymi n, dla których zachodzi P(n) sa
tzw. liczby pierwsze Fermata, czyli liczby pierwsze postaci

2k
Fk = 2 + 1.

Dowód tego ladnego twierdzenia Czytelnik moze znalezc w ksiazce
M. Brynskiego Elementy teorii Calais.

Dla k = 0,1,2,3,4 otrzymujemy liczby 3, 5, 17, 257, 65537. Sa to jedyne znane
liczby pierwsze w ciagu Fk' Wobec powyzszego zachodzi

Twierdzenie. P( n) -<===;> n = 2iplP2 ... Pj, dla pewnych róznych liczb pierwszych
Fermata Pl,'" ,Pj oraz liczb calkowitych i,j :::::O, przy czym gdy j = O, to i::::: 2.

Dla przykladu przedstawiamy szkic konstrukcji 17-kata foremnego, czyli
konstrukcji ~ = 67'

W ponizszych rachunkach wykorzystamy fakt, ze liczby 3i, dla i = 0,1, ... ,15,
daja wszystkie mozliwe reszty (oprócz O) przy dzieleniu przez 17.

i O12345678g101112131415

3i mod 17

13g10135151116148741226

~ jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego

(x - eO)(x - e8) = x2 - (eo + e8)x + 1.

Bedziemy wiec próbowali skonstruowac liczbe eO + e8• Jest ona pierwiastkiem
wielomianu

(x - (eo + e8))(x - (e4 + e12)) =

=x2-(eO +e4 +e8 +e12)x+el +e5 +e9 +e13.

Prosze sprawdzic! Liczby eO + e4 + e8 + e12 oraz el + e5 + e9 + e13 sa
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Ciekawa wlasnoscia tych rachunków jest
to, ze nie ulegaja one duzej zmianie, jesli
liczbe 3 zastapimy inna liczba, która jest
tzw. pierwiastkiem pierwotnym modulo
17, na przyklad liczba 10. Mówimy, ze a
jest pierwiastkiem pierwotnym modulo
liczba pierwsza p, jesli naj mniejsza
dodatnia liczba calkowita k, taka, ze
ak == l(mod p), jest liczba k = p-L

3· S = lS

odpowiednio pierwiastkami wielomianów

(x - (eo + e4 + e8 + e'2))(x _ (e2 + e6 + e'O + el4)) =

= X2 _ (eO + e2 + e4 + ... + el4)x - 1

(prosze sprawdzic!!! wykorzystujemy tutaj równosc eO + e' + ... + eiS = -1)
oraz

(x - (e' + eS + e9 + e'3))(x _ (e3 + e7 + e" + eiS)) =

= x2 _ (e' + e3 + eS + ... + e'S)x - 1.

Pozostalo skonstruowac liczby eO + e2 + e4 + ... + el4 oraz
e' + e3 + eS + ... + eiS. Sa one pierwiastkami wielomianu

(x- (eo +e2 +e4 + ...+e14))(x_ (e' +e3 +es + ... +e'S)) =
= x2 + x - 4.

Mamy jeszcze jeden problem. Którym z pierwiastków, -1~V17 czy -12V17,
jest eO + e2 + e4 + ... + el4? To samo dotyczy poprzednich trójmianów
kwadratowych. Czytelnikowi proponujemy przeniesienie powyzszej algebraicznej
konstrukcji 17-kata foremnego na papier za pomoca cyrkla i linijki. Powodzenia!

To samo z linijka i cyrklem w reku
Oczywiscie, praktyczne wykonanie konstrukcji siedemnastokata tymi
przyrzadami raczej nie powinno odtwarzac krok po kroku rozwiazania
algebraicznego. W ten sposób moze byc krótsze i miec swój sp.ecyficzny wdziek.
Nie znam jednak zdecydowanie zalecajacej sie prostota praktycznej konstrukcji.
Za najbardziej elegancka uchodzi konstrukcja H.W. Richmonda pochodzaca
z 1893 roku (prawie stulecie po Gaussie!). Oto ona.

Zaczynamy od nakreslenia dwóch prostopadlych srednic
okregu, w który chcemy wpisac siedemnastokat (rysunek).
Na promieniu OC odkladamy jego jedna czwarta,
otrzymujac punkt J. Na prostopadlej srednicy znajdujemy
taki punkt E, ze kat OJE jest jedna czwarta kata OJPo,
a nastepnie taki punkt F, ze LF JE = 450• Kreslimy
teraz pólokrag o koncach Po i F - przecina on OC
w punkcie K. Teraz z kolei kreslimy pólokrag o srodku E
przechodzacy przez K, otrzymujac na srednicy duzego
okregu punkty N3 (blizej Po) i Ns. Wystawione w tych
punktach proste prostopadle do tej srednicy przecinaja

Po duzy okrag w punktach P3 i Ps (oraz, co jest w dolnej,
niewidocznej czesci rysunku, w punktach P14 i P12).

Odkladajac jeszcze cieciwe P3P5 po przeciwnej stronie P3, otrzymujemy Pl'
Odcinek POPI to bok siedemnastokata foremnego wpisanego w duzy okrag
(po drodze znalezlismy jeszcze cztery inne jego wierzcholki). Polecam jako
trudne zadanie sprawdzenie, ze ta konstrukcja jest dobra, jako wskazówke
dajac uwage, ze lepiej zajmowac sie katami niz odcinkami. Dokladniej:
Richmond wykorzystal kilkakrotnie spostrzezenie, ze pierwiastkami równania
x2 + 2xctg 20: - 1 = O sa tg o: i -ctg 0:. Oczywiscie, moga istniec zapewne i inne
drogi uzasadnienia tej konstrukcji. Z przyjemnoscia wydrukujemy zreczny
(i niedlugi) dowód poprawnosci tej konstrukcji, o ile tylko ktos z Czytelników
nam go nadesle.

H.S.M. Coxeter umieszcza po konstrukcji Richmonda zadanie: skonstruuj

cyrklem i linijka 51-kat. To juz teraz nie jest trudne. Jako wskazówke dodajmy,
ze robi sie to podobnie, jak konstrukcje 15-, 85- i 255-kata. Skonstruowac 256-kat
jest (oczywiscie?) duzo latwiej. Natomiast konstrukcja 257-kata jest juz znacznie
trudniejsza. Wykonali ja Richelot i Schwendenheim (w 1898 roku).

M.K.
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Jesli wiadomo juz, ze kazdy wielomian
stopnia n 2: l o wspólczynnikach
zespolonych ma przynajmniej jeden
pierwiastek zespolony, to z twierdzenia
Bezouta wynika natychmiast, ze kazdy
taki wielomian ma n pierwiastków
(liczonych z krotnosciami).

Twierdzenie Weierstrassa. Jesli

t jest funkcja ciagla O wartosciach
rzeczywistych, okreslona na kole
domknietym KR := {z Izl S R}, to
istnieja takie punkty zo, Z1 E KR, ze

t(zo) = inf t(z),
zEI<R

t(zd = sup t(z).
zEKR

Kolo domkniete mozna zastapic
dowolnym zwartym podzbiorem
plaszczyzny zespolonej. Stosujemy to
twierdzenie do funkcji ciaglej okreslonej
wzorem t(z) = IP(z)l.

Jesli P(zo) 'ii'- lll.+, to obracamy uklad
wspólrzednych - czyli mnozymy
wielomian P przez odpowiednio dobrana
liczbe zespolona o module 1.

Kat 80 dobrany jest tak, by wektory
w-rzo)ekeikOo (na rysunku zaznaczony
kolorem) oraz P(zo) mialy przeciwne
zwroty; wtedy dlugosc ich sumy jest
równa róznicy ich dlugosci, a wiec
mniejsza od m = IP(zo)l. Dla malych
e wyrazy wyzszych rzedów nie maja
wplywu na te nierównosc.

Zasadnicze twierdzenie algebry
Pawel STRZELECKI

Zasadnicze twierdzenie algebry ma wiele dowodów, wykorzystujacych rózne
galezie matematyki, od topologii po teorie funkcji analitycznych. Sa wsród nich
dowody ladniejsze i brzydsze, prostsze i trudniejsze; skadinad takie oceny sa
wzgledne, zaleza bowiem od gustu, cierpliwosci i wyksztalcenia tego, kto przez
dowód chcialby przebrnac. Bardzo elementarny dowód, pochodzacy od Gaussa,
odwoluje sie tylko do prostych wlasnosci liczb zespolonych i funkcji ciaglych.

Jak zawsze, na poczatku trzeba uporac sie z oznaczeniami. Wezmy wiec
wielomian P(z) = anzn +an_Izn-1 +...+ alz + ao , gdzie n 2::1,oraz
ao, al"", an sa liczbami zespolonymi. Bez zmniejszenia ogólnosci zalózmy, ze
lani = 1. Aby wykazac, ze P ma pierwiastki, udowodnimy dwa lematy.

Lemat 1. Funkcja z f--7 IP(z)1 osiaga na plaszczyznie zespolonej swój kres dolny.

Lemat 2. Jesli IP(zo)1 = inf{IP(z)1 : z E q, to P(zo) = O.

Z obu lematów otrzymujemy natychmiast prosty

Wniosek (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy, rózny od stalej,

wielomian o wspólczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowód lematu 1. Z nierównosci trójkata dla modulu wynika, ze

I ( )1 I In I an-l ao I I In (Ian-ll laol)
pz = z 1+--+ ..·+- 2:: z 1---- ..·-- >

z zn Izl Izln
n· max lail

> Izln ( 1 - OS"~-l ) dla Izl 2::R 2::1.

Biorac odpowiednio duze R, np. R = 2(1 + n max lail), przekonujemy sie,
ze nierównosci IP(z)1 2::~Rn > laol = IP(o)1 zachodza dla wszystkich Izl 2::R.

Zatem wewnatrz kola domknietego {z : Izl ::; R} istnieje punkt, w którym
wartosc funkcji IPI jest mniejsza niz w jakimkolwiek punkcie na zewnatrz
tego kola. To zas, wprost z definicji kresu dolnego, oznacza, ze liczby
inf{IP(z)1 : z E q oraz inf{IP(z)1 : Izl ::; R} sa równe. Drugi z tych kresów
jest osiagany w pewnym punkcie Zo E re (to wynika z twierdzenia Weierstrassa).

Dowód lematu 2. Przypuscmy, wbrew tezie lematu, ze P(zo) -I- O. Wolno
zalozyc, ze P(zo) = m jest liczba rzeczywista dodatnia. Wezmy liczbe
Q E (O, min(l, m)) i zbadajmy zachowanie wielomianu P na okregu o srodku Zo

i promieniu Q. Wykorzystujac dwumian Newtona, otrzymamy tozsamosc
n

P(zo + Qei8) = L ak(ZO + Qei8)k =
k=O

= P(zo) +WI(ZO)Qei8+...+Wn(zo)Qnein8 ,

gdzie Wj(zo) sa wspólczynnikami zaleznymi od wielomianu P i liczby Zo,

ale nie od Q. Nietrudno zauwazyc, ze któras z liczb Wj(zo) nie znika, bowiem
w przeciwnym razie wielomian P bylby staly na okregu Iz - zol = Q, a wielomian
Q(z) = P(z) - P(zo) mialby nieskonczenie wi'ele pierwiastków! Niech k bedzie
najmniejsza liczba naturalna, dla której Wk (zo) -I- o. Wtedy z tozsamosci (*)
otrzymamy

IP(zo +Qei8)1= IP(zo) +wk(zo)leik8 +wyrazy wyzszych rzedów I ::;

::; IP(zo) + Wk(zo)Qkeik81 + GlH,

gdzie mozna wziac np. G = 1+ n· maxj IWj(zo)l.
Kladac B = Bo := (7r - argwk(zo))jk, dostaniemy stad (patrz rysunek)

IP(zo + Qei8o)1 ::; m - IWk(Zo)IQk + GQkH.

Dla wszystkich dodatnich Q < IWk(Zo)ljG prawa strona tej nierównosci jest
mniejsza od m = P(zo) = IP(zo)1 = inf IPI. Ta sprzecznosc konczy dowód.
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A po co w fizyce liczby zespolone?
Tomasz HOFMOKL

Zagadnieniu temu poswiecony jest
artykul Wlodzimierza Ducha "Czym jest
kognitywistyka" Kognitywistyka i media
w edukacji nr 1(1998)7.

Rozwiazanie zadania F 533.
Przy obliczaniu impedancji "zastepczej"
stosujemy takie same reguly, jak
przy obliczaniu oporu zastepczego.
Impedancja Zl kondensatora i cewki
polaczonych równolegle jest dana wzorem

l l l-=-+
Zl Lwi C~i

stad
Lwi

Zl = 1- Lew2'
Impedancja calego obwodu wynosi wiec

LwiZ=R+----

Od zarania dziejów ludzkosc stara sie zrozumiec otaczajacy swiat. Byc moze
ta daznosc do zrozumienia jest jednym z wazniejszych wyrózników czlowieka
w stosunku do calego otaczajacego go swiata materii ozywionej. Co to znaczy
zrozumiec? Zrozumienie to odwolanie sie do pewnego modelu swiata. Dla
czlowieka szukajacego przyczyny choroby w ramach magicznego modelu swiata
zrozumienie oznacza odkrycie, kto rzucil urok na chorego. Dla czlowieka
szukajacego wyjasnien w ramach wspólczesnej medycyny zrozumienie choroby
moze oznaczac ustalenie rodzaju zakazenia. Ten prosty przyklad pokazuje, jak
istotny jest w kazdym procesie poznawczym wybór modelu swiata.

Wybór "modelu swiata" ma lub powinien miec równiez praktyczne znaczenie.
Powinien umozliwiac analize obserwowanych zjawisk, a w szczególnosci
odwzorowywac w ramach przyjetego modelu przebieg rzeczywistych procesów.
W takich ramach powinno byc mozliwe obliczenie wyników zalozonego procesu.

Spróbujmy obliczyc prawdopodobienstwo wyslania przez rozzarzona do
czerwonosci podkowe w kuzni promieniowania podczerwonego o dlugosci fali
zawartej w zakresie (A, A + ~A). Przed takim problemem staneli fizycy pod
koniec XIX w. Problem dawal sie rozwiazac klasycznie, ale cóz z tego, jezeli jego
przewidywania prowadzily do sprzecznosci z wynikami doswiadczen. Podkowa,
w modelu klasycznym, powinna emitowac nieskonczona energie, co oczywiscie
nie mialo i nie moglo miec miejsca. Bylo to dobrze juz dzis znane zagadnienie
promieniowania ciala doskonale czarnego. Jego rozwiazanie przedstawil Max
Planck na posiedzeniu Niemieckiego Towarzystwa Fizycznego w grudniu 1899 r.
w Berlinie. Wynik byl poprawny, ale Planck musial zbudowac nowy model emisji
i pochlaniania promieniowania elektromagnetycznego zakladajacy, ze emisja
i pochlanianie przebiega porcjami - do fizyki wkroczyly kwanty, a wraz z nimi
nowy sposób opisu zjawisk - mechanika kwantowa. Ona zas nie przewiduje,
co zdarzy sie na pewno. Pozwala jedynie obliczyc prawdopodobienstwo zajscia
okreslonego procesu, a wiec musimy zmienic radykalnie nasze podejscie do
obliczania przewidywan teoretycznych. Musimy skorzystac z innego modelu
rzeczywistosci.

Gdy Redakcja Delty poprosila mnie o wyrazenie opinii o tym, jakie znaczenie
maja w fizyce liczby zespolone, od razu nasunelo mi sie znacznie szersze pytanie:
jakie znaczenie ma dla fizyki matematyka? To, co teraz powiem, byc moze dla
wielu osób zabrzmi jak herezja - jest to w kazdym razie mój osobisty poglad.

Sklaniam sie do porównania matematyki do bardzo zaawansowanych klocków
Lego™. Mozemy z nich zbudowac model, na przyklad, domku i z pewna
niewielka dokladnoscia wyciagac wnioski, czy konstrukcja rzeczywista bedzie
dobrze wygladac, a nawet, czy ustawiona na zboczu góry bedzie stabilna.
Badania modelu moga dostarczyc nam informacji o rzeczywistym zachowaniu
sie domu. Moze w przypadku klocków Lego™ informacji tych nie bedzie
zbyt wiele i zbyt cennych, ale pokazuje to, ze badanie modelu, o ile jest on
dobrze dobrany, dostarcza informacji o rzeczywistym zachowaniu sie obiektu.
W mechanice kwantowej operujemy innymi pojeciami niz w mechanice
klasycznej (newtonowskiej). Zderzenia dwóch czastek elementarnych nie mozemy
przyblizac za pomoca zderzenia dwóch kul bilardowych. Nie potrafilibysmy
bowiem odtworzyc bardzo wielu obserwowanych zjawisk. Aparat matematyczny
uzyteczny do opisu zderzenia kul bilardowych nie pasuje do opisu zderzen
czastek elementarnych. Nasze "klocki lego" okazuja sie niewystarczajace.
Nie mamy narzedzia, które pozwoli okreslic poprawnie prawdopodobienstwo
zajscia interesujacego nas procesu. Musimy skorzystac z pojecia funkcji falowej.
Funkcja ta jest funkcja zespolona i dopiero kwadrat jej modulu daje nam miare
prawdopodobienstwa procesu, który faktycznie funkcja ta opisuje.

Odpowiadajac wiec bardzo krótko na postawione w tytule pytanie, po co nam
liczby i funkcje zespolone, mozemy stwierdzic, ze pozwalaja na wieksza swobode
modelowania - sa po prostu bardziej zaawansowana wersja klocków Lego™.
W wielu galeziach fizyki, jak dotychczas, ten rodzaj klocków jest niezbedny.
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Pochodna zespolona, czyli funkcje holomorficzne

dla kazdego z E C.

Piotr HAJLASZ

o wielomianach i homografiach mozna
przeczytac wiecej w artykulach na
stronach 2 i 8.

Dla usuniecia watpliwosci podajmy
precyzyjna definicje granicy (*). Mówimy,
ze granica ta jest równa f' (zo), jezeli
dla kazdego ciagu liczb zespolonych
hn ---> O, hn '" O iloraz liczb zespolonych
(t(zo + hn) - f(zo))/hn dazy do
f' (zo). Przypomnijmy, ze ciag liczb
zespolonych Wn dazy do w, jezeli
odleglosc Wn od w dazy do O.

Pochodne zespolone maja podobne
wlasnosci do pochodnych rzeczywistych:
(t ± g)' = f' ± g', (tg)' = f'g + fg',
(t/g)' = (t'g - fg')/g2 o ile g '" O.

Dokladniej: o funkcji holomorficznej
zakladamy, ze jest okreslona w zbiorze
otwartym i ze jest rózniczkowalna
w sensie zespolonym w kazdym punkcie
dziedziny. Funkcje holomorficzne
nazywane sa tez funkcjami
analitycznymi.

Liczby rzeczywiste x utozsamiamy
z liczbami zespolonymi postaci
x + i .O = (x, O), czyli przy interpretacji
geometrycznej liczbom rzeczywistym
odpowiada os x.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg

Jest to funkcja zmiennej zespolonej z.
Szereg potegowy wolno rózniczkowac
wyraz po wyrazie

n=O

= Lnan(z - zo)n-l ,
n=O

a wiec szereg potegowy okresla funkcje
holomorficzna·

Funkcje holomorficzne maja ladna
interpretacje geometryczna. Po pierwsze,
sa one odwzorowaniami ze zbioru na
plaszczyznie w zbiór na plaszczyznie.
Otóz funkcje holomorficzne o pochodnej
róznej od zera to dokladnie odwzorowania
wiernokatne, czyli takie, które zachowuja
katy i orientacje. Patrz równiez artykul
na stronie 2.

Obiektem naszych rozwazan beda funkcje zespolone, czyli funkcje zmiennej
zespolonej przyjmujace wartosci zespolone. Przykladem takiej funkcji jest
wielomian w(z) = anzn + an_IZn-1 + ... + alz + ao, gdzie wspólczynniki
an,···, ao sa liczbami zespolonymi. Innym przykladem jest funkcja wymierna
- iloraz dwóch wielomianów, a w szczególnosci homografia L( z) = ~::~.
Pochodna funkcji zespolonej okreslamy na obraz i podobienstwo pochodnej
funkcji rzeczywistej. Mówimy, ze funkcja j(z) jest rózniczkowalna (w sensie
zespolonym) w punkcie Zo E C, jezeli istnieje granica

r j(zo + h) - j(zo)
h~ h .

Granice te oznaczamy przez f' (zo) i nazywamy pochodna (w sensie zespolonym)
funkcji j.

Funkcje rózniczkowalne w sensie zespolonym nazywamy funkcjami
holomorjicznymi.

Wielomian jest funkcja holomorficzna, rózniczkujemy go tak samo jak wielomian
zmiennej rzeczywistej w'(z) = nanzn-l + (n - 1)an_IZn-2 + ... + al.

Wiele funkcji takich jak np. eX, sin x, cos X, ... ma swoje odpowiedniki wsród
funkcji zmiennej zespolonej. Funkcje eZ definiujemy wzorem

z ~ zne =~f' n.
n=O

Jesli wiec z = X + i . O jest liczba rzeczywista, to wartosc eZ jest równa wartosci
funkcji rzeczywistej eX, która to funkcje (mam nadzieje) niektórzy z Czytelników
mieli szanse poznac w szkole sredniej.

Rózniczkujac wyraz po wyrazie szereg potegowy wystepujacy w definicji eZ,

otrzymujemy ... z powrotem ten sam szereg, czyli (ez)' = eZ•

Mozna udowodnic, ze dla z = X + iy jest eZ = eX (cos y + i sin y), stad zas latwo
otrzymujemy slynne wzory Eulera:

. ei'P _ e-i'P ei'P + e-i'P

slncp = . , coscp = --22z

Wzory te podsuwaja pomysl rozszerzenia definicji funkcji sin cp i cos cp na
przypadek zmiennej zespolonej

. eiz _ e-iz eiz + e-iz
Slnz = ----, cosz =

2i 2

Korzystajac z faktu, ze (ez)' = eZ, latwo wykazac równosci (sin z)' = cosz,

(cos z)' = - sin z. Równiez latwo sprawdzic, ze sin2 z + cos2 z = 1. Zdarzaja sie
jednak niespodzianki: cosi = (e-l + e)/2 > 1.

Tak wiec sin z, cos z, podobnie jak eZ, sa funkcjami holomorficznymi.

Wbrew pozorom podobienstw miedzy funkcjami zmiennej rzeczywistej
i zmiennej zespolonej nie jest zbyt wiele. Funkcje holomorficzne maja bowiem
wiele zdumiewajacych, magicznych wrecz, wlasnosci.

Jezeli funkcja zmiennej rzeczywistej jest rózniczkowalna, to nie musi byc ona
dwukrotnie rózniczkowalna. W przypadku pochodnej zespolonej jest zupelnie
inaczej: kazda funkcja holomorficzna j(z) ma nieskonczenie wiele pochodnych!
Co wiecej, w otoczeniu dowolnego punktu Zo moze zostac ona zapisana w postaci
szeregu potegowego (szeregu Taylora)

Moze sie zdarzyc, ze funkcja j(z) ma osobliwosc w jakims punkcie, tzn. j(z) nie
jest zdefiniowane w jakims punkcie. Na przyklad j(z) = (z - i)-7 ma osobliwosc
w punkcie z = i, a funkcja j(z) = el/z ma osobliwosc dla z = O.

Funkcja f(x) = x2 dla x ~ O i _x2 dla
x < O jest rózniczkowalna. Jej pochodna
to f'(x) = 21xl, wiec funkcja f nie ma
drugiej pochodnej dla x = o. Mozna
podac przyklad funkcji rózniczkowalnej,
która nie ma drugiej pochodnej w zadnym
punkcie.

00

j(z) = L an(z - zo)n,
n=O

gdzie an = j(n)(zo)
n!
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Zadanie. Korzystajac ze wzorów
podanych w tekscie, przedstawic funkcje
sin z i cos z w postaci szeregu potegowego
dla za = O.

Dokladniej: residuum resZa f okreslone
jest w przypadku, gdy funkcja f nie
jest okreslona w Zo, natomiast jest
holomorficzna w pewnym otoczeniu zo.

Tak jest w przypadku funkcji (z - i)-7
oraz el/z,

Piszac "dla wielu calek", chcielismy
zaznaczyc, ze w sformulowaniu
twierdzenia zostaly pominiete pewne
dodatkowe zalozenia.

Funkcje holomorficzne maja bardzo
liczne zastosowania poza sama
matematyka. Stosuje sie je, miedzy
innymi, w elektronice, aerodynamice,
hydrodynamice, optyce i wielu innych
dzialach fizyki.

Jest wiele ksiazek poswieconych
funkcjom holomorficznym, na przyklad:
F. Leja Funkcje zespolone, PWN,
Warszawa 1979.

Dowód twierdzenia o liczbach pierwszych
mozna znalezc w ksiazce: W. Narkiewicz,
Teoria liczb, PWN, Warszawa 1990.

Gauss wysunal swoja hipoteze,
badajac funkcje 7r(x) dla konkretnych
wartosci x. Korzystal z metod statystyki
matematycznej.

Do niedawna najslynniejsza hipoteza
w matematyce bylo Wielkie
Twierdzenie Fermata, zostalo ono
jednak udowodnione przez A. Wilesa
w 1994 roku, co wykluczylo je z grona
szlachetnych hipotez. Heroiczny
wyczyn Wilesa zostal opisany
w ksiazkach: A.D. Aczel, Wielkie
Twierdzenie Fermata, Prószynski i S-ka,
Warszawa 1998 oraz S. Singh,
Tajemnica Fermata, Prószynski i S-ka,
Warszawa 1999.

Jezeli funkcja f(z) ma osobliwosc w punkcie Zo, to mozemy w tym punkcie
wyliczyc pewna "magiczna" liczbe reszaf, zwana residuum funkcji f
w punkcie zo0 Liczbe te obliczamy za pomoca konkretnego i nietrudnego wzoru
(niestety, z braku miejsca nie przytaczamy definicji residuum). Magia tej liczby
wynika z jej zdumiewajacych wlasnosci.

Residuum pozwala, miedzy innymi, na obliczenie wielce skomplikowanych calek,
szeregów, iloczynów nieskonczonych ... , w których wcale nie ma mowy o liczbach00

zespolonych! W szczególnosci pozwala ono na obliczenie wielu calek J f(x) dx,

w których f(x) jest funkcja rzeczywista. -00

Dla wielu takich calek postepujemy, jak nastepuje. Funkcje f(x) zamieniamy na
funkcje zespolona f(z). Funkcja f(z) moze miec osobliwosci w wielu punktach.
Zalózmy, ze w górnej pólplaszczyznie (tzn. dla z = x + iy, y > O) ma ona
osobliwosci w punktach Z1, Z2, ... , Zn' Wówczas

00 n!f(x) dx = 27ri.2: reszkf·
-00 k=1

Metoda ta pozwala, miedzy innymi, na latwe obliczenie calki
00! dx~2 . ~ ", a, b E ]R,

-00

Postepujemy tak. Funkcje, która chcemy scalkowac, zamieniamy na funkcje
zmiennej zespolonej f(z) = 1/(z2 + 2az + b). Mianownik ma dwa pierwiastki
zespolone Z1,2 = -a ± iVb - a2, czyli funkcja f(z) ma osobliwosc w dwóch
punktach: Z1 i Z2. Tylko jedna z tych osobliwosci znajduje sie w górnej
pólplaszczyznie, Z1 = -a + iVb - a2. Wprost z definicji resid1ium wynika, ze
resz1f = 1/(2iVb-a2), skad

00! dxx2 + 2ax + b
-00

Ta zdumiewajaco prosta metoda (i jej modyfikacje) jest najbardziej efektywna
metoda, pozwalajaca na obliczanie skomplikowanych calek, w których a priori
nie ma mowy o liczbach zespolonych.

Inne zastosowania dotycza teorii liczb. Jedno z najbardziej spektakularnych
to tzw. twierdzenie o liczbach pierwszych. Twierdzenie to, udowodnione
w 1896 roku przez Hadamarda i Vallee-Poussina, jest jednym z najwiekszych
osiagniec matematyki XIX wieku. A oto i ono.

Jezeli 7r(x) jest liczba liczb pierwszych nie wiekszych niz x, to lim 7r(x)lnx = 1.x-+(X) x

Twierdzenie to glosi, ze dla duzych x liczba 7r(x) jest równa w przyblizeniu lr';x'

Okolo roku 1800 Gauss wysunal przypuszczenie, ze twierdzenie to powinno
byc prawdziwe, nie umial go jednak udowodnic. Dopiero zastosowanie bardzo
zaawansowanych metod funkcji holomorficznych przynioslo efekt. Otóz
nietrudno udowodnic nastepujacy wzór Eulera

00 1 00 1
.2:--;= II 1 -8 'n=On n=1 - Pn

gdzie s > 1, Pn zas jest n-ta liczba pierwsza. Wzór ten sprowadza badanie00

funkcji 7r(x) do badania funkcji ((s) = L ,;.(funkcja dzeta Riemanna).
n=O

Genialny pomysl polega na takim rozszerzeniu definicji funkcji (, by za s móc
podstawiac liczby zespolone (to nie jest proste!). Wówczas ( staje sie funkcja
holomorficzna z jednym punktem osobliwym dla s = 1. Wlasnie badanie funkcji
holomorficznej ( bylo podstawa dowodu twierdzenia o liczbach pierwszych.
Funkcja ( nadal kryje w sobie wiele tajemnic. Najwieksza z nich to slynna
hipoteza Riemanna, która mówi, gdzie znajduja sie miejsca zerowe funkcji (.
Obok hipotezy Poincarego jest to najslynniejsza hipoteza w matematyce.
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Skad sie wziely
liczby zespolone?

4 lutego 1535 roku Tartaglia odkryl, ze przez zmyslne podzielenie szescianu
mozna dojsc do algorytmu rozwiazujacego dla dodatnich a i b równanie

x3 + ax = b, czyli x3 + ax - b = O.

Wzór byl taki

x = A - B = ~ - ija,
czyli wlasnie wzór Tartaglii.

A3 = B3 + x3 + 3ABx, czyli x3 + 3ABx = A3 _ B3,

co jest równaniem takim, jak wyjsciowe. Mamy wiec
a = 3AB i b= A3 - B3.

Od razu powstal problem, jak ogólny jest ten wynik,
czyli - czy wzór mozna stosowac bez ograniczen
na a i b, oraz czy da sie go uogólnic na przypadek
"pelnego" równania trzeciego stopnia. Na drugie
pytanie odpowiedz jest pozytywna i ma proste
uzasadnienie: jesli w równaniu

y3 + sy2 + ty + u = O

podstawimy y = x - ls, to wyraz z druga potega
zniknie. Pozostaje zatem pierwszy problem .

Gdy nie mamy wstretu do liczb ujemnych
(i rachowania), to sprawdzamy bezposrednio, iz
np. do równan

x3 - 6x - 9 = O, x3 - 6x + 9 = O, x3 + 6x + 7 = O

wzór sie nadaje (uwaga na znak przy wyrazie
wolnym!). Latwo tez stwierdzamy, jaka jest granica
takiej bezproblemowej stosowalnosci wzoru: jest
to warunek, by wyrazenie pod pierwiastkiem
kwadratowym bylo nieujemne, czyli znak b nie
odgrywa zadnej roli, natomiast musi byc

~27
a> - -b2.
- 4

Co jednak zrobic, gdy warunek ten nie jest spelniony?

t
X

+

• A .

, ,

r :,
B 'I

1 ,)------

)<--------

,," l/'''/

Podstawiajac p = A3, q = B3, otrzymujemy
a3 a3

pq = - i p - q = b, co daje q2 + bq = -,
27 27

skad mamy (q jest dodatnie!)

q = Jb2 + a3 _ ~4 27 2

Wracajac do rysunku, mamy

Oto sposób Tartaglii.
Wycinajac przy
przeciwleglych wierzcholkach
szescianu o krawedzi A
szescian o krawedzi B
i szescian o krawedzi x,
mozemy dostrzec, ze
pozostalosc daje sie podzielic
na trzy jednakowe "cegielki"
- prostopadlosciany
o krawedziach dlugosci A, B
i x. Stad mamy

Wzory, które podal Tartaglia, sa dzis
nazywane wzorami Cardano) a to z dwóch
przyczyn. Pierwsza to ta, ze je tak bardzo
uogólnil, druga zas taka, ze pierwszy je
opublikowal. Czy to sluszne - historycy
spieraja sie bez konca.

Z faktu, ze wielomian stopnia trzeciego dla bardzo malych liczb (ujemnych,
o duzych wartosciach bezwzglednych) przyjmuje wartosci ujemne, a dla bardzo
duzych - dodatnie, wynika, ze zawsze ma pierwiastek rzeczywisty. Stad pokusa,
aby jakimis zrecznymi manipulacjami uzyskac ten pierwiastek równiez, gdy
podany warunek nie jest spelniony (takie równanie nazywa sie nieprzywiedlne;
pózniej okazalo sie, ze ma zawsze az trzy pierwiastki rzeczywiste). Stosowne
manipulacje zaproponowal Cardano dziesiec lat pózniej. Manipulacje te to
rachowanie na liczbach zawierajacych skladnik v'0 m. a (gdzie a > O), jak
pisano, co jest zakamuflowanym oznaczeniem dla v=a = ..ja .A. I tak
po raz pierwszy zapisano liczby zespolone. Istota tych zabiegów, mówiac
dzisiejszym jezykiem, bylo takie operowanie nowymi obiektami, aby wykazac,
ze odejmowane we wzorze Tartaglii pierwiastki stopnia trzeciego reprezentuja
liczby zespolone o takich samych czesciach urojonych. I wtedy okazalo sie,
ze takim sposobem mozna zawsze za pomoca wzorów Tartaglii znalezc
pierwiastek rzeczywisty równania stopnia trzeciego.

Napisalem wyzej, ze Cardano manipulowal "obiektami", zamiast "liczbami".
Uzylem tego zwrotu dlatego, ze sam Cardano uzywanych przez siebie liczb
zespolonych wcale za liczby nie uwazal. Mówil on o swoich manipulacjach,
ze jest to hiperbola intelektualna: umysl matematyka potrafi wzniesc sie na
niedostepne dla profanów wyzyny, tam obcowac z niedostepnymi dla nich
obiektami, by - po uzyskaniu rozwiazania równania - z gotowym wynikiem na
Ziemie do profanów powrócic. Status przyzwoitych liczb dla liczb zespolonych
wywalczyl dopiero Gauss, dowodzac w 1799 roku ich domknietosci algebraicznej
(czyli tego, ze kazdy wielomian - rózny od stalej - o wspólczynnikach
zespolonych ma zespolony pierwiastek - patrz str. 8).

Marek KORDOS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kalamarnica Schrodingera

Kalamarnice (kalmary, Teuthoidea) to podrzad
dziesieciornic (Decabrachia, Decapoda ) z gromady
glowonogów (Cephalopoda) . Nalezy do nich najwiekszy
bezkregowiec (A rchitheuthis dex) o dlugosci 30 metrów.

Kalmar to po angielsku squid, a SQUID to akronim
utworzony z pierwszych liter okreslenia Superconducting
QUantum Interference Device. "Choc nie mruczy, to ten
maly nadprzewodzacy pierscien najbardziej przypomina
jednoczesnie zywego i martwego kota Schrodingera" [1].
Na Marcowym Spotkaniu American Physical Society dwie
grupy fizyków oglosily, ze w odpowiednich warunkach prad
moze plynac w SQUIDzie w obie strony naraz. Poniewaz
prad ten jest zwiazany z ruchem milionów elektronów, to
jest to najbardziej makroskopowy obiekt, jaki udalo sie
zaobserwowac w dwóch stanach kwantowych jednoczesnie.

Calkowity strumien pola magnetycznego przechodzacego
przez nienadprzewodzacy srodek nadprzewodzacego
pierscienia SQUIDu jest skwantowany, tzn. równy
wielokrotnosci fundamentalnego kwantu strumienia. Jezeli
zewnetrzne pole wzrosnie do ulamka tej fundamentalnej
wartosci, to w pierscieniu wzbudza sie prad kompensujacy
nadmiar lub niedobór pola. Prad moze zostac wzbudzony
albo w jedna strone - tak aby strumien wzrósl do jednego
kwantu, albo w druga - tak aby calkowity strumien byl
zerowy. Zastanawiajace piekno mechaniki kwantowej
polega na tym, ze w takim przypadku prad moze zostac
wzbudzony naraz w obydwie strony.

Spróbujcie to sobie wyobrazic. Bez zapisania postaci
funkcji falowej za pomoca liczb zespolonych nie jest
to latwe. (Chyba ze szukac analogii w zachowaniach
polityków.) Jest to nie tylko trudne do wyobrazenia,
ale równie trudne do sprawdzenia. Kazdy przyzwoity
i zlokalizowany uklad kwantowy ma dyskretne poziomy
energetyczne. Jezeli strumien zewnetrznego pola
magnetycznego jest rózny od polowy fundamentalnego
kwantu, to przerwy pomiedzy kolejnymi poziomami
energetycznymi dla pradu plynacego w jedna i druga
strone sa troche rózne. Schizofreniczna kalamarnica

Rozwiazanie zadania M 931.
Niech G bedzie srodkiem n-kata, Al,' ., An - jego wierzcholkami,

-- 2".

R = IGAil, L(l, GA,) = a, 4>= -. Mamy wtedyn

S = R2 [sin2 a + sin2 (a + 4» + sin2 (a + 24» + ... + sin2 (a + (n - 1)4»].

Stosujac wzór sin2 (3 = 1(1 - cos 2(3) przeksztalcimy powyzsza sume
do postaci S = 1R2 (n - T), gdzie

T = cos 2a + cos(2a + 24» + cos(2a + 44» + ... + cos(2a + (2n ~ 2)4».

Ze wzoru Eulera wynika, ze

T = Re [Ci.2a + ei(2a+2<1» + ei(2a+4a) + ... + ei(2a+(2n-2)<I»).

Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mamy

. 1 _ ei2n1>

T = Re [e,·2a '2<1>].1- e
Poniewaz 2n4> = 4"., a ei.4rr = 1, wiec T = O. Mamy wiec S = 1R2n,
co nie zalezy od Q:.
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moze absorbowac obie czestosci odpowiadajace przejsciom
pomiedzy kolejnymi poziomami, a kalmar zasadniczy
(o zdecydowanych pogladach) tylko jedna z nich. Wlasnie
absorpcje obu czestosci udalo sie zaobserwowac, co
dowodzi, ze rzeczywiscie prad w SQUIDzie moze plynac
w obie strony jednoczesnie.

Kwantowe kalmary moga znalezc szereg zastosowan przy
badaniu podstaw mechaniki kwantowej i budowaniu
prototypów komputerów kwantowych. W tej samej
dziedzinie poszukuje sie sposobów na splatanie funkcji
falowych. Chodzi o to, ze funkcja falowa, opisujaca stan
kilku obiektów, moze nie byc rozkladalna na iloczyn
funkcji falowych poszczególnych elementów. Przykladem
moglaby byc para jonów, które jednoczesnie znajduja
sie albo oba w stanie podstawowym, albo oba w stanie
wzbudzonym. Mierzac stan jednego z nich, dowiadujemy
sie o stanie drugiego. Kontrolowane przygotowywanie
takich splecionych stanów wielu elementów bedzie jedna
z podstaw, na których oparte beda komputery kwantowe
(o ile powstana).

Grupa naukowców [2] wykorzystala pomysl [3]
i zademonstrowala splatanie az czterech jonów 9Be+
na zadanie - za pomoca jednej serii pulsów laserowych.
Splatanie mozliwe jest dzieki temu, ze poczatkowo
znajdujace sie w podstawowym stanie jony przeprowadzane
sa parami do stanu wzbudzonego w taki sposób, aby
ich prawdopodobienstwo przejscia bylo bliskie 1/2,
a prawdopodobienstwo wzbudzenia tylko jednego jonu
z pary bylo jak naj mniejsze. Niestety, splatanie, choc
statystycznie istotne, na razie nie okazalo sie bardzo
skuteczne. Nie tracmy jednak nadziei. W koncu nie swieci
wyplataja koszyki.

Piotr ZALEWSKI

[1] A. Cho, Physicists unveil Schrodingers SQUID,
Science 287(31.3.2000)2395,

[2] C.A. Sackett i inni, Experimental entanglement oj Jour
particIes, Nature 404(16.3.2000)256,

[3] K. M0lmer i A. S0rensen, Multiparticle entaglement oj hot
trapped ions, Phys. Rev. Lett. 82(1999)1835.

Rozwiazanie zadania M 933.
Niech A1A2A3 i B1B2B3 beda danymi trójkatami równobocznymi,
C1, C2, C3 - srodkami odcinków A1B1, A2B2, A3B3 odpowiednio,
ai, bi, Ci - liczbami zespolonymi reprezentujacymi punkty Ai, Bi, Ci'
To, ze trójkat AIA2A3 jest równoboczny, jest równowazne równosci

i1!:. ----1> . ------+ ,7r
a3 - al = e 3 (a2 - a,) (A1A3 powstaje z A1A2 przez obrot o '3
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara). Analogicznie

b3 - b1 = e'i (b2 - b,).

Poniewaz Ci jest srodkiem odcinka AiBi, wiec Ci - ~(ai + bil·
Z powyzszych równosci wyprowadzamy

1 1 1 1

C3 - C1 = 2'(a3 + b3) - 2'(a1 + b,) = 2'(a3 - a,) + 2'(b3 - b,) =
1 .11" 1 . 7r .7f

2'e'3 (a2 - a,) + 2'e'3 (b2 - h) = e'3 (C2 - C1),

czyli C3 - C1 = e'i (C2 - c,), co oznacza, ze trójkat C1C2C3 jest
równoboczny (lub C1 = C2 = C3).



Klub 44

!=44
Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 2000

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 38/ N, gdzie 8 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 407, 408 Redaguje Marcin E. KUCZMA

407. Dana jest liczba naturalna n oraz n-elementowy 408. Przez punkt P, lezacy wewnatrz trójkata ABC

zbiór M, zawarty w zbiorze {l, 2, 3, ... , 2n}, nie o srodku ciezkosci G, prowadzimy proste P D, P E, PF
zawierajacy zadnej pary liczb o sumie równej 2n + 1. równolegle odpowiednio do prostych AG, BG, CG; punkty
Suma wszystkich liczb ze zbioru M jest znana i wynosi S. D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB.

Obliczyc sume kwadratów wszystkich liczb ze zbioru M. Wykazac, ze suma pól trójkatów PAF, PBD i PCE nie
zalezy od polozenia punktu P.

Zadanie 408 zaproponowala pani Joanna Jaszunska z Warszawy.

404. Udowodnic, ze liczba wszystkich podzialów zbioru {l, 2, ... , n}
na zbiory niepuste, rozlaczne, jest równa wartosci, jaka przyjllluje
w punkcie x = O pochodna n-tego rzedu funkcji f(x) = exp(eX ~ 1).

UWAGA: listy ligowe Klubu 44 M i F
tym razem wyjatkowo na str. 16. Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 6/2000

Przypominamy tresc zadan:
403. Ciagi b(O), b(l), b(2),. oraz d(O), d(l), d(2),. sa okreslone
wzorami: b(O) = d(O) = 1, b(n+l) = 2b(n), d(n+l) = 10d(n). Znalezc
najmniejsza liczbe naturalna n, dla której b(n) > d(44).

403. Udowodnimy, ze dla liczb naturalnych n ::::2 zachodzi nierównosc podwójna

6d(n - 1) < ben + 2) < den).

Dla n = 2 jest to prawda (6·10 < 216 < 1010). Wezmy liczbe naturalna n ::::2
i zalózmy, ze nierównosc jest prawdziwa dla tej liczby n. Wówczas

ben + 3) _ 2b(n+2) { < 2d(n) < 10d(n) = den + 1),- > 26.d(n-l) = 64d(n-l) > 6d(n-l) . 10d(n-l) = 6d(n-l) . den) > 6d(n);

otrzymalismy teze indukcyjna. Z udowodnionej nierównosci wynika, ze b(46) < d(44)

oraz b(47) > 6d(44) > d(44). Zatem szukana liczba jest równa 47.

404. Niech Sn,k bedzie liczba podzialów zbioru {l, 2, ... , n}
na k niepustych rozlacznych podzbiorów (n:::: k :::: 1). Jest
jasne, ze

dla pewnych stalych An,l, ... , An,n. Dla n = 1 wzór (3)
zachodzi ze stala Al,l = 1, bowiem f'(x) = eXf(x). Ustalmy
n ::::1. Jesli równosc (3) zachodzi dla tej liczby n (i pewnych
stalych An,k), to rózniczkujac te równosc otrzymujemy

f(n+l)(X) = (t An,k . kekx )f(x) + (t An,k ekx )ex f(x) =
k=l k=l

n n+l

(2.: kAn,k ekx + 2.: An, k-l ekX) f(x) =k=l k=2

n+l

(2.: An+l, k ekx )f(x),
k=l

gdzie

(4) An+l,l = An,l, An+l,n+l = An,n,

(5) An+l, k = kAn,k + An, k-l dla n:::: k ::::2.

Stad przez indukcje wynika slusznosc wzoru (3) dla stalych
An,k okreslonych wzorami (4), (5) (ze startem Al,l = 1).

Z równosci (4) oczywiscie wynika, ze An,l = An,n = 1
dla wszystkich n. Tak wiec zaleznosci rekurencyjne dla
liczb An,k sa identyczne ze wzorami (1), (2) dla liczb Sn,k'

Zatem Sn,k = An,k dla n ::::k :::: 1.

Pozostaje zauwazyc, ze f(O) = 1, i wobec tego

f(n) (O) = (tAn,k ) f(O) =t Sn,k
k=l k=l

jest liczba wszystkich podzialów zbioru {l, 2, ... , n} na
zbiory niepuste, rozlaczne.

dla n = 1,2,3, ....Sn,l = Sn,n = 1

(3)

Zajmiemy sie teraz przedstawieniem pochodnej n-tego rzedu
funkcji f(x) = exp(eX - 1). Wykazemy, ze ma ona postac

j<n)(x) = ctAn'kekX)f(X)
k=l

(1)

Wezmy pod uwage dowolny podzial zbioru {l, 2, ... ,n, n+ l}
na k niepustych rozlacznych podzbiorów (2 :S k :S n).
Podzial taki uzyskujemy z podzialu zbioru {l, 2, ... , n} na
k podzbiorów przez dolaczenie elementu n+l do jednego
z tych k podzbiorów, albo z podzialu zbioru {l, 2, ... ,n} na
k-l podzbiorów przez utworzenie dodatkowego podzbioru
jednoelementowego {n+ l}. To daje zaleznosc rekurencyjna

(2) Sn+l, k = kSn,k + Sn, k-l dla n:::: k ::::2.

Uwaga. Liczby Sn,k sa zwane liczbami Stirlinga drugiego
n

rodzaju, a suma Bn = L Sn,k to n-ta liczba Bella.
k=l
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300. Przedstawiony na rysunku 3 przekrój pochylni sklada sie z odcinka o dlugosci l = 2 m
nachylonego pod katem a = 30° do poziomu oraz dwóch luków o promieniu R = 10 m gladko
laczacych ten odcinek z pólprostymi poziomymi. Na górnym poziomie postawiono wózek i nadano
mu bardzo niewielka predkosc w prawo. Czy w czasie zjazdu wózek oderwie sie jedna para kólek od
podloza? Korpus wózka jest jednorodna plytka prostopadloscienna o dlugosci d = 5 cm i wysokosci
h = 20 cm (trzeci wymiar jest nieistotny), osie kólek sa osadzone na koncach dolnego boku plytki
(tzn. w odleglosci 5 cm), a mase kólek, ich promien i tarcie nalezy pominac. Uwaga: wystarczajace
jest rozwiazanie przyblizone, sluszne dla podanych wartosci liczbowych.

304. Poziomy stól wykonuje okresowy ruch poziomy wedlug wykresu (rys. 1). Jesli na
tym stole polozymy klocek i zaczekamy odpowiednio dlugo, to jak bedzie zalezec jego
srednia predkosc przemieszczania sie od wspólczynnika tarcia /.1, oJuesu T ruchu stolu
oraz predkosci ruchu jednostajnego stolu VI i V2?

305. Do zródla napiecia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uo = 30 V
przylaczono obwód skladajacy sie z diody (doskonalej, tzn. o zerowym oporze
w kierunku przewodzenia i nieskonczonym oporze w kierunku zaporowym), oporników
10 n i 20 n oraz kondensatora o duzej pojemnosci (rys. 2). Do jakiego napiecia
naladuje sie kondensator po dlugim czasie? Pojemnosc kondensatora jest tak duza, ze
to napiecie osiaga wartosc stala.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2000
Przypominamy tresc zadan:

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2000

--T--
Rys. 1
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Zadania z fizyki nr 304, 305 Redaguje Jerzy B. BROJAN

20
301. Z jednorodnego drutu o oporze p na jednostke dlugosci wykonano pieciokat foremny o boku a.
Ile wynosi wartosc indukcji magnetycznej B w srodku tego pieciokata, jesli do dwóch sasiednich
wierzcholków pieciokata przylaczyc zródlo napiecia U? Pominac pole przewodów doprowadzajacych
i przyjac wzgledna przenikalnosc magnetyczna osrodka równa 1.

Rys. 4

Rys. 2

Uwzglednienie w tym rachunku sily
odsrodkowej mv2 / R moze budzic
watpliwosci, gdyz rozpatrujemy tu
przejscie od luku do prostej poziomej,
na której ta sila nie wystepuje. Jesliby
jednak czlon ten pominac, to nierównosc
zostalaby naruszona jeszcze silniej, czyli
wyciagniety wniosek pozostaje i tak
w mocy.
Wyprowadzajac z zasady zachowania
energii wzór na v2, pominelismy energie
ruchu obrotowego wózka wokól srodka
masy, gdyz jest kilkadziesiat tysiecy razy
mniejsza od energii ruchu postepowego.

301. Pole magnetyczne w srodku pieciokata jest suma pól wytworzonych przez jego
piec boków, przy czym dla czterech boków polaczonych szeregowo (górna galaz
na rys. 4) wklad ten jest jednakowy co do kierunku, zwrotu i wartosci, natomiast
dla piatego (dolnego) boku ma przeciwny zwrot. Poniewaz opór dolnego boku jest
czterokrotnie mniejszy, wiec plynie przez niego czterokrotnie wiekszy prad i widzimy,
ze wypadkowe pole magnetyczne jest równe zeru. Taki sam wynik otrzymalibysmy
dla dowolnego n-kata foremnego, przy zasilaniu dolaczonym do dowolnych dwóch jego
wierzcholków (lub w srodkach boków).

300. Rozwazmy okolice konca pochylni, gdzie wózek przestaje zjezdzac po luku,
a zaczyna poruszac sie po dolnym poziomie. Z punktu widzenia dynamiki ruchu
obrotowego wokól srodka masy jest to przejscie od ruchu obrotowego z predkoscia
katowa w = V / R (gdzie v - predkosc liniowa, ze wzgledu na male rozmiary wózka
w przyblizeniu jednakowa dla róznych jego punktów) do spoczynku (braku obrotu).
Ta zmiana predkosci katowej nastepuje w przedziale czasu od miniecia konca pochylni
przez pierwsza os wózka do miniecia jej przez druga os, zatem pomijajac zmiany
predkosci liniowej, otrzymujemy czas t = d/v i przyspieszenie katowe c = w/t = v2/Rd.
Podstawiajac do II zasady dynamiki ruchu obrotowego znalezione c oraz moment
bezwladnosci I = (1/12)m(d2 + h2), znajdujemy moment sily wzgledem srodka
M = I c; z drugiej strony moment ten nie moze przekraczac wartosci obliczonej dla
przypadku granicznego, w którym przednie kola prawie odrywaja sie od podloza.
Wtedy Mmax = Fd/2, gdzie sile reakcji podloza F podstawimy równa sumie sily
ciezkosci i sily odsrodkowej, tzn. F = mg + mv2 / R. Otrzymalismy zatem warunek
przejazdu na czterech kolach w postaci nierównosci

1 (2 2) v2 md ( v2 )

-m d + h - < - g + -12 Rd - 2 R

Jako wniosek z zasady zachowania energii podstawiamy tu

v2 = 2g(2R(1 - cos a) + l sina),

a nastepnie mozemy skrócic mg. Po wprowadzeniu danych liczbowych przekonujemy
sie, ze wartosc lewej strony przekracza wartosc prawej o okolo 20%, czyli przednie kola
zerwa kontakt z podlozem.

Innymi "podejrzanymi" punktami sa: przejscie od wypuklego luku do równi pochylej
oraz przejscie od równi pochylej do wkleslego luku - wedlug obliczen autora w zadnym
z nich nie nastapi oderwanie sie kólek od podloza. Mozna takze rozpatrywac sam
ruch po luku, który ze wzgledu na nachylenie jest przyspieszony, a zatem w ruchu
obrotowym takze wystepuje przyspieszenie - jednak tutaj wymagany moment sily jest
co najmniej kilkadziesiat razy mniejszy od maksymalnego momentu sil reakcji kólek,
wiec oderwanie nie nastapi z cala pewnoscia.

Rys. 3

15



Patrz w niebo

Weteran Tomasz Wietecha konczy
w efektownym stylu juz czwarta runde.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 294 (WT=I,75) i 295 (WT=I,83)

z numeru 3/2000

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 395 (WT=I,12) i 396 (WT=3,30)

z numeru 2/2000
Tomasz Wietecha - Tarnów 48,02
Rafal Pikula - Wroclaw 43,69
Marcin Peczarski - Warszawa 42,29
Jerzy Witkowski - Radlin 41,24
Michal Adamaszek ~ Kety 41,18
Andrzej Józwik - Kielce 37,72
Konrad Patkowski - Gdansk 37,60

Promieniowanie rentgenowskie zalicza sie do promieniowania
wysokoenergetycznego. Jego typowej dlugosci fali rzedu 1 nm odpowiada
czestosc promieniowania równa 3 x 1017 Hz, co po pomnozeniu przez stala
Plancka daje energie kwantu rzedu 2 x 10-16 J = 1200 eV. Taka srednia energie
maja czastki gazu w temperaturze 15 mln K, czyli zblizonej do temperatury
wnetrza Slonca. Mozna by wiec przypuszczac, ze kazde zródlo promieniowania
rentgenowskiego musi byc gorace, i byloby to przypuszczenie sluszne, ale tylko
dla termicznego sposobu wytwarzania tego promieniowania. Tymczasem sa inne
sposoby. Oczywiscie, na wytworzenie kazdego kwantu trzeba zawsze co najmniej
tyle energii, ile wynosi energia kwantu - zasady zachowania energii nie da sie
ominac - ale do tego nie potrzeba temperatury wnetrza Slonca. Na przyklad,
lampy rentgenowskie emituja tzw. promieniowanie hamowania powstajace,
gdy pedzaca czastka naladowana (elektron) zostanie gwaltownie zahamowana
w zderzeniu z przyciagajaca ja elektroda (anoda).

Chyba jednak malo kto przypuszczalby, ze zródlami promieniowania
rentgenowskiego moga byc obiekty pozbawione wlasnych zródel energii
i tak ze swej natury zimne jak komety. Fakt ten ujawnil w 1996 roku
sztuczny satelita Rosat, wykrywszy promieniowanie X u komety Hyakutake.
Powstaly trzy hipotezy na temat pochodzenia tego promieniowania: jest
to skutek oddzialywania komety z wiatrem slonecznym, jest to sloneczne
promieniowanie X rozproszone przez materie komety, badz wreszcie jest to
promieniowanie hamowania powstajace przy oddzialywaniu rozproszonych
w przestrzeni swobodnych elektronów z atomami komety. Dzis wydaje
sie, ze najbardziej prawdopodobna jest pierwsza mozliwosc. Mechanizm
powstawania wtedy promieniowania X jest wysoce nieoczywisty. Przypuszcza
sie, ze wielokrotnie zjonizowane atomy wegla, azotu i tlenu, obecne w wietrze
slonecznym, oddzialuja z czasteczkami wody zawartej w glowie komety w ten
sposób, ze kazdy jon zabiera czasteczce wody jeden elektron, stajac sie wtedy
jonem w stanie wzbudzonym. Przejsciu z tego wlasnie stanu wzbudzonego do
podstawowego towarzyszy emisja fotonu rentgenowskiego. Jezeli czasteczce
wody zabierze elektron atom helu, to przechodzac do stanu podstawowego, moze
wyswiecic foton o mniejszej energii, mianowicie nadfioletowy. Promieniowanie
nadfioletowe równiez zostalo zaobserwowane u komet. A czy nie jest to
powstawanie promieniowania "z niczego"? Oczywiscie, ze nie, bo przeciez Slonce
musialo wczesniej zuzyc pewna ilosc energii na zjonizowanie atomów wegla,
azotu, tlenu i helu.
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Pazdziernik

Rozwiazanie zadania F 534,
Impedancja obwodu wynosi

R, R2Lwi

Z = 1 + R, Cwi + R2 + Lwi'

Wydzielajac w powyzszym wyrazeniu
czesc rzeczywista i urojona, mamy

R, R2L2w2
Z = ----- +----+

(1 + R,Cw)2 (R2 + Lw)2

( Ric R~LW)
+i - ----- + -----

(1 + R,Cw)2 (R2 + Lw)2

Impedancja obwodu bedzie rzeczywista,
tzn. jej czesc urojona bedzie równa zeru,
dla

R, = R2 = JIi.

W kierunku poludniowym nisko nad horyzontem widac wieczorami najjasniejsza
gwiazde Ryby Poludniowej - Fomalhaut. Nad nia znajduje sie rozlegly, ale malo
wyrazny zodiakalny gwiazdozbiór Wodnika. W jego poludniowej czesci lezy
jedna z najwiekszych na naszym niebie mglawic planetarnych NGC 7293, zwana
Slimak lub - jak kto woli - Helix, gdyz wyglada jak dwa zwoje kosmicznej
linii srubowej. Mglawice mozna dostrzec za pomoca co najmniej lornetki, jej
jasnosc wynosi 6,5 mag. Jest to otoczka odrzucona kiedys przez zaawansowana
ewolucyjnie gwiazde, która przez teleskop byloby widac w centrum mglawicy.
Gwiazda ta to dawny czerwony olbrzym pozbawiony teraz zewnetrznych
warstw, a wiec obiekt bardzo goracy, choc slaby - jej jasnosc wynosi 13,3 mag,
a temperatura lekko przekracza 100 000 K. Taka wlasnie struktura tych
obiektów, tzn. mglawica planetarna plus goraca gwiazda w jej centrum, jest
bardzo powszechna, gdyz obiekty te powstaja praktycznie wedlug jednego
scenariusza.

Wenus widac w Wadze po zachodzie Slonca, a Marsa w Lwie przed wschodem.
Jowisz i Saturn sa w Byku i obie planety widac od póznego wieczora do rana.
Pelnia Ksiezyca wypada 13 X, a nów 27 X. W pazdzierniku Ksiezyc nie zakryje
zadnej jasnej gwiazdy.

16



10/00 (34)

r~atill~n--oo

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (23)

ZADANIE: Obliczyc calke oznaczona
271"

J sin nx . sin 2000xdx,
o

gdzie n jest liczba naturalna.

Rozwiazanie: Oznaczamy szukana calke przez In, a nastepnie wykonujemy dwukrotnie calkowanie przez czesci:

271"

In = J sin nx . sin 2000xdx = sin nx . (_-_C_O_S_2_0_0_0_X)2000
o

1271"_ J271" n cos nx . (- nCO~_S~2000__X_)dx = _n_ J21rcos nx . cos 2000xdx =o 2000 2000
o o

2 21l' 21T

n (Sin2000X) 171" n J . (Sin2000X) n2 J" n2= 2000 cos nx . 2000 o - 2000 (-n sm nx) . 2000 dx = 4000000 sm nx . sm 2000xdx = 4000000 . In ,
O O

4000000 - n2 . In = O. Zatem In = o.
skad 4000000 Odpowiedz: Wartosc danej calki oznaczonej wynosi O.

JWR

GRY (17)
Pozycja Liczba Grundy'ego

3 kregle2

2
l

l

l , l

l +2 l = O

4 kregle3

3
2

2
1,2

1+22 = 3
l , l

l +2 l = O

5 kregli4

l

3
3

1,3
1+23 = 2

1,2
1+22 = 3

2,2
2 +2 2 = O

6 kregli5

4
4

l

1,4
l +2 l = O

1,3
1+23= 2

2,3
2 +2 3 = l

2,2
2 +2 2 = O

7 kregli6

3
5

4
1,5

1+24 = 5
l ,4

l +2 l = O

2,4
2 +2 1=3

2,3
2 +2 3 = l

3,3
3 +23 = O

Pozycja Liczba Grundy'ego

8 kregli7

2
6

3
1,6

1+23 = 2
1,5

1+24 = 5
2,5

2 +2 4 = 6
2,4

2 +2 1=3
3,4

3 +2 1=2
3,3

3 +23 = O

9 kregli8

l

7
2

1,7
1+22 = 3

1,6
1+23 = 2

2,6
2 +23 = l

2,5
2 +24 = 6

3,5
3 +2 4 = 7

3,4
3 +2 l = 2

4,4
l +2 l = O

10 kregli9

4

8
l

l ,8
l +2 l = O

1,7
1+22 = 3

2,7
2 +22 = O

2,6
2 +2 3 = l

3,6
3 +2 3 = O

3,5
3 +2 4 = 7

4,5
1+24= 5

4,4
l +2 l = O

W grze KREGLE, która opisalismy przed miesiacem, sumy
gier pojawiaja sie w naturalny sposób. Pelne zrozumienie
gry polega, jak zwykle, na wyznaczeniu liczby Grundy'ego
k(n) pozycji zlozonej z n kregli ustawionych obok siebie.

Bez trudu ustalamy, ze k(O) = O, k(l) = 1 i k(2) = 2, gdyz
w tych przypadkach gra KREGLE nie rózni sie od gry
NIM. W pozycji zlozonej z 3 kregli mamy 3 mozliwosci
wykonania ruchu (ruchy prowadzace do identycznych
pozycji utozsamiamy). Ruchy te przedstawione sa w tabeli
obok. Mozemy stracic dwa kregle, pozostawiajac jeden
(liczba Grundy'ego takiej pozycji wynosi 1). Mozemy
stracic jeden kregiel, przy czym moze to byc kregiel
skrajny (pozostaja wtedy dwa kregle stojace obok siebie)
lub srodkowy (co prowadzi do pozycji zlozonej z dwóch
samotnie stojacych kregli). Prowadzi to do pozycji o liczbie
Grundy'ego odpowiednio 2 i O. Zatem k(3) = 3, gdyz 3 jest
najmniejsza liczba calkowita nieujemna niewystepujaca
wsród liczb O, 1 i 2.

Podobnie postepujemy w celu wyznaczenia dalszych
wartosci k (n).

Z powyzszych rozwazan mozna otrzymac wartosci k(n) dla
n S 10. Dla przykladu przyjrzyjmy sie analizie pozycji
zlozonej z 8 kregli. Istnieje 8 mozliwosci wykonania
ruchu. Mozemy stracic jeden lub dwa kregle z brzegu,
pozostawiajac 6 lub 7 kregli stojacych obok siebie. Mozemy
tez stracic jeden lub dwa kregle, dzielac pozostale kregle
na dwie grupki. Prowadzi to do pozycji majacych liczbe
Grundy'ego O, 2, 3, 5 i 6. Tak wiec k(8) = 1, gdyz 1 jest
najmniejsza liczba calkowita nieujemna niewystepujaca
wsród wyzej wymienionych.
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