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Rys. 1. Zasada dzialania systemu
zwielokrotniania kanalu transmisyjnego
przez podzial czasu.

Wartosci wspólczynników an i bn,

które minimalizuja róznice pomiedzy
sygnalem x(t) i szeregiem funkcji
trygonometrycznych, obliczamy wedlug
wzorów

Tj2

an = ~ J x(t) cos(27rnjt)dt,
-Tj2

Tj2

bn = ~ J x(t) sin(27rnjt)dt.
-Tj2

Wzory Eulera (i2 = -l)
eit + e-it eit _ e-it

cost = -----, sint = 2i

Wspólczynniki Cn oblicza sie za pomoca
wzoru

Tj2

Cn = ~ J x(t)e-2-rrinf'dt.
-Tj2

Telefony
Jacek IZYDORCZYK

Geneza problemu próbkowania
Czy wiecie, ze telefon ma juz 125 lat? Chociaz aparat telefoniczny przez caly
ten czas sluzyl glównie do przenoszenia glosu ludzkiego na odleglosc, to jednak
wspólczesny, cyfrowy aparat GSM jest nieporównanie mniejszy i bardziej
skomplikowany niz pierwszy aparat telefoniczny skonstruowany przez A.G. Bella
(1847-1922). Istota zmian zawiera sie chyba w slowie "cyfrowy".

Proces przetwarzania cyfrowego polega na zamianie sygnalu analogowego, np.
przebiegu drgan pradu elektrycznego w obwodzie mikrofonu wywolanych przez
padajace na membrane mikrofonu dzwieki, na sygnal cyfrowy, tzn. ciag liczb
o ograniczonej dokladnosci. Czy mozna jednak sygnal analogowy przeksztalcic
na sygnal cyfrowy zupelnie bez strat? Czy funkcje ciaglej zmiennej t mozna
zastapic ciagiem liczb? Podejrzenia, ze jest to mozliwe, pojawily sie juz
150 lat temu, gdy tylko skonstruowano telegraf. Pózniej zaczeto budowac
urzadzenia do przesylania wielu rozmów telefonicznych za pomoca jednej
pary przewodów. Idea byla prosta. Dwa sprzezone komutatory polaczone na
stale jedna para przewodów kolejno, wiele razy na sekunde, laczyly kilka par
aparatów telefonicznych (rys. 1). Pierwszy w pelni sprawny system tego typu
zostal skonstruowany okolo 1900 roku (fotografia). Rozmowa telefoniczna
stawala sie mozliwa wtedy, gdy para aparatów telefonicznych laczona byla i
rozlaczana okolo 4300 razy na sekunde. Zjawisko to sugeruje, ze jezeli wartosc
sygnalu mowy próbkujemy (czyli sprawdzamy) co okolo 230 llS, to przebieg
sygnalu w miedzyczasie jest stosunkowo "malo istotny" .

Widmo
Pojedynczy ton o czestotliwosci f to sygnal opisywany funkcja kosinus

x(t) = Acos(27rft + 1jJ),

gdzie A to amplituda dzwieku, a ljJ to przesuniecie fazowe. Korzystajac ze znanej
tozsamosci trygonometrycznej, mozna to tez zapisac jako

x(t) = al cos 27r f t + bl sin 27r f t,

gdzie al = A cos ljJ oraz bl = - A sin 1jJ.

Z czystymi tonami spotykamy sie stosunkowo rzadko. Czesciej mamy do
czynienia z dzwiekiem o ustalonym okresie T = l/fi ksztalcie, który jednak
trudno uznac za sinusoide lub kosinusoide. Mozna sie jednak uprzec i tak
próbowac dobrac amplitudy al i bl pojedynczego tonu o czestotliwosci f, aby
przebieg czasowy czystego tonu byl mozliwie bliski sygnalu x(t). Gdy chcemy
poprawic jakosc przyblizenia, mozemy uzyc tez tonów o czestotliwosci 2f, 3f,

4f, itd. W ten sposób powstaje trygonometryczny szereg Fouriera zwiazany
z okresowym sygnalem x(t)

00

ao ~ .x(t) = 2 + L)an cos 27rnft + bnsm 27rnft).n=l

Jezeli tylko moc sygnalu x(t) jest skonczona, to moc sygnalu bedacego róznica
miedzy sygnalem x(t) i jego trygonometrycznym szeregiem Fouriera jest równa
zeru. A zatem próbkowanie powinno byc mozliwe!

Korzystajac ze wzorów Eulera, trygonometryczny szereg Fouriera mozna
przeksztalcic w szereg wykladniczy

00

x(t)= L Cne27rinjt.
n=-oo

Wspólczynniki rozwiniecia w wykladniczy szereg Fouriera sa liczbami
zespolonymi i tworza tzw. widmo sygnalu. Jezeli sygnal x(t) jest sygnalem
rzeczywistym, to jego widmo wykazuje symetrie, tzn. C-n = Cno Moduly liczb Cn

tworza widmo amplitudowe sygnalu. Argumenty liczb Cn tworza widmo fazowe
sygnalu.
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Dla glosu meskiego czestotliwosc 1 = l/T,
zwana czestotliwoscia tonu krtaniowego,
jest równa ok. 100 Hz. Dla glosów
zenskich czestotliwosc tonu krtaniowego
jest odpowiednio wyzsza i moze dochodzic
do 200 Hz - zenskie glosy sa wyzsze od
meskich.

W ludzkiej mowie mozna znalezc fragmenty bardzo zblizone do sygnalu
okresowego. Przykladowo, na rysunku 2a przedstawiony jest przebieg
sygnalu powstalego w wyniku rejestracji gloski "a". Okres T, z jakim sygnal
powtarza sie, odpowiada okresowi drgan wiazadel glosowych. Na rysunku 2b
przedstawione jest widmo amplitudowe zarejestrowanego przebiegu. Wartosci
wspólczynników Cn przedstawione sa w skali logarytmicznej (w decybelach)
miedzy innymi dlatego, ze narzady sluchu odbieraja dzwieki w skali
logarytmicznej.

a
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20

80

60

40

20
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b

1000 2000 3000

czestotliwosc [Hz]

4000

Rys. 2. Fragment przebiegu czasowego gloski "a" i jego widmo.

X(f)

a

-fo
fo f

X(f)

f

Mowa ludzka oraz otaczajace nas dzwieki zawieraja jednak takze fragmenty
nieokresowe, a nawet takie, które wykazuja wiele cech losowosci. W takim
przypadku dzwiek nie jest juz suma tonów tylko o czestotliwosciach f, 2f,

3f, itd., gdyz pojawiaja sie w nim dowolne czestotliwosci, przy czym jedne
w wiekszym, inne w mniejszym natezeniu. Zamiast sumowania mamy wiec
calkowanie (bo bierzemy continuum czestotliwosci, a nie tylko ich przeliczalna
ilosc), a zamiast wspólczynników an i bn mamy cala funkcje X(f), która okresla,
z jakim natezeniem poszczególne czestotliwosci wchodza w sklad calego sygnalu.
Funkcje te nazywamy widmem sygnalu. Sygnal dany jest zatem wzorem

00

x(t) = J X(f)ei1tdf.

Jezeli okres F jest mniejszy niz 210,
przesuniete wzgledem siebie wersje widma
sygnalu nakladaja sie i na podstawie
przebiegu funkcji X(f) (rys. 3b) nie da
sie odtworzyc widma sygnalu X(f). Jezeli
okres F jest wiekszy lub równy 210, to
przedzial obejmuje obszar, w którym
widmo X (f) jest rózne od zera, przy
czym przebieg funkcji X(fl jest w tym
przedziale identyczny z przebiegiem
widma X(fl (rys. 3c).

Rys. 3. Przyklad nalozenia widm.

c F>2fo

-00

Cecha charakterystyczna systemów telekomunikacyjnych jest to, ze widmo
przekazywanych sygnalów jest rózne od zera tylko w ograniczonym zakresie
czestotliwosci. Na przyklad ludzie porozumiewaja sie za pomoca mowy, której

f widmo z pewnoscia konczy sie na czestotliwosci 22000 Hz, a w praktyce
wystarcza im mowa, której widmo ograniczono do 4000 Hz, bo w tym
obszarze zawarta jest cala wypowiadana informacja tekstowa, wszystkie
informacje prozodyczne (np. akcentowanie) oraz wiele danych pozwalajacych
na rozpoznanie mówcy. Ta wlasciwosc glosu ludzkiego zostala wykorzystana
w telefonii, która przesyla sygnaly o czestotliwosci nie przekraczajacej 3500 Hz.

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu
Zalózmy, ze mamy do czynienia z sygnalem x(t), którego widmo X(f) jest rózne
od zera jedynie w przedziale (- fo, fo). Chcielibysmy rozwinac widmo w szereg
Fouriera. Ale zrobic to mozna tylko z funkcja okresowa. Tworzymy wiec z widma
funkcje o okresie F

+00

X(f) = L X(f - nF),
n=-CX)

Ze wzoru na wspólczynniki mamy bowiem
fa

Cn = ~ J X(fle-hi"Pfdl =
-fa

gdzie F jest nie mniejsze niz 2fo. W tym przypadku wspólczynniki rozwiniecia
funkcji w wykladniczy szereg Fouriera opisuja jednoczesnie przebieg
widma X(f). Mozna nietrudno wyliczyc, ze sa one równe

c = ~x (_ n)n F F'

Aby odtworzyc sygnal x(t), nalezy pobierac próbki tego sygnalu w odstepach
czasu t = l/F. Wielkosc F ma znaczenie czestotliwosci próbkowania sygnalu
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Claude Elwood Shannon, ur. 1916,
amerykanski matematyk i inzynier.
Wladimir A. Kotielnikow, ur. 1908,
radiotechnik rosyjski.
I. Somey, radiotechnik japonski,
twierdzenie o próbkowaniu sformulowal
w ksiazce pt. "Hakei Denso" (Transmisja
sygnalów).
Rarry Nyquist, 1889-1976, amerykanski
elektrotechnik.

Wiemy bowiem, ze x(t) jest dany wzorem
F/2~f x (~) J ehi!(t-nIF)df =

n=-oo -F/2

= '""' x (:'2:.) sin Tf(Ft - n).L.J F Tf(Ft - n)

Dzwieki zapisywane sa na plycie
kompaktowej w postaci próbek
pobieranych z czestotliwoscia
F = 44,1 kHz. Zgodnie z twierdzeniem
o próbkowaniu zapewnia to poprawna
rejestracje dzwieków, których widmo
rozciaga sie do czestotliwosci 22050 Hz,
czyli poza obszar slyszalnosci wiekszosci
ludzi. Kazda próbka sygnalu zapisana jest
w systemie dwójkowym z wykorzystaniem
szesnastu cyfr binarnych - bitów.
Na plycie zapisywany jest dzwiek
stereofoniczny, tzn. dwa osobne sygnaly:
jeden pochodzacy z kanalu lewego,
a drugi pochodzacy z kanalu prawego.
W rezultacie strumien bitów odczytywany
podczas odtwarzania muzyki wynosi

próbek bitów2 . 44100 --- . 16 =
próbke

= 1411 200 bitów
s

Muzyka zapisana w postaci sygnalu
stereofonicznego to sygnal, którego
widmo rozciaga sie w zakresie od
16 Hz do 50 kHz. Obraz telewizyjny
przekazywany jest w postaci sygnalu,
którego widmo nie przekracza 10 MHz.

Aparat glosowy czlowieka ma charakter
akustycznej rury rezonansowej. Podczas
artykulacji mowy kluczowa role
odgrywaja dwie najnizsze czestotliwosci
rezonansowe tej "rury" nazywane
formantami. Czestotliwosci te mieszcza
sie w zakresie od 100 Hz do 700 Hz
(pierwszy formant) i od 100 Hz do
2000 Hz (drugi formant). To wlasnie
dlatego, kiedy na poczatku wieku
prowadzono prace nad komutowaniem
wielu rozmów telefonicznych po jednej
parze przewodów, stwierdzono, ze
mozliwa do przyjecia jakosc polaczenia
uzyskuje sie, gdy kazda para aparatów
laczona jest 4300 razy na sekunde·
Odpowiada to poprawnemu odtwarzaniu
sygnalów o czestotliwosci do 2150 Hz.

i, jak zauwazylismy wczesniej, powinna byc przynajmniej dwa razy wieksza od
najwiekszej czestotliwosci wystepujacej w widmie sygnalu próbkowanego. Jest
to tresc twierdzenia Shannona-Kotielnikowa-Someya o próbkowaniu. Minimalna
czestotliwosc próbkowania sygnalu nazywa sie czestotliwoscia Nyquista.

Ciag kolejnych próbek sygnalu analogowego nazywa sie sygnalem dyskretnym.
Wartosci próbek sygnalu zapisuje sie zwykle z ograniczona dokladnoscia
w binarnym systemie zapisu liczb. Taki sygnal nazywa sie sygnalem cyfrowym.

Pozostaje problem odtworzenia oryginalnego sygnalu analogowego na podstawie
sygnalu dyskretnego (cyfrowego). Wartosci próbek sygnalu x( t) pobrane
z czestotliwoscia Nyquista lub wyzsza wyznaczaja wartosci wspólczynników
rozwiniecia en okresowej wersji widma w wykladniczy szereg Fouriera.
Po wyzerowaniu funkcji poza przedzialem otrzymuje sie widmo sygnalu
analogowego. Ten ostatni uzyskuje sie w standardowy sposób z widma, co
prowadzi do wzoru

x(t) = f x (n) sin 'iT(Ft - n).
n=-CX) F 'iT(Ft - n)

Aproksymacja sygnalu pomiedzy próbkami odbywa sie zatem z wykorzystaniem
funkcji typu sin t/t. Funkcja ta dla t -+ O dazy do wartosci 1 i zeruje sie
w punktach k'iT, k - calkowite. W ten sposób odtworzony sygnal jest równy
dokladnie pobranej próbce w kazdej z chwil t = n/F. Wartosc sygnalu pomiedzy
próbkami odtwarzana jest na podstawie wszystkich próbek wczesniejszych
i pózniejszych. Im odleglejsza próbka, tym mniejszy jej wplyw na przebieg
sygnalu. W praktyce do aproksymacji stosuje sie funkcje ograniczona do
skonczonego zakresu wartosci argumentu t.

Polaczenie abonenta z centrala telefoniczna w znakomitej wiekszosci ma
charakter analogowy. Tymczasem cyfrowa centrala telefoniczna przenosi
rozmowy abonentów, faksy, sygnaly analogowe generowane przez modemy itd.
w postaci sygnalu cyfrowego. Sygnal analogowy po stronie centrali przechodzi
przez filtr dolnoprzepustowy, który ogranicza widmo sygnalu do 3,5 kHz.
Nastepnie sygnal jest próbkowany z czestotliwoscia 8 kHz. Kazda próbka
sygnalu zapisywana jest z wykorzystaniem osmiu bitów. Generowany strumien
danych wynosi

8000 próbek . 8 bi~ów = 64000 bitów.
s probke s

W przypadku telefonii cyfrowej ISDN zamiana sygnalu analogowego na cyfrowy
nastepuje wewnatrz aparatu telefonicznego. Transmisja miedzy centrala
a abonentem ma charakter cyfrowy. Od abonenta do centrali plynie strumien
danych 64000 bitów/s. Centrala nadsyla taki sam strumien niosacy glos
abonenta zdalnego. Lacze cyfrowe mozna tak skonfigurowac, aby przesylac
w jednym kierunku strumien 128000 bitów / s z wykorzystaniem obu kanalów
jednoczesnie. Taki tryb pracy lacza przydaje sie podczas pracy z Internetem.
Cyfrowy aparat telefonii komórkowej GSM przesyla do centrali cyfrowy
sygnal mowy laczem radiowym. Sygnal ten jeszcze wewnatrz aparatu poddaje
sie procesowi kompresji, tzn. usuwa sie z sygnalu te wszystkie elementy,
które sa przez zmysl sluchu slabo odbierane. W rezultacie odtworzony
u abonenta zdalnego sygnal mowy moze dosc istotnie róznic sie od sygnalu
zarejestrowanego. Tyle tylko, ze róznice te sa slabo slyszalne. Natomiast laczem
radiowym przesyla sie dzieki temu strumien danych równy 13000 bitów / s lub
w nowszych wersjach systemu zaledwie 6500 bitów/s.

***
Przywyklismy, ze telefon komórkowy otrzymujemy od operatora za symboliczna
zlotówke. Jest zwykle taki maly i niepozorny. Wielkoscia przypomina otoczaki
znajdowane na dnie potoku. Ale w rzeczywistosci jest rezultatem pracy
i dociekliwosci calej rzeszy ludzi genialnych, którzy przez wieki starali sie dociec
istoty Przyrody. Jednak nawet ten telefon nie jest ostatnim slowem techniki.
Moze wiec warto wziac udzial w przygodzie z telekomunikacja?
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Entropia
Adam BEDNORZ

Grecki przedrostek en- oznacza
wewnetrzny, a wyraz tropos oznacza
sklonnosc, zwracanie sie ku czemus.
Nadaje to entropii znaczenie jakiejs
wewnetrznej tendencji cial do osiagania
równowagi.

Temperaturze punktu potrójnego wody,
czyli kiedy woda wystepuje jednoczesnie
w postaci stalej, cieklej i gazowej,
odpowiada 273,16 K.

Stan równowagi termodynamicznej
oznacza, ze uklad nie zmienia sie w czasie
bez pomocy z zewnatrz.

Stala k mozna wyznaczyc doswiadczalnie
ze wzoru

3
2NkT = E,

gdzie T, E i N oznaczaja odpowiednio
temperature, energie i liczbe
czasteczek w jednoatomowym gazie
doskonalym. Obecnie przyjmujemy
k = 1,380658(12) . 10-23 JjK.

Odwiecznym marzeniem ludzkosci jest zbudowanie perpetuum mobile, czyli
maszyny dajacej darmowa energie. Pesymisci wlozyli jednak sporo wysilku,
aby to uniemozliwic: sformulowali dwie zasady termodynamiki. Pierwsza
zasada to prawo zachowania energii - nie mozna energii produkowac z niczego.
Druga zasada mówi, ze nie mozna odebrac energii bezladnie poruszajacym
sie czasteczkom, np. powietrza, bo to spowodowaloby zmniejszenie entropii.
Entropia, która jest miara nieporzadku, stopnia wymieszania w ukladzie
fizycznym, musi zawsze wzrastac w czasie. Mlodzi (starsi moze tez) Czytelnicy
z pewnoscia pamietaja bajke o Kopciuszku, który musial oddzielic mak od
popiolu. To wlasnie przez druga zasade termodynamiki byla to dla biednego
Kopciuszka taka ciezka praca.

Przede wszystkim powinnismy wiedziec, czym jest entropia. Pierwsza definicja
entropii zostala podana przez niemieckiego fizyka, Rudolfa Emanuela Clausiusa,
w 1865 roku. Opiera sie ona na pojeciach ciepla i temperatury. Cieplem
pobranym (oddanym) przez dane cialo nazywamy te czesc energii dostarczonej
(odebranej) cialu, która nie jest wynikiem pracy mechanicznej wykonanej nad
ukladem (wykonanej przez uklad). Definicja entropii i temperatury sklada
sie z dwóch czesci: entropia S jest równa O, jesli temperatura T jest równa O;

zmiana entropii w procesie odwracalnym w czasie spelnia zwiazek

!::J.S= Q
T'

gdzie Q oznacza cieplo pobrane z otoczenia przez cialo w temperaturze T. Taki
wzór okresla entropie i temperature z dokladnoscia do stalego czynnika, który
jest okreslany przez wybór jednostki temperatury - kelwina.

Warto podkreslic, ze definicja Clausiusa sprawdza sie tylko, dla prostych
modeli zjawisk fizycznych, w których mozemy odróznic cieplo od pracy
mechanicznej i proces odwracalny od nieodwracalnego. Rzeczywistosc jest
jednak skomplikowana i dlatego w celu glebszego zrozumienia entropii zejdziemy
do mikroskopowego opisu swiata. Kazde cialo, gaz lub ciecz, potraktujmy jako
uklad N pojedynczych atomów w pudle o objetosci V. Taki uklad w kazdej
chwili znajduje sie w pewnym mikrostanie scharakteryzowanym przez polozenia
i pedy atomów, jesli uzywamy opisu klasycznego za pomoca równan Newtona,
lub przez zespól liczb kwantowych, jesli uzywamy opisu kwantowego za pomoca
równania Schr6dingera. W przypadku klasycznym przestrzen pedów i polozen
jest ciagla, ale uproscimy sobie zycie i podzielimy ja na male kawalki, tak aby
mozna bylo numerowac mikrostany liczbami naturalnymi.

Nie da sie zmierzyc jednoczesnie wszystkich polozen i pedów atomów (liczb
kwantowych) w naszym ukladzie, bo w cialach, z jakimi spotykamy sie na
co dzien, liczba atomów jest rzedu 1023. Potrafimy co najwyzej okreslic
prawdopodobienstwo tego, ze uklad znajduje sie w konkretnym mikrostanie.
Austriacki fizyk, Ludwig Boltzmann, zalozyl, ze w stanie równowagi
termodynamicznej wszystkie mikrostany, odpowiadajace ustalonej wartosci
calkowitej energii E, sa równie prawdopodobne. Pozostale odrzucil zakladajac,
ze maja zerowe prawdopodobienstwo. Zbiór takich mikrostanów jest skonczony
i nazywa sie makrostanem. Twierdzenie Liouville'a glosi, ze taki rozklad
prawdopodobienstwa nie zmienia sie w czasie. W 1877 roku Boltzmann podal
wzór na entropie

S=klnW,

w którym W oznacza liczbe wszystkich mikrostanów w ustalonym makrostanie.
Stala k jest dzis nazywana stala Boltzmanna. Wzory Clausiusa i Boltzmanna
daja te sama entropie, ale wymagaja róznych pojec.

Chcielibysmy jednak, aby entropia byla zdefiniowana dla dowolnego rozkladu
prawdopodobienstw mikrostanów. Zrobil to na szczescie amerykanski
matematyk, Claude Elwood Shannon, w 1948 roku, dajac poczatek teorii
informacji (patrz Delta 7/2000). Podal on wzór na entropie

S = -k ~=>ilnpi,
iEX
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SB = -k LPf lnp:'
ji,j

gdzie Pi oznacza prawdopodobienstwo, ze uklad znajduje sie w i-tym
mikrostanie, X jest zbiorem wszystkich mikrostanów, a k jest stala Boltzmanna
(Shannon nie pisal tej stalej, gdyz jego rozwazania nie mialy jeszcze interpretacji
fizycznej). W fizyce podobny wzór stosowal juz okolo 1900 roku inny
Amerykanin - Josiah Williard Gibbs. Tak zdefiniowana entropie nazywa sie
czesto entropia informacyjna, poniewaz jest ona miara wiedzy o danym ukladzie.
Im wieksza jest entropia, tym trudniejsze jest okreslenie, w którym mikrostanie
znajduje sie nasz uklad, bo rozklad prawdopodobienstwa mikrostanów jest
bardziej równomierny, a Kopciuszek ma wiecej pracy. Aby to zobaczyc,
przesledzimy kilka waznych wlasnosci entropii.

1. Jesli zamienimy dwa mikrostany, to entropia sie nie zmieni. Oznacza
to, ze dowolna permutacja (zamiana) mikrostanów nie zmienia entropii.
Ma to kolosalne znaczenie dla ewolucji czasowej ukladu fizycznego.
Zgodnie z twierdzeniem Liouville'a ruch atomów daje sie przedstawic jako
dokonywanie kolejnych permutacji w zbiorze mikrostanów.

2. Jesli uklad jest zlozony z dwóch czesci A i B, to kazdy mikrostan calego
ukladu jest w istocie para mikrostanów i w czesci A oraz j w czesci B
i wystepuje z prawdopodobienstwem Pij. Prawdopodobienstwo tego, ze czesci
A i B ukladu znajda sie w mikrostanach i oraz j, sa odpowiednio równe

pf = LPij oraz pf = LPij.
j

Zgodnie ze wzorem Shannona entropia calego ukladu oraz entropia czesci A
i B wyrazaja sie przez

S = -k LPijlnpij, SA = -k Lpflnpf,

Rys. l

Rys. 2. Kiedy usuniemy przegrode,
kulki sie wymieszaja i o ich ponowne
rozdzielenie trzeba poprosic Kopciuszka.

Wtedy zachodzi wazna nierównosc

S:s SA + SB,

przy czym równosc zachodzi tylko, gdy Pij = pfpf, czyli gdy czesci A i B
sa niezalezne. Z tej nierównosci wynika, ze jesli miedzy dwiema czesciami
ukladu wystepuja jakies zaleznosci, to calkowita entropia wzrosnie, kiedy
usuniemy te zaleznosci (rys. 1). Dlatego np. kubek po stluczeniu ma wieksza
entropie. W przypadku równosci calkowita informacja o ukladzie jest suma
informacji o jego czesciach.

3. Jesli wyrównamy prawdopodobienstwa dwóch mikrostanów i oraz j, czyli
zastapimy Pi i Pj przez (Pi + Pj) /2, to entropia wzrosnie. Odpowiada to
calkowitej utracie zdolnosci okreslenia, czy uklad jest w stanie i czy j.

Z wlasnosci 1 wynika, ze entropia nie zmienia sie w czasie, jesli do opisu ruchu
uzyjemy wylacznie równania Newtona (w przypadku klasycznym) lub równania
Schrodingera (w przypadku kwantowym). Wlasnosci 2 i 3 sa jednak wskazówka,
ze w dynamice ukladu potrzebny jest mechanizm zapominania. Musimy sie
zgodzic, ze ewolucja w czasie powoduje rozdrobnienie informacji poczatkowej
i spora jej czesc zostaje utracona (jest za trudna do wydobycia nawet dla
Kopciuszka, rys. 2). Wiedzial to juz Boltzmann i dzieki temu udowodnil
scisle zasade wzrostu entropii dla gazu doskonalego. Dlatego druga zasade
termodynamiki najlatwiej pamietac jako zasade ciaglego zapominania
informacji.

Z entropia wciaz wiaze sie wiele pytan. Nie umiemy stworzyc dobrego modelu
zapominania dla skomplikowanych ukladów fizycznych. Wielu fizyków nie
jest przekonanych, ze entropia Boltzmanna oraz informacyjna to ta sama
entropia. Nie wiemy, dlaczego potrafimy przemieniac swiat wokól nas, podczas
gdy teoretycznie w naszej swiadomosci jest za malo informacji, aby uznac,
ze Wszechswiat mial dostatecznie niska entropie na poczatku. Na koniec
swiatelko nadziei dla konstruktorów perpetuum mobile i Kopciuszków. Mimo
pierwszej i drugiej zasady termodynamiki ciagle nie wiadomo, jak duzo
informacji ukrytej jest w otaczajacym nas powietrzu, wodzie lub piasku.
Gdyby tej informacji bylo duzo (wbrew oficjalnym przypuszczeniom fizyków),
moglibysmy ja zamienic na darmowa energie·
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W uscisku Erosa

Rozwiazanie zadania M 958.
Podzielmy wierzcholki 12-kata na 6 par
przeciwleglych wierzcholków A,A7,
A2AS, A3A9, "" A6A'2' Przy kazdej
operacji znak zrnienia sie dokladnie
przy jednym wierzcholku z kazdej
pary. Dlatego po nieparzystej liczbie
operacji w kazdej z par A2As, A3A9,
A6A'2 bedziemy mieli rózne znaki przy
wierzcholkach, po parzystej zas liczbie
operacji takie sarne. Stad nie moze sie
zdarzyc, by w parze A2AS znaki byly
rózne, a w A3A9 ~ takie same.

Krzysztof ZIOLKOWSKI

Imie greckiego boga milosci nadano odkrytej ponad sto lat temu planetoidzie,
która zaskoczyla ówczesnych astronomów mozliwoscia zblizen do Ziemi.
W koncu XIX wieku wiadomo bylo, ze ponad 400 znanych juz wtedy malych
planet krazy wokól Slonca po prawie kolowych orbitach w odleglosciach
wiekszych niz Mars, ale mniejszych niz Jowisz. W rozposcierajacym sie miedzy
orbitami Marsa i Jowisza pierscieniu planetoid skatalogowano dotychczas
kilkanascie tysiecy obiektów. Planetoida Eros (majaca numer katalogowy 433)
byla pierwsza, której ruch okazal sie nietypowy. Wyraznie eliptyczny ksztalt jej
orbity sprawia, ze najmniejsza jej odleglosc od Slonca jest niewiele wieksza od
odleglosci Ziemi. Obiegajac Slonce Eros i Ziemia moga wiec przyblizac sie na
odleglosc zaledwie 22 mln km.

Bliskie przeloty Erosa kolo Ziemi uczynily z tej planetoidy obiekt szczególnego
zainteresowania m.in. z tego powodu, ze sledzenie jej stosunkowo szybkiego
ruchu po niebie w czasie zblizenia dawalo szanse wyznaczenia, z wieksza niz
dotychczas uzyskiwana dokladnoscia, wartosci róznych stalych astronomicznych,
np. odleglosci Slonca od Ziemi. Ostatnio Eros stal sie pierwszym obiektem
wsród malych cial Ukladu Slonecznego, który uchylil rabka swych tajemnic
sondzie kosmicznej wprowadzonej na orbite wokól niego. Otóz w pazdzierniku
1991 roku kierownictwo amerykanskiej agencji kosmicznej NASA zdecydowalo,
ze pierwsza misja nowego programu Discovery bedzie spotkanie z planetoida
bliska Ziemi. Ten cel misji dowcipnie wyeksponowano przez nazwanie jej NEAR
(od ang. Near Earth Asteroid Rendezvous). Na poczatku 2000 roku nazwe te
zmieniono na NEAR-Shoemaker dla uczczenia tragicznie zmarlego w 1997
roku Eugeniusza Shoemakera, wybitnego amerykanskiego astronoma i geologa
planetarnego, znawcy malych cial Ukladu Slonecznego, wspólodkrywcy slynnej
komety Shoemaker-Levy 9, która w 1994 roku zderzyla sie z Jowiszem. Jego
prochy spoczely w 1999 roku na Ksiezycu wraz z zasluzona w badaniach
Srebrnego Globu sonda Lunar Prospector, która je tam dostarczyla. Wzrost
zainteresowania Erosem spowodowal, ze zaczeto go znowu intensywnie

obserwowac oraz reinterpretowac obserwacje
wykonane podczas jego bliskiego przelotu
kolo Ziemi w 1975 roku. Warto tu wspomniec
o ciekawych wnioskach co do ewolucji jego
orbity w przyszlosci. Trudno nie zwrócic
uwagi na fakt, ze z obliczen wydaje sie
wynikac mozliwosc takiej zmiany orbity Erosa,
ze w czasie rzedu miliona lat moze ona przeciac
sie z orbita Ziemi (o ile obliczenia na tak wielki
odstep czasu moga byc wiarygodne). To zas
prowadzi do pojawienia sie niebezpieczenstwa
zderzenia Erosa z Ziemia, ale - podkreslmy -
w perspektywie ·kilkudziesieciu, a moze nawet
kilkuset milionów lat.

Start sondy kosmicznej NEAR odbyl sie
17 lutego 1996 roku z Przyladka Canaveral
na Florydzie. Trzyletnia podróz do Erosa
sonda rozpoczela po eliptycznej orbicie,
której odleglosci peryhelium i aphelium
wynosily odpowiednio 0,99 i 2,2 j.a. NEAR jest
stosunkowo niewielkim obiektem zbudowanym
na bazie amerykanskich satelitów wojskowych.
Jego masa startowa wynosila 805 kg, z czego
na paliwo przypadalo az 325 kg. Wyposazony
jest w silnik glówny o sile ciagu 450 N, cztery
pomocnicze majace ciagi po 21 N i siedem
silniczków korekcyjnych po 3,5 N. Energii
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Rozwiazanie zadania M 959.
Rozbijmy wierzcholki 12-kata na 4 grupy
po 3 wierzcholki AlAsAg, A2A6AlO,
A3A7Al1' A4A8A12' Zauwazmy, ze przy
kazdej operacji parzystosc liczby minusów
w kazdej trójce zmienia sie, a poniewaz
w trójkach A2A6AlO, A3A7Al1 jest ona
na poczatku taka sama, wiec nie mozemy
otrzymac sytuacji zadanej w zadaniu,
w której parzystosci liczb minusów
w owych trójkach sa rózne.

Rozwiazanie zadania M 960.
Zauwazmy, ze dowolne dwie operacje
opisanego w tresci typu "komutuja" J

tzn. wynik jest ten sam, jesli zmieniamy
kolejnosc ich wykonywania. Wykonanie
dowolnej operacji dwa razy nic nie
zmienia, wiec mozna zakladac, ze kazda
operacje wykonujemy co najwyzej raz.
Wreszcie mozemy rozpatrywac tylko
operacje dla k = 3,5, poniewaz operacje
dla k = 15 mozna otrzymac przez zlozenie
odpowiedniej liczby operacji dla k = 3
lub k = 5. Istnieje 5 operacji dla k = 3
i 3 operacje dla k = 5. Mamy wiec
8 operacji (kolejnosc ich wykonywania
nie ma znaczenia) i wykonujac kazda
co najwyzej raz, otrzymalny wszystkie
osiagalne rozstawienia. Wynika stad,
ze wychodzac ze zbioru samych plusów
otrzymamy co najwyzej 28 róznych
rozstawien. Wszystkich mozliwych
rozstawien jest 215, wiec teza zadania jest
prawdziwa.

dostarczaja sondzie cztery panele baterii slonecznych, kazdy O rozmiarach
1,8 x 1,2 m, dajace moc 1800 W w odleglosci 1 j.a. od Slonca i 400 W,
gdy odleglosc ta wzrosnie do maksymalnej podczas misji wartosci 2,2 j.a.
Lacznosc z Ziemia odbywa sie za pomoca anteny o srednicy 1,5 m.
Instrumentarium naukowe sondy sklada sie z pieciu podstawowych przyrzadów:
kamery wielospektralnej, dwóch spektrometrów (bliskiej podczerwieni
oraz promieniowania rentgenowskiego i gamma), dalmierza laserowego
i magnetometru. System telemetryczny sondy jest wykorzystany równiez do
badan pola grawitacyjnego Erosa (pomiar przesuniec dopplerowskich sygnalów
radiowych moze wykryc zmiany predkosci sondy rzedu 0,1 mm/s wywolane
niejednorodnosciami oddzialywan grawitacyjnych planetoidy).

W rok po starcie z Ziemi, 18 lutego 1997 roku, NEAR pobil rekord odleglosci
od Slonca, w jakiej znalazl sie obiekt zasilany energia sloneczna. W odleglosci
327 mln km (okolo 2,2 j.a.) od Slonca nigdy dotad nie pracowala sonda nie
majaca ogniw jadrowych na pokladzie. 27 czerwca 1997 roku NEAR przelecial
w poblizu planetoidy (253) Matylda, stosunkowo duzego (o rozmiarach
66 x 48 x 44 km) obiektu pasa glównego malych planet. Zblizenie sondy na
odleglosc 1212 km umozliwilo wyznaczenie masy planetoidy i w konsekwencji jej
gestosci, która okazala sie niewiele wieksza od gestosci wody (1,3 ± 0,2 g/cm3).
Jest to o tyle zaskakujace, ze typowe gestosci planetoid sa na ogól dwukrotnie
wieksze.

Kilka dni po przelocie NEARa kolo Matyldy, 3 lipca 1997 roku po raz pierwszy
zostal uruchomiony glówny silnik sondy w celu takiej zmiany jej orbity, aby
moglo dojsc do bliskiego przelotu kolo Ziemi, której wspomaganie grawitacyjne
skierowaloby sonde do Erosa. Manewr w pelni sie udal i 23 stycznia 1998 roku
sonda ponownie znalazla sie w poblizu Ziemi. Przeleciala w miriimalnej
odleglosci 540 km od powierzchni (nad poludniowo-zachodnim Iranem).
W rezultacie oddzialywania grawitacyjnego Ziemi plaszczyzna orbity NEARa
zwiekszyla nachylenie wzgledem plaszczyzny ekliptyki z 0~5 do 10~2, a odleglosc
aphelium zmniejszyla sie z 2,17 do 1,77 j .a. Zmiany te umozliwily osiagniecie
Erosa.

Pod koniec 1998 roku nastapily wydarzenia dramatyczne. Po rozpoczeciu
manewrów, majacych spowodowac wejscie sondy na orbite wokól Erosa,
sonda nagle zamilkla na ponad dobe. Po odzyskaniu z nia lacznosci okazalo
sie, ze wszystkie jej urzadzenia dzialaja sprawnie, ale utracono juz szanse
uczynienia jej sztucznym satelita Erosa w planowanym terminie 10 stycznia
1999 roku. Tak wiec 23 grudnia 1998 roku NEAR minal Erosa ze wzgledna
predkoscia 932 m/s w minimalnej odleglosci 3827 km. Z przekazanych na
Ziemie obrazów wywnioskowano, ze planetoida ma rozmiary 33 x 13 x 13 km.
To niepowodzenie pierwszego "podejscia" do Erosa nie przekreslilo jednak
mozliwosci zrealizowania celu misji w przyszlosci. Okazalo sie bowiem, ze druga
próbe wprowadzenia NEARa na orbite wokól planetoidy bedzie mozna podjac
na poczatku 2000 roku, co tez stalo sie 14 lutego. Gdy NEAR zblizyl sie
do Erosa na odleglosc 327 km, uruchomienie silnika na 57 s zmniejszylo ich
wzajemna predkosc do zaledwie 1 m/s, co spowodowalo przejecie przez Erosa
kontroli nad ruchem sondy, która stala sie w ten sposób jego ksiezycem. Eros
zostal wiec siódmym cialem niebieskim (po Ziemi, Ksiezycu, Sloncu, Marsie,
Wenus i Jowiszu), wokól którego krazy zbudowane przez czlowieka urzadzenie.
Dzien 14 lutego 2000 roku (nota bene uroczystosc sw. Walentego, czyli od
niedawna popularne takze i w Polsce "walentynki" ) zapisal sie w historii
astronomii niezwyklym wydarzeniem, za jakie trudno nie uznac utworzenia
pierwszego sztucznego satelity planetoidy; wystrzelony z Ziemi obiekt pozostal
juz na zawsze w uscisku kosmicznego Erosa.

Orbita NEARa wokól Erosa byla wielokrotnie zmieniana, co wynikalo przede
wszystkim z koniecznosci pogodzenia zadan naukowych misji z mozliwosciami
technicznymi sondy. Najdluzej NEAR pracowal na prawie kolowych orbitach
o promieniach okolo 200, 100 i 50 km, ale doprowadzono tez do jego przelotu
w odleglosci zaledwie 5,3 km od powierzchni (na wykonanych wtedy zdjeciach
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Rozwiazanie zadania F 55l.
Cialo znajdujace sie na powierzchni Ziemi
jest przyciagane do jej srodka sila

mM
Q=GW'

gdzie M to masa Ziemi, m - masa danego
ciala, a R - promien Zielni. Ale ciezar
ciala jest równy

Q=mg.

Stad

gR2G=-.
M

Masa Ziemi jest równa M = (4/3)rrR3pi ostatecznie
3g -11 2

G = -- "" 6,7·10 fi /kg· s.
4rr Rp

Rozwiazanie zadania F 552.
Pod dzialaniem sily przyciagania Slonca

MzMsG--
1'2

Ziemia porusza sie z przyspieszeniem
dosrodkowym

4rr21'

a=---y;2'
Zgodnie z drugim prawem dynamiki
mamy

stad

mozna zobaczyc szczególy o rozmiarach troche mniejszych niz póltora
metra). Analiza ruchu sondy umozliwila wyznaczenie masy planetoidy na
(6,687 ± 0,003) . 1015 kg. Sila ciazenia na powierzchni jest zatem tak mala,
ze astronauta wazacy na Ziemi np. 70 kg, na Erosie wazylby nie wiecej niz 38 g,
a predkosc ucieczki z planetoidy zawiera sie w granicach od 3,1 do 17,2 m/s.
Eros rotuje wokól osi nachylonej pod bardzo malym katem do plaszczyzny
wlasnej orbity, a okres obrotu jest równy 5,27 h. Pomiary wykonane dalmierzem
laserowym pozwolily okreslic ksztalt planetoidy, a tym samym jej objetosc.
W rezultacie gestosc materii Erosa, wynoszaca 2,67 ± 0,03 g/ cm3, udalo sie
wyznaczyc ze stosunkowo duza dokladnoscia.

Uksztaltowanie powierzchni Erosa charakteryzuje sie ogromna rozmaitoscia
struktur powstalych zapewne w wyniku silnych uderzen i spowodowanych
nimi wstrzasów, pekniec czy osuwisk. Najbardziej typowymi sa, oczywiscie,
kratery, z których najwiekszy ma srednice 5,5 km. Wsród nierównosci terenu
pojawiaja sie prostoliniowe lancuszki kolistych zaglebien, wieloksztaltne
zapadliska z plaskimi dnami, równolegle ciagnace sie wyzlobienia i rowy,
strome uskoki, pasma pagórków itp. Obserwowane utwory nie moglyby
powstac, gdyby nie zdolnosc materii powierzchniowej do ulegania trwalym
odksztalceniom, a wiec swiadczy to przede wszystkim o tym, ze Eros jest
lita bryla, a nie konglomeratem drobniejszych fragmentów tworzacych jeden
obiekt dzieki silom ich wzajemnego przyciagania grawitacyjnego. Zdziwienie
budza ogromne glazy rozrzucone po calej powierzchni Erosa. Ich rozklad nie
wydaje sie jednolity, ale nie dopatrzono sie w nim zadnych korelacji z duzymi
kraterami ani z innymi utworami rzezby terenu. Maja naj rozmaitsze ksztalty:
od wyraznie zaokraglonych jak ziemskie otoczaki bryl, po nieforemne bloki
z ostrymi krawedziami. Ich pochodzenie trudno zrozumiec. Gdyby zalozyc,
ze zostaly wybite z powierzchni podczas uderzen meteoroidów, to pojawia sie
pytanie, dlaczego nie odlecialy w przestrzen kosmiczna, skoro predkosc ucieczki
jest tak mala. A moze odlatywaly, ale krazac wokól Slonca po orbitach niemal
identycznych z orbita Erosa po jakims czasie znów trafialy na jego powierzchnie
i dlatego dzis nie obserwujemy w ich rozkladzie zadnego zwiazku z kraterami
uderzeniowymi?

Jednym z najwazniejszych wyników badania skladu chemicznego powierzchni
Erosa jest stwierdzenie jego podobienstwa do skladu meteorytów zwanych
chondrytami. Te brylki materii kosmicznej znajdowane na Ziemi sa
pozostalosciami pierwotnego tworzywa, z którego uformowaly sie planety grupy
ziemskiej. Sklad pierwiastkowy tworzacych je mineralów jest niemal identyczny
ze skladem atmosfery Slonca, jesli pominac, oczywiscie, pierwiastki lotne, czyli
przede wszystkim wodór i hel. Gdyby na powierzchni dominowala materia
zlozona z pierwiastków lekkich, to mozna by podejrzewac, ze w wyniku jakiegos
naturalnego procesu segregacji materia skladajaca sie z pierwiastków ciezszych
skupila sie w centrum bryly planetoidy. Z pomiarów pola grawitacyjnego Erosa
wyniklo jednak, ze jest on obiektem jednorodnym pod wzgledem gestosci.
Ewentualna przewaga pierwiastków lzejszych lub ciezszych moglaby tez
swiadczyc o pochodzeniu Erosa odpowiednio z warstw powierzchniowych lub
z wnetrza jakiegos wiekszego, rozwarstwionego obiektu, który ulegl rozpadowi.
Podobienstwo powierzchni Erosa do chondrytów wyklucza jednak te mozliwosci
i prowadzi do wniosku, ze planetoida ta jest prawdopodobnie najbardziej
pierwotnym cialem, które od czasu poczatkowej kondensacji przed ponad
4 miliardami lat pozostaje niezmienione, oprócz, oczywiscie, powierzchni
bombardowanej przez meteoroidy.

Zakonczenie misji NEAR-Shoemaker planowane jest w lutym 2001 roku
zrzuceniem sondy na powierzchnie planetoidy. Wlasciwie bedzie to raczej
lagodne polozenie sondy na powierzchni. Prowadzace do tego manewry
rozpoczna sie juz w polowie grudnia 2000 roku. Podczas opadania sonda bedzie
caly czas intensywnie badac powierzchnie Erosa az do utraty lacznosci, co
naj prawdopodobniej nastapi w momencie zetkniecia sie z powierzchnia.

(Artykul napisany zostal w listopadzie 2000 roku - red.)
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pozoga sposobem na inflacje?
Wedlug monetarystów zródlem inflacji jest nadmierna
emisja pieniadza przez banki centralne, niemajaca
pokrycia we wzroscie podazy dóbr i uslug. Choc nie
wszyscy zgadzaja sie z tym pogladem, to malo kto podaje
w watpliwosc negatywny wplyw inflacji przekraczajacej
kilka procent rocznie. Wydawaloby sie wiec, ze nikomu nie
powinno zalezec na hiperinflacji, przez która, ile bys nie
mial wczoraj, to nic nie bedziesz mial jutro.

A jednak od ponad 20 lat wlasnie (hiper)inflacja pozostaje
w centrum zainteresowania ... kosmologów. Wydaje sie
najlepszym wytlumaczeniem obserwowanej (i) plaskosci
(euklidesowosci ) Wszechswiata, (ii) jego jednorodnosci,
(iii) wielkoskalowej struktury i (iv) braku obserwacji
defektów topologicznych (np. monopoli). Inflacja ta
mialaby dotyczyc samej przestrzeni we wczesnej fazie
ewolucji Wszechswiata. Dzieki nadswietlnej ekspansji
(która nie jest sprzeczna z teoria wzglednosci, bo
odleglosci rosna na skutek "przybywania przestrzeni" ,
a nie ruchu w przestrzeni) Wszechswiat stalby sie
"plaski" i jednorodny, stezenie monopoli spadloby
praktycznie do zera, a kwantowe fluktuacje pozwolilyby
na zapoczatkowanie wielkoskalowej struktury.

Niestety, inflacja nie jest pozbawiona wad. Pomimo
lat prób nie udaje sie jej w zadowalajacy sposób
powiazac z teoriami kandydujacymi do wytlumaczenia
najwczesniejszej fazy ewolucji Wszechswiata, w której
najprawdopodobniej ujawniala sie kwantowa natura samej
przestrzeni (kwantowa grawitacja).

Nie my pierwsi próbujemy zrozumiec (wymyslic), jak
powstal Wszechswiat. W mysl zasady "wszystko juz
bylo" , pierwowzoru dowolnej teorii kosmologicznej mozna
doszukac sie w filozofii starozytnej.

Wedlug stoików, którzy rozpoczeli dzialalnosc w Atenach
w III wieku przed Chrystusem, a podjeli filozofie
przyrody filozofów jonskich (glównie Heraklita z Efezu),
Wszechswiat byl jednorodny, przepelniony ognistym,
materialnym tchnieniem (pneuma, 7rvc:v J.La.), które
zastapilo niematerialna forme Arystotelesa, podlegajacym
wewnetrznemu napieciu (tonos, TÓVOc;). Wedlug nich
Wszechswiat cyklicznie konczy sie i zaczyna w pozodze
(ekpyrosis, f:/i,7rv{lW(nc;), w której z pneumy, zywej, ognistej
materii powstaja pozostale trzy zywioly.

Przenikajaca wszystko "napieta" materia? Przeciez
to nic innego jak (jednowymiarowe) struny i brany
(obiekty wielowymiarowe ze wspólczesnych teorii strun).
Czy w takich teoriach jest miejsce na poczatkujaca
Wszystko kosmiczna pozoge? Okazuje sie, ze tak.
Wlasnie taki, zastepujacy (standardowa) inflacje
model zostal zaprezentowany pod koniec marca tego
roku [1]. Zamiast nadswietlnej ekspansji autorzy
odwoluja sie do "zjawisk fizycznych pojawiajacych sie
w sposób naturalny w teoriach opartych na dodatkowych
wymiarach i branach" . Niestety, naturalnosc ta jest raczej
hermetyczna dla zwyklego smiertelnika.

Popularny obrazek jest jednak na tyle sugestywny, ze
pojawil sie nawet w prasie codziennej. Operacyjny model
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zostal zbudowany w ramach tzw. heterotycznej M-teorii
(nie bedziemy blizej tlumaczyc, co to jest, przyjmijmy to
jako nazwe wlasna obiecujacej teorii wielowymiarowej,
która w niskoenergetycznej granicy zawiera model
standardowy oddzialywan fundamentalnych).

Plaski Wszechswiat spoczywa na czterech sloniach, które
stoja na wielorybie, który ... nie, zaraz, to nie ta bajka.
W tej Wszechswiat jest pieciowymiarowa czasoprzestrzenia
ograniczona dwiema (3 + 1)-wymiarowymi
hiperpowierzchniami (3-branami) oddzielonymi objetoscia
(ang: bulk volume), w której rozprzestrzeniac sie moga
jedynie oddzialywania grawitacyjne. Jedna z 3-bran
odpowiada widzialnej 4-wymiarowej czasoprzestrzeni,
a druga jest tzw. ukryta brana. Wbrew pozorom jest to
rzeczywiscie dosc standardowa i prosta konstrukcja. Piaty
wymiar zwijamy w okrag i "skladamy na pól" , tak ze
powstaja dwa wyróznione (nieutozsamione) punkty, w
których umieszczamy widzialny i ukryty swiat. Obecnosc
ukrytego swiata jest w tego typu teoriach naturalna
i pozadana.

Wekpyrotycznym scenariuszu Wszechswiat jest
poczatkowo zimny, plaski i pusty. Jedynie piaty wymiar
jest "wygiety" (ang: warped). Jego krzywizna jest mala
przy ukrytej branie i duza przy widzialnej. Spontanicznie
trzecia, "cienka" brana odrywa sie od ukrytej brany
i wolno podaza przez piaty wymiar w strone naszej,
widzialnej brany. Gdy do niej dociera, rozpala w niej
goracy Wielki Wybuch.

Scenariusz ten tlumaczy (i) euklidesowosc - warunkami
poczatkowymi niezbednymi do odtworzenia modelu
standardowego, (ii) jednorodnosc - dlugim czasem
wedrówki trzeciej brany, wystarczajacym do zaistnienia
przyczynowego kontaktu miedzy odleglymi punktami,
(iii) wielkoskalowa strukture - fluktuacjami trzeciej brany,
(iv) brak defektów topologicznych - stosunkowo niska
temperatura "zaplonu" Wielkiego Wybuchu, która mialaby
byc niewystarczajaca do wytworzenia obiektów o masie
porównywalnej z masa Plancka.

Tak przedstawiony model raczej nie budzi zaufania,
ale w pracy [1] zawarte sa twarde rachunki pokazujace
jego dzialanie. Mozliwosc stworzenia sensownej calosci
wcale nie byla oczywista. Wskazuje na zaskakujaca
przydatnosc heterotycznej M-teorii. Dodatkowo model
ten ma bezcenna zalete. Juz w niedlugiej przyszlosci moze
zostac obalony. Wprawdzie pozostawione przez niego slady
w kosmicznym promieniowaniu tla (CBR) powinny byc
takie same jak w teoriach inflacyjnych, to przewiduje on
twardsze spektrum fal grawitacyjnych. Moga one zostac
wykryte podczas przygotowanych pomiarów polaryzacji
CBR. Dokladniej: wykryte moga byc bardziej miekkie
(czerwiensze) fale wywolane przez inflacje. Ich ewentualna
detekcja wykluczylaby te antyinflacyjna pozoge.

Piotr ZALEWSKI

[1] J. Khoury, B.A Ovrut, P.J. Steinhardt, N. Turok, The
Ekpyrotic Universe: Colliding Branes and the Origin oj the
Hot Big Bang, hep-thj0103239.



mala delia

Akrobatyka na Erosie

W epoce coraz wiekszej rywalizacji mediów, ogladanie co roku tych
samych zawodów sportowych moze byc nuzace. Pojawia sie zreszta
wiele nowych, coraz dziwaczniejszych konkurencji, wszystko po to, aby
przyciagnac widza. Uatrakcyjniane sa tez tradycyjne rozgrywki, ale tutaj
mozliwosci zmiany sa niewielkie. Zawodnicy sa ograniczeni prawami
fizyki, a przede wszystkim sila ciazenia - wszystko dzieje sie na Ziemi.
Juz w niedalekiej przyszlosci bedzie jednak mozliwe przeniesienie wielu
zawodów sportowych poza nasz glob, np. na Ksiezyc albo inne ciala
niebieskie o stalej - tzn. nie plynnej - powierzchni i ni~zbyt duzej sile
Clazema.

Pod wzgledem mozliwosci reklamowych i marketingowych (miedzy
innymi ze wzgledu na sama nazwe) swietnie sie do tego moze nadawac
planetoida Eros (opisana na poprzednich stronach). Male ciazenie,
urozmaicona powierzchnia to dobry teren do przeprowadzenia zawodów
np. w gimnastyce (sportowej albo artystycznej). Zawodnicy pole do
popisu moga miec spore - poczawszy od duzo latwiejszych i dluzszych
skoków (ilez wiecej salt mozna wykonac w tym czasie!) po mozliwosc
wzbicia sie na orbite okoloerosowa (przy bardzo malej pierwszej predkosci
kosmicznej, rzedu kilku metrów na sekunde).

Na powierzchni jak to na powierzchni - w zasadzie wiemy, co jest
mozliwe, a co nie. Ciekawy jest ewentualny dodatkowy element
choreograficzny - swobodny lot po orbicie. Ograniczony zakres ruchów
gimnastyka/gimnastyczki jest niwelowany atrakcyjnoscia tego popisu
jako pewnego rodzaju nowosci. A co dopiero dodatkowa dawka emocji
zwiazana z mozliwoscia odbicia sie przez zawodnika od powierzchni
planetoidy z predkoscia ucieczki (takze w zakresie ich mozliwosci)
i poszybowania w otwarty Kosmos!

W czasie swobodnego lotu po orbicie okoloerosowej zawodniczka (skupmy
sie na paniach, chociaz nie wiem dokladnie dlaczego) nie ma punktu
podparcia. Jej srodek masy porusza sie po scisle okreslonym (przez
wartosc i kierunek predkosci poczatkowej oraz miejsce odbicia) torze, nie
mozna zmieniac jego polozenia bez uzycia sily zewnetrznej. Zawodniczka
moze co najwyzej "tanczyc" wokól wlasnego srodka masy. Czyli
w zasadzie wyciagac rece oraz nogi, albo zginac sie - poslugujac sie caly
czas tylko sila wlasnych miesni. Oczywiscie wszelkie dodatkowe silniczki,
sprytnie poukrywane, powinny byc surowo zabronione i traktowane jako
niedozwolone srodki dopingujace. Czy to nie za malo na atrakcyjne
widowisko? Popatrzmy na rysunki:
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polozenie

- - - -- - -- - -- - - --- - -- - -§rodka masy

Gdy zawodniczka unosi rece, cale jej cialo przemieszcza sie w dól, tak
aby srodek masy pozostal w tym samym miejscu. Podobnie po ugieciu
nóg czy bardziej efektownym szpagacie. Male "oscylacje" sa wiec mozliwe
do zrealizowania w takich warunkach. A jak jest z obrotami? Czy
mozna wykonac piruet w warunkach niewazkosci (poza oczywiscie takim
przypadkiem, gdy zawodniczka odbijajac sie nabiera pewnej predkosci
obrotowej)? Raczej nie (o tym jeszcze za chwile), ale choreografie mozna
wzbogacic o pare skretów typu

Jesli gimnastyczka odchyla rece w prawo, reszta tulowia obraca sie
w lewo tak, ze calkowity moment pedu zawodniczki jest zachowany
(pewne odchylenie od "pionu" spowodowane jest tym, ze rece sa polozone
duzo wyzej niz srodek masy ciala, i stad dodatkowy moment sily).
Oczywiscie nie wyglada to tak efektownie jak piruet. Mozna jednak
wykorzystujac podobny mechanizm wykonywac salta! Zawodniczka
machajac rekami w jednym kierunku moze spowodowac obrót calego ciala
w kierunku przeciwnym (rysunek obok)

Dodatkowe zginanie/wyprostowywanie nóg przyspiesza lub zwalnia
szybkosc ruchu. Gimnastyczki artystyczne maja do dyspozycji jeszcze
dodatkowe rekwizyty: pilke, wstege, obrecz lub hantle. Pilka czy hantle sa
raczej malo przydatne - raz wyrzucone nie powróca juz do zawodniczki.
Ale moga byc elementem efektownego zakonczenia wystepu - wyrzucone
"w góre" pozwola opasc z orbity na powierzchnie. Z kolei hantle w obu
rekach, ze wzgledu na ich dodatkowa spora mase, wzmacniaja efekt
podskoków i obrotów juz opisanych.

Wstega i obrecz to juz zupelnie nowe mozliwosci. Wprawiajac szarfe
w ruch obrotowy dookola siebie - tzn. przekladajac jej poczatek z reki
prawej do lewej i potem, za plecami, z lewej do prawej - tancerka zacznie
wirowac w przeciwnym kierunku. Niestety bardzo wolno, bo gestosc
materialów zazwyczaj uzywanych na wstegi nie jest duza. Ale moze
zmodyfikowane przepisy pozwola na uzywanie np. blachy stalowej?
Podobnie, majac do dyspozycji obrecz, zawodniczka moze obracac ja
dookola siebie i wirowac w srodku.

Jest jeszcze wiele innych mozliwosci urozmaicenia choreografii, np.
konkurencja zespolowa - co juz pozostawiam wyobrazni Czytelnika.

Mala Delte przygotowala Ewa CZUCHRY
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Rys. l

Rys.2

Twierdzenie Guldina
Piotr ZMIJEWSKI

Srodek masy trójkata i srodek masy jego wierzcholków pokrywaja sie. Srodki
masy okregu i kola o tym samym srodku i promieniu równiez sa identyczne.
A srodek masy pólokregu i srodek masy pólkola nim ograniczonego? Pokrywaja
sie? A jesli nie, to który z nich lezy dalej od srodka okregu?

Zanim odpowiemy na to pytanie, zauwazmy, ze na ogól wyznaczanie polozenia
srodka masy róznych bryl wymaga stosowania rachunku calkowego. Istnieja
jednak pewne triki, które pozwalaja czasem tego uniknac. Jeden z takich trików
oparty jest na nastepujacym twierdzeniu Guldina:

Jesli obracamy plaska, jednorodna i spójna (w jednym kawalku)

figure F wzgledem osi lezacej w tej plaszczyznie i nie przecinajacej
wnetrza F, to objetosc powstajacej bryly jest iloczynem pola figury F
i drogi, jaka przebyl jej srodek masy.

Jak latwo zauwazyc w przypadku przesuwania krzywej otrzymamy twierdzenie:
Jesli obracamy plaska, jednorodna i spójna krzywa wzgledem osi

lezacej w tej plaszczyznie i nie przecinajacej tej krzywej, to pole (3)
powstajacej powierzchni jest iloczynem dlugosci (L) tej krzywej

i drogi (s), jaka przebyl jej srodek masy.

Twierdzenie to jest w istocie konsekwencja twierdzenia Guldina, gdyz mozna
traktowac krzywa jako bardzo waska (o szerokosci dx) figure plaska. Wtedy
jej pole powierzchni jest L . dx, a objetosc powstajacej bryly wynosi 3· dx.
Z twierdzenia Guldina mamy: 3dx = Ldx . s, co daje 3 = Ls.·

Twierdzenie Guldina sluzy zazwyczaj do wyznaczania objetosci i pól
powierzchni bryl, mozna jednak skorzystac z niego przy wyznaczaniu srodka
masy.

Pewna rzecz wymaga tutaj wyjasnienia. Stosowanie pojecia srodka masy dla
figur trójwymiarowych jest zupelnie jasne, ale mówienie o srodku masy figur
jednowymiarowych lub dwuwymiarowych moze wzbudzac watpliwosci. Przeciez
nie maja one objetosci, a wiec nie powinny miec równiez masy! Z fizycznego
punktu widzenia, gdy mówimy np. srodek masy kola o promieniu r, mamy
wtedy na mysli punkt, do którego dazy srodek masy jednorodnego walca
o promieniu r i wysokosci H, gdy H dazy do O. Przykladowo srodki masy
okregu lub kola wygodnie sobie wyobrazac jako srodki masy jednorodnego,
cienkiego (o stalym przekroju) drutu wygietego w ten sposób, ze przypomina
okrag lub kawalka jednorodnej, cienkiej (o stalej grubosci) blachy w ksztalcie
kola.

Wrócmy teraz do naszego poczatkowego problemu i spróbujmy znalezc
polozenie srodka masy jednorodnego pólokregu o promieniu r. Wiadomo
z symetrii, ze srodek masy lezy na prostej przechodzacej przez srodek pólokregu
i prostopadlej do srednicy pólokregu (ta prosta jest jedyna osia symetrii
rozwazanej figury). Wystarczy wiec znalezc odleglosc Xl srodka masy od srodka
srednicy pólokregu (rys. 1). Jesli pólokrag obrócimy wokól srednicy tak, aby
powstala sfera, to srodek masy poruszac sie bedzie w czasie tego obrotu po
okregu o promieniu Xl, przebedzie wiec droge 27rXI' Zgodnie ze sformulowanym
wczesniej twierdzeniem, iloczyn tej drogi i dlugosci pólkola jest równy polu
powierzchni powstajacej sfery, tzn. 27rXI . 7rr = 47rr2, stad dostajemy Xl = ~r.

Rozwazmy teraz jednorodne pólkole o promieniu r. Srodek masy tej figury
lezy na jej osi symetrii, tzn. na prostej prostopadlej do srednicy pólkola
i przechodzacej przez srodek tej srednicy (rys. 2). Gdy obracamy to pólkole

wokól srednicy, powstaje kula o objetosci l7rr3, a srodek masy przebywa droge
2

27rX2. Pole pólkola wynosi 7r r2 ' wiec zgodnie z twierdzeniem Pappusa mamy

27rXrr2 = l7rr3 stad X2 = 3~ r. Warto zauwazyc, ze Xl > X2·
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Na koniec podajmy jeszcze jeden przyklad pokazujacy, ze twierdzenie Guldina
moze sluzyc w pewnych przypadkach do wyznaczania objetosci bryl. Rozwazmy
jednorodne kolo o promieniu r. Jego srodek masy lezy, oczywiscie, w srodku
kola. Wyobrazmy sobie teraz, ze kolo porusza sie w przestrzeni w ten sposób,
ze jego srodek zatacza okrag (prostopadly do kola w punkcie przeciecia
z kolem w kazdej chwili ruchu) o promieniu R. Powstaje w ten sposób detka
rowerowa, czyli torus (rys. 3). Objetosc V tego torusa zgodnie z twierdzeniem
Guldina jest iloczynem pola powierzchni przemieszczanego kola i drogi, jaka

Rys. 3 przebyl jego srodek masy, zatem: V = 21T R . 1Tr2 = 21T2Rr2 Udalo sie wiec
wyprowadzic wzór na objetosc torusa w prosty sposób, bez skomplikowanego
calkowania. Rozwazajac analogiczne przesuwanie okregu, mozemy latwo
otrzymac nastepujacy wzór na pole powierzchni torusa S = 41T2 Rr.

http://www .gimps. w.pl Liczba pierwsza Mersenne'a to liczba pierwsza postaci 2n - 1, gdzie n E N.

GIMPS czyli Wielkie Internetowe Poszukiwanie
Liczb Pierwszych Mersenne'a ma na koncie wiele
rekordów Guinnessa - juz czterokrotnie w ramach tego
matematycznego programu badawczego odkrywano
najwieksze znane podówczas liczby pierwsze. Obecna
rekordzistka ma ponad dwa miliony cyfr! Co zrobic, aby
zostac odkrywca kolejnej ogromnej liczby pierwszej?
Wystarczy odwiedzic strone http://www.gimps.w.pl.
z której mozna sciagnac za darmo najnowsze
oprogramowanie do poszukiwania tych kolosów.

Jak go uzywac, dowiemy sie z prosto napisanego
przewodnika. Wystarczy jedynie troche szczescia
i mozna zostac kolejnym wielkim odkrywca! Kazdy
zainteresowany matematyka zapewne chetnie zapozna
sie z rezultatami badan liczb pierwszych lub sciagnie
rozwiniecia dziesietne 38 liczb pierwszych Mersenne'a.
Wsród atrakcji jest takze mozliwosc subskrypcji biuletynu
z naj swiezszymi informacjami o liczbach pierwszych
i GIMPS. Autor strony zaprasza!

Krzysztof WILKOSZ

http://www.gimps.w.pl

_ Zadania

Liczba pierwsza Mersenne'a to liczba pierwsza postaci 2n - 1, gd2;ien E N.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 958. W wierzcholku Al dwunastokata foremnego AlA2 ... Al2 stoi znak
minus, a w pozostalych plusy. Mozemy dokonywac operacji, polegajacych na
zmianie znaków stojacych przy dowolnych szesciu kolejnych wierzcholkach
dwunastokata. Wykazac, ze za pomoca takich operacji nie da sie dojsc do
sytuacji, w której przy A2 stoi minus, a przy pozostalych wierzcholkach - plusy.
Rozwiazanie na str. 6

M 959. W wierzcholku Al dwunastokata foremnego AlA2 ... Al2 stoi znak
minus, a w pozostalych plusy. Mozemy dokonywac operacji, polegajacych na
zmianie znaków stojacych przy dowolnych czterech kolejnych wierzcholkach
dwunastokata. Wykazac, ze za pomoca takich operacji nie da sie dojsc do
sytuacji, w której przy A2 stoi minus, a przy pozostalych wierzcholkach - plusy.
Rozwiazanie na str. 7

M 960. W wierzcholkach pietnastokata foremnego o srodku O rozstawiono
plusy i minusy. Mozemy dokonywac operacji, polegajacych na zmianie znaków
wszystkich znaków stojacych przy wierzcholkach pewnego k-kata foremnego
o srodku O (k E {3, 5, 15}). Udowodnic, ze istnieje takie rozstawienie znaków,
ze nie da sie go za pomoca powyzej opisanych operacji otrzymac wychodzac ze
zbioru samych plusów.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 551. Obliczyc stala grawitacji przyjmujac, ze promien Ziemi jest równy
R = 6370 km, przyspieszenie ziemskie g=9,81 m/s2, a srednia gestosc Ziemi
wynosi p = 5,5 . 103 kg/m3.
Rozwiazanie na str. 8

F 552. Wyznaczyc mase Slonca, gdy znany jest okres obiegu Ziemi dookola
Slonca T i promien orbity ziemskiej r.
Rozwiazanie na str. 8
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 312 (WT=2,13) i 313 (WT=4,00)

z numeru 2/2001
Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma
Tomasz Rudny
Tomasz Wietecha
Jacek Piotrowski

- Chocianów
- Myszk6w
- Warszawa
- Tarnów
- Rzeszów

38,32
37,60
28,28
22,29
22,19

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2001
Przypominamy tresc zadan:

I (mA)
40 ----,---- ----

,

35 ----,---- ----
,

30 ----,----
,

25 - - - - ~- - - -
,

20 - -- - f - -- -
,

15 - - -- f -- --
,

10 ----~---- ----~----~-
I I l I

5 ----:----;----;'U (V)

0.5 1.5 2

314, Kula naladowana powierzchniowo stala gestoscia ladunku sklada sie z dwóch zetknietych pólkul
o tej samej masie. W wyniku wzajemnego odpychania pólkule zaczely sie poruszac i oddalily sie na
bardzo duza odleglosc (ruch zachodzi bez oporów). W którym przypadku predkosc uzyskana przez
pólkule bedzie wieksza: gdy sa przewodzace, czy gdy sa nieprzewodzace?

315, Mamy do dyspozycji dowolne oporniki oraz dowolna liczbe idealnych diod o napieciu progowym
l V (tzn. nie przewodzacych pradu przy nizszym napieciu, a przewodzacych dowolnie duzy prad przy
napieciu minimalnie wiekszym). Zaprojektowac jak naj prostszy obwód o dwóch wyjsciach, którego
charakterystyka pradowo-napieciowa jest dana na przedstawionym obok wykresie.

Poza konkursem: Czy istnialoby rozwiazanie, gdyby punkt lamanej o wspólrzednych (2; 35)
przesunac w góre do (2; 50)? (Autorowi nie udalo sie ani znalezc tego rozwiazania, ani udowodnic,
ze nie istnieje.)

314. Na przewodzacych pólkulach ladunek rozklada sie tak, aby energia potencjalna
(energia pola elektrostatycznego) byla naj nizsza - dlatego energia kinetyczna pólkul
bedzie w tym przypadku wyzsza, czyli rozbiegna sie z wieksza predkoscia, A oto
inny argument: podczas oddalania sie od siebie pólkul przewodzacych czesc ladunku
przejdzie na podstawy pólkul i beda sie one odpychac nieco silniej niz wtedy, gdy
pozostanie on rozlozony tylko na zewnetrznej powierzchni.

315. Jak sie wydaje, naj prostszymi obwodami zgodnymi z podana charakterystyka sa
dwa przedstawione obok.

Gdy U < 1 V, prad plynie tylko przez 2 galezie - przez RIoraz przez R3 i R4.
Poniewaz wedlug charakterystyki opór jest wtedy równy 100 n, wiec pomijajac
jednostki, mozemy napisac

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 409 (WT=2,13) i 410 (WT=1,19)

z numeru 11/2000
Konrad Patkowski - Gdansk 44,75
Bartlomiej Marczak - Warszawa 44,27
Pawel Kubit - Kraków 42,22
Piotr KumaI" - Olsztyn 39,50

Przemyslaw Gadzinski - Sroda. Sl. 38,19
Janusz Olszewski - Suwalki 36,60

Pan Konrad Patkowski po kilku
miesiacach milczenia znów sie wlaczyl
do gry i zakonczyl swoja druga
runde. A pana Marczaka witamy
w Klubie 44 M z kolejnym numerem
czlonkowskim 94.

1 1 1-+----
Rl R3 + R4 100

W przedziale 1 V < U < 1,5 V prad zaczyna plynac przez jedna z diod i opornik R2,

a jego natezenie jest dane wzorem

I U U U-l--+---+--
- Rl R3 + R4 R2'

czyli

f:.I = f:.U(~+ __1_+~)Rl R3 + R4 R2
Z wykresu odczytujemy f:.U= 0,5 V, f:.I = 10 mA, a porównujac z poprzednim
równaniem znajdujemy R2 = 100 n. Aby kolejne zalamanie wykresu nastepowalo przy
napieciu 1,5 V, opory R3 i R4 musza pozostawac w stosunku 1:2 (na dolnym schemacie
takze odwrotny stosunek jest dopuszczalny) - wtedy w przedziale 1,5 V < U < 2 V
prad plynie takze przez diode równolegla do opornika R4, a natezenie pradu
calkowitego wynosi

U U-l U-l1--+--+--
- RI R3 R2'

stad

(1 1 1)f:.I = f:.U RI + R3 + R2 .
W tym przedziale mamy f:.U= 0,5 V, f:.I = 15 mA, a dalej wyznaczamy Rl = 200 n,
R3 = 66,7 n i R4 = 133,3 n. Gdy napiecie przekracza 2 V, prad plynie przez dwie
polaczone szeregowo diody bez oporu.
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!=44
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/2001
Przypominamy tresc zadan:

417. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba calkowita. Znalezc najwieksza mozliwa wartosc sumy
2n

L l?r(i) - il dla permutacji ?r zbioru {l, 2, 3, ... ,2n}. Ile jest permutacji wyznaczajacych te
i=l

maksymalna wartosc?

418. Dany jest okrag rl o srodku O i promieniu r oraz dwa ustalone rózne punkty A i B na tym
okregu, w odleglosci katowej ILAOBI = 'P. Rozwazamy pary okregów stycznych wewnetrznie
do okregu rl w punktach A i B oraz wzajemnie stycznych zewnetrznie. Punkty ich stycznosci
zewnetrznej tworza luk krzywej. Obliczyc dlugosc tego luku.

417. Niech A = {l, ... ,n}, B = {n+l, ... , 2n}. Wezmy dowolna
2n

permutacje 7r zbioru A U B, dla której wartosc sumy F(7r) = L 17r(i)- il jest
i=l

mozliwie najwieksza (permutacje optymalna).

Wykazemy, ze 7r odwzorowuje zbiór A na zbiór B, a zbiór B na zbiór A.
Przypuscmy, ze tak nie jest. Wówczas istnieja elementy a E A, b E B takie,
ze 7r(a) E A, 7r(b) E B. Okreslamy permutacje 7r' zbioru A U B wzorami

7r'(a) = 7r(b), 7r'(b) = 7r(a), 7r'(i) = 7r(i) dla i i=- a, b.

Obliczamy róznice

F(7r') - F(7r) = 17r'(a) - al + 17r'(b)- bl-I7r(a) - al-I7r(b) - bl =
= 7r(b) - a + b - 7r(a) -17r(a) - al- 17r(b)- bl = /3 - a,

gdzie

/3 = 7r(b) + b - 17r(b)- bl = 2 min{b, 7r(b)} ~ 2(n + l),

a = 7r(a) + a + 17r(a) - al = 2 max{a,7r(a)} ::; 2n.

2n 2n n 2n n

F(7r)=L(7r(i)-i)+ L (i-7r(i)) = L j-Li+ L i-Lj=

418. Wezmy pod uwage dowolna pare okregów, o jakich mowa w zadaniu.
Oznaczmy ich srodki przez P i Q, a punkt ich stycznosci zewnetrznej przez X.
Zauwazmy, ze IPQI = IPXI + IQXI = IAPI + IBQI (rys. l).

Niech w bedzie okregiem wpisanym w kat AOB (rys. 2), stycznym do jego
ramion w punktach A i B. Prowadzimy prosta l:'IIPQ, styczna do tego okregu
w punkcie X' oraz przecinajaca odcinki OA i OB odpowiednio w punktach
p' i Q'. Gdyby prosta PQ byla rozlaczna z okregiem w, mielibysmy zaleznosci

j=li=n+li=lj=n+li=n+li=l

= 2((n+l) + (n+2) + ... + 2n) - 2(1 + 2 + ... + n) =
= n(3n + l) - n(n + l) = 2n2.

Jest to wiec wartosc maksymalna. Stad wynika, ze permutacjami
optymalnymi zbioru {l, 2, ... ,2n} sa dokladnie te, które odwzorowuja zbiór A
na B, a B na A. Kazda z bijekcji A --+ B, B --+ A mozna wybrac niezaleznie
od pozostalej na n! sposobów. Zatem liczba permutacji optymalnych jest
równa (n!)2.

Dostajemy nierównosc F(7r') - F(7r) = /3 - a > O, wbrew optymalnosci 7r.
Zatem istotnie kazda permutacja optymalna odwzorowuje A na B, a B na A.

Niech teraz 7r bedzie dowolna permutacja spelniajaca ten ostatni warunek.
Dla kazdej takiej permutacji otrzymujemy jednakowa wartosc F(7r):

Rys.2 IPQI < IP'Q'I = IP'X'I + IQ'X'I = IAP'I + IBQ'I < IAPI + IBQI;

a gdyby prosta PQ przecinala okrag w w dwóch punktach,
zachodzilyby nierównosci przeciwne. Otrzymana w obu
przypadkach sprzecznosc z uzyskana wczesniej równoscia
IPQI = IAPI + IBQI dowodzi, ze prosta PQ jest styczna do
okregu w; tak wiec X = X' jest punktem tego okregu.

Okrag w jest staly (nie zalezy od wyboru pary malych
okregów). Mozliwe polozenia punktu X znajduja sie na
mniejszym luku AB tego okregu i wypelniaja caly ten luk;

wystarczy bowiem w dowolnie wybranym jego punkcie X

poprowadzic styczna do w, aby w punktach jej przeciecia
z odcinkami OA i OB otrzymac srodki malych okregów,
stycznych zewnetrznie w punkcie X.

Oznaczajac srodek okregu w przez S, obliczamy dlugosc d
jego luku AB:

<p
d = ISAI ·ILASBI = T' tg - . (7r - <p).

2
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Patrz w niebo

Lipiec

Pierwsze udane zdjecie widma gwiazdy wykonal Henry Draper w 1876 r.
Gdy obserwacje takie staly sie masowe, pojawila sie naturalna potrzeba ich
uporzadkowania, czyli klasyfikacji. Dokonali tego astronomowie amerykanscy
pod kierunkiem Edwarda Pickeringa w Uniwersytecie Harvarda (Cambridge,
USA). Gigantyczna robote wykonala przy tym pani Annie Cannon, która
przejrzala okolo cwierci miliona widm i to jej zawdzieczamy do dzis
z powodzeniem stosowany system oznaczania typów widmowych gwiazd litera
i cyfra. System ten nie powstal od razu. Po ulozeniu widm w jakis pozornie
logiczny ciag pewnym charakterystycznym jego fragmentom nadano literowe
symbole "jak leci" alfabetycznie. Z czasem jednak okazalo sie, ze nie byl to
dobry pomysl, gdyz o wygladzie widma (czyli o wzglednym natezeniu linii
absorpcyjnych) decyduje temperatura powierzchni gwiazdy. Ulozenie wiec widm
wedlug temperatur zburzylo kolejnosc alfabetyczna. Najgoretsze sa gwiazdy
oznaczone pierwotnie litera O (srednia temperatura okolo 30 000 K), potem
nastepuje chlodniejsza klasa B (20000 K), dalej A (10 000 K), F (7000 K),
G (5500 K), K (4000 K) i najchlodniejsza M (3000 K). Kazda klasa dzieli sie
na 10 podtypów i np. Slonce jest typu G2 z temperatura okolo 5800 K.

I tak bylo praktycznie przez wiek. Ruch w tak nieciekawej dziedzinie, jak
klasyfikowanie, wymusila niedawno nowa technika. Bowiem obserwacje
w podczerwieni ujawnily, ze istnieje calkiem liczna grupa gwiazd
jeszcze chlodniejszych niz gwiazdy typu M, czyli ciag glówny diagramu
Hertsprunga~Russella mozna w zasadzie przedluzyc jeszcze bardziej w dól.
Grupa kalifornijskich badaczy zaproponowala dla gwiazd tego typu oznaczenie L.
Juz gwiazdy typu M sa na tyle chlodne, ze w ich widmach wystepuja pasma
zwiazków chemicznych, przy czym dominuje tlenek tytanu TiO. W widmach
gwiazd typu L, którym odpowiadalaby temperatura rzedu 2000 K, pasma
tlenku tytanu gina, za to pojawiaja sie pasma wodorków CrH, FeH i wody
oraz silne linie neutralnego cezu, rubidu i potasu. Mozliwe, ze gwiazdy typu L,
a przynajmniej najchlodniejsze z nich, to juz obiekty, którym nazwa gwiazdy
wlasciwie nie przysluguje, gdyz zródlem ich energii nigdy nie byla przemiana
wodoru w hel.

Tomasz KWAST

W letnie wieczory w calej okazalosci widac wysoko
na niebie gwiazdozbiór Smoka. Jego ogon wije
sie miedzy Wielka i Mala Niedzwiedzica, a glowa
wysunieta jest bardziej na poludnie i sasiaduje
z Lutnia i Herkulesem. Wlasnie w tej glowie znajduje
sie najjasniejsza gwiazda gwiazdozbioru, oznaczona
jednak jako "( (Etamin). Jest to gwiazda slynna
z jeszcze innego powodu. Swego czasu jej paralakse
(a wiec i odleglosc) próbowal wyznaczyc angielski
astronom James Bradley. Jego wybór padl na
te gwiazde prawdopodobnie dlatego, ze lezy ona
dosc blisko bieguna ekliptyki (dzieki czemu jej
paralaktyczne przesuniecie mozna obserwowac
w dowolnej porze roku) i w szerokosci geograficznej
Anglii (Polski zreszta tez) góruje w poblizu zenitu
(dzieki czemu atmosfera prawie nie zaklóca pomiaru
polozenia gwiazdy). Pomiar paralaksy Etamina nie
udal sie, gdyz - jak sie pózniej okazalo ~ gwiazda lezy
w odleglosci az 60 pc, za to w 1728 r. Bradley odkryl
u tej gwiazdy aberracje swiatla. Jest to pozorne
przesuniecie gwiazdy na niebie wynikajace z dodania
sie (wektorowego) predkosci Ziemi i predkosci swiatla.
Dla gwiazd polozonych w poblizu bieguna ekliptyki
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przesuniecie to przejawia sie naj silniej i wynosi 20': 5,
a wiec znacznie wiecej niz paralaksa.

Wenus jest w Byku i widac ja nad ranem. W Byku
jest tez Saturn i Jowisz - dokladniej na granicy
Byka i Blizniat. Mars jest w Wezowniku, ale blisko
Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona. Oba
te wyraznie czerwone obiekty bardzo ladnie bedzie
widac w pierwszej polowie nocy, co prawda nisko nad
horyzontem. Pelnia Ksiezyca wypada 5 VII i nastapi
wtedy czesciowe jego zacmienie, ale u nas niewidoczne.
Nów Ksiezyca bedzie 20 VII. W lipcu nastapi kilka
zakryc, ale tylko jedno widoczne z Europy. Mianowicie
Ksiezyc zakryje Saturna i Wenus 17 VII, a 19 VII
Jowisza i Merkurego. Tylko zakrycie Merkurego
bedzie widoczne z pólnocnej Europy, ale Merkurego
w ogóle trudno jest dostrzec. Co prawda szansa jakas
jest, gdyz 9 VII planeta ta bedzie w maksymalnej
katowej odleglosci od Slonca (210 na zachód).
Z Polski zamiast zakryc zobaczymy tylko zblizenia
Ksiezyca do wymienionych obiektów. Wreszcie 15 VII
Wenus i Saturn znajda sie nad ranem we wzajemnej
odleglosci ponizej stopnia.

T.K.
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DLACZEGO? (11/2)
Dzis tylko krótkie pytanie:

DLACZEGO cyfra jednosci liczby a2040 jest 9? Przeciez
cyfry jednosci wszystkich liczb an dla 3 :<:; n :<:; 2039 sa
siódemkami. A koncówki dwu-, trzy- i czterocyfrowe tez
wykazuja daleko idaca regularnosc.
DLACZEGO ta regularnosc nagle sie psuje,
DLACZEGO?

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (25)
TWIERDZENIE: Dowiesc, ze dla dowolnej liczby
calkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych
Xl, X2, ... ,Xn zachodzi nierównosc

Dowód: Dana w tresci twierdzenia nierównosc jest
równowazna nierównosci

czyli

:<:;~t(X7-lxil) ,
i=l

co daje sie zapisac w postaci

f (xo) :<:; ~ t f (Xi) ,i=l
n

gdzie Xo = * 2: Xi oraz f(x) = X2 - lxi. Tak okreslonai=l

funkcja f jest ciagla. Ponadto dla X 2: O mamy
f(x) = X2 - x, skad f"(x) = 2, przy czym w zerze
funkcja f ma prawostronna pochodna rzedu drugiego
równa 2. Podobnie dla X :<:; O mamy f(x) = x2 + X, skad
f" (x) = 2, a przy tym w zerze funkcja f ma lewostronna
pochodna rzedu drugiego równa 2. Poniewaz pochodne
drugiego rzedu lewo- i prawostronna w punkcie zero
sa obie równe 2, zatem f" (O) = 2, skad ostatecznie
f"(x) = 2 > O dla kazdego x. Zatem f jest wypukla i na
mocy nierównosci J ensena zachodzi (4.), czego nalezalo
dowiesc.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (26)
TWIERDZENIE: W czworokat wypukly mozna wpisac
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwleglych boków
czworokata sa równe.

Dowód: Zalózmy, ze w czworokat mozna wpisac okrag.
Wtedy z równosci czterech par odcinków zaznaczonych
na rysunku 1 wynika równosc AB + CD = AD + BC,
co konczy dowód wynikania w jedna strone·

W celu przeprowadzenia dowodu drugiego wynikania
zalózmy, ze dany jest czworokat wypukly ABCD,
w którym AB + CD = AD + BC. Wykazemy, ze mozna
wpisac w niego okrag. Wpiszmy w kat BAD okrag zawarty
w czworokacie i styczny do jednego z bóków BC lub CD
(bez szkody dla ogólnosci mozemy zalozyc, ze jest to
bok CD). Okrag taki uzyskujemy przecinajac dwusieczna
kata A dwusiecznymi katów B i D, a nastepnie biorac za
srodek okregu punkt przeciecia blizszy wierzcholkowi A
(rys. 2). Jezeli okrag jest styczny do boku BC, dowód
jest zakonczony. W przeciwnym przypadku prowadzimy
z punktu B styczna do okregu, az do przeciecia C'
z bokiem CD (rys. 3). Wówczas w czworokat ABC' D jest
wpisany okrag, zatem na mocy juz udowodnionej czesci
twierdzenia

AB+C'D = AD+ BC'.

Poniewaz DC' < DC oraz BC' > BC, otrzymujemy

AB+CD > AB+C'D = AD+BC' > AD+BC

wbrew zalozeniu. Dowód twierdzenia jest zakonczony.
JWR

D D D

A

Rys. l

A

Rys. 2

A

Rys. 3

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:
Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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Dodatek Olimpijski
Zadania II stopnia oraz finalu

Olimpiady Astronomicznej, Fizycznej i Matematycznej

LII OLIMPIADA MATEMATYCZNA 2000/2001
ZAWODY II STOPNIA (23-24 lutego 2001)

1. Dane sa liczby naturalne k, n wieksze od 1, przy czym
liczba p = 2k - 1 jest pierwsza. Dowiesc, ze jezeli liczba

(;) - G)
jest podzielna przez p, to jest podzielna przez p2.

2. Punkty A, B, C leza w tej wlasnie kolejnosci
na prostej, przy czym AB <BC. Punkty D, E sa
wierzcholkami kwadratu ABDE. Okrag o srednicy AC
przecina prosta D E w punktach P i Q, przy czym
punkt P nalezy do odcinka D E. Proste AQ i B D
przecinaja sie w punkcie R. Udowodnic, ze DP = DR.

3. Niech n ::::3 bedzie liczba naturalna. Dowiesc,
ze dowolny wielomian postaci

xn + an_3Xn-3 + an_4Xn-4 + an_5Xn-5 + ... + alx + ao,

gdzie co najmniej jeden ze wspólczynników ai jest rózny
od zera, ma mniej niz n pierwiastków rzeczywistych
(kazdy pierwiastek liczymy tyle razy, ile wynosi jego
krotnosc).

4. Wyznaczyc wszystkie liczby naturalne n ::::3, dla
których prawdziwe jest nastepujace zdanie:

W dowolnym n-wyrazowym ciagu arytmetycznym
al, a2, ... , an, dla którego liczba

1· al + 2· a2 + ... + n· an

jest wymierna, istnieje wyraz bedacy liczba wymierna.

5. Punkt J jest srodkiem okregu wpisanego w trójkat
ABC. Prosta AJ przecina bok BC w punkcie D.
Dowiesc, ze AJ + CD = AC wtedy i tylko wtedy, gdy
LB = 60° + iLC.

6. Dla danej liczby calkowitej dodatniej n
rozstrzygnac, czy podzbiorów n-elementowych
zbioru {l,2, 3, ... , 2n - 1, 2n} majacych sume
elementów parzysta jest tyle samo, co podzbiorów
n-elementowych majacych nieparzysta sume
elementów. Jesli nie, to rozstrzygnac, których jest
wiecej i o ile.

ZAWODY III STOPNIA (2-3 kwietnia 2001)

1. Dowiesc, ze dla kazdej liczby naturalnej n ::::2
i dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych
Xl, X2, ... ,Xn zachodzi nierównosc

2. Dowiesc, ze suma odleglosci dowolnego punktu
lezacego wewnatrz czworoscianu foremnego o krawedzi 1
od jego wierzcholków jest nie wieksza niz 3.

3. Rozwazamy ciag (xn) okreslony rekurencyjnie
wzorami

Xl = a, X2 = b,

oraz Xn+2 = Xn+l + Xn dla n = 1,2,3, ... ,

gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi. Liczbe c
bedziemy nazywac wartoscia wielokrotna ciagu (xn),
jezeli istnieja co najmniej dwie rózne liczby calkowite
dodatnie k i l takie, ze Xk = Xl = c. Wykazac, ze
mozna tak dobrac liczby a i b, aby ciag (xn) mial



wiecej niz 2000 wartosci wielokrotnych, ale nie mozna

tak dobrac a i b, aby mial on nieskonczenie wiele

wartosci wielokrotnych.

4. Dane sa takie liczby calkowite a i b, ze dla kazdej

liczby calkowitej nieujemnej n liczba 2na + b jest

kwadratem liczby calkowitej. Dowiesc, ze a = O.

5. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach

BC i CD równolegloboku ABCD, przy czym
BK . AD = DL· AB. Odcinki DK i BL przecinaja

sie w punkcie P. Wykazac, ze LDAP = LBAC.

6. Dane sa liczby calkowite dodatnie

nI < n2 < ... < n2000 < 10100. Dowiesc, ze ze zbioru

{nI, n2, ... , n2000} mozna wybrac niepuste rozlaczne
podzbiory A i B majace tyle samo elementów, taka

sama sume elementów i taka sama sume kwadratów
elementów.

Koncowa klasyfikacja

Nagroda stopnia pierwszego
Jakub BYSZEWSKI (36 pkt.), kI. IV, I LO
im. Juliusza Slowackiego w Chorzowie (nauczyciel:
Dariusz Kuzior).

Roman LOMOWSKI (35), kI. III VI LO im. Jana

i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy (nauczyciele: Henryk
Pawlowski, Lew Kurlandczyk i Anna Karaszewska).

Nagrody stopnia drugiego

Karol CWALINA (32), kI. III, XIV LO im. Stanislawa
Staszica w Warszawie (n.: Jerzy Konarski, Edward
Stachowski i Wojciech Boratynski).

Pawel WALTER (32), kI. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka,
Witold Jarnicki, Grzegorz Kapustka, Michal Kapustka, Leslaw
Skrzypek i Pawel Gniadek).

Aleksander ZABLOCKI (31), kI. II, IV LO
im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu (n.: Zbigniew
Bobinski i Maria Kobus).

Michal ADAMASZEK (30), kI. IV, V LO
w Bielsku-Bialej (n.: Tomasz Szymczyk).

Jaroslaw WRONA (30), kI. III, I LO im. Mikolaja
Kopernika w Krosnie (n.: Andrzej Bysiewicz).

Wojciech CZERWINSKI (29), kI. III, XIV LO
im. Stanislawa Staszica w Warszawie (n.: Wojciech
Boratynski, Jerzy Konarski, Edward Stachowski i Jakub Onufry
Wojtaszczyk).

Artur JEZ (29), kI. IV, XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroclawiu (n.: Stefan Mizia i Zbigniew Romanowicz).

Mateusz KWASNICKI (29), kI. IV LO im. Adama
Mickiewicza we Wroclawiu (n.: Przemyslaw Szczepaniak,
Augustyn Kaluza i Krystyna Czycza).

Pawel PARYS (29), kI. III, LO im. Stanislawa Staszica
w Tarnowskich Górach (n.: Dariusz Nowak i Józef
Kalinowski).

Marcin PILIPCZUK (29), kI. II, XIV LO
im. Stanislawa Staszica w Warszawie (n.: Agnieszka
Kalamajska, Leszek Sidz i Jakub Onufry Wojtaszczyk).

Bartosz SULKOWSKI (29), kI. IV, V LO
w Bielsku-Bialej (n.: Tomasz Szymczyk).

Slawomir DINEW (28), kI. III, Szkolny Punkt
Konsultacyjny przy Konsulacie RP w Warnie
(n.: Georgi Dimitrow).

II

Nagrody stopnia trzeciego
Krzysztof BRUNIECKI (24), kI. IV, n LO im. Marii
Konopnickiej w Inowroclawiu (n.: Malgorzata Zygora
i Henryk Pawlowski).

Lech DURAJ (24), kI. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka, Pawel
Gniadek, Leslaw Skrzypek, Witold Sarnicki, Michal Kapustka
i Grzegorz Kapustka).

Jacek JUREWICZ (24), kI. IV, n LO im. Konstantego
Ildefonsa Galczynskiego w Olsztynie (n.: Teresa Pik).

Marek MISZTAL (24), kI. In, n LO w Konskich (n.: Adam
Kowalczyk).

Dominik WOJTCZAK (24), kI. IV, nI LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni (n.: Wojciech Tomalczyk).

Jakub ZWIERZ (24), kI. IV, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu (n.: Stanislaw Bus).

Katarzyna JACHIM (23), kI. IV LO im. Komisji Edukacji
Narodowej w Stalowej Woli (n.: Waldemar Rozek).

Michal JÓZWIKOWSKI (23), kI. III, XIV LO
im. Stanislawa Staszica w Warszawie (n.: Wojciech
Boratynski, Jerzy Konarski, Edward Stachowski).

Wyróznienia
Grzegorz HERMAN (20), kI. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Urszula Szwedzicka i Pawel
Gniadek).
Aleksandra KWIATKOWSKA (20), kI. II, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu (n.: Wladyslaw Suchocki i Tomasz
EIsner).

Zywomir DINEW (19), kI. III, Szk. Punkt Kons. przy
Konsulacie RP w Warnie (n.: Georgi Dimitrow).
Bartosz DZIEWA (18), kI. II, I LO im. Tadeusza Kosciuszki
w Lomzy (n.: Piotr Lowicki).
Mateusz GORYCA (18), kI. III, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu (n.: Jerzy Nowicki).
Agnieszka OBARSKA (18), kI. IV, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu (n.: Przemyslaw Murawski).
Krzysztof DZIOLAK (17), kI. III, I LO im. Stanislawa Dubois
w Koszalinie (n.: Pawel Rudecki).
Grzegorz GUTOWSKI (17), kI. IV, V LO im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie (n.: Pawel Gniadek i Urszula
Szwedzicka) .
Jan LUSZKIEWICZ (16), kI. IV, VI LO im. Jana
Kochanowskiego w Radomiu (n.: Przemyslaw Murawski).
Tomasz WAWRZYNIAK (16), kI. III, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu (n.: Stanislaw Bus i Zbigniew
Romanowicz) .



ZADANIA ZAWODÓW I STOPNIA (druga seria)

otrzymano wykres zmian jasnosci pokazany na
rysunku.

Jakie wnioski mozna wyciagnac z przedstawionego
wykresu? Wymien przyjmowane zalozenia.

4. Wyjasnij termin ruch wsteczny cial w Ukladzie
Planetarnym i podaj jego przyklady.

1. Dwóch obserwatorów znajdujacych sie na równiku
w odleglosci 400 km mierzonej na powierzchni Ziemi
obserwowalo sztucznego satelite. Satelita poruszal sie
z zachodu na wschód. Czas, jaki uplynal od momentu
przejscia przez zenit nad jednym obserwatorem,
a nastepnie nad drugim, wynosil 60 s. Zakladajac
kolowa orbite oblicz, na jakiej wysokosci nad Ziemia
przelatywal satelita i jaka byla jego predkosc
wzgledem obserwatorów.

2. Przedyskutuj, jak dlugo trwa dzien na terenie
Polski w dniu przesilenia letniego. Taka sama analize
przeprowadz dla dnia przesilenia zimowego i dni
równonocy.

3. Podczas obserwacji zakrycia gwiazdy przez pewna
planetoide, znajdujaca sie w opozycji do Slonca,

8m

10m

1h06m30s 35 40 45 50

ZADANIA ZAWODÓW II STOPNIA

1. Kometa Hale-Bopp jest kometa dlugookresowa
i ostatnio obserwowane jej zblizenie do Slonca bylo
prawdopodobnie pierwszym w jej historii. Stad
nalezy sadzic, ze sklad materii tej komety nie zmienil
sie istotnie od momentu jej powstania. Uwaza sie
jednak, ze powstala ona wzglednie blisko Slonca
w wyniku zlepiania sie mniejszych brylek materii
kometarnej, a dopiero pózniej wywedrowala do obloku
aorta. Poczatkowy sklad komety szczególnie dobrze
powinna odzwierciedlac materia emitowana z jej jadra
w poblizu peryhelium, a wlasnie wówczas stwierdzono
duza emisje argonu i bardzo niewielka neonu. Wiedzac,
ze neon ulatuje w przestrzen juz przy temperaturze
25 K, a argon dopiero okolo 40 K, okresl miejsce
prawdopodobnego powstania komety. Dla uproszczenia
zalóz, ze promien Slonca (Rs = 7· 105 km) i jego
temperatura (Ts = 5760 K) byly wówczas takie same
jak obecnie.

2. Sonda NEAR-Shoemaker na pierwszej orbicie
eliptycznej wokól Erosa miala predkosc 1,1 m/s
w punkcie odleglym o 366 km od srodka masy
planetoidy. Nastepnie sonda weszla na ciasniejsza
orbite o wielkiej pólosi równej 50 km i o okresie obiegu

18 razy mniejszym niz na pierwszej orbicie. Wyznacz
mase Erosa i okres obiegu na pierwszej orbicie.

3. Wyobraz sobie, ze ogladasz zachód Slonca
w nietypowy sposób, poruszajac sie pionowo w góre
w jednej z przeszklonych zewnetrznych wind wiezowca
o wysokosci 600 m, stojacego na równiku ziemskim.
Dla uproszczenia dodatkowo zalóz, ze ma to miejsce
w dniu równonocy. Jak powinna zmieniac sie predkosc
windy, aby ogladany przez Ciebie obraz Slonca zostal
niejako zamrozony, tzn. aby obserwowane polozenie
Slonca wzgledem horyzontu nie zmienialo sie? Czy sa
to predkosci technicznie realne?

4. Podczas jednego z zacmien Ksiezyca wyznaczono
nastepujace wspólrzedne srodka tarczy Ksiezyca
w dwóch róznych momentach:

momentrektascensjadeklinacjadlug. eklipt.szer. eklipt.
t

a8A(3
1.

19,42 7h 20,5m+22° 26'108° 33'+0° 17'
2.

21,59 7h 26,8ffi+22° 21'noo 00'+0° 25'

Okresl wspólrzedne równikowe równonocne
i wspólrzedne ekliptyczne wezla orbity Ksiezyca oraz
moment przejscia Ksiezyca przez ten wezel.

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

1. W której z wymienionych sytuacji cien Ksiezyca
podczas calkowitego zacmienia Slonca, obserwowanego
w poludnie z centrum Polski, móglby osiagnac
najwieksze rozmiary liniowe:
a) Ziemia w peryhelium,

III

b) równonoc wiosenna,
c) przesilenie letnie,
d) Ziemia w aphelium,
e) równonoc jesienna,
f) przesilenie zimowe?



Wyznacz te rozmiary. Potrzebne dane znajdz
samodzielnie.

W skazówka. Dlugosc .6. stozka cienia podczas
zacmienia Slonca: .6. = 0,0025dsK, gdzie dSK to
odleglosc Slonce-Ksiezyc.

2. Prom kosmiczny Columbia ma mase 73,2 t.
W ladowniach promu mozna umiescic do 29,5 t
ladunku. Prom wynoszony jest na orbite za pomoca
2 silników rakietowych na paliwo stale i 3 silników
rakietowych na paliwo ciekle. Paliwo ciekle (wodór
i tlen o lacznej masie 721 t) znajduje sie w duzym
zbiorniku, odlaczanym po wykorzystaniu. Masa
pustego zbiornika wynosi 35 t. Kazda z rakiet na
paliwo stale ma mase 90 t i zawiera po 500 t paliwa.
Sila ciagu kazdego z silników na paliwo stale wynosi
12,9 MN. Silniki na paliwo ciekle dysponuja lacznym
ciagiem o wartosci 5 MN. Przy starcie promu pracuja
wszystkie silniki. Po 123 s koncza prace silniki
stalopaliwowe, po czym sa odrzucane. Silniki na
paliwo ciekle dzialaja jeszcze przez nastepne 6 minut.
Po zuzyciu calego zapasu paliwa pusty juz potezny
zbiornik po cieklym wodorze i tlenie jest równiez
odrzucany. Zakladajac, ze szybkosc spalania paliwa
stalego, jak i cieklego, jest stala w calym czasie
pracy silników rakietowych, oblicz wartosci przeciazen
odczuwanych przez zaloge promu:
a) w chwili startu calego zespolu,
b) tuz przed koncem pracy silników na paliwo stale,
c) w chwile po odrzuceniu pustych silników

stalopaliwowych,
d) pod koniec fazy startu, tj. gdy koncza prace silniki

glówne na paliwo ciekle.
Wyliczone wartosci podaj w jednostkach
przyspieszenia ziemskiego (g = 9,81 m/s2).

Czy rzeczywiscie moga podrózowac promem
kosmicznym "zwykli" ludzie (a nie tylko
wyselekcjonowani piloci mysliwców wojskowych
przecietny, zdrowy czlowiek jest w stanie wytrzymac
przeciazenia nie wieksze niz okolo 4 g)?

Wskazówka. Kierunek lotu promu kosmicznego ulega
ZmIanIe:

- w punkcie a) sila ciagu dziala pionowo w góre,
- w punkcie d) pod koniec pracy silników sila dziala

poziomo (wymaga tego idea wprowadzenia statku
kosmicznego na orbite prawie kolowa)·

- w momentach b) i c) zakladamy, ze caly zespól
startowy pochylony jest pod katem 45° do pionu.

3. Powszechnie kosmolodzy uwazaja, ze Wszechswiat
sie rozszerza, a glównym zadaniem kosmologii

IV

jest okreslenie sposobu tego rozszerzania. Zadanie
to rozwiazuje podanie zaleznosci czasowej czynnika
skali R(t), gdzie t jest tzw. czasem kosmicznym, czyli
czasem w ukladzie wspólrzednych, w którym srednia
predkosc wielkoskalowych ruchów jest zerowa - lub
inaczej - promieniowanie tla nie wyróznia zadnego
kierunku. Czynnik skali mówi, w jaki sposób zmieniaja
sie odleglosci, jezeli nie ma oddzialywania (np. dla
obiektów zbyt odleglych, by dzialaly miedzy nimi
jakies sily) - gdy w chwili tl odleglosci miedzy cialami
wynosily R(td ·l, to w chwili t2 beda wynosic R(t2) ·l,
gdzie l jest odlegloscia w chwili, gdy R(t) jest równe
jeden. Tempo rozszerzania Wszechswiata mozna wiec
zmierzyc, biorac dwa takie ciala i mierzac wzrost
odleglosci miedzy nimi. Poniewaz pomiary wykonuje
sie we wzglednie niewielkich odleglosciach, mozna
przyjac, ze dla wszystkich cial ekspansja bedzie taka
sama, bedac, po prostu, obecnym tempem ekspansji.
Z matematycznego punktu widzenia taka niezalezna
od odleglosci wartosc moze byc opisana pochodna
czasowa czynnika skali podzielona przez czynnik skali,
czyli

H = dR(t) . _1_.
dt R(t)

Wielkosc H nazywa sie stala Hubble'a i ma obecnie
wartosc okolo 70 km/(s·Mpc), a udaje sie ja
zmierzyc, korzystajac ze zjawiska przesuniecia ku
czerwieni - dlugosci fal swietlnych w wyniku biegu
w ekspandujacym Wszechswiecie ulegaja przesunieciu
opisanemu wzorem

_ .6.), _ R(tw) 1
z - T - R(te) - ,

gdzie indeksy w i e oznaczaja odpowiednio chwile
obecna i moment emisji promieniowania. W trakcie
ewolucji Wszechswiata ulega zmianie wiele jego
parametrów. Miedzy innymi zmienia sie równiez
temperatura promieniowania tla, która obecnie jest
niewielka i wynosi okolo 3 K. Zwiazek temperatury
promieniowania tla z czynnikiem skali jest bardzo
prosty i ma postac

R(t) . T = const.

Powyzsze wzory sa dokladne i niezalezne od modelu
kosmologicznego. Najprostszym, a jednoczesnie
uwazanym za dosc realistyczny, jest model
Einsteina-de Sittera, w którym zmiane rozmiarów
Wszechswiata opisuje czynnik skali okreslony
równaniem

(*) R(t)=A.t2/3,

gdzie A jest stala.
Zakladajac poprawnosc modelu opisanego wzorem (*)
oblicz

a. Jaka najmniejsza temperature mógl miec gaz,
z którego powstal Uklad Sloneczny? Wiek Ukladu
Slonecznego wynosi okolo czterech i pól miliarda
lat.

b. Jaka najmniejsza temperature moze miec gaz
w galaktykach o maksymalnym obecnie znanym
przesunieciu ku czerwieni wynoszacym okolo



szesciu? Ile procent obecnego wieku mial wówczas
Wszechswiat?

Ile lat temu powstalo promieniowanie tla oraz ile

razy rozszerzyl sie Wszechswiat od tego czasu, jezeli
powstalo ono w temperaturze 3000 K?

4. Na ksiezycu Jowisza lo wulkany wyrzucaja materie
na duza wysokosc, siegajaca 300 km nad powierzchnie
ksiezyca. Zakladajac modelowo, ze w trakcie erupcji
materia ta w kominie wulkanu spelnia równanie
Bernoulliego p + ~pv2 + pgh = const, gdzie p jest
cisnieniem, p - gestoscia wyrzucanej materii, v - jej
predkoscia w kominie wulkanu, g - przyspieszeniem
grawitacyjnym, h - wysokoscia nad ustalony poziom,
oszacuj, na jakiej glebokosci pod powierzchnia
ksiezyca znajduja sie zródla wulkanizmu lo. Wysokosc
stozka wulkanu mozna pominac.

Przyjmij, ze gestosc zewnetrznej warstwy ksiezyca
wynosi Pl = 2500 kgjm3, a gestosc wyrzucanej materii
jest dziesieciokrotnie mniejsza.

Spróbuj okreslic, jakie zalozenia upraszczajace
umozliwiaja przyjecie slusznosci równania
Bernoulliego. Czy przyjete zalozenia powoduja
przecenienie czy niedocenienie glebokosci kanalu
wulkanicznego?

5. Aparatura planetarium odtworzy wyglad nieba
z pewnego miejsca w Europie. Po krótkiej przerwie
pokazemy niebo widoczne w tej samej chwili co
poprzednio, ale z miejsca polozonego na poludniku
zerowym.

Majac do dyspozycji atlas nieba oraz rocznik
astronomiczny na 2001 rok:
1. Wyznacz z mozliwie najwieksza dokladnoscia

wspólrzedne geograficzne miejsca obserwacji
w obydwu przypadkach.

2. Wiedzac, ze aparatura planetarium symuluje
sytuacje odpowiadajaca pewnej dacie 2001 roku,
okresl ja z mozliwie najwieksza dokladnoscia.

3. Okresl pore odtwarzanej nocy.
4. Ocen wspólrzedne horyzontalne widocznych na

niebie planet w pierwszej z demonstrowanych
sytuacji.

5. Okresl wspólrzedne równikowe równonocne
widocznego na niebie mglawicowego obiektu
nie bedacego obiektem z katalogu Messiera.
W rozwiazaniu podaj wszystkie wyniki swoich
obserwacji nieba i pelne uzasadnienie odpowiedzi.

6. Oblicz z dokladnoscia do jednej minuty
moment zachodu srodka tarczy Ksiezyca w dniu

3 marca 2001 roku w Rzymie: rP R = 41° 54' (N),
AR = 12° 29' (E). Ocen wplyw paralaksy oraz refrakcji
na moment zachodu.

Laureaci

Koncowa klasyfikacja

Finalisci

I miejsce Krzysztof NALEWAJKO, kI. III, LO
im. Jana Bozynskiego w Ostródzie (nauczyciel i opiekun
przygotowujacy do olimpiady: mgr Ryszard Dakowski).

II miejsce Tomasz TYRANOWSKI, kI. III, V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel:
mgr Ryszard Zapala, opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Teresa Mach).

III miejsce ex aequo

Lech LOBODZINSKI, kI. IV, I LO im. Antoniego
Osuchowskiego w Cieszynie (nauczyciel i opiekun
przygotowujacy do olimpiady: mgr Urszula Klemczak).

Aleksander SADOWSKI, kI. III, I LO im. Ziemi
Kujawskiej we Wloclawku (nauczyciel i opiekun
przygotowujacy do olimpiady: mgr Mariusz Sobczak).

IV miejsce Marek MISZTAL, kI. III, II LO
w Konskiem (nauczyciel i opiekun przygotowujacy do
olimpiady: mgr Robert Misztal).
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V miejsce Andrzej JASTRZEBSKI, kI. IV, II LO
im. Króla Jana III Sobieskiego w Grudziadzu (nauczyciel:
mgr Jacek Chodziutko, opiekun przygotowujacy do olimpiady:
mgr Malgorzata Sróbka-Kubiak).

Pozostali uczestnicy finalu

Krzysztof BARCZYNSKI, kI. II, LO im. Boleslawa Chrobrego
w Pszczynie;
Damian BOGDANOWICZ, ki. IV, ZSO Nr 1 im. Stefana
Zeromskiego w Leborku;
Bartosz BOSOWIEC, kI. IV, I LO im. Leona Kruczkowskiego
w Tychach;
Bartosz FORNAL, kI. II, I LO im. Bartlomieja Nowodworskiego
w Krakowie;
Piotr GRUSZCZYNSKI, kI. III, I LO w Tarnowie;
Piotr GUZIK, kI. I, I LO im. Mikolaja Kopernika w Krosnie;
Michal MICHALOWSKI, kI. IV, VIII LO im. Adama
Mickiewiczaw Poznaniu;
Pawel PUTERLA, kI. III, II LO im. Mikolaja Kopernika
w Mielcu;
Adam REJ, kI. II, IV LO im. Stanislawa Staszica w Sosnowcu.
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Uzywajac metody Bohra znajdz energie stanu
podstawowego atomu helu zakladajac, ze dwa

3. Kwadratowa ramka o boku L jest zbudowana
z cienkich jednorodnych pretów, z których kazdy ma
mase m i opór elektryczny R. Ramke umieszczono
w pionowym, jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B w ten sposób, ze moze sie ona obracac
bez tarcia wokól poziomej osi pokrywajacej sie
z jednym z jej boków (patrz rysunek 2). Rozpatrz
nastepujace sytuacje:
a) W obwód ramki wlaczono zródlo stalego napiecia
zewnetrznego U (rys. 3). Wyznacz polozenie
równowagi, czyli kat odchylenia ramki od pionu.

Rys. 3Rys. 2

Wskazówka 1. Równanie ruchu ciala drgajacego
w obecnosci sily oporu proporcjonalnej do predkosci:

ma = -kx - bv,

ma dla b < 2VkTn rozwiazanie w postaci:

x(t) = Xo exp( -At) sin(wt + <P) ,

gdzie A = b/(2m) oraz w = Jk/m - A2, a Xo i <P sa
wyznaczone przez warunki poczatkowe.

Wyznacz wartosc napiecia powierzchniowego na
granicy faz miedzy woda destylowana a miedzia·
Porównaj wyniki dla drutów o róznych srednicach.
Porównaj wyniki dla drutu wytrawionego w kwasie

Wskazówka 2. Moment bezwladnosci jednorodnego
preta o masie m i dlugosci L wzgledem osi obrotu
prostopadlej do preta i przechodzacej przez jego koniec
wynosi lo = (l/3)mL2.

Zadanie doswiadczalne. Masz do dyspozycji:
- 4 kawalki drutu miedzianego o podanych

srednicach, z których 2 zostaly wytrawione
w kwasie siarkowym,

- plastikowa "slomke" do picia napojów z nacieciem
na jednym koncu oraz srube o tak dobranej
srednicy, aby mozna ja bylo "wkrecic" w slomke,

- menzurke ze skala,
- wode destylowana, papier milimetrowy,
- statyw z uchwytem oraz pudeleczka lub klocki

sluzace jako podpórki,
- igle,
- srodek odtluszczajacy, wode do plukania, bibulki

do osuszania.

b) Zewnetrzne zródlo napiecia usunieto i zwarto konce
tak, ze ramka stanowi obwód zamkniety. Nastepnie
ramke odchylono od pionu i puszczono swobodnie.
Oblicz, po jakim czasie amplituda drgan zmaleje do
polowy. Przyjmij, ze opór R jest duzy (slabe tlumienie
i zaniedbywalny wplyw samoindukcji), a amplituda
drgan jest mala (przypadek malych drgan).

q =Ze
(Z = 2)

-e

r

-e

Rys. l

elektrony kraza wokól jadra helu
po orbitach kolowych o tym samym
promieniu, pozostajac caly czas
w opozycji (rys. 1). Porównaj Twój
wynik z doswiadczalnie mierzona
wartoscia energii stanu podstawowego
atomu helu wynoszaca Eexp = -78,9 eV.
Energia stanu podstawowego atomu
wodoru wynosi Eo = -13,6 eV,
1/(47r fa) = k = 9,0.109 N·m2 /C2,
ladunek elementarny jest równy
e = 1,6· 10-19 C.

1. Zdrowe oko czlowieka akomoduje, zmieniajac
zdolnosc skupiajaca soczewki. Dzieki temu czlowiek
widzi ostro z odleglosci od 25 cm do nieskonczonosci.
Soczewki oczu pana Hilarego potrafia zmieniac swoja
zdolnosc skupiajaca w takim samym zakresie jak
oko zdrowego czlowieka. Niestety, miejsce, w którym
daja ostry obraz, nie odpowiada glebokosci galki
ocznej pana Hilarego i to do tego stopnia, ze nie
widzi on ostro z zadnej odleglosci. Okresl, jaka wade
wzroku (krótkowzrocznosc czy dalekowzrocznosc) ma
pan Hilary i podaj warunek, jaki powinna spelniac
zdolnosc skupiajaca soczewek jego okularów.

2. Niels Bohr uzyskal poprawne wartosci energii
stanów atomu wodoru, rozwazajac ruch elektronu
po orbicie kolowej przy dodatkowym warunku
kwantowania momentu pedu. Zalozyl on, ze moment
pedu moze przyjmowac tylko wartosci opisane wzorem:

2 hmer w = n- ,
27r

gdzie n jest liczba naturalna, me = 9,11 . 10-31 kg 
masa elektronu, r - promieniem orbity, w - czestoscia
kolowa ruchu orbitalnego, h = 6,63· 10-34 J·s - stala
Plancka.

VI



siarkowym i oplukanego w wodzie destylowanej oraz
dla drutu nietrawionego, a tylko odtluszczonego
i oplukanego w wodzie destylowanej. Wyznacz blad
pomiarowy i wskaz jego glówne zródla.

Wskazówka.

Kazda granice rozdzialu dwóch faz (np. woda-miedz)
charakteryzuje pewna energia powierzchniowa, która
jest proporcjonalna do wielkosci powierzchni rozdzialu
faz. Energie zwiazana z jednostkowa powierzchnia
nazywamy napieciem powierzchniowym. Dla podanego
przykladu wielkosc energii powierzchniowej granicy
powietrze-miedz mozna pominac.

ZADANIA ZAWODÓW III STOPNIA

Wskazówki:

1. Zalóz, ze promieniowanie cieplne jest jedyna forma
wymiany energii pomiedzy cialami.

2. Mozna przyjac, ze stosunek W(T)jA(T) nie zalezy
od rodzaju ciala i jest równy Wc(T).

3. Dla uproszczenia rozwaz model jednowymiarowy,
tzn. przyjmij, ze promieniowanie rozchodzi sie tylko
w kierunku x, tj. prostopadle do scianek wneki,
a otwór jest na tyle maly, ze nie zaburza stanu
równowagi we wnece.

1. Opisujac procesy promieniowania cieplnego
poslugujemy sie pojeciami zdolnosci emisyjnej
W(T) i absorpcyjnej A(T). W(T) oznacza ilosc
energii wypromieniowanej w jednostce czasu
przez jednostke powierzchni danego ciala w stanie
równowagi w temperaturze T, zas A(T) jest
wielkoscia bezwymiarowa równa stosunkowi ilosci
energii absorbowanej do ilosci energii padajacej na
powierzchnie tego ciala. Obie te wielkosci, W(T)
oraz A(T), zaleza od rodzaju ciala. Cialo doskonale
czarne jest to cialo, którego zdolnosc absorpcyjna
wynosi Ac (T) = 1. Oznaczmy zdolnosc emisyjna ciala
doskonale czarnego w temperaturze T jako Wc(T).

Oblicz predkosc katowa, jaka uzyskal korpus wiertarki,
gdy wiertlo wraz z glowica uleglo gwaltownemu
zablokowaniu w wierconym materiale.

2. Profesor Bohr wiercil otwór reczna wiertarka
elektryczna. Nagle wiertlo wraz z glowica uleglo
zablokowaniu w wierconym materiale i Profesor
zauwazyl, ze w tym momencie korpus wiertarki
szarpnal i zaczal mu sie obracac w rekach. Niniejsze
zadanie polega na ilosciowej analizie tego zjawiska.
Niech moment bezwladnosci wirnika wynosi h,
a moment bezwladnosci korpusu wiertarki wzgledem
osi wirnika wynosi 12, przy czym srodek masy korpusu
lezy na osi wirnika. Przed zablokowaniem wirnik
obracal sie z predkoscia katowa WI. Przekladnia
wiertarki wynosi k (to znaczy wiertlo obracalo sie
z predkoscia katowa WI j k).

Zalóz, ze
1) zablokowanie trwalo tak krótko, ze mozna

zaniedbac dzialanie silnika oraz sily wywierane
przez rece w tym czasie,

2) os wiertla pokrywa sie z osia wirnika,
3) mase elementów przekladni (kól zebatych) mozna

zaniedbac.

3. Wiazka dodatnio naladowanych czastek pada
centralnie na przewodzaca kule o promieniu R.
Natezenie pradu wiazki wynosi 1, a srednica wiazki
jest duzo mniejsza od srednicy kuli. Bedziemy
zakladali, ze w rozpatrywanym ograniczonym
przedziale czasu ladunek znajdujacy sie na kuli
nie zaburza ruchu czastek wiazki. Zakladamy
tez, ze wszystkie czastki padajace na kule na
niej pozostaja i nie wybijaja zadnych czastek
naladowanych. Ladunek elektryczny na kuli rosnie
wiec w czasie jednostajnie. Wyznacz indukcje B
pola magnetycznego tuz nad powierzchnia kuli
na obwodzie kola wielkiego prostopadlego do osi
wiazki. Jesli wyobrazimy sobie, ze srodek wiazki
pada na biegun poludniowy, to kolo wielkie, o którym
mowa w zadaniu, jest równikiem. Wynik porównaj
z indukcja, jaka bylaby w tym samym miejscu (na
równiku), gdyby usunac kule, pozwalajac strumieniowi
czastek kontynuowac ruch po prostej.

• otwór

x-

Na rysunku przedstawiono
wneke, która jest zbudowana
z dwóch równoleglych
plaszczyzn. Jedna z plaszczyzn
jest utrzymywana w stalej
temperaturze TI, a druga,
przeciwlegla plaszczyzna
jest utrzymywana w stalej
temperaturze T2. Plaszczyzny
stanowiace scianki wneki
wykonano z materialów o zdolnosciach emisyjnych
i absorpcyjnych odpowiednio Al (Td i WI (Td oraz
A2(T2) i W2(T2). Jak pokazano na rysunku, w drugiej
sciance znajduje sie maly otwór.
1. Oblicz zdolnosc emisyjna W powierzchni otworu

wneki pokazanej na rysunku.
2. Wykaz, ze jesli TI = T2, to powierzchnia otworu

zachowuje sie jak powierzchnia ciala doskonale
czarnego.

VII



Wyznacz indukcje pola magnetycznego B na
obwodzie dowolnego równoleznika. Znajdz granice B
w przypadku, gdy równoleznik zbliza sie do bieguna
poludniowego, czyli srodka padania wiazki, przy
zachowaniu warunku, ze obejmuje on cala wiazke·

Zadanie doswiadczalne

W starej swiatyni Majów znaleziono dziwny
przedmiot. Po blizszych ogledzinach okazalo sie, ze jest
to bardzo stary teleskop, z którego zachowaly sie
jedynie resztki tubusu z soczewka. Badacze bardzo
chcieli dowiedziec sie, w jaki sposób i z czego zostala
wykonana soczewka. W tym celu postanowili najpierw
okreslic jej parametry, tzn. znalezc jej promienie
krzywizn oraz, co najwazniejsze, wspólczynnik
zalamania materialu, z którego ja wykonano. Ze
wzgledu na ogromna wage znaleziska oraz wlasna
ciekawosc badacze chcieli wykonac pomiary na
miejscu znaleziska, bez oczekiwania na wyniki badan
w laboratorium optycznym. Przedmiotem niniejszego
zadania jest opracowanie prostej metody pomiarowej,
która moze pomóc badaczom.

Masz do dyspozycji:
1) soczewke dwuwypukla,
2) lusterko,
3) zagiety kawalek drutu,
4) statyw,
5) linijke,
6) kawalek plasteliny,
7) wode w plaskim naczyniu,
8) bibulki do osuszania,

• Zaproponuj metode umozliwiajaca wyznaczenie
wspólczynnika zalamania swiatla ns dla materialu
soczewki oraz znalezienie wielkosci jej promieni
krzywizn RIoraz R2•

• Sprawdz doswiadczalnie, czy twoja soczewka ma
takie same oba promienie krzywizny.

• Wyznacz eksperymentalnie ich wielkosc oraz
wartosc wspólczynnika zalamania ns.

• Oszacuj niepewnosci otrzymanych wyników oraz
wskaz najwazniejsze ich zródla

Przyjmij zalozenie, ze wspólczynnik zalamania
powietrza wzgledem prózni np = 1 oraz ze
wspólczynnik zalamania wody wzgledem prózni
nw = 4/3. W rozwiazaniu zastosuj przyblizenie cienkiej
soczewki.

Wskazówka. Proponowana metoda moze dopuszczac
czesciowe zanurzenie soczewki w wodzie.

Uwaga. Metody polegajace na geometrycznym
pomiarze rozmiarów soczewki, jak np. dlugosc luku
powierzchni soczewki, nie beda brane pod uwage.

Koncowa klasyfikacja

1. Mateusz Stefan KWASNICKI, kl. IV, III LO im.
Adama Mickiewicza we Wroclawiu, (nauczyciel: mgr
Agnieszka Lewanska).

2. Maciej FIJALKOWSKI, kl. IV, XIII LO im. Marii
Piotrowiczowej w Lodzi (nauczyciel: mgr Alicja Stelmach).

3. Michal Krzysztof JÓZWIKOWSKI, kl. III, XIV
LO im. Stanislawa Staszica w Warszawie (nauczyciel:
dr Elzbieta Zawistowska).

4. Adam Slawomir DZIOLAK, kl. III, IV LO im.
Hanki Sawickiej w Kielcach (nauczyciel: mgr Krystyna
Dworecka).

5. Andrzej Tomasz GORLICH, kl. IV, V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie (nauczyciel: dr
Jerzy Mucha).

6. Tomasz DORAU, kl. IV, IV LO im. Tadeusza
Kosciuszki w Toruniu (nauczyciel: mgr Hanna Osicka).

7. Tomasz Wiktor KAZIMIERCZUK, kl. II, I LO
im. Mikolaja Kopernika w Krosnie (nauczyciel: mgr
Barbara Lenert).

8. Marek Krzysztof MISZTAL, kl. III, II LO
w Konskich (nauczyciel: mgr Robert Misztal).

9. Piotr POWALOWSKI, kl. III, V LO w Zielonej
Górze (nauczyciel: mgr Józef Sozanski).
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10. Marcin Lukasz PILIPCZUK, kl. II, XIV LO im.
Stanislawa Staszica w Warszawie (nauczyciel: dr Elzbieta
Zawistowska) .

11. Sebastian Andrzej PlECHOWIAK, kl. IV, ZS
w Tarnowskich Górach (nauczyciel: mgr Aniela Napora).

12. Tomasz GUBIEC, kl. III, I LO im. Jedrzeja
Sniadeckiego w Pabianicach (nauczyciel: mgr Anna
Hartleb).

13. Dariusz Konrad KUSMIEREK, kl. IV, XXX LO
im. Jana Sniadeckiego w Warszawie (nauczyciel: dr Iwona
Ziólkowska) .

14. Bartlomiej KOCHANOWSKI, kl. IV, I LO
im. Mikolaja Kopernika w Lodzi (nauczyciel: mgr Hanna
Szyburska).

15. Miron Jacek SADZIAK, kl. III, II LO w Opolu
(nauczyciel: mgr Teresa Libura).

16. Jaroslaw Piotr WRONA, kl. III, I LO
im. Mikolaja Kopernika w Krosnie (nauczyciel: mgr
Grzegorz Depczynski).

Wyróznienia

Mateusz Kwasnicki (laureat) - za rozwiazanie zadania
doswiadczalnego.
Jakub Jasinski (finalista), I LO im. Mikolaja Kopernika w Lodzi
- za rozwiazanie zadania doswiadczalnego.


