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O Kole Matematykéow Studentéw UJ stéw kilka

Koto Matematykow Studentéw UJ im. prof. Stanistawa
Zaremby powstalo w XIX wieku, pod nazwa Kdlko
Matematyczno-Fizyczne Ucznidow UJ. ,,Zebranie
przedwstepne” odbylo sie 3 grudnia 1893. W protokole
czytamy, ze wpisowe oznaczono na 1 Kr. a wktadki
miesieczne na 40 gr. Przewodniczacym wybrano
Zdzistawa Krygowskiego. Koétko zajmowalo sie przede
wszystkim organizacja odczytéw, a po kilku latach réwniez
rozwiazywaniem proponowanych przez studentéow zadan.
Koétko byto co prawda ,matematyczno-fizyczne”, ale
tak wyktady, jak zadania byty gtéwnie matematyczne.

Zacytujmy fragment protokotu z zebrania z dn.

27 stycznia . 1901 o godzinie 10 1/4, na ktérym Ewa
Kramsztyk wyglosita wyktad ,,O funkcyach ciggltych
nierézniczkowalnych”. W dyskusyi zabral glos Kol. Hoborski;
przebiegl szybko historye tej kwestyi i wymienit nazwiska:
Ampéra, Freycineta, Bertranda, Riemanna, Hankla,

P. du Bois Reymonda i Weierstrassa. Potem strescil po krétce
zarzuty Wienera umieszczone w 90"™™ tomie Crelle’s Journal
fir d. r. u. a. Math. i wykazal bezpodstawnosé zarzutéw;
nastepnie strescil geometryczne badania tegoz Wienera nad

oo
funkcyq Weierstrassa . b™ cos(a™zm). Wreszcie zastanawia
n=0
sie nad psychologicznem wyja$nieniem dziwnego pomieszania
pojec cigglosci i rézniczkowalnosci od Eulera do Riemanna;
wyjasnia to w zupelnosci odczyt Pierponta z Kongresu
Towarzystwa matematycznego w Ameryce.

O istotnej pozycji Kotka $wiadcza m.in. zdania protokotu

z Walnego Zebrania 9 marca r. 1902: Pn. Paulina
Wasserberger zgda ogloszenia posiedzen w gazetach.

Kol. Hoborski przyrzeka to zawsze czynié¢. W roku 1902
Owczesny przewodniczacy, Antoni Hoborski, zaproponowat
»aby Kotko podjeto si¢ wydawania autografowanych
wyktadéw profesora Zaremby”. Ten, a potem i inne wykltady
pracowicie przepisywano i litografowano, a po I wojnie
$wiatowej prowadzono dziatalno$¢ wydawniczg na wielka
skale. Drukiem ukazaly sie liczne znakomite matematyczne
pozycje, od roku 1932 opatrzone wspolnym nagtéwkiem
,Bibljoteczka Koétka Mat.-Fiz. U.U.J”. Numerem pierwszym
byta ,,Arytmetyka liczb catkowitych” Wilkosza (jednoczes$nie
Kuratora Koétka). Wydawano ksiazki napisane przez

S. Zarembe, W. Wilkosza, A. Rosenblatta, A. Hoborskiego

i J. Sleszynskiego. O ,/Teorii dowodu” Sleszyniskiego S. Golab
pisal w roku 1964, ze: ,i dzis jeszcze zastugiwaltaby na
ogloszenie w obcym jezyku. Na éwczesne czasy byt to
podrecznik rewelacyjny”.

Przez lata pracy Koto dorobito si¢ wspaniatej biblioteki.
Ksiazki z niej stuzyly pomoca studentom, bioracym podczas
okupacji udziat w tajnych kompletach uniwersyteckich.

Po zakoniczeniu II wojny swiatowej Koto wznowilo prace.
Pomagano mtodszym studentom, wygtaszano referaty
naukowe, wydawano skrypty. Kuratorem Koétka byt
Franciszek Leja. Szybko jednak okazato sie, ze Koétko

nie za bardzo pasuje do planowanego modelu studenckiego
ruchu naukowego. W sprawozdaniu z zebrania zarzadu
18.05.1949 czytamy: . ..zabral glos delegat FPOS [Federacji
Polskich Organizacji Studenckich, powotanej rok wczesniej
przez Ministerstwo O$wiaty| kol. Chylyniski, ktéry dosé ostro
skrytykowat stosunek cztonkéw Kola do Zarzgdu. Wyjasnil,
ze ramowy statut i kwestia przystgpienia do reorganizacji
nie sg narzucone, lecz wigzq sie ze sprawg przebudowy
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ustroju. Chodzi tu przede wszystkim o wykonanie planu
kulturalnego. A 12.10.1950: Kol. Rumak oznajmil, iz

w zwigzku z instrukcjami otrzymanymi przez niego na
odprawie przewodniczqacych K.N. ostateczna likwidacja Kola,
oddawna juz zapowiedziana, winna nastgpi¢ koto 20go bm.
Utworzone zostang nowe Kola Naukowe, do ktorych wejdzie
ok. 20% ogélnej liczby studentéw. Biblioteke Kola przejmie
Senat Akademicki, reszte inwentarza Z.5.P. Kilka tygodni
pézniej cztonkowie Kota zastali swoj lokal zapieczetowany.

Do formalnego rozwigzania Kota jednak nigdy nie doszlo.
Co wigcej, Koto pracowalo! Tyle ze chyba chwilami bez
oficjalnie powotanych wtadz, takze bez dostepu do wlasnej
ogromnej biblioteki. .. W roku 1959 nastapila oficjalna
reaktywacja Kotla. Zebranie reaktywujace odbylo si¢

20 marca. W protokole widnieja m.in. nazwiska studentéw:
Stanistawa Brzychczego (wybranego prezesem), Stanistawa
Sedziwego (wiceprezesa), Bohdana Grella, Jézefa Niziota,
Andrzeja Pelczara, Zdzistawa Skupienia oraz dra Zdzistawa
Opiala. Dwadziescia lat pézniej profesor Sedziwy wspominal:

— Tak, prosze pana, znakomicie pamietam! To bylo w marcu.
Wie pan, ja studiowatem dwa fakultety, skonczyla sie sesja,
chciatem odpoczqc i pojechatem sobie wtedy na narty.
Studenci na zajeciach, wyciqgi chodzq puste, ja jezdze ,na
okraglo”, pogoda pickna, tak jak dzis, i nagle przychodzi od
rodzicow telegram z Krakowa, ze dzwonil profesor KrzyzZariski
i Ze mam natychmiast wracaé. Oczywiscie wracam i co sie
okazuje? Jestem potrzebny, bo trzeba reaktywowaé Kolo
Matematykéw. Taki wéciekly bylem!

Protokélt z zebrania zaczyna sie od stéw: Porzadek obrad.

1. Zagajenie — Kol. Stanistaw Sedziwy. Dalej czytamy m.in.,
ze Kol. Grell zaproponowal reaktywowanie Kola Matematykow
z tym Zeby w miejsce elitarnego (zagmugacego sie wylacznie
pracg naukowq) stworzyé masowe organizujgce Téwniez
dziatalno$é towarzysko-kulturalng miedzy poszczegdlnymi
latami. 1 tak sie stato. Przyjeto nazwe Koto Matematykdow
Studentéw UJ. Opiekunem zostal Stanistaw Gotab. Fizycy
reaktywowali swoje koto niezaleznie, p6zniej.

Koto zaczegto aktywnie realizowaé swoje zamierzenia.
Edward Tutaj, ,wepchniety” do zarzadu jesienia 1960 jako
student I roku, wspomina: Na zebraniu Zarzgdu ustalono, ze
najwazniejszq formq dzialalnosci Kola beda cotygodniowe (!)
Lodczyty naukowe”; bo Kolo jest ,Kolem Naukowym”,

a tytuly odczytow ,,dobrze wygladaje” w sprawozdaniach.

Do pierwszego zglosil sie kolega Andrzej z tytulem

, O pewnym réwnaniu diofantycznym”; do drugiego kolega
Adam z tematem ,Trygonometria sferyczna” i w ten sposéb
wyczerpat sie zbior ochotnikow. Zadecydowano, zZe ,Fdek
wyglosi trzeci odczyt, a temat poda pézZniej”. Planowanie

na tym zakonczono i zebranie zresztq tez, a ja zostatem

z problemem przygotowania odczytu. Trafitem na artykul

o 1mponugjgcym tytule ,Tendencje matematyki wspolczesne;j”.
Autorka, pracownik navkowy Instytutu Filozofii UJ, starala
sie w prosty sposob wyttumaczyé, na czym polega idea
bourbakistowskiej rewolucji w matematyce. Cze$ciowo to
rozumiatem, bo prof. Opial na wyktadach z algebry czesto
sie do idei Bourbakiego odwolywal. Powiedzialem zatem, ze
Lwprzeczytatem taki fajny artykut o tym, na czym polega to,
co nam Opial wyklada i to streszcze”. Gdy w poniedzialek,

w przeddzien odczytu, przyszediem do instytutu, zobaczylem
w zamknietej gablotce wielki plakat, na ktérym obwieszczano,
ze kol. Edward Tutaj, student I-go roku wyglosi odczyt



pt. » Tendencje matematyki wspélczesnej«”. Nie miatem
moZliwosci zdjecia plakatu. Gablotka zamknieta, rozbijaé
szyby nie chciatem. .. Wychodzqc z instytutu, zobaczyltem,
ze przed omawianym plakatem stoi profesor Wazewski,
czyta i ,,dusi sie ze Smiechu”! Widzqgc mnie, zapytal: ,No to
panie Kolego, no to jakie sq te tendencje”? Z trudem cos
wymamrotatem. .. Ostatecznie plakatu usungé nie zdolatem,
a odczyt wyglositem budzgc podziw u studentow starszych
rocznikow, ktorzy po raz pierwszy styszeli w tym kontekscie
uzywane stowo ,struktura”.

A w sgsiedniej gablocie wisialo na malej karteczce
zawiadomienie wystukane na zdezelowanym instytutowym
Lremingtonie”, ze tego samego dnia i o tej samej godzinie

w siedzibie PAN, nie opodal, wyglosi odczyt Prof. Bernard
Malgrange z Paryza na temat twierdzenia przygotowawczego
w wersji Mathera—fojasiewicza.

Pare lat pdézniej Tutaj zostal prezesem. .. Mijaty lata.
Skryptéw juz nie drukowano, ale odbywaly sie regularne
referaty studenckie, dzialata odzyskana biblioteka (po latach
sensacje wzbudzil odnaleziony rewers, podpisany przez
jednego z obecnych profesoréw UJ z wpisanym terminem
zwrotu ,+00”), organizowano bale matematykéw.

Pod koniec lat szesédziesiatych zaczely sie odbywaé wyjazdy
turystyczno-naukowe: Szkoty Letnie i Zimowe. A w roku 1970
przy Kole powstal Instytut Matematyki Najwspolczeéniejsze;.
Uczestniczacy w jego pracach studenci gromadzili osiggniecia
owej niestandardowej matematyki, czesto inspirowani
kursowymi wyktadami. Na przyktad, odkryty zostal
pélpunkt, zbiér o mocy %, czyli przedzial [a,a) — jest to
lewy pélpunkt, w odréznieniu od prawego péipunktu (a,a).
Warto wspomnieé o hipotezie kwantinuum (dla kazdego
twierdzenia istnieje taki uktad kwantyfikatoréw, przy ktérym
to twierdzenie jest prawdziwe”), czy o teorii rozbdjnika. Ta
teoria miala szerokie zastosowania, na przyktad w rachunku
prawdopodobienstwa. Ot6z: Rozbdjnik dzialajac na przedzial
[0,1] przeksztalca go w przedzial [0, —1]. W ten sposdb
rachunek prawdopodobienstwa zostal przetworzony w rachunek
nieprawdopodobienstwa. Praktyczne zastosowanie rachunku
nieprawdopodobieristwa jest nastepujgce: w dniu, w ktérym
doc. Lasota ma wyklad o godzinie 10, budzi sie On o 11,
przez co wyktad regularnie zaczyna sie z potgodzinnym
opdZnieniem.

Instytut Matematyki Najwspdlcze$niejszej preznie dziatat

w okresie, gdy prezesem Kota byt pomystodawca IMN,

Jozef Pidrek. Innym dokonaniem IMN byto notowanie
cytatéow z wyktadéw, potem wyktadowcy byli odznaczani
Brazowymi, Srebrnymi i Zlotymi Cudzystowami,

a Andrzej Lasota dorobit sie nawet Ztotego Cudzystowu ze
wstega Mobiusa. Niektére cytaty ilustrowano (i, choé IMN
od dawna nie dziala, ilustruje si¢ do dzi$).

KokMoGoRoW TO J&T . (s
GRUBA RYBA

Obecna nazwe Koto przyjeto w roku 1974. Opowiada
owczesny prezes, Antoni Leon Dawidowicz: Zgodnie

z funkcjonujgcg tradycjq przed Uroczystosciq Wszystkich
Swietych przedstawiciele Kola zlozyli kwiaty na grobie

prof. Stanistawa Zaremby. Wtedy pojawita sie inicjatywa,
by Kolu nadac jego imie. Zorganizowalismy Nadzwyczajne
Walne Zebranie, na ktorym przyjeliémy stosowng uchwale.
Popart jg opiekun Kola, prof. Jozef Siciak. Po nadaniu Kotu
imienia prof. Zaremby wystaralismy sie o tablice z nowgq
nazwqg Kota. Nasz lokal byt wtedy, niestety, wykorzystywany
jako sala wyktadowa. Narobilismy duzo klopotu, gdyz

w czasie, gdy tablice przybijalismy, w lokalu akurat odbywal
sie wyktad i prowadzgcy wyklad wielokrotnie, bezskutecznie
prosil o przerwanie pracy.

Kolo bylo wowczas ,na celowniku” Stuzb Specjalnych
PRL. W archiwach IPN znajdujq sie dokladne informacje
o wszystkim, co bylo wywieszone w gablocie Kola wraz

z yrecenzjami” informatorow.

Nie da sie ukry¢, ze niektére materialy mogty budzié
zainteresowanie. . . Na przyktad opowiadanie kryminalne
»Zbrodnia nilpotenta” autorstwa Leszka Michalika,

w ktéorym w rozdziale ,,Tajniki pewnego urzedu” czytamy
miedzy innymi:

W miejscowosci, gdzie zaszty opisane przez nas mrozgce

krew w zylach wypadki, egzystowala pewna instytucja. (...)

Instytucja nie zadowalala sie jakze przyjemnym dla niej

faktem, iz moc dowolnego jej pracownika byla funkcjq rosngcq

ze wzgledu na relacje patki, ale postanowita dodatkowo

stworzyé naukowy program uporzgdkowania wszystkich

kategorii ludzi. W tym celu opracowano trzy postulaty teorii

kategorii stosowanej:

— postulat identycznosci (wszystkich obywateli z ustalonym
wzorcem,),

— postulat zlozenia (do grobu elementéw niewygodnych),

— postulat przeniesienia (tych, ktorych zlozyé sie nie da).

Mylitby sie ten, kto by sadzil, ze dziatalno$é
humorystyczno-matematyczna (kilkanascie lat p6ézniej

Marek Kordos napisze o ,specyficznej linii metodologicznej
Krakowiakéw”, ktéra mogtaby byé nazwana humoryzmem)
byta gléwnym elementem pracy Kota. Ona jedynie wspaniale
uzupelniata referaty, Szkoty, regularne naukowe seminaria
studenckie, wycieczki, biblioteke. . .

W roku 1978 Koto, na wzor mistrzéw ze Lwowa,

otwarto ,,Herbaciarni¢ Szkocka”. Tam studenci

stawiali problemy, fundujac nagrody za u
rozwiazanie (oferowano tabliczke czekolady,

pepsi-cole, baterie ptaska; dzi§ brzmi to banalnie,

ale wtedy byly to rarytasy praktycznie nieosiggalne

w sklepach). Problemy notowano w specjalnej , Ksiazeczce
Szkockiej”. Najwieksza stawe osiaggnal problem nr 48
nazwany poézniej problemem izometrii, postawiony w roku
1979 przez Edwarda Kanie. Sformutowanie jego jest

nader proste: czy funkcja z plaszczyzny w plaszczyzne,
zachowuggca euklidesowq odleglosé 1, jest izometrig?

7 zadaniem walczyli przez rok studenci i asystenci,

w pazdzierniku 1980 rozwiagzanie podal rozpoczynajacy
studia Stawomir Kotodziej.

J

W roku 1983 odbyla si¢ w Warszawie najwazniejsza
$wiatowa konferencja matematyczna, Miedzynarodowy
Kongres Matematykéw (ICM). Koto w sposéb
niestandardowy zaznaczylto na nim swoja obecnosé.
Zorganizowano mini-turniej gry w ogérka dla obecnych tam



prezeséw Kota, a zaproszenie nan (,,Great Traditional
Meeting — Presidents’ Cucumber”) zostato powieszone obok
ogloszen o spontanicznie organizowanych mini-seminariach.

Tradycyjnie organizowane imprezy Kota wzbogacaly sie

o dalsze uatrakcyjniajace je elementy, dochodzity imprezy
kolejne. Organizowano regularne quasinaria. Quasinarium

— jest to nazwa wyjazdowego seminarium, ktére ma

si¢ do klasycznego seminarium tak, jak quasinorma do
seminormy. Na kazdej szkole i quasinarium uzdolnieni
artystycznie uczestnicy wykonywali specjalne pieczatki

z gumki-myszki. Ogtaszano coroczne Konkursy na kalendarz
i Konkursy Primaaprilisowe, ktére zaowocowaty szeregiem
niebanalnych prac, m.in. pewng praca ho,hol-bilitacyjna,
»,Przewodnikiem po Kole”, Matebajka’ i Encyklopedia
KoloMatematyczng”’. W roku 1986 odbyt! si¢ pierwszy mecz
pitkarski ,,Pracownicy—Studenci”. Pierwsza, historyczna
bramke strzelil co prawda pracownik, ale, jak twierdzili
ztosliwi, cho¢ podstawowym kryterium przy kompletowaniu
druzyny pracownikéw byla umiejetno$é odrdznienia swojej
bramki od bramki przeciwnika, to jednak nie wszyscy zostali
przetestowani w tej umiejetnosci. . .

W innej formie powrécita dziatalnosé wydawnicza.
Opublikowano dwa mini-skrypty z dorobkiem Kota

w ,matematyce na wesoto”: ,Rozmaitosci absurdalne”

(I wydanie: 19781981 — tyle trwalo zalatwianie zgody

na druk i druku; do dzi§ — 5 wydan) i ,,Rozmaitosci
usmiechnigte” (I wydanie: 1986-87; do dzi$ 6 wydan). W roku
1986 powstal tez ,,Semi-$piewnik Kota Matematykéw”.

W roku 1993/94 uroczyscie obchodzono jubileusz 100-lecia
Kota. Na specjalnie zorganizowanej sesji wystapito wielu
sweteranow” Kota, a profesor Andrzej Lasota opowiedzial,
jak w latach siedemdziesiatych rozwiazal pozytywnie
zadany mu przez ztosliwych studentéw Kota problem,

3

czy matematyka opiera si¢ na grzbietach trzech stoni.

Po prostu pokazal profesoréw Lojasiewicza, Siciaka i siebie
i stwierdzil, ze to sa te trzy stonie, na ktérych matematyka
sie opiera. . .

We wrzeéniu 1998 zorganizowano impreze majaca wywrzec
wielki wpltyw na wspolczesne dzieje Kota Matematykow

— pierwsze Warszaty. Wspomina Prezes Anna Stasica:
Koncepcja byla prosta — tygodniowy, intensywny kurs
wprowadzajgcy w tajniki wybranej dziedziny matematyki:
rano wyklady, a po poludniu zajecia w mniejszych grupach
na zasadzie cwiczen. W kolejnych latach odstapiono od

tej formuly — Warszaty Mlodych Matematykow staly sie
konferencjq studenckq. Na pierwszy ogieri wybrano geometrie
algebraiczng — podlug preferencji éwczesnego prezesa.
Warsztaty odbyly sie pod opiekq prof. Piotra Tworzewskiego
1 dr Bwy Cygan, a zajecia prowadzili pracownicy Zakladu
Geometrii Analitycznej i Algebraicznej. W ciggu tygodnia
uczestnicy zapoznali sie z teorig przeciec, geometrig rzutowg,
odwzorowaniams wielomianowymi oraz dowiedzieli sie

o efektywnych metodach w geometrii algebraiczney.

Informacja o pierwszych Warsztatach rozchodzila sie

pocztqg pantoflowq. Jedyny plakat wisial w Instytucie
Matematyki UJ. Udzial w nich wzielo zaledwie kilkanascie
0s6b, w tym dwie z Gdariska i jedna z Katowic. Z biegiem lat
Warsztaty zyskaly range miedzynarodowych.

A co sie dzieje obecnie? Glos ma Andrzej Grzesik, prezes
w latach 2006—2009: Kolo stara sie organizowaé Zycie
studenckie w Instytucie Matematyki UJ, laczqgc tradycje

z nowymi pomystami. Wcigz odbywajq sie Szkoly Letnie

i Zimowe, Quasinaria, Herbatki Szkockie, Spotkania

z Ciekawym Czlowiekiem, Naukowe Sesje Studenckie

1 mecze pitki noznej oraz siatkéwki ,Pracownicy-Studenci”.
W ostatnich latach organizowane sq cykle spotkan ,,Rozmowy
o matematyce” czy turnieje: Blefa, Ogorka i Pokera.
Warsztaty dla Mtodych Matematykéw od kilku lat sq
najwiekszq studenckq konferencjq naukowq w Polsce,
gromadzgc okolo 200 uczestnikéw i zajmujgc state

miejsce w kalendarzach wielu studentéw © doktorantow.

Na Warsztaty zapraszani sq wybitni uczeni, wydawane sg
ksiqzki zawierajgce wygtoszone wyklady, odbywa sie sesja
otwartych problemoéw. Po przeprowadzce Wydzialu na nowy
Kampus siedziba Kola wzbogacila sie o szafy biblioteczne,
nowq kanape, kacik kuchenny (z pieknymi kubkami z logo
Kola) i kilka komputeréw. W nowym lokalu Kola, gdzie
licznie gromadzq sie studenci, jest znacznie wiecej miejsca.

Co pare lat odbywa sie wielka impreza jubileuszowa

— z okazji okragtlej rocznicy powstania Kota czy tez
reaktywacji Kota. Przed spotkaniem z okazji 110. rocznicy
w Instytucie wisial olbrzymi plakat informujacy wielkimi
literami o uroczystym spotkaniu i wyktadach D. Ciesielskiej,
J. Piérka i E. Tutaja. Nie opodal, na matej kartce,
wywieszono ogloszenie o wyktadzie Bernarda Malgrange’a,
ktéry na kilka dni przyjechal do Krakowa. Jak widag,

pod pewnymi wzgledami przez lata niewiele si¢ na
matematycznym wydziale UJ zmienito.

Opracowal Krzysztof Ciesielski,
wspoélpraca: Danuta Ciesielska,
Antoni Leon Dawidowicz,

Andrzej Grzesik, Zdzistaw Pogoda,
Edward Tutaj, Anna Valette.
Rysunek na ostatniej stronie okltadki
i ilustracja cytatu: Maciej Denkowski.
Na zdjgciach: prezesi na ICM oraz
prezentacja indywidualnych ,strojéw
organizacyjnych”.




Jak matematyk rzuca igla? Mateusz WROBEL

Jest to skrét pracy uczniowskiej
nagrodzonej srebrnym medalem

w XXXII Konkursie Prac Uczniowskich
z Matematyki w 2010 roku (Olsztyn).
Autor byl uczniem I Publicznego
Liceum Ogélnoksztalcacego

im. Mikolaja Kopernika w Opolu.
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Rys. 1. Igta rzucona na podtoge z desek.

A
\

Zalozenie cigglosci funkcji f opisanej
zaleznoscia (1) w rozpatrywanej sytuacji
wydaje si¢ bardzo naturalne: bardzo
mata zmiana dlugodci rzucanej krzywej
spowoduje rowniez niewielka zmiane
warto$ci oczekiwanej liczby przecigc.

Jednym z najbardziej znanych zagadnien prawdopodobienstwa geometrycznego
jest problem igly Buffona. Tresé tego zadania zna wiele osob, ktore, nawet

jesli nie znaja sposobu rozwiazania, to wiedza, ze jest ono zwigzane z liczba .
Istotnie, pozwala to (w odpowiednim modelu matematycznym) wyznaczy¢ przez
wykonanie serii doswiadczen wartos$¢ liczby 7 z doktadnoscia zalezna od liczby
doswiadczen.

Treé¢ zadania brzmi: na podloge wylozong identycznymi, nieskonczenie diugims
deskami jedna obok drugiej (tak Ze nie ma miedzy nimi przerw) rzucamy igle

o nierozroznialnych koncach. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze igla bedzie
dotykaé miejsca styku dwdch desek?

Podloge mozemy zastapi¢ plaszczyzna podzielona rodzina prostych

rownoleglych L, reprezentujacych miejsca styku dwéch desek. Odlegtosé miedzy
dwiema kolejnymi prostymi jest réwna a — szerokosci deski. Jezeli przyjmiemy
realistyczne zalozenia, ze grubos¢ igly jest duzo mniejsza od szeroko$ci deski oraz
ze igta nigdy nie upadnie na sztorc, to mozemy traktowac ja jak odcinek o dlugoéci I.

Nie napisze kolejny raz standardowego rozwiazania — jest ono wystarczajaco
rozpowszechnione. Zastanéwmy sie nad innym podej$ciem do tego problemu.

Niech f(l) oznacza $rednia liczbe przecieé odcinka o dlugosci I z prostymi
rodziny Lq przy jednym rzucie. Zauwazmy, ze jesli nasz odcinek dowolnie
podzielimy na dwie czesci o dlugosdcei i y (oczywiscie x + y = [ oraz z,y > 0),
to warto$¢ oczekiwana liczby przecieé, liczona dla mniejszych fragmentéw, po
zsumowaniu da wartos¢ oczekiwang liczby przecie¢ dla odcinka wyjsciowego:

(1) ) = fz+y) = fx)+ f(y)

Dodajmy jeszcze jedno proste spostrzezenie: f(0) = 0.

7 powyzszej réwnosci wynika bardzo wazny wniosek: warto$é f (1) bedzie taka
sama, gdy zamiast odcinkiem bedziemy ,rzuca¢” dowolna tamana o dlugosci [

— wystarczy podzieli¢ ja na kawalki prostoliniowe i uzy¢ réwnosci (1) tyle

razy, ile tych kawalkéw bedzie. Stad dla dowolnego wielokata o obwodzie
réwnym [ w naszym doswiadczeniu otrzymamy taka sama wartosé oczekiwana
liczby przecieé¢ z prostymi z rodziny Ly jak dla iglty o dtugosci [. Te wlasnosé
maja réwniez krzywe o dlugosci [, ktére mozemy podzieli¢ na malte fragmenty
wygladajace prawie jak odcinki. Takie krzywe moga by¢ zamkniete (na przyklad
okrag spelnia powyzszy warunek). Dla uproszczenia zakladamy, Ze nie maja
samoprzecieé (czyli 6semki nie uwzgledniamy).

Zaleznosé (1) jest réwnaniem funkcyjnym, zwanym rdwnaniem Cauchy’ego, ktére
przy zalozeniu ciaglosci szukanej funkcji f spelniaja tylko funkcje liniowe:

(2) ft) = ct,
gdzie c jest stala. Stala ¢ mozna wyznaczy¢, zauwazajac, ze okrag o promieniu
r = 5, przy dowolnym ulozeniu na rozwazanym podiozu, zawsze bedzie miat
doktadnie dwa punkty wspélne z narysowanymi prostymi. Obwdd tego okregu
wynosi [ = am, stad

, 2= f(ar) =c-am,

a wigc ¢ = =.

Zauwazmy, ze odcinek o dlugosci I < a moze przeciaé¢ co najwyzej jedna prosta
z rodziny L,. Zatem w tym przypadku

f)=1-p+0-(1-p)=p,
gdzie p jest szukanym prawdopodobienstwem przeciecia odcinka i prostej z L.
To daje nam oczekiwany wynik:

p=fl)=c=

Stad wlasciwie ,za darmo” otrzymujemy dowdd twierdzenia Barbiera. Zanim
przejdziemy do szczegdlow, zwroémy uwage, ze do wyznaczenia stalej ¢
z réwnosci (2) moze postuzyé dowolna krzywa o nastepujacej wlasnosci:
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A

Rys. 2. Trojkat Reuleaux.

Niech punkty A, B, C beda wierzchotkami
tréjkata rownobocznego. Zakreslmy tuk
laczacy punkty B i C i majacy Srodek

w punkcie A. Analogicznie zakre$lamy
tuki od punktu C do A i érodku w B oraz
od A do B o $rodku w C. Luki te tworzg
tréjkat Reuleaux.

8

Ly

Rys. 3. Iglta rzucona na plaszczyzne
podzielong rodzinami prostych Ly i Lo.

Rys. 4. Zbiér C zdarzen, w ktérych igla
przecina prosta z Ly i prosta z Lo.

Rys. 5. Mur z cegiel.

przy kazdym potozeniu takiej krzywej na naszym podtozu, podzielonym
prostymi réwnolegtymi z rodziny L;, przecina sie ona z prostymi w dokladnie
dwdéch punktach. Takie krzywe nazywaja si¢ krzywymi o stalej szerokosci,

a najpopularniejszym przyktadem takiej krzywej, réznym od okregu, jest trdjkat
Reuleaux. Dodajmy jeszcze, ze réznych, parami niepodobnych krzywych, o stalej
(i ustalonej) szerokosci jest nieskoficzenie wiele.

Twierdzenie (Barbier, 1860). Figury o stalej szerokosci a majg jednakowe
obwody rowne am.

Dowdd. Zatézmy, ze F jest figura o stalej szerokosci a. Figura F' dowolnie
umieszczona na plaszczyznie z narysowang rodzinag prostych L; bedzie mie¢
doktadnie dwa punkty wspdélne z tymi prostymi. Jesli [(F) oznacza obwod
figury F', to bezposrednio z definicji funkcji f mamy

fa(F) =2.

) =2 -t, i dlatego

2

I(F)=—" UF).
FU(F) = = 1(F)
Skad natychmiast otrzymujemy [(F') = aw — obwdéd figury F' zalezy wiec jedynie
od szerokosci a. O

Z drugiej strony wiemy juz, ze f(t

2

Zajmijmy sie teraz nieco innym zadaniem. Dorysujmy na plaszczyznie rodzine
prostych réwnoleglych Lo, takich ze odlegto$é miedzy dwiema kolejnymi
prostymi z tej rodziny jest rowna b, a rodzina prostych Lo przecina proste L
pod danym katem 3 € (0, 7]. W ten sposéb otrzymujemy ptaszczyzne podzielong
prostymi na przystajace réwnolegltoboki. Obliczmy prawdopodobienstwo tego,

ze igla przetnie rownoczes$nie ktérakolwiek z prostych rodziny L i prostych
rodziny Lo w tej, nieco ogdlniejszej, sytuacji. Ponizej przedstawie rozwiagzanie
metoda ,standardowa”, jednak zachecam do poszukiwania metody podobnej do
powyzszej, za pomoca réwnania funkcyjnego.

Polozenie igly w tym przypadku najlepiej okredlié, znajac kat a € [0, 7) miedzy
igla a prosta rodziny Ly, odlegtos¢ dy < § srodka igly od najblizszej prostej

z rodziny L oraz odleglosé do < % srodka igly od najblizszej prostej rodziny Lo.

Przestrzenia zdarzen elementarnych € jest zbiér

Q=10,7) x [0%} X {0,;].

Igla przetnie proste, gdy parametry (a, dq,ds) €  spelniaja warunki

3) C'{%sin|o¢—ﬁ|>al27

%sina >d.

Do obliczenia miary (objetosci) powyzszego podzbioru C' przestrzeni (2 mozemy
wykorzystaé regule Cavalieriego: zeby otrzymac objetosé C', catkujemy wzgledem
t € [0,7) pola przekrojéw C' plaszczyznami o = t. Latwo sprawdzié, ze kazdy
przekroj figury C' plaszczyzna o = ¢ dla ¢ € [0,7) jest prostokatem o wymiarach
é sin [t — B na % sint. Otrzymujemy wiec

F ! i !
|C\:/0 isin(ﬂa)'isinada+/ﬁ §Sin(afﬂ)~§sinada:
2

. ™
= Z(smﬂﬂcosﬁqt 50055).

Gdy a,b > [, szukane prawdopodobienstwo wyraza sie przez stosunek objetosci
obszaru C' do objetosci prostopadtoscianu

IC|  PP(sinB+ (5 — ) cos 3)
w N abm ’

Mozna zastanawia¢ sie nad podobnymi zagadnieniami: na przyktad,
ciekawy wydaje sie rzut igta na plaszczyzne z narysowana mozaika ztozona
z przystajacych prostokatéw, tworzacych ,mur z cegiel”. Rozwiazanie tego
problemu pozostawiam Czytelnikom.

5



{ [
\ \ /
N\
\ - < \
~
\
( \
|
\l
o
/ -~

*uczen, I Spoleczne LO
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**doktorant,
Department of Mathematics,
University of Pittsburgh,
Department of Philosophy,
Carnegie Mellon University

Jak zaparkowaé¢ samocho6d?
Aleksander HORAWA™, Krzysztof KAPULKIN ™

Rozwazmy nastepujacy problem: na pewnym parkingu znajduje sie n miejsc,
ustawionych w rzedzie, ponumerowanych liczbami naturalnymi 1,2,.... n.
Kazdy z parkujacych tam n kierowcow ma swoje ulubione miejsce: dla i-tego
kierowcy niech bedzie to miejsce o numerze a;, przy czym dla réznych kierowcdw
miejsca te nie musza by¢ rézne. Kierowcy przyjezdzaja kolejno na parking: kiedy
i-ty kierowca wjezdza na parking, jedzie az do swojego ulubionego miejsca,

a nastepnie, jesli jest wolne, parkuje tam, jesli za$ jest zajete, parkuje na
nastepnym wolnym miejscu. Jesli wszystkie nastepne miejsca sa zajete, odjezdza.
Sprobujemy okresli¢ liczbe wszystkich takich ciagéw preferencji (a1, as, ..., a,),
ze wszystkim kierowcom uda si¢ zaparkowaé swoje samochody.

Ciag (a1, as,...,a,) o wyrazach w zbiorze {1,2,...,n} bedziemy nazywaé funkcjqg
parkingowq dlugosci n, jesli wszystkim kierowcom uda sie zaparkowaé¢ samochody.

Na poczatek zobaczmy, ile wynosi liczba funkcji parkingowych dlugosci n dla

n = 2 in = 3. Mamy mianowicie:

e dla n = 2 trzy takie ciagi: 11, 12, 21,

e dla n = 3 szesnascie takich ciagéw: 111, 112, 121, 211, 113, 131, 311, 122,
212, 221, 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Problem wyznaczenia wszystkich funkcji parkingowych dlugoéci n zostat

rozwiazany przez Pyke’a w 1959 roku oraz niezaleznie przez Konheima i Weissa

w 1966 roku. Okazuje si¢ mianowicie, ze zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Liczba wszystkich funkcji parkingowych dlugosci n wynosi
(n+41)" L.

Dowdd. Zmodyfikujmy nieco nasz problem: na poczatku parkingu (tj. przed
miejscem o numerze 1) dodajemy miejsce o numerze 0. Ponadto pozwalamy
kierowcom, ktorym nie udato sie zaparkowaé zgodnie ze starymi regulami,
przejechaé przez parking po raz drugi, poczawszy od miejsca 0, az do pierwszego
wolnego miejsca.

Oczywiscie, teraz wszystkim kierowcom uda si¢ zaparkowaé samochody, a jedno
miejsce pozostanie wolne. Latwo zauwazyé, ze ciag (ay,as, ..., a,) jest funkecja
parkingowa wtedy i tylko wtedy, gdy po zaparkowaniu samochodéw przez
wszystkich kierowcow miejsce 0 pozostanie wolne.

Niech (a1, as,...,a,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach w zbiorze
{1,2,...,n}. Jesli zgodnie z tym ciagiem i-ty kierowca zaparkuje na miejscu p;,
to (dla j € {1,...,n}) zgodnie z ciagiem

<CL1 +j7a2 +j7"'7an +]>

(oczywiscie modulo n + 1) zaparkuje na miejscu (p; + j) mod (n + 1).

Dla kazdego ciagu (ay,...,a,) o wyrazach ze zbioru od 1 do n rozwazmy zbior:
(*) {<a1 +.7a a2 +.7a ceeyQp T+ .]> mod (n + 1)}]‘:0,1,4..,17,-
Kazdy taki ciag wyznacza n-elementowy podzbiér zbioru {0,1,...,n} — zbiér

tych miejsc, na ktérych zaparkuja kierowcy. Odwrotnie: kazdy taki podzbioér jest
wyznaczony przez pewien ciag postaci (a; + j,as + j,...,an + j) mod (n+1).
Oczywiscie, tylko jeden n-elementowy podzbiér zbioru {0,1,...,n} nie zawiera
liczby 0, a zatem tylko jeden ciag z powyzszego zbioru jest funkcja parkingowa.
Suma wszystkich zbioréw (x) jest zbiorem wszystkich ciagéw dlugosci n o wyrazach
ze zbioru {0,1,...,n}. Liczba takich ciagéw wynosi (n + 1)". Zatem liczba
funkcji parkingowych dlugosci n musi byé réwna

(n+1)"

n+1

Funkcje parkingowe, o ktérych mowa w powyzszym twierdzeniu, znalazly szereg
zastosowan w kombinatoryce, a w szczegélnosci w teorii graféw. Jako przyktad

=(n+1)""" O
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Las, jak latwo si¢ domysli¢, to po prostu
zbiér drzew. A las ukorzeniony to zbiér
drzew ukorzenionych.

Wskazéwka. Udowodnij (przez indukcje),
ze ciag (a1, az,...,an) jest funkcjay
parkingowa wtedy i tylko wtedy, gdy
jego niemalejgca permutacja jest
funkcja parkingowa.

Flexor Connelly’ego

Prawie dwiescie lat temu Augustin Cauchy udowodnit, ze
wieloscian wypuktly, ktéry ma sztywne $ciany, jest caly sztywny,
chocby jego krawedzie byly wyposazone w najlepsze zawiasy.

I postawil problem, czy zalozenie wypuktosci jest konieczne.

W 1978 roku Robert Connelly pokazal wieloécian, ktérego siatka
jest na rysunku. Nalezy ja sklei¢ tak, by kolorowe krawedzie
zwrocone byly ,ostrzem” na zewnatrz, a czarne — do wewnatrz.
Wieloscian ten jest flexorem, czyli wieloscianem, ktéry moze sie

odksztalcaé bez odksztalcania Scian.

Flexor Connelly’ego najlepiej wykonaé dla nastepujacych

wymiaréw krawedzi:

AK =AL=FK=FL=HK =HL=KM = LM = 15a,

AB = AC =BC =DFE =DF = EF =9, AM = FH = 4a,
AD =BE=CFE=HM =12a, BD =CF =CK = DL = 16a,
CG = 1la, EG = 5a, FG = 7a; rozsadnie jest przyja¢ a =1 cm.

m Zadania

Ao 1 C

dl IE

Ry

Bo

Rys. 1

mozna przytoczy¢ twierdzenie Sylvestera, Borchardta i Cayleya méwiace o tym,
ze liczba wszystkich laséw ukorzenionych o n ponumerowanych wierzchotkach
jest rowna liczbie funkcji parkingowych dlugosci n. Czytelnik moze w charakterze
prostego ¢wiczenia sprobowaé wykazaé, ze liczba niemalejacych funkcji

parkingowych wynosi doktadnie
1 2n
n+1\n /)

Na koniec powiedzmy, ze liczby tej postaci, zwane liczbami Catalana, wystepuja
w wielu miejscach w bardzo réznych dziedzinach matematyki. Kombinatorycznie
liczby Catalana mozna zdefiniowaé na ponad 60 réznych sposobéw. Dla przyktadu,
liczby Catalana to: liczba poprawnych nawiasowan przy uzyciu n par nawiaséw,
liczba ciagdéw zero-jedynkowych zdominowanych przez 0, liczba triangulacji

(n + 2)-kata wypuktego. Ale to juz zupelnie inna opowiesé.

M. K.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 781. Jaki jest opér miedzy punktami A i B sieci pokazanej na rysunku 17
R =98, Ry =6 (.
Rozwiazanie na str. 24

F 782. Dla obwodu z rysunku 2 wyznaczy¢ warto$é¢ R, taka ze moc wydzielana
miedzy punktami A i B jest maksymalna.
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Przemystaw MAZUR

M 1303. Czescia wspolna dwoch przystajacych kwadratow jest osmiokat. Jego
boki bedace na obwodzie jednego z kwadratéw oznaczamy ciagta linia kolorowa,
a boki na obwodzie drugiego — przerywana. Udowodnié, ze suma dlugosci
odcinkéw ciaglych jest rowna sumie dtugosci odcinkéw przerywanych.
Rozwiazanie na str. 9

M 1304. Dane sa takie liczby niewymierne dodatnie p, g, ze % + % =1
Udowodni¢, ze kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz
w doktadnie jednym z ciagéw (|np])S,, (|ng))se,.

Rozwiazanie na str. 14

M 1305. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb caltkowitych dodatnich m,n i dla
dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych x,y spelniajacych warunek x +y =1
zachodzi nieréwnos$é (1 — ™)™ + (1 —y™)™ > 1.

Rozwiazanie na str. 8
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Patrz tez strona 15.

w

Rozwigzanie zadania M 1305.
Rozwazmy plansze o wymiarach

m X n i na kazdym polu dokonajmy
losowania: z prawdopodobienstwem x
postawimy tam bialy pionek,

a z prawdopodobienstwem y =1 —
— czarny. Wowczas prawdopodobienstwo
tego, ze na kazdym z m pdl wybranej
kolumny stoi bialy pionek, jest
réwne z'". W takim razie 1 — 2™ to
prawdopodobienstwo tego, ze w tej
kolumnie znajdzie si¢ chociaz jeden

™)™ mozemy

pionek czarny, a (1 — z
zinterpretowac jako szanse na to, ze

w kazdej kolumnie bedzie przynajmniej
jeden czarny pionek. Podobnie (1 — y™)™
to szansa zdarzenia, ze w kazdym wierszu
jest co najmniej jeden bialy pionek.
Zauwazmy jednak, ze ktéres z tych
zdarzen musi wystapi¢, poniewaz jezeli
jakad kolumna zawiera same biate pionki,
to w kazdym wierszu jest juz bialy
pionek. To dowodzi podanej nieréwnosci.

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Od paraboli do podzialu sekretu
Tomasz KAZANA*

Zaczniemy od przypomnienia kilku podstawowych wlasnosci wielomianéw
nad liczbami rzeczywistymi. Skupmy sie najpierw na funkcji kwadratowej
f(x) = az? + bz + c. Bedzie nas interesowalo to, ile informacji potrzebujemy,
zeby ustali¢ parametry a, b i ¢. Na przyklad, jesli znamy dwa punkty

P = (z1,11), Q = (z2,y2), przez ktére przechodzi szukana ,szkolna”
parabola, to wiemy jeszcze zbyt mato. Co to znaczy? Wezmy dla
przyktadu P = (0,1) oraz @ = (2,0). Latwo sprawdzié, ze zaréwno
funkcja fi(x) = —%xz +1,jak i fo(z) = 2% — gm + 1 spelniaja nasze
oczekiwania, tzn. oba punkty leza na wykresach obu funkcji. Okazuje sie,
ze zawezenie kryteriéw do trzech punktow sprawia, iz znajdziemy

co najwyzej jedno rozwiazanie. Faktu tego nie bedziemy Scisle dowodzic,
intuicja powinna jednak podpowiadaé, ze wlasnie trzy punkty sa
konieczne i wystarczajace. Dlaczego? Jeden punkt przektada sie na jedno
réwnanie liniowe z trzema niewiadomymi a, b, c¢. Trzy takie punkty daja
trzy réwnania.

Podana wyzej wlasnos¢ funkcji kwadratowej uogélnia sie na wielomiany
wyzszych stopni. Sformutujemy odpowiednie twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jesli liczby rzeczywiste x1,xa, ..., Tny1 S¢ parami rozne, to
przez ustalone punkty Py = (x1,y1), P2 = (22,92), -+ Pag1 = (Tng1, Ynt1)
przechodzi wykres doktadnie jednego wielomianu nad liczbami rzeczywistymi
stopnia co najwyzej n.

Mozemy to uogélni¢. Ot6z twierdzenie jest wciaz prawdziwe, jedli zmienimy
zbiér, nad ktérym rozpatrywane sa wielomiany. Przykladowo, w $wiecie
liczb zespolonych to réwniez jest prawda. Dla os6b zaznajomionych
z podstawami algebry bedzie jasne, jesli powiemy, ze jest ono prawdziwe
nad kazdym cialem. Dla naszych rozwazan nie bedzie potrzebna dokladna
definicja tej struktury. Zajmiemy si¢ jednym konkretnym przyktadem.
Ot6z niech p bedzie liczba pierwszg oraz niech Z, bedzie zbiorem liczb
naturalnych od 0 do p — 1. Skojarzymy z tym zbiorem dzialania dodawania
i mnozenia. Przyjmiemy, ze aby dodaé¢ dwie liczby z tego zbioru, dodajemy
je w sposob tradycyjny, po czym jako wynik bierzemy reszte z dzielenia
przez p. Dla mnozenia robimy analogicznie. Ponizszy przyktad ilustruje
te definicje dla p = 13:

3+11=1, 4-6=11, 9-9+10=0.
Nad taka dziwaczna struktura bedziemy badaé tradycyjne wielomiany. Ponownie
przyjmijmy p = 13 oraz wy(z) = 2% + 22 + 6, wa(x) = 2° + 3, w3(r) = = + 4.
Mamy woéwcezas przyktadowo:

’UJ1(4) = 11, w2(4) = 0, ’LU3(10) =1.

Jak uprzedziliSmy, w tym Swiecie réwniez zachodzi twierdzenie o wielomianach.

Twierdzenie 2. Jesli elementy ciala x1,%2,...,Tni1 € Zy S¢ parami 1ézne,
to przez ustalone punkty Py = (x1,y1), P> = (22,92), .., Pag1 = (Tnt1, Ynt1)
przechodzi wykres dokladnie jednego wielomianu nad Z, stopnia co najwyzej n,
o0 ile n < p.

A gdzie w tym wszystkim podzial sekretu? Jeszcze chwila cierpliwoéci

i wszystko sie wyjasni. Mamy juz potrzebny aparat matematyczny, czas wiec
na ogd6lne wprowadzenie w problematyke sekretow, spiskéw i wzajemnej
nieufnosci.

Rozwazmy uproszczona sytuacje: pewna grupa k oséb ma jakis wspolny
sekret, M, ktory interpretujemy jako jedna liczbe z zakresu O,...,p — 1,

czy raczej — méwiac jezykiem algebry — jako element ciata Z,. Chcemy jakos
rozdzieli¢ informacje o M wéréd grupy, aby uzyska¢ nastepujacy poziom
bezpieczenstwa sekretu M.
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Poziom bezpieczenstwa 1 da sie uzyskaé
znacznie proéciej, niz opisano to

w artykule. Wystarczy pierwszym

k — 1 osobom przydzieli¢ losowe liczby ¢;,
a ostatniej liczbe

k—1
M — E 0.
=1

Jednak pomyst wykorzystujacy wlasnosci
wielomianéw uogdlnia si¢ na inne
problemy (np. te podane w dalszej czesci
artykutu), ktérych nie da sie rozwigzaé
az tak trywialnie.

Rozwigzanie zadania M 1303.
Zauwazmy, ze oprécz oSmiokata powstalto
osiem podobnych tréjkatéw,

w kazdym z ktérych stosunek sumy
dlugosci przyprostokatnych do dlugosci
przeciwprostokatnej jest réwny a.
Oznaczajac sume dlugosci kolorowych
odcinkéw ciaglych przez x, a przerywanych
przez y, widaé, ze obwéd jednego kwadratu
jest réwny x + ay, a drugiego y + az, co
po przyréwnaniu daje x = y.

Poziom bezpieczenstwa 1. Dowolna podgrupa liczgca k — 1 0séb nie jest
w stanie odtworzyc sekretu M na podstawie informacji posiadanych przez
cztonkow podgrupy. Pelna grupa k 0sob jest w stanie odtworzyé M.

Wréémy do $wiata wielomianéw. Niech W bedzie losowym wielomianem
nad Z, stopnia k — 1, takim ze W (0) = M. Tylko ten wielomian bedzie
nam potrzebny, aby rozdzieli¢ sekret. Pierwszej osobie zdradzimy

warto$é W (1), drugiej — W(2) itd. Ostatnia osoba pozna W (k). Teraz

z twierdzenia 2 wynika, ze informacje posiadane przez te osoby pozwalaja
odtworzy¢ wielomian, a wigc i obliczyé W (0), to znaczy poznaé sekret M.
Gdy zabraknie cho¢ jednej osoby, to wielomian nie jest wyznaczony
jednoznacznie i wiadomosé pozostaje tajna.

Co tu jest jeszcze do dowiedzenia? Powyzsze rozumowanie zawiera,
oczywiscie, pewne uproszczenia. W szczegdlnosci nie wskazaliSmy, jak wykazac,
ze zadne k — 1 0s6b nie moze odtworzy¢ M. Nie bedziemy wszystkiego
uzupelnia¢. Checemy jednak dokladnie okresli¢, czego nalezaloby Scisle dowiesé,
aby moc stwierdzié, ze opisany schemat jest bezpieczny.

Przede wszystkim nie zdefiniowaliSmy precyzyjnie, co rozumiemy przez
sformutowanie, ze wiadomo$é jest tajna. Nie wystarczy powiedzied,

ze posiadana wiedza nie wystarcza do jednoznacznego odtworzenia
sekretu M. Mogloby sie przeciez tak zdarzy¢, ze — w skrajnym
przypadku — niejednoznaczno$é¢ polega na tym, iz mamy dwdoch
kandydatéow na M. Pierwsze przyblizenie definicji mogltoby wiec i$¢

w te wlasnie strone. To znaczy chcieliby$Smy, aby posiadana wiedza

nie mogla wykluczy¢ zadnego kandydata na M. Jednak réwniez

i taka definicja jest za slaba. Nie wyklucza bowiem przypadku, gdy
posiadana wiedza pozwala stwierdzié, ze, na przyktad, M = 23821

z prawdopodobiefistwem 0,9 (a nie %, jak pewnie by$my oczekiwali).
Najsilniejsza definicja jest sformulowana wladnie w jezyku probabilistyki:
dana wiadomo$¢ jest tajna, jesli posiadana wiedza nie pozwala na
ustalenie innego rozkladu prawdopodobienstw tajnego sekretu niz
rozklad jednostajny.

Okazuje sie, ze dzielenie sekretu za pomoca wielomianu spetnia te najsilniejsza
definicje. Zachecamy do udowodnienia tego faktu, a przynajmniej dokladnego
sformulowania, co tak naprawde trzeba udowodnié.

Dalsze zastosowania. Wielomiany daja nam jeszcze inne ciekawe mozliwosci
(ponownie k oznacza liczbe oséb).

Poziom bezpieczenstwa 2. Dowolna podgrupa k — 4 0sob nie jest w stanie
odtworzyé M. Kazda podgrupa k — 3 0s6b jest w stanie odtworzyé sekret.

Powyzsze bezpieczenstwo uzyskujemy, na przykltad, nastepujaco: losujemy
wielomian stopnia k — 4 o warto$ci M w zerze. Osobom dajemy kolejne wartosci
W(1),W(2),...,W (k). Ponownie twierdzenie 2 dowodzi tezy. Liczba 4

zostala tu wybrana przykladowo, mozna wybraé¢ dowolng inng. Oczywiscie,

zeby zachowaé¢ pelna Scisto$é, nalezy udowodnié¢ trudniejszy fakt dotyczacy
rozkladu prawdopodobienstw.

To jednak nie koniec. Jako ostatnia rzecz proponujemy ¢wiczenie. Zachecamy
Czytelnika do pokazania, jak uzy¢ techniki wielomianéw, aby osiggnaé
nastepujacy poziom bezpieczefistwa (dla Czytelnika Leniwego rozwiazanie jest
W numerze).

Poziom bezpieczenstwa 3. Niech k oznacza liczbe piecioosobowych roztgcznych
grup 0séb. Chcemy, aby do poznania sekretu konieczna byla wickszo$é (a wiec
co najmniej trzy osoby) z co najmniej g grup.

Opisany w artykule pomyst dzielenia sekretu zawdzieczamy izraelskiemu
kryptografowi Adiemu Shamirowi. Zainteresowanych zachecamy do
samodzielnych poszukiwan i dalszego zglebiania tej tematyki.
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Zycle na

Zyw®

Te wazne pytania

Sala jest pigknie drewniana, wznosi si¢ amfiteatralnie wokol centralnego kregu.
Na sali moze siedzie¢ 1300 osob. Wszystkie miejsca sg zajete.

Na dole, w centrum, znajduje sie okragtly stél i 6 wysokich krzesel. Stol jest
o$wietlony, sala pozostaje w ciemnoéci. Siedzacy przy stole czuja za soba tych
uwaznie skupionych ludzi, ale ich nie widza.

Tak wtasnie wyglada posiedzenie Gdanskiego Areopagu — niesionego w Swiat juz
dziesiecioletnia tradycja. Dwa razy do roku zbieraja sie dyskutanci i publicznosé,
aby porozmawiaé i postuchaé¢ o waznych dla wszystkich sprawach. Nie tych
codziennych, zwyczajnych, lecz tych, ktore okreslaja nasz wybor co do wartosci
zycia wlasnego i innych. Wolno$¢, sprawiedliwos¢, dobrobyt, stawa, roztropnosé
... To cnoty upostaciowione w Ztotej Bramie Gdanska. W listopadzie 2010
centralnym problemem debaty byt szacunek.

Temat szacunku ,rozpisany” zostal na 3 wieczory. Szacunek: utopia czy
koniecznos¢? Szacunek i racja stanu. Szacunek, tolerancja czy arogancja —
znaczenie stow. Pogarda, wykluczenie. Autorytety — czy mozna to naby¢, czy
przychodzi ,samo” — do osoby, do instytucji. Czy mozna autorytet utraci¢?

Rozwazano, czy nalezy szanowac nauke, jakie sa konsekwencje arogancji
wobec nauki?

Jak w kazdej bardzo ogdlnej dyskusji, konieczne sa definicje poje¢ dyskutowanych.
A wigc nauka? PostanowiliSmy rozmawiaé¢ o naukach $cistych. Te nauki daza do
uzyskania prawdziwego obrazu rzeczywistosci, sprawdzanego metoda naukowa.
No i mamy nastepne stowo do definiowania: ,,prawdziwy”. Nie nalezy sprowadzac
tego terminu do absolutu — nauka dazy do opisu rzeczywistoéci dostepnymi

w danym momencie $rodkami. W wyniku dalszego rozwoju nauki moze doj$¢ do
rewizji tego opisu, uscislenia, a nawet odrzucenia. Nauka moze by¢ ,namawiana”
do zboczenia z tej drogi w imie¢ innych niz naukowe wartosci: ideologicznych,

na przyktad. Jezeli zboczenie nie przybliza prawdy — zostanie predzej czy pdzniej
zdemaskowane. Mozna przywolaé¢ negowanie genetyki w Zwiazku Radzieckim pod
wladza Stalina. Najwieksze w owym czasie na $wiecie zbiory zasobéw genetycznych
roslin, stworzone przez Nikolaja Wawilowa, zostaly zniszczone, aby nie Swiadczyly
przeciw teoriom tiysenki o dziedziczeniu cech nabytych. Sam uczony aresztowany
w 1940 roku zostal SKAZANY NA SMIERC pod zarzutem udzialu w szpiegowskiej
organizacji i zwalczania tysenkizmu. Wyrok zamieniono na 20 lat tagru. Wawitow
zmarl z wycienczenia i glodu w wigzieniu w Saratowie w 1943 roku.

Juz na poczatku lat pie¢dziesigtych w ZSRR zapomniano o Lysence,
a w 1956 roku na wydziatach biologii w tym kraju nauczano o istnieniu DNA,
jako czasteczki odpowiedzialnej za dziedziczenie cech.

Nauka nigdy nie sadzi, ze juz dane zjawisko do konca poznala i opisala. Ludzkie
poznanie wydaje sie nie mieé¢ kresu — o jego istnieniu zapewniali fizycy konca
XIX wieku, a potem pojawily sie wyniki prac Bohra, Einsteina, Heisenberga,
Diraca i bardzo wielu innych, ktére otworzyly zupelnie nowe horyzonty dla
wiedzy. Dzi§ wspélczesny fizyk méwi, ze nauka nie moze opisa¢ ,momentu”
Wielkiego Wybuchu, m.in. dlatego, ze nie ma jeszcze matematyki, ktora by
takiemu zadaniu podotatla.

Pytania o stosunek do nauki staly sie bardzo wazne w ostatnich dziesigcioleciach,
poniewaz wspotczesny cztowiek po raz pierwszy w historii moze wplynaé na losy
calej planety, naszego gatunku i zycia na Ziemi. Czyli nie sa to pytania blahe.

O myséleniu naukowym mowi internetowa anegdota: Rzemieslnik, nauczyciel
i naukowiec zobaczyli przez okno w pociagu czarna owce.

O — powiedzial rzemieslnik — w tej okolicy owce sa czarne.
Masz na mysli — powiedzial nauczyciel — ze niektére owce w tej okolicy sa czarne.

Nie — zauwazyl naukowiec — wiemy tylko, ze istnieje tu co najmniej jedna owca
i co najmniej jeden z jej bokéw jest czarny.
Magdalena FIKUS
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Interfejs mézg-komputer — zré6b to sam
Czes¢ I: podstawowe wiadomosci

Joanna JEDRZEJEWSKA-SZMEK™, Magdalena MICHALSKA™

*Zaklad Fizyki Medycznej, Wyobraz sobie, ze jeste$ uwieziony w swoim ciele. Wszystkie Twoje mieénie sa

Wydzial Fizyki

Uniwersytetu Warszawskiego

sparalizowane. Nie mozesz wydaé z siebie zadnego dzwieku. Nie mozesz poruszy¢
zadng ze swoich konczyn. Jeste$ w stanie najblizszym bycia zakopanym zywcem
przy zachowaniu przytomnosci i pelnej Swiadomosci swojego stanu. Taki stan
nazywany jest stanem zamkniecia (ang. locked-in syndrome). Jezeli Twoje
miednie galek ocznych tez sa sparalizowane, jest to stan zamknigcia zupelnego.

Jezeli masz szczedcie, miednie Twoich galek ocznych nie sg sparalizowane i mozesz
préobowaé komunikowaé sie za pomoca mrugnie¢. Wtedy mozna pokusic¢ sie

o zbudowanie maszyny pozwalajacej na rozszyfrowywanie i przekazywanie $wiatu
Twoich komunikatéw w oparciu o ruchy galek ocznych (ang. eye-tracking). Maszyne
taka nazywaé bedziemy interfejsem moézg-komputer (BCI, ang. Brain-Computer
Interface). Za pomoca podobnego interfejsu porozumiewa si¢ i prowadzi prace
badawcze Stephen Hawking. Z tego typu pomocy, jednak bez poérednictwa maszyny,
tylko przeszkolonej w tym kierunku osoby, korzystal przy pisaniu ksiazki ,,Skafander
i motyl” Jean-Dominique Bauby.

Czlowiek znajdujacy sie w stanie zamkniecia zupelnego nie moze bezposrednio
przekazywaé komunikatéw. Interfejs do komunikacji musi wéwcezas
wykorzystywaé sygnaly generowane przez jego cialo, konkretnie przez mozg.
Pewnie nikt z nas nie chcialby mie¢ elektrod wszczepionych inwazyjnie

w kore mozgowa, wigc maszyna bedzie musiata opiera¢ si¢ na EEG, czyli
elektroencefalogramie — wyniku pomiaru czynnosci elektrycznej mozgu
rejestrowanej na powierzchni skory glowy.

Mobzg jest niezwykle skomplikowanym tworem, zbudowanym z dwdoch

klas komoérek — glejowych i neuronéw. Komorki glejowe to swego rodzaju

»System wspomagania” — m.in. wspottworza bariere krew-moézg, biora udziat
w syntezie niektorych neuroprzekaznikéow, buduja ostonki mielinowe

dendryt . . . L , . .
aksonéw, uczestnicza w odzywianiu neuronéw, pelnig funkcje

akson

cialo przewezenie
P Ranviera
komérki

kierunek Q)

przeplywu I \' /
informacji

@

Y

komérka Q Q o ﬂ

Schwanna
otoczka

mielinowa

komorkowe

synapsa

neuroprzekaznik

pecherzyk
synaptyczny

receptor czesé
zwrotnego  presynaptyczna
wychwytu
mediatora

szczelina

: o } synaptyczna
czesé
postsynaptyczna

Rys. 1. Przekaznictwo informacji w uktadzie nerwowym.
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postsynaptyczny.

obronne. .. A neurony odpowiedzialne sa za wiekszo$¢ wytworéw naszego umystu.
Neurony skladaja si¢ z dendrytow, do ktérych przekazywana jest informacja, ciata
komérki i aksondw, ktérymi przekazujg informacje do innych neurondéw.

Przekaznictwo informacji w neuronach odbywa sie za pomoca sygnaléw
elektrycznych, tzw. potencjalow czynnosciowych. Przekaz informacji miedzy
neuronami jest w przewazajacej czesci chemiczny. Aksony komérek nerwowych
tacza sie z dendrytami, tworzac synapsy. Gdy potencjal czynnosciowy dotrze
do wypustek aksonéw (strona presynaptyczna synapsy), uwalniany jest zwiazek
chemiczny zwany neuroprzekaznikiem, ktory nastepnie wyltapywany jest

przez receptory chemiczne w blonie dendrytéw (strona postsynaptyczna).

W wyniku reakcji zachodzacych w blonie i jej okolicach otwieraja sie kanaly
jonowe blony postsynaptycznej i do dendrytéow wplywaja jony, tworzac prad

Komoérki nerwowe mozna traktowaé jak male zrédia pradowe — po transferze
synaptycznym do neuronu postsynaptycznego wplywa prad. EEG odzwierciedla
taka skorelowana aktywnos¢ synaptyczna — sumujace sie prady postsynaptyczne,
czyli aktywnosé elektryczna dendrytow.

Amplituda sygnalu EEG zmienia sie w zakresie od 0 do 100 nV, ogdlnie jednak
rzadko przekracza warto$¢ 20 uV. EEG jest sygnalem o charakterze szumu
kolorowego — jego widmo amplitudowe nie jest plaskie i zalezy od czestosci f jak %

W ciagu dziesiecioleci badan i zastosowan w medycynie sklasyfikowano szereg
charakterystycznych rytméw i tzw. grafoelementéw, czyli krotkich fragmentow
sygnalu wykazujacych okreslone cechy i pojawiajacych si¢ w okreslonych stanach
moézgu. Te dotyczace EEG podczas czuwania sa pokrdtce opisane ponizej.

Fale alfa sa rytmiczna aktywnoscia w pasmie

8-12 Hz. Wystepowanie rytmu alfa przypisuje

si¢ stanowi relaksu z zamknietymi oczami. Fale

alfa najlepiej widoczne sa w odprowadzeniach
tylnych, czyli z okolic czesci kory odpowiadajacej

za przetwarzanie informacji wzrokowych. Rytm

o czestosci 8-12 Hz rejestrowany w okolicach kory
motorycznej nazywany jest tez rytmem p. W momencie
wykonywania ruchu przez cztowieka lub tylko
zamierzenia jego wykonania mozna zaobserwowaé jego
istotny zanik.

Fale delta — aktywnos¢ o niskiej czestosci 0-4 Hz
i wysokiej amplitudzie. Pojawiaja sie w trakcie snu
glebokiego, glebokiej medytacji, u matych dzieci

i w przypadku pewnego rodzaju uszkodzen moéozgu.

Fale theta — o czestosci 3-7 Hz i amplitudzie

rzedu kilkudziesieciu uV. Pojawiaja sie w trakcie
snu ptytkiego, medytacji, hipnozy, intensywnego
marzenia, intensywnych emocji. Odmienny rodzaj fal
theta jest zwiazany z aktywno$cia poznawcza,

kojarzeniem — w szczegblnosci uwaga, a takze procesami
pamieciowymi.

Fale beta — o czestoéci w przedziale 12-30 Hz i niskiej
amplitudzie. Charakteryzuja zwykla codzienna
aktywnosé kory mozgowej u czlowieka, percepcje
zmystowa i prace umystowa.

Fale gamma — to fale mézgowe o czestosci od 30 Hz
do 80 Hz. Fale gamma towarzysza aktywnosci ruchowej
i funkcjom motorycznym. Fale gamma zwiazane

sa tez z wyzszymi procesami poznawczymi, m.in.
percepcja sensoryczng, pamiecia. Przypuszcza sie, ze
rytm gamma o czestotliwosci okoto 40 Hz ma zwiazek
ze $wiadomoscia percepcyjna (dotyczaca wrazen
zmyslowych i ich postrzegania) oraz zwiazany jest

7z integracja poszczegdlnych modalnosci zmystowych

w jeden spostrzegany obiekt.

Iglice — wyladowania padaczkowe, obserwowane
takze w czynnosci miedzynapadowej. Wyrozniaja
sie z podstawowego sygnalu, maja ostry wierzchotek
i amplitude duzo wyzsza od amplitudy tla.

Nalezy zawsze pamigta¢ o tym, ze EEG jest sygnalem wykazujacym ogromna
zmienno$¢ miedzyosobnicza i miedzyzapisowa, co powoduje, ze jego analiza
i klasyfikacja cech nie jest wcale prosta.

Kolejnym grafoelementem wystepujacym w zapisie czynnosci elektrycznej
mobzgu sa tzw. potencjaly wywolane (evoked potentials). Zwykle maja one
bardzo niska amplitude rzedu uV i bardzo trudno jest je wyrdzni¢ na tle calego
sygnatu. Sposobem na ich wyodrebnienie z zapisu jest wielokrotne powtarzanie
odczytu w takich samych warunkach i usrednienie sygnatu. Schemat ten
przedstawiony jest na rysunkach 2 i 3.

W rzeczywistosci potencjaly wywotane sa odpowiedzia na kilkanascie do
kilkudziesigciu tysiecy bodzcow. Gromadzona od dziesigcioleci wiedza
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Rys. 2. Usrednianie potencjalow
wywolanych. Ciagly zapis EEG

z wyréznionymi momentami wystapienia
bodzca (w tym przypadku stuchowego).
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(powigkszenie — b)

i 1

bodziec bodziec

o behawioralnych i klinicznych korelatach potencjaléw wywolanych opiera sie na
rozpoznawaniu tzw. zalamkow w przebiegach usrednionych, czyli przejSciowych
wzrostéw lub spadkéw potencjatu (np. na rysunku 3 widaé zatamek P300).
Nazwy zalamkéw skladaja sie zwykle z litery ,,P” (od ang. positive), jesli
wychylenie jest dodatnie, lub ,N” (od ang. negative), jesli wychylenie jest
ujemne, oraz liczby. Liczba okresla przyblizong liczbe milisekund od wystapienia
bodzca, czyli tak zwang latencje.

Jak mierzy¢ potencjal elektryczny na glowie? Wiemy juz, ze EEG

osiaga wartosci 0-100 @V, dlatego tez do jego rejestracji musimy uzy¢
mikrowoltomierza. Potrzebujemy tez sond do potaczenia mikrowoltomierza

z powierzchnig skéry i komputera, zeby analizowaé zebrany sygnal. Ze wzgledu
na szereg trudnosci pomiarowych oprécz samego woltomierza potrzebowaé
bedziemy kilku filtréw. Przetwornik analogowo-cyfrowy postuzy nam do
zdigitalizowania sygnatu, co umozliwi nam analize bardziej zaawansowana niz
wzrokowa. Cale to oprzyrzadowanie nazywac¢ bedziemy encefalografem.

Uktad pomiarowy skladac sie bedzie zatem z elektrod, elektroencefalografu

i komputera; pokazany jest on na rysunku 4. W praktyce, zaréwno klinicznej,
jak i badawczej, stosuje sie tzw. elektrody mokre — wymagajace uzycia
substancji poprawiajacych przewodzenie pradu pomiedzy skora a elektroda.
Stanowi to duzg niewygode i utrudnia znacznie konstrukcje domowych
interfejséw moézg-komputer. Aplikacja elektrod musi byé¢ dokonana przez
przeszkolong osobe, ponadto substancje, o ktorych mowa, maja krétkotrwale
— rzedu kilkunastu, kilkudziesieciu godzin — dziatanie, dlatego tez elektrody
wymagaja stosunkowo czestej reaplikacji.

Pierwsza sktadows elektroencefalografu sa oczywiscie wzmacniacze. Sygnal
generowany przez mézg ma bardzo mala amplitude i przed dalsza analizg musi
zosta¢ wzmocniony.

analogowo-cyfrowy

elektrody elektroencefalograf komputer
blok .
wzmacniaczy [~ filtr
dolnoprzepustowy
’@ —
) przetwornik
Sm ||

filtr
gbrnoprzepustowy

1 sekunda

R
filtr

Rys. 3. USrednianie potencjaléw wywolanych cd. (a) Kilkadziesiat @-—’ PASMOWO-ZapOrowy

kolejnych odcinkéw, wycietych jako sekunda EEG od momentu

wystapienia kolejnych bodzcéw, ustawione jeden pod drugim.

! | v

(b) UsSredniony potencjal wywolany — widaé¢ m.in. zalamek P300

ok. 300 milisekund po bodzcu.

Rys. 4.

Zebrany sygnal jest cyfrowy, czyli dyskretny — probkowany z pewna czestoscia
oznaczang zwyczajowo jako Fs. W czasie prébkowania sygnaltu z czestoscia F
sktadowe sygnalu o czestosciach wyzszych od % beda nakladaé sie na sktadowe
o czestodciach nizszych od %, znieksztalcajac sygnal. W celu unikniecia

tego zjawiska, zwanego aliasingiem, sygnal przed zdigitalizowaniem nalezy
przefiltrowaé¢ analogowym filtrem dolnoprzepustowym, czyli pozostawiajacym
jedynie czestosci nizsze niz %, co uwzglednione jest w schemacie ukltadu
doswiadczalnego na rysunku 4.

Czynnosé elektryczna mézgu obserwowana na powierzchni glowy jest
sygnatem o niewielkiej amplitudzie. Wiekszo$¢ sygnatéw elektrycznych
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Rozwigzanie zadania M 1304.

Niech N bedzie liczba caltkowita
dodatnig. Zastanéwmy sig, ile jest liczb
mniejszych od N, ktére wystepuja w obu
danych ciggach (kazda liczbe liczymy tyle
razy, ile razy wystapila). Otéz nieréwnosé
[np| < N jest réwnowazna np < N,
innymi stowy n < % To oznacza, ze

w pierwszym ciggu takich liczb mamy
dokladnie \_%J Analogicznie w drugim
ciaggu jest ich L%j, co lacznie daje

\_%J + \_%J Dla liczby niewymiernej
mamy = — 1 < |z| < z, stad:

N N
N-—2=[(—-1)+(=-1)<

p q

N N N N

<|—|+|—|<—+—=N.

P q P q
To oznacza, ze L%j + L%j =N —1, bo
jest to liczba calkowita. Wiemy w takim
razie, ze liczb mniejszych od N jest w obu
tych ciaggach dokladnie N — 1. Podobnie
dowodzimy, ze liczb mniejszych od N 4+ 1
jest dokladnie N. Odejmujac te wyniki,
wnioskujemy, ze liczba N pojawia si¢
w tych ciagach dokladnie raz.

w naszym otoczeniu i organizmie ma amplitude o rzedy wielkosci wieksza, co
zakléca pomiar.

Pierwszym problemem jest, oczywiscie, otaczajace nas promieniowanie
elektromagnetyczne o czestosci 50 Hz, ktére emitowane jest przez wszystkie
urzadzenia elektryczne wokol nas. Czesto, by sie od niego odizolowaé, pomiary
przeprowadza sie w klatkach Faradaya, aczkolwiek wiele urzadzen ma wbudowany
filtr pasmowo-zaporowy eliminujacy te czesto$¢ z mierzonego sygnatu.

Kolejnym problemem jest akcja serca pacjenta. EKG ma najwyzsza amplitude
ze wszystkich sygnaléw elektrycznych wytwarzanych przez nasze narzady (tak,
nawet nasze jelita generuja czynnosc elektryczna, a popularny wariograf w duzej
mierze opiera sie na pomiarze czynnosci elektrycznej skory) i kazda elektroda

na powierzchni naszej skéry mierzy przede wszystkim EKG. Serca nie mozemy
wylaczy¢. Jednakze, zeby nie skupiaé sie na jego akcji, stosuje sie tzw. referencje
— wybiera sie odpowiedni sygnal bazowy, odzwierciedlajacy wszystkie inne
sygnaly elektryczne wytwarzane przez nasze ciato, i odejmuje sie go od sygnaléw
mierzonych na glowie. Taka referencjg moze by¢ elektroda przypieta na uchu czy
brodzie, a moze by¢ tez usredniony sygnal ze wszystkich elektrod pomiarowych,
ktory odejmowany jest w kazdej chwili pomiaru.

Pomiedzy skora, elektrolitem a elektroda zachodza rézne zjawiska fizyczne

i chemiczne. Przy pewnych polaczeniach do wzmacniacza moga spowodowaé
one powstanie zaktdcenia w postaci fali o bardzo niskiej czestosci i duzej
amplitudzie wystepujacej w sygnatach z jednej lub wielu elektrod. Z tego
powodu w elektroencefalografie znajduje sie tez filtr gérnoprzepustowy.

Zwykle sygnal, ktéorym dysponujemy, mierzony jest na powierzchni skory za
pomoca duzych (o érednicy ok. 0,5 cm) elektrod. Idealnie byloby mierzyé¢ sygnal
z pojedynczych populacji neuronéw, ktory, wydaje sie, lepiej odzwierciedlatby
zmiany zachodzace w mézgu, ale nikt chyba nie chcialby chodzié z dziura w czaszce
i cienkimi igtami — elektrodami wbitymi w odpowiednie oérodki kory moézgowe;j.

Zatem to, co jesteSmy w stanie zmierzy¢ na powierzchni skoéry gltowy, to
jedynie (w uproszczeniu) potencjaly zsumowane w wyniku synchronicznej
aktywnosci duzych grup neuronéw i przefiltrowane przez czaszke i skére.

A doktadniej, réznice pomiedzy tymi potencjatami. Wydaje sie, ze taki pomiar
nie do konica pozwala nam poznaé¢ zachowanie populacji neuronéw, lecz tylko
pewne bardziej ,,wysokopoziomowe” procesy.

Mozna sie zatem domysli¢, ze badajac EEG, nie odczytujemy bezpos$rednio mysli.
Jak w takim przypadku mozemy zbudowaé interfejs mézg-komputer? Brzmi to
jak jakies$ oszustwo. Okazuje sig, ze jest pewna ilos¢ charakterystycznych zjawisk,
zachowan duzych grup neuronéw, ktore obserwujemy w EEG, odpowiadajacych
réznym rodzajom aktywnosci mézgu. Mozemy wykorzystaé je do §wiadomego
generowania sygnalu sterujacego. Oto niektore z nich.

Potencjaly wywotane (oznaczane tez niekiedy z ang. ERP — event-related
potentials), o ktérych juz wspomnialy$my. Nasz moézg reaguje na réznorakie
bodzce pojawiajace sie w naszym otoczeniu, a niektére typy tych reakcji
mozemy zaobserwowa¢ w EEG w postaci potencjaléw wywolanych, czyli
charakterystycznych ,zalamkéw” pojawiajacych sie w sygnale. Najbardziej
charakterystyczny i najprostszy do zaobserwowania jest tzw. potencjal P300 (na
rysunku 3), ktéry pojawia sie najczesciej okoto 300 ms od momentu wystapienia
bodZca (w praktyce waha sie to w granicach 200-700 ms w zaleznosci od
pacjenta). Zalamek ten wystepuje, na przyklad, gdy wystapi bodziec (wzrokowy,
dzwiekowy), ktérego sie spodziewamy, czy tez zwiazany z ,rejonem”, na ktérym
skupiamy uwage. Obserwujemy go w sygnale zebranym glownie znad trzech
obszarow kory mozgowej: odpowiadajacych za uwage i pamieé, przetwarzanie
zadan i podejmowanie decyzji.

Jak na tym oprze¢ budowe interfejsu mézg-komputer? Przyktadowo mozna
stworzy¢ aplikacje do pisania w nastepujacy sposob: prezentujemy pacjentowi
ekran z literami alfabetu, ktére sa w losowy sposéb podswietlane. Pacjent
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Rys. 5. Widmo sygnalu zarejestrowanego

przez elektrode znajdujaca si¢ nad kora
wzrokowa podczas stymulacji bodZcem
o czestosci 20 Hz.

Wielomiany Lagrange’a

Aby si¢ przekonaé, jak zmieniajg

si¢ wielomiany Lagrange’a, gdy
przybywa punktéw, w ktoérych sa
okreslone wartosci, prosz¢ sprawdzic,
ze wielomian W, ktéry dla = = —1,
zo = 0 przyjmuje wartoéci a; = 0,
az =1, to W(z) =z + 1; gdy dodamy
jeszcze dla 3 = 1 wartosé ag = 4,
to bedzie W (z) = 2 + 2z + 1;

a gdy dodamy dla x4 = 2 wartosé

as = 15, to W(x) =23+ +x+1.
A po sprawdzeniu prosze¢ narysowaé
w jednym uktadzie wspélrzednych
wykresy tych trzech wielomianéw.

skupia wzrok i uwage na literze, ktora chce napisaé, a w momencie jej
podswietlenia w sygnale EEG zanotujemy zatamek P300.

Steady-state visually evoked potentials. Gdy obserwujemy bodziec wizualny
pojawiajacy sie z okreslong czestoscia, neurony w rejonach kory wzrokowej
zaczynaja pracowac z ta samag czestoscia. W widmie EEG zaobserwujemy zatem
silniejsze wystepowanie sktadowej o czestodci, z jaka wystepuje bodziec, co
pokazane jest na rysunku 5.

Wyobrazenia ruchu. W réznych fazach ,,postepu” ruchu obserwujemy

rozne zjawiska w EEG. Tuz przed wykonaniem ruchu nastepuje chwilowy
wzrost energii sygnalu w pasmie gamma, zaczyna spadaé energia w pasmie
alfa i beta. Spadek ten utrzymuje sie chwile po wykonaniu ruchu i wtedy
nastepuje tez wzrost energii w pasmie beta, zwany odrzutem beta. Co ciekawe,
nie musi to by¢ faktyczne wykonanie, wystarczy jedynie wyobrazenie ruchu.
Jest to bardzo istotne, bowiem daje szanse na obserwowanie wyobrazen

ruchu np. reka u pacjenta, ktory tej reki nie ma, badz tez w wyniku choroby
neurodegeneracyjnej utracit kontrole nad miesniami. Tacy pacjenci tez moga
korzysta¢ z interfejsow moézg-komputer opartych o wyobrazenia ruchu.

W tym artykule pokrotce przedstawilySmy podstawowe wiadomosci dotyczace
tworzenia interfejséw mozg-komputer opartych o nasze ,fale mézgowe”, czyli
EEG. W kolejnej czesci postaramy sie przyblizyé bardziej praktycznie mozliwosci
wykonania takiego urzadzenia samodzielnie w domu, czy tez w szkolnej
pracowni. Do nastepnego odcinkal!

Bibliografia

W artykule korzystalysmy ze skryptu do encefalografii znajdujacego sie na stronie
http://brain.fuw.edu.pl/edu/EEG. Rysunki 2, 3, 4 pochodzg z tego skryptu

i sg autorstwa odpowiednio dr. Rafata Kusia i prof. Piotra Durki.

Rysunek 1 powstal na podstawie dwéch rysunkéw z Wikipedii:
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Synapse_Illustration_unlabeled.svg
autorstwa uzytkownika Nrets;
ihttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Neuron_Hand-tuned.svg

autorstwa uzytkownika Quasar Jarosz.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) byt ogromnie zniesmaczony ciggle nieudanymi
probami Scistego zdefiniowania koniecznego dla zastosowan matematyki pojecia
pochodnej funkcji. Rzecz udawala si¢ wlasciwie tylko dla wielomianéw. Dlatego
tez — zamiast wymyslaé kolejny sposéb — postanowil uznaé, ze wszystkie funkcje
to wielomiany — czasami bardzo wysokiego (zeby nie powiedzieé¢ nieskonczonego)
stopnia (a wiec réwniez nieskonczone szeregi potegowe).

Aby teza taka dawatla si¢ stosowaé¢ w praktyce, podal sposéb zbudowania
wielomianu, ktéry w punktach xq, zo,..., x, przyjmuje odpowiednio wartosci

ay, as, ..., a,. Oto ten wielomian
i (x—m) (x—z2) .. (x—wiq1) - (T —Tijg1) ... (T — )
a; - .
1 (.%‘1 —.1?1) . (IZ —372) et (371 —111;1) . (a:i —$i+1> Caa (xz — .’En)

Mam nadziejg, iz Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze ten wielomian stopnia n — 1
rzeczywiscie przyjmuje zalozone wartosci, oraz sprawdzi, ze wielomian nizszego
stopnia spelniajacy te warunki istnieje tylko dla specjalnego doboru wartosci.

Pomyst Lagrange’a — jak by powiedzial Jozef Szwejk — byl dobry, ale ghupi.

Ten drugi epitet bierze sie stad, ze jesli poznaliby$my warto$¢ poszukiwanej
funkcji-wielomianu w jeszcze jednym punkcie, to uzyskany w wyniku algorytmu
Lagrange’a wielomian stopnia n miatby wykres w niczym nie przypominajacy
swego poprzednika stopnia n — 1. Dlatego tez matematycy poszukiwali

lepszego sposobu zastepowania dowolnych funkcji jakimis prostymi szeregami.
Najwieksza kariere w drugiej polowie XIX wieku zrobily szeregi trygonometryczne,
a po nastepnych stu latach wymyslono juz prawie doskonale ,zastepujace”

trygonometrie falki. Ale to juz inna historia.
M. K.
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Zrodzil si¢ pomys! na zorganizowanie
ogélnopolskiego konkursu

Sztuka widzenia — zabawki dla
dzieci stabowidzacych

Adresatem konkursu sg wszyscy,

a w szczegdlnosci studenci oraz
absolwenci kierunkéw $cistych,
technicznych i projektowych. Naszym
celem jest zwrdcenie uwagi na problemy
dzieci stabowidzacych, a w szczegdlnodci
na brak prostych i tanich urzgdzen, ktére
moglyby pobudzaé koncentracje wzrokowsa
poprzez zmianeg nasilenia Swiatta,

zmiang koloru. To wszystko jest wazne

w rehabilitacji dzieci stabowidzacych,
gdyz uczy spostrzegawczosci, koncentracji
oraz koordynacji wzrokowo-ruchowej.
Dlatego wazne jest dla nas, aby jak
najwiecej os6b wlaczyto si¢ w nasza
akcje, gdyz uwazamy, ze moze si¢

z naszych dziatan zrodzi¢ co$ pigknego

i niezwykle potrzebnego.

Studenckie kola naukowe
przy Instytucie Fizyki UMK w Toruniu:
Nicolaus Copernicus University OSA

Chapter,
Nicolaus Copernicus University SPIE
Chapter

e-mail kontaktowy
danbu@fizyka.umk.pl

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rozwigzana zagadka cefeid

Gwiazdy zmienne, od delty Cefeusza nazywane cefeidami, sg niezbednym ogniwem
procesu ustalania odlegtosci we Wszechswiecie. Wiaze sie to z zalezno$cia miedzy
ich jasnoscia absolutna a okresem zmiennosci, odkryta 100 lat temu przez
Henriette Swan Leavitt dla tego typu gwiazd w Wielkim Obtoku Magellana.
Bezpodrednie wyznaczenie odleglodci (za pomoca paralaksy) do jednej z takich
gwiazd umozliwilo szacowanie dystansu do pozostaltych. Dzigki temu Edwin Hubble
mogl odkryé ucieczke galaktyk i zapoczatkowaé obserwacyjna kosmologie.

Okazalo sie jednak, ze cefeidy dzielg sie na podklasy, z ktorych gtéwne dwie

to cefeidy klasyczne (I rodzaju), ktére sa pulsujacymi nadolbrzymami, oraz
cefeidy II rodzaju, ktére sa mniejszymi od Stonca starymi gwiazdami o niskiej
metalicznosci, nalezacymi do I populacji gwiazd (zbiezno$é numeracji rzymskiej
przypadkowa, cho¢ symptomatyczna).

Od pot wieku trwa kontrowersja dotyczaca mas cefeid klasycznych, ktére mozna
szacowa¢ na dwa sposoby: albo wykorzystujac teorie ewolucji gwiazd, albo teorie
pulsacji gwiazd. Za pomoca pierwszego z tych sposobéw otrzymuje sie wynik

o okoto 20% wickszy.

Do rozstrzygniecia tej niepokojacej watpliwosci potrzebny by byl niezalezny
pomiar masy jakiejs cefeidy klasycznej. Byloby to mozliwe po znalezieniu
cefeidy klasycznej w uktadzie podwdjnym, w plaszczyznie orbity ktorego
znajdowalby sie¢ Uklad Stoneczny. Dzigki temu mozliwa by byta fotometryczna
rejestracja wzajemnych zakryé¢ gwiazd pozwalajaca, w polaczeniu z doktadnymi
badaniami spektrometrycznymi, na precyzyjne wyznaczenie mas sktadnikéw
uktadu podwdéjnego.

Niestety, ani cefeidy, ani takie uklady podwdjne nie sa wcale specjalnie czeste.
Dlatego do tego typu poszukiwan potrzebne jest zbadanie olbrzymiej

liczby gwiazd. Tego typu przeglady sa uboczng korzyscia eksperymentow
zaprojektowanych do poszukiwania zjawiska mikrosoczewkowania
grawitacyjnego, takich jak MACHO lub OGLE.

I wlasnie zesp6t OGLE, w ktérym dominujaca role odgrywaja astronomowie

z Uniwersytetu Warszawskiego, opublikowal, pod koniec zeszlego roku [1],
wyniki pomiaréw znalezionego przez siebie uktadu OGLE-LMC-CEP0227.
Okazalo sie, ze skladniki ukladu maja (z dokladnos$cia do procenta) identyczna
mase, a jeden zakrywa drugi co 310 dni. Pierwszy jest poszukiwang cefeida

o okresie pulsacji 3,8 dnia, a drugi gwiazda troche bardziej zaawansowana
ewolucyjnie, ktora przestala by¢ cefeida.

Obserwacje fotometryczne, wydobyte z danych zebranych przez lata obserwacji
instrumentem OGLE, zlokalizowanym w Las Campanas Observatory w Chile,
zostaly uzupelnione o pomiary za pomoca spektrografu MIKE usytuowanego
przy 6,5-metrowym teleskopie Magellan Clay zlokalizowanym w tym samym
obserwatorium oraz za pomoca spektrografu HARPS (High Accuracy Radial
velocity Planet Searcher), dotaczonego do 3,6-metrowego teleskopu dzialajacego
w La Silla European Southern Observatory rowniez w Chile. Precyzyjne pomiary
spektrograficzne pozwalaja na wyznaczenie predkosci radialnych (wzdtuz
kierunku teleskop — badany uklad) z dokladnos$cia rzedu 100 m/s. Dopasowanie
modeli do danych doswiadczalnych umozliwito wyznaczenie parametrow
ukladu podwdjnego, w tym (tzw. dynamicznej) masy cefeidy na 4,14 + 0,05
masy Stonca, podczas gdy masa z modelu pulsacyjnego zostala okreslona na
3,98 £ 0,29 masy Stonca. Wskazalo to na modele pulsacyjne jako wlasciwe przy

okreslaniu mas klasycznych cefeid.
Piotr ZALEWSKI

[1] G. Pietrzynski, I.B. Thompson, W. Gieren, D. Graczyk, G. Bono, A. Udalski, I. Soszynski,
D. Minniti, B. Pilecki, The dynamical mass of a classical Cepheid variable star in an
eclipsing binary system, Nature 468(25/11/2010)542-544.

Zobacz takze http://xxx.lanl.gov/abs/1012.0231
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W dniach 26-28 listopada 2010 roku w Osrodku Szkoleniowo Wypoczynkowym
Mazowsze w Soczewce koto Plocka odbyla sie organizowana przez SEM wspdlnie
z wydzialami Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej

i Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego konferencja
Gdzie jest matematyka?. Organizujac to spotkanie, Stowarzyszenie podtrzymato
dobra tradycje poprzednich dwoch konferencji: Konkursy matematyczne w Polsce
oraz Matematyka — jak uczyc?, stwarzajac okazje do spotkania wszystkim
zainteresowanym odpowiedzig na przewodnie pytanie. W konferencji wzigto udzial
prawie 130 matematykow z calej Polski. Byli to zaréwno nauczyciele matematyki
szkél réznych typow, jak i pracownicy naukowi wyzszych uczelni. W trakcie
konferencji prelegenci wskazywali, gdzie znajduja matematyke, prezentowali
piekno matematycznego rozumowania i uzytecznos¢ matematycznych modeli

w praktycznych zastosowaniach. Stuchacze mogli zobaczy¢ matematyke

w bazgrotach, sztuce gotyckiej, sporcie, szaradach, tamigtowkach. . .

/MY

Kilku uczestnikéw konferencji w swoich wystapieniach nawiazato do nieco innego spojrzenia na indukcje
matematyczng.

Niech T(n) oznacza, zZe pewne twierdzenie jest prawdziwe dla liczby naturalnej n. Jezeli istnieje $cisle rosngcy cigg
liczb naturalnych {ny}, taki ze T'(ny) dla k € N oraz dla m € N prawdziwa jest implikacja T(m + 1) = T(m), to dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi T'(n).

Bardzo tadnym przyktadem zastosowania takiej wstecznej indukcji jest ponizszy dowdd nieréwnosci miedzy $rednia
arytmetyczna i geometryczna n dodatnich liczb rzeczywistych.

a1 +ao+ ...+ ay, 1

T(n): Vaj,as...,a, >0 > (a1az...ap)".

n

Zauwazamy, ze T'(2) jest standardowa szkolng nieréwnoscia. Ponadto jezeli zachodzi T'(2") dla pewnego naturalnego
n > 1, to dla 2% liczb dodatnich mamy

ai+...+a agn 1+...+ayn+1 n 0
ay +...+agm + agn 41 + ..+ Agn+1 . on 2 + on 2 r(2") T

. < (al...agn)’%‘ —l—(a2n+1...a2n+1)2

on+1 - 2 - 2
T(2) N
> (al...agn)zn

\%

1
=

2 ((l2n+1 - agn+1)2 B = (CLl - CL2n+1) 2"1+1 .

Whioskujemy stad, ze T'(2") zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej n. Pozostala do wykazania prawdziwosé
implikacji T'(m + 1) = T(m).

1
ar+ .o am  arF .y, + SEetln T(nt) L (. day,\ T
= > (al...am)m+1 _ .

m m—+1 m

Ostatnia nieréwnosé redukuje sie do postaci

m

a+...+a m+1 1
(m) > (1. am) 7.
m

m+1

m

Podnoszac uzyskana nieréwnosé stronami do potegi konczymy dowdd.

Uczestnicy konferencji na co dzien zajmuja sie szeroko rozumiang edukacja
matematyczna, wigc to zrozumiale, ze przewodnim motywem konferencji bylo
poszukiwanie matematyki w szkole. I chociaz nikt z uczestnikow nie negowal
waznosci matematycznej erudycji ani potrzeby opanowania matematycznej
techniki, trudno nie zgodzi¢ si¢ z konkluzja jednego z referentéw, ze matematyka
jest tam, gdzie jest matematyczne myslenie. Wiecej informacji o konferencji
mozna znalezé na stronie http://sem.edu.pl/konferencja-2010

27 listopada 2010 w Soczewce odbyto si¢ Nadzwyczajne
Walne Zgromadzenie SEM. NWZ dokonalo zmian w sktadzie
Zarzadu SEM. Z funkcji czlonka Zarzadu SEM, na wtasna
prosbe, zostal zwolniony Edmund Puczytowski, a nowym
czlonkiem Zarzadu zostat wybrany Michal Krych. Ponadto
NWZ wybralo delegatéw na Walne Zgromadzenia Delegatéw
SEM w tej kadencji, ktore zastapia od nowego roku Walne
Zgromadzenia SEM.
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Delegatami zostali: Wiktor Bartol, Beata Bogdanska,

Pawel Chrzgstowski, Jacek Dymel, Adam Dzedzej, Wojciech Guzicksi,
Elzbieta Jablonska, Joanna Jaszunska, Joachim Jelisiejew,

Renata Jurasinska, Urszula Kapala, Anna Koronka,

Tadeusz Kozniewski, Pawel Kwiatkowski, Katarzyna Matczak,
Wojciech Martys, Maria Medrzycka, Michal NiedZwiedZ,

Edmund Puczylowski, Barbara Roszkowska-Lech, Waldemar Rozek,
Pawel Rudecki, Leszek Sidz 1 Tomasz Szymczyk.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z fizyki nr 512, 513
Redaguje Jerzy B. BROJAN

512. Dwoch studentéw przechadzalo sie nad brzegiem stawu. W metnej wodzie
podskakiwata szyjka butelki wrzuconej przez jakiegos wandala.

— Zaloze sie o dyche, ze potrafie obliczy¢ $rednia gleboko$é¢ zanurzenia tej

— Sciemniasz, przeciez nic nie wida¢ w tej zupie! — zaoponowal Humanista. —

Fizyk ustawil funkcje stopera na swoim zegarku i zmierzyl czas 10 okreséw
drgan butelki — wyszlo mu 7,8 sekundy. Przestawil zegarek na kalkulator

— Pigtnadcie centymetréw, sprawdzamy i jestes do tylu o dyche!

513. W cylindrze zamknietym tlokiem znajduje si¢ powietrze, w ktérym

unosi si¢ banka mydlana (rys. 1). Przesunigto tlok, sprezajac powietrze. Jesli

przeplywy ciepla mozna pominaé (przemiana adiabatyczna), to mocniej ogrzalo
sie powietrze wewnatrz banki, czy na zewnatrz niej, czy jednakowo?

504. Lokomotywa jadaca po prostym torze ze stala predkosciag 180 km/h gwizdze, wydajac ton
o czestotliwosci 1000 Hz. W odlegloéci 300 m od toru stoi krowa. Ile wyniesie czgstotliwo$é tonu
slyszanego przez krowe w momencie, gdy lokomotywa zblizy si¢ do niej na odlegto$é¢ 500 m? Predkosé

Rys. 1
butelki — powiedzial Fizyk.
Przyjmuje zaktad!
9 dq i po paru obliczeniach zawotat:
F 5q Ktéry student wygral zaktad?
Rys. 2
Rozwigzania zadan z numeru 10/2010
Przypominamy tresé¢ zadan:
dzwicku w powietrzu ma warto$é¢ 340 m/s.
Rys. 3

505. Obliczy¢ sil¢ rozciggajacy kolows petle o promieniu 10 cm réwnomiernie natadowang
tadunkiem 10 pC. Pozostale niezbgdne dane ocenié orientacyjnie. Petla jest wykonana z drutu.

504. Oznaczmy dane (wg kolejnosci w tresci zadania) jako

v, f,d, s,vq. Jesli od wystania dzwicku do jego dotarcia

do krowy uplywa czas t, to droga dzwieku wynosi v4t, a droga
lokomotywy — vt. Z odpowiedniego rysunku wynika réwnanie

(vt + /52 — d2)* + d* = (vat)?,
ktorego rozwiazanie zapiszemy tylko w postaci liczbowej:

t = 1,674 s. Rzut predkosci lokomotywy na kierunek
»do krowy” mial w chwili wystania dzwieku wartosé

vt +/s2 — d?
t

Vd

Vg =V = 42,49 m/s,
co po podstawieniu do wzoru na efekt Dopplera daje wynik

— Y 1143 Ha.
d — U,

fodb = f
(% a
505. Sita 0F dzialajaca na maty fragment petli o tadunku dg
ze strony wszystkich pozostatych moze byé obliczona jako
suma sit opisanych wzorem
dgdg _

_ dgdg
dF =k Rz k(2rsin(<p/2))2’
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gdzie symbole zostaly opisane na rysunku 2. Rzut
wektora dF' na kierunek promienia ma warto$é
dgdg
4r2sin(p/2)
Jedli site 0F sprobujemy obliczyé jako catke (podstawiajac
dg = 5Ldy), to napotykamy rozbieznos¢ typu logarytmicznego

kgég [T do
F= F' = .
0 /d 4mr? /0 sin(¢/2)

Zrédiem klopotéw jest nieuwzglednienie gruboséci drutu rq,
ktéra ma znaczenie dla tych jego fragmentow, ktére sa
bardzo bliskie elementu wyrdznionego. Ograniczenie sity
oddzialywania na odlegtosci rzedu rq oznacza przyjecie
dolnej granicy catkowania réwnej okolo rq/r (zamiast zera),
czyli catka wyjdzie réwna 21In(4r/rq).

dF’ =dF -sin(p/2) = k

Aby wyznaczy¢ naprezenie N petli, mozna rozwazy¢ sily
dzialajace na jedng jej potéwke. Spdjrzmy na rysunek 3

— widaé, ze suma rzutéw sit §F na o$ symetrii tej potéwki
(czyli catka z wyrazenia §F - cos @ w granicach od 0 = —7/2



do 6 = +m/2) jest réwnowazona przez dwie sity N:

/2
oF oF q
— cosf o = — —
/_w/2 60 oq 2w
_ _k¢?
T 42y

Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 501 zadaniach

Jacek Piotrowski (Rzeszéw)
Marian Lupiezowiec (Gliwice)
Tomasz Rudny (Warszawa)
Andrzej Nowogrodzki

1-37,13
36,55
32,65

(Chocianéw) 2-30,57
Jerzy Witkowski (Radlin) 2-31,75
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 9-26,47
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 7-24,39
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 23,47
Ryszard WozZniak (Krakéw) 16,05

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2008-2010 oraz
majg w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 15 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (9), T. Wietecha (7),
J. Lazuka, M. Wéjcicki (jesli uczestnik
zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy,
podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: J. Lipkowski, K. Magiera,
A. Nowogrodzki, P. Perkowski,
J. Witkowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Kozlik,

M. Lacki, B. Mikielewicz, L. Motyka,

R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

n<4—r>~2:2N.

Po podstawieniu danych z treéci zadania otrzymujemy

/2 N =2,28N - In(4r/rq), czyli np. dla drutu o $rednicy 2 mm
cos 060 = mamy N =~ 14 N, a dla drutu o $rednicy 0,2 mm wychodzi
—7/2 N =~ 19 N. Jak wida¢, zalezno$¢ wyniku od grubosci drutu

nie jest bardzo silna, jednak ma istotne znaczenie. Efekt ten

rd uwzgledniliémy tylko orientacyjnie.

* * *

Piecset zadan stuknelo fizycznej lidze w Delcie! To znaczy, 25 lat (uwzgledniajac
przerwy wakacyjne), srebrny jubileusz! Oto dobry moment na dokonanie
bilansu. W ciagu tego ¢wieréwiecza rejestr odnotowal okoto 290 uczestnikéw,

z tego jednak okoto 100 wzielo udzial tylko w pierwszych 25 seriach (2,5 roku),
a potem, gdy poczatkowy entuzjazm stopnial i liczba korespondentéow zmalala,
zawiesito aktywnosé. Czltonkami Klubu zostaly 33 osoby, w tym jedna Pani —
Anna Gluza z Torunia. (Czy weiaz mieszka w Toruniu i czy nosi to samo
nazwisko? Ilez moglo si¢ zmienié¢ po tylu latach! Ale wréémy do tematu.)
Dziewigciu mamy Weterandéw, peleton prowadzi Andrzej 1dzik z Bolestawca

na Dolnym Sl@sku, majac na koncie 9 razy 44 punkty, czyli trzykrotna

norme weteranska. Za nim mknie Tomasz Wietecha z Tarnowa (7 rund),

ktory drugie miejsce kompensuje sobie z nawiazka dzigki oSmiokrotnemu
zaliczeniu normy w klubie matematycznym. Przy okazji, porownanie z liga
matematyczng wypada z grubsza jak 1 do 3 zaréwno co do comiesiecznej

liczby listow, jak i co do liczby cztonkow klubu. Nie da si¢ ukry¢, ze jestesmy
,mlodszymi bra¢mi” Klubu 44 M — ale jesli ktos woli, moze uznaé nasza lige za
bardziej elitarna. . .

Obok grupy mniej lub bardziej stalych uczestnikéw mamy tez korespondentéw
okazjonalnych, przysylajacych rozwiazania w sporych odstepach czasu.

Rekord dlugosci takiej przerwy padl niedawno: 18 lat! Trudno powiedzied,

czy prowadzacy rubryke bardziej cieszy si¢ z udzialu starych znajomych,

czy 7z ,powrotu syna marnotrawnego” po kilku- lub kilkunastoletniej pauzie.
To drugie pozwala przypuszczaé, ze przez caly ten czas pozostawal naszym
Czytelnikiem, a tylko inne obowiazki nie pozwalaly na udzial w naszej zabawie.

Przypominamy o mozliwosci przysytania projektéw zadan przez uczestnikéw ligi,
co w przypadku akceptacji punktowane jest — zgodnie z regulaminem — na réwni
z poprawnym rozwiazaniem. Czekamy zwlaszcza na pomysty oryginalne

i zabawne!

A teraz zobaczmy, co ciekawego nadeszto z listami naszych Czytelnikéw w ciagu
ostatniego roku.

Zadanie 487 [Pret zawieszony w $rodku kolysze sie

w polu Ziemi wokdl pionowego polozenia réwnowagi]
(wspdlezynnik trudnosci WT = 2,73, liczba poprawnych
rozwiazan LPR = 2). ,Zupelnie poprawnych”
rozwigzan wlasciwie nie byto, ale dwoch Klubowiczéw
prawidtowo przedstawito dwa istotne elementy
problemu: p. T. Wietecha uporat si¢ z kierunkami

sit dziatajacych na konce, a p. J. Witkowski

— z niezaleznoscia wyniku od dlugosci i masy preta oraz
jej konsekwencja (mozliwoscia uogélnienia wyniku na
pret jednorodny). Kompletne rozwiazanie wymagaloby
tylko polaczenia tych elementéw — ale nie namawiamy
Czytelnikéw do zakladania spoldzielni. . .

Zadanie 490 [Dlaczego po zamieszaniu herbaty fusy
zbieraja sie w $rodku dna szklanki?] (WT = 1,95,

LPR = 4). Jak si¢ okazalo, problem byl analizowany

w dostepnych zrodtach: p. A. Idzik znalazl go w zbiorku
Stobodeckiego i Astamazowa, a p. T. Wietecha
odwotatl sie do fachowych prac inzynierskich na temat
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stozka osadu, wczesniej bedacego przedmiotem rozwazan
Alberta Einsteina — ni mniej, ni wiecej! Rozwiazania
niezalezne nadestali p. K. Magiera i p. M. Kozlik.

Zadanie 497 [Ogrzewanie gazu w cyklu przemian
nieodwracalnych] (WT = 3,28, LPR = 2). Punkty (a)
(Zrédlem nieodwracalnosci jest przeplyw ciepla

i wyréwnanie temperatury) oraz (c) (wyréwnanie
temperatury i ci$nienia) prawidlowo rozwiazali M. Kozlik
i A. Idzik, natomiast nietypowy punkt (b) (wyréwnanie
tylko ci$nienia, wskutek przeplywu przez waska rurke)
okazatl sie trudny, zgodnie zreszta z oczekiwaniami
autora. Niektére z nadestanych wynikéw byty wrecz
zdumiewajace: oto nieodwracalny cykliczny proces
wyréwnywania ci$nien miatby prowadzi¢ do obniZenia
temperatury gazu, w jawnej sprzecznoéci zaréwno z I,
jak 1 IT zasada termodynamiki! Towarzyszace w parze
zadanie 496 [Obwdd z woltomierzem o skoniczonym oporze
wlasnym| (WT = 1,00, LPR = 10) spelnilo role ,damy
do towarzystwa”, bo osiggneto rekord tatwosci.



Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2011

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

603 (WT = 1,88)
Z nume:

Franciszek S. S

Janusz Olszewski
Tomasz Warszawski
Barttomiej Dyda

Piotr Kumor
Michal Kieza

Lukasz Garncarek

Jerzy Cislo

Zbigniew Skalik

Jan Czardybon

Andrzej Daniluk
Andrzej Dorobisz

Pawel Najman
Pawel Kubit
Jacek Jendrej

Joachim Jelisiejew
Joanna Bogdanowicz

Piotr Sobczak

Zbigniew Sewartowski

Tomasz Tkocz

Wojciech Swieboda
Pawel Labedzki
Roksana Stowik

Adam Dzedzej
Krzysztof Doro

Tomasz Choczewski

Piotr Zmijewsk
Michal Miodek
Michal Kozlik

Krzysztof Kaminski

i 604 (WT = 1,81)
ru 6/2010

ikorski 45,98
11-45,63
2-42,26
4-41,03
10-40,19
3-36,46
1-33,48
7-32,86
1-32,27
30,48
229,74
29,11
4-28,96
4-28,93
27,67
27,50
26,02
25,18
1-24,03
2-23,77
23,15
23,04
22,99
1-22,72
3-22,64
22,41

i 1-21,51
21,18
21,00
1-20,83

bisz

Legenda (przykladowo): stan konta

7-32,86 oznacza, ze
siedmiokrotnie zdob;
a w kolejnej (6smej)
punktéw.

List¢ otwiera Franc

uczestnik juz
vl 44 punkty,
rundzie ma 32,86

iszek Salezy

Sikorski — nowa twarz w naszym
Klubie. Za nim Janusz Olszewski —
rekomendacja zbedna! to juz ,44” po raz

dwunasty.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w

aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi

co najmniej 20 pu

nktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z
lub 2010.
Nie drukujemy wiec
uczestnikéw, ktérzy

rocznika 2008, 2009

nazwisk tych
rozstali sie z liga trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréoci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 615, 616
Redaguje Marcin E. KUCZMA

615. Kazdemu podzbiorowi B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera zadnej
pary liczb kolejnych, przyporzadkowujemy liczbe p(B), bedaca iloczynem
liczb w zbiorze B (dla zbioru pustego przyjmujemy p()) = 1). Obliczy¢ sume
kwadratéw wszystkich uzyskanych liczb p(B).

616. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla liczb dodatnich z, vy, z:
(v+27 , G+ @y’
2 4yz P4z 2Haxy

Zadanie 616 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

607. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Wyznaczy¢ najwickszg liczbe m, dla ktérej
w zbiorze X istnieje m podzbioréw, z ktérych zaden nie zawiera si¢ w innym oraz zaden nie jest
réwnoliczny z innym.

608. Znalezé wszystkie funkcje okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, o wartosciach
w tym samym zbiorze, spetniajace nieréwnosé

f@) = f@) > fay)y —2) dazy>0.

607. Niech F bedzie rodzing m podzbioréw zbioru X, spelniajaca zadane
warunki. Jezeli do F nalezy zbiér pusty lub zbiér pelny (caly zbiér X), to juz
zaden inny zbiér nie moze do F naleze¢. W tym przypadku m = 1.

Jezeli do F nalezy pewien zbiér jednoelementowy J oraz pewien zbiér

(n — 1)-elementowy M, to musza sie one dopelniaé¢ (bo inaczej J C M) oraz
zaden inny zbidér nie moze do F naleze¢ (bo albo zawiera J, albo jest zawarty
w M). W tym przypadku m = 2.

Przyjmijmy dalej, ze zadna z tych sytuacji nie ma miejsca. Wszystkie zbiory

w F maja z zalozenia rézne licznosci. Wykluczone zostaly licznosci 0, n oraz
albo 1, albo n — 1. Pozostaje n — 2 mozliwych licznosci. Zatem m < n — 2.

Pokazemy teraz, ze dla kazdego n > 4 istnieje w zbiorze X = {1,...,n} rodzina
n — 2 podzbioréw F = {A;,..., A,_2} o wymaganych wlasnosciach. Najpierw
przyklady dlan =4, n =5:
n=4: X =/{1,2,3,4}; Ay = {4},
n=5: X=1{1,2,3,4,5}; A;={5}, Ay={3,4}, A;={1,2,3}
Dalej indukeja ze skokiem o 2. Niech {41,..., 4,2} bedzie ,dobra”
rodzing podzbioréw zbioru {1,...,n}, ponumerowanych tak, ze |A;| = k dla
k=1,...,n— 2. Bierzemy zbiér X = {1,...,n + 2} i okreslamy:
By =A,1U{n+1} dlak=2,....n—1;, By={n+2}, B,={1,...,n}
Widaé, ze |Bi| =k dla k =1,...,n i ze zaden ze zbioréw By, nie jest podzbiorem
innego. Tak wiec {Bj, ..., By} jest rodzinag podzbioréw X, o jaka chodzi.

A2 = {17 2}5

Dostajemy odpowiedz: dla kazdej liczby n > 4 maksymalna liczno$¢ rodziny F
wynosi n — 2.

608. Zamieniajac miejscami x i y, a nastepnie mnozac uzyskang nieréwnosé
przez —1, otrzymujemy nierownos$é¢ taka sama, jak wyjsciowa, lecz przeciwnie
skierowana. Trescig zadania jest wiec rédwnanie funkcyjne

f(@) = fly) = fley)(y —x)
Podstawiajac y = 1 1 oznaczajac a = f(1), dostajemy réwnanie
fl@)—a= f(x)(1 —x), czyli a = zf(x). Zatem

f@)=2

Proste sprawdzenie pokazuje, ze kazda taka funkcja spelnia rozwazane rownanie.

dla z,y > 0.

dla pewnej statej a > 0.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
J. Ciach (5), M. Prauza (4), P. Kumor (10),
P. Gadziiiski (7), K. Jedziniak,

J. Olszewski (12), L. Skrzypek (4),

H. Kornacki, T. Wietecha (8), T. Jézefczyk,
J. Witkowski (5), W. Bednorz, B. Dyda (4),
M. Peczarski, M. Adamaszek, P. Kubit (4),
J. Cisto (7), W. Bednarek (5), D. Kurpiel,
P. Najman (4), M. Kieza, M. Kasperski,
K. Dorobisz, A. Woryna

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Matopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, S. Solecki, T. Tkocz,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

A. Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, A. Idzik,

K. Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,

K. Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz, T. Kulpa,
A. Langer, R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,
M. Lupiezowiec, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, M. Spychata,

Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 590 [n € N, parzysta; € R = (
(WT = 2,66; LPR = 5). Niech P, (x) oznacza wielomian

po prawej stronie zadanej nieréwnosei (dla z # 1:

). Teza brzmi zatem: P, (z) > Pi(x)™ dla

_ _1—a"
Pu(@) = mitia—o
n =2k, x € R.

P. Kumor udowodnit lemat: P,41(z) > Pi(z)P,(z) dla

* % %

Kolejny rok ligowy za nami. Czotowe postaci zeszlorocznego omoéwienia nie zamierzaja,
oddaé pola nastepcom. Janusz Olszewski idzie jak burza, co rok pelna runda 44 — wtasnie
zakonczyl dwunasta. Tomasz Wietecha w dwuboju mat-fiz nie ma sobie réwnych.

Wiréd zadan minionego sezonu byto kilka bardzo ciekawych. Rzetelnie trudnych,

a przy tym dajacych pole do wykazania sie pomystowoscia. Dokladniejsze omoéwienie

— nizej. Zwréémy uwage, ze sa to prawie wylacznie zadania o numerach parzystych,
czyli proponowane przez Czytelnikow; a wlasciwie grupke kilku osob, ktérych nazwiska
powtarzaja sie cyklicznie, z duza regularnoscia. Autorom tych zadan dzigkujemy za

to, co juz, i prosimy o jeszcze. Innych uczestnikéw tez zachecamy do probowania sit

w tworczosci autorskiej. Dzigki Wam liga zyje!

Zadanie 586 [X C {1,...,99}, |X|=9=3ABCX: A#B, (>_A)= (3 B)]
(wspdélczynnik trudnosci WT' = 2,76; liczba poprawnych rozwigzan LPR = 3).
Rozmiary danych miescity sie jeszcze w zasiegu domowego komputera; mozna byto
sprawdzi¢ wszystkie mozliwosci — tak to zrobil Zbigniew Galias.

Janusz Olszewski przedstawil dowéd dosé podobny do firmowego (ktéry dat
Krzysztof Dorobisz, autor zadania), jednak r6zniacy sie na tyle, ze warto go tu pokazacé.

Niech 1 <1 < ... < x9 <99 i— nie wprost — przypuéémy, ze wszystkie podzbiory
zbioru X = {z1,...,T9} maja rézne sumy. Patrzymy na niepuste podzbiory A zbioru
Y = X \ {wo} o licznosci |A| < 5; jest ich 218. Odrzucamy te, w ktérych (D A) < za;
jest ich < 7 (tworzy sie je jedynie z z1, x2, x3). Niech S bedzie zbiorem sum (3 A)
wszystkich zbioréw, ktére pozostaly; te sumy sa rézne, wiec |S| > 211 > 2x9. Zatem
Jds,s',s" €S s<s <s', s=5 =5" (mod zg). Poniewaz (max S) < x4 + 4zg,

(min S) > x4, wige s” — s < 4wg. Stad s’ = s+ z9 lub s = s’ + x9, co oznacza, ze

JA,CCY: (D A) = (>, C)+ wzy. Biorac B:= C U {xg}, dostajemy (> A) = (> B).

Autor nadmienit jeszcze, ze podobna metoda dziata dla 9-elementowych podzbioréw
zbioru {1,...,126}.

Obaj wymienieni autorzy sprawdzili numerycznie, ze teza nie zachodzi dla zbioru
{1,...,161}, posiadajacego podzbiér {77,117,137,148, 154,157,159, 160, 161}, ktérego
wszystkie podzbiory majag rézne sumy. Zadali tez pytanie, jak to jest ogélnie: dla

m € N — jaka jest najmniejsza liczba w = w(m) € N, dla ktérej w zbiorze {1,...,w}
istnieje m-elementowy podzbidr Z, ktérego wszystkie podzbiory maja rézne sumy.
(Teza naszego zadania: w(9) > 99.) Jest to problem Erdésa—Mosera; ma sporg
literature. Piotr Kumor wskazat prace: P. Borwein, M. J. Mossinghoff, Newman
polynomials. . ., opublikowana w Mathematics of Computation (72 (2003), 787-800),
dostepna takze pod http://www.cecm.sfu.ca/ pborwein/ (w dziale MY PAPERS),
opisujaca algorytm, ktéry pozwolil sprawdzié, ze istotnie w(9) = 161 — oraz zawierajaca
dalsze odsytacze bibliograficzne.

n n
1-;2) < 1+T:L—+1+T }

zachodzacej dla funkcji f > 0, wypuklej w przedziale (a; b)
(prawa strona to pole trapezu pod styczna do wykresu

w punkcie “TH’); wystarczy przyjaé f(t) = t™ w przedziale
o koncach 1, x (to samo uzasadnienie mial na mysli autor

zadania T. Tkocz).

Nieco inne, juz nie tak proste rozumowanie z uzyciem catek

|z| < 1, n € N (badajac pochodna réznicy miedzy lewa
i prawa strona). Umozliwia on analiz¢ danej w zadaniu
nieréwnosci dla wszystkich n € N, niekoniecznie parzystych.
Wiyniki dla |z| < 1 uzyskuje sie z lematu indukcyjnie; z nich
za$, zastepujac = przez 1/x, wyniki dla |z| > 1:

Py(z) < Pi(z)" gdyz<-1,n=2k+1,k>1;

P,(z)=Pi(z)" gdyz=1lubn=1

lub (z = -1, n =2k 4+ 1);

P,(z) > Pi(z)" w pozostalych przypadkach.
Z. Sewartowski doszedl do tych samych ustalen, badajac
pochodng funkeji P, (z)/Pi(x)".
Tylko J. Olszewski i P. Najman zauwazyli, ze teza
zadania jest banalnym wnioskiem z (réwnie banalnej)
nierowno$ct Hadamarda

/bf(t)dt>(b—a>f(

a—l—b)
2 b
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(doktadniej: $rednich potegowych) przedstawit W. Bednarek.

Zadanie 592 [Punkt P wewnatrz czworoscianu ABC D; proste
AP, BP, CP, DP przecinajg sfery PBCD, PCDA, PDAB,

|AK|-|BL|-|CM|-|DN|
PABC w punktach K, L, M, N = [AP[|BP[CP||DP| > 256]

(WT = 3,40; LPR = 3). Uczestnikéw ligi wyraznie odstraszyla
tresé — tyle sfer!. .. Tymczasem — zacytujmy fragment jednej
z prac: Po rozwigzaniu analogicznego zadania plaskiego,
przerobienie go na 3D jest juz tatwe; spora liczba sfer,
przecinajacych sie w jednym punkcie, jest wskazaniem

do zastosowania inwersji. Tak wtasnie — przez inwersje
przestrzenng — biegnie rozwiazanie firmowe (autor zadania:
Michal Kieza); i tak tez je rozwiazali Adam Dzedzej

(z jego pracy byl cytat) i Janusz Olszewski. Jeszcze
Adam Woryna — wprawdzie nie uzywa stowa inwersja, ale
konstruuje czworoscian jednoktadny do tego uzyskanego
sinwersyjnie” w rozwigzaniu firmowym i dowodzi
analogicznych proporcji.




Zadanie 593 [a1 = a2 =1, ag = 2, an+3 = (Gnt1ant2 +5)/an
= wszystkie a,, calkowite] (WT = 1,71; LPR = 21). Zadanie
nietrudne, duzo dobrych rozwigzan. Tomasz Wietecha
rozwiazal zadanie nieco ogdélniejsze, gdzie sktadnik 5

w formule rekurencyjnej jest zastapiony dowolna liczba
naturalng p. Po wyprowadzeniu wzoréw jawnych

BN a—2) a1 (B -2)
azk—1 = ’
a—p
g a—2-p) - (B-2-p)
azr = )
a-p

gdzie a, B to pierwiastki tréjmianu z* — gz + 1 (a > 3), za$
q = (3p+5)/2, otrzymal zaleznosci
a2k+3 = qa2k+1 — G2k—1,
(as =p+2).
Jedli p jest liczbg nieparzysta, to q jest liczbg catkowita
i wszystkie a,, sa catkowite.

Zadanie 598 [M = {1,2,...,m?}; ile podzbioréw bez pary
liczb o réznicy podzielnej przez m? o réznicy réwnej m?]
(WT = 2,85; LPR = 7). Poprawne rozwiazania nie réznity
sie istotnie od firmowego: R. M. Ayoush, J. Cisto,

A. Dorobisz, A. Dzedzej, J. Garnek, P. Sobczak oraz
P. Najman.

A2k+4 = qQG2k+2 — G2k

Zadanie 600 [AABC wpisany w okrag; D, E, F' — §rodki
tukéw BC, CA, AB; D',E’, F' — ich odbicia symetryczne
wzgledem prostych BC, CA, AB; H — ortocentrum =

D' E',F', H leza na okregu| (WT = 2,83; LPR = 4). Autor
zadania, Michal Kieza, jest tez autorem rozwigzania
firmowego. Na uwage zastuguja dwa prostsze rozwiazania.

A

Jerzy Cisto: A’, B',C’ — punkty symetryczne do O ($rodka
okregu opisanego §2) wzgledem prostych BC, CA, AB.
Punkt A’ jest érodkiem okregu symetrycznego do 2,
przechodzacego przez punkty B, C, D’ oraz H; lezy on

na symetralnych cieciw BH i C'H. Analogicznie, te same
symetralne przechodza (odpowiednio) przez punkty C’ i B;
zatem poétproste A'C’ i A’B’ potowia katy HA'Bi HA'C.
Stad tatwo wynika, ze dwusieczna kata C'A'B’ jest tez
dwusieczng kata D' A’H, czyli symetralng odcinka D’ H.
Punkt I’, w ktérym przecinaja si¢ dwusieczne tréjkata
A'B'C’, jest wiec $rodkiem okregu, przechodzacego przez
punkty D', E', F', H.

Marek Spychata: A, B',C’, O, 2 - jak wyzej;
H, = AHN 2; DL — érednica 2; OLAK — réwnolegtobok.
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Skoro AD 1 AL, za$ O jest srodkiem DL, to AD jest
symetralng odcinka OK. Odcinek HD' jest symetryczny
wzgledem prostej BC' do cigciwy H, D okregu 2; jest

wiec réwnolegty do cigciwy AL i czworokat OK HD' jest
réwnolegtobokiem. Odcinek HA' jest symetryczny wzgledem
BC do H,O; jest wiec réwnolegly do AO i czworokat
OAHA' jest réwnoleglobokiem. Symetria wzgledem érodka
odcinka OH zamienia punkty: O < H, K < D', A+ A’,

i analogicznie B < B’, C' « C’. Dwusieczna kata A

w tréjkacie ABC, bedaca symetralng OK, przechodzi

na dwusieczng kata A’ w trojkacie A’B’C’, bedaca
symetralng D' H. Konkluzja jak w poprzednim rozwigzaniu.

L

Rozwiazanie rachunkowe (trygonometryczne) przedstawit
Tomasz Tkocz. Rozwigzanie firmowe (choé zapisane

w jezyku rachunku na wektorach) znalazt Janusz
Olszewski, ktory ponadto zauwazyl proste uogdlnienie:
Jesli X jest dowolnym punktem wewngtrz tréjkata ABC,

a proste AX, BX, CX przecinajqg okrgg opisany w punktach
D, E, F, to punkty symetryczne do D, E, F wzgledem $rodkéw
bokéw BC, CA, AB lezq na jednym okregu z ortocentrum
ABC. (W zadaniu X jest srodkiem okregu wpisanego.)
Rzeczywiscie, aby uzyskaé to uogblnienie, wystarczy

w rozwigzaniu firmowym w jednym miejscu wykresli¢ stowo
,brostopadlych” i wszedzie zastapié¢ I przez X.

Zadanie 602 [a,b,c > 0; bc+ca+ab=1; A= ﬁ;

B, C okreslone analogicznie = A+ B+ C < ﬁ]
(WT =2,18; LPR = 11). Rozwiazania byly w wigkszosci
zgrabniejsze od firmowego. Wybierzmy to, ktére podat
R. M. Ayoush (choé bardzo podobnie rozumowali

W. Bednarek, J. Cisto, J. Olszewski). Z nieréwnosci
Cauchy’ego—Schwarza:

/1_|_9. /1+221.1+\/§,\/§2
b c b c

stad
av'be
T Vit v

—a(1+\/1+— J1+ >_1
(2+b—|—c) = (Zlfszc)

Ta nieréwnoéé i jej dwa cykliczne odpowiedniki daja po
zsumowaniu teze zadanial




Informatyczny kacik olimpijski (38): Oszczedny kod

Tematem kolejnej edycji Kacika jest zadanie pochodzace z zeszlorocznej
Miegdzynarodowej Olimpiady Informatycznej o nazwie Oszczedny kod (ang. Saveit).

Naszym celem jest zakodowanie, a p6zniej odkodowanie pewnych informacji.
Musimy zaimplementowaé¢ dwie czedci programu, z ktérych pierwsza

otrzyma pewien nieskierowany spdjny graf oraz liczbe H. Jej zadaniem jest
wygenerowanie ciggu bitéw. Na podstawie tegoz ciggu, liczby N — liczby
wierzcholtkéw grafu — oraz liczby H, druga cze$¢ programu powinna odkodowac
interesujace nas informacje, tzn. najkréotsze odleglosci pomiedzy pewnymi
parami wierzchotkéw grafu. Wyjadnijmy teraz, ze wierzchotki grafu sa
ponumerowane od 0 do N — 1, a interesuja nas odleglosdci wierzchotkéw

o numerach od 0 do H — 1 do wszystkich wierzchotkéw grafu. Kluczowe

w zadaniu jest wygenerowanie mozliwie krétkiego ciggu bitow, ktéry pozwoli
Jak osiagnaé poziom bezpieczenstwa 3 na odkodowanie potrzebnych informacji. Przyjmujemy, ze numery wierzchotkow

Poczatkowo traktujemy kazda grupe jako  (oraz inne liczby mniejsze niz N) mozemy zapisaé, uzywajac B bitéw (czyli
pojedyncza osobe i rozwigzujemy problem . .
w istocie B = [log N1).

w starym modelu dla k oséb i dla

B — jzjoéoifzi ka;:tzﬁim Najprostszym sposobem jest po prostu przestanie calego grafu. Niewatpliwie jest
uzyskane punkty traktujemy jako kolejne t0 Wystarczajace do uzyskania wszelkich informacji na jego temat. Graf mozna
sekrety, ktdre w obrebie grupy ponownie  przestaé jako liczbe krawedzi, a nastepnie ich liste. W przypadku, gdy graf jest
;Teyf;”nflgzz; 1;(;:1;:;?0:;??;:;Ilzuk1 pelny, daje to (N? — N + 2) B bitéw. Mozna tez przesta¢ macierz sasiedztwa, ktéra,
i trzech potrzebnych do odszyfrowania.  naturalnie, zawiera N (N — 1)/2istotnych bitéw (mimo ze jest ich tacznie N (N — 1),

ale polowe z nich mozna ustali¢, korzystajac z symetrycznosci tej macierzy).

Kolejnym pomystem jest najpierw obliczy¢ wszystkie interesujace nas odleglosci,
a nastepnie zakodowac je i przesta¢ do drugiej czesci programu. Interesujacych
nas liczb jest NH i kazda zajmie B bitéw, co da tacznie N HB bitéow. Jest to
dosy¢ satysfakcjonujace rozwiazanie i byto na Olimpiadzie doceniane potowa
liczby punktéw za to zadanie.

Istnieja jednak lepsze rozwiazania, opierajace sie na nastepujacych spostrzezeniach.
Przede wszystkim zwréémy uwage na to, jaki jest zwiazek odleglosci dwdch
sasiednich wierzchotkéw a i b od ustalonego wierzchotka c. Otéz, nie moga one
roznic si¢ o wigeej niz 1. Wezmy bowiem najkrétsze Sciezki z ¢ do tych dwoch
wierzcholtkéw, dlugosci d(e, a) 1 d(e,b), odpowiednio. Oczywiscie, mogliby$my

z ¢ pojé¢ do a, a nastepnie przejs¢ krawedzia z a do b, co daloby odlegtosé¢
d(c,a) + 1, a skoro dlugosé najkrétszej $ciezki z ¢ do b to d(c, b), wiec mamy
d(c,b) < d(c,a) + 1. Analogicznie w druga strone. Réznica miedzy d(c,a) i d(c,b)
nalezy wiec do zbioru {—1,0,1}.

Aby skorzystaé z powyzszego faktu, musimy najpierw Ostatnie usprawnienie, wymagane na zawodach do
wiedzie¢ o jakich$ parach wierzcholkdw, ze sa uzyskania maksymalnej noty, polega na tym, aby
sasiadami. W zwiazku z tym spdjrzmy na wierzchotek zmniejszy¢ te wlasnie dwojke do jakiejs mniejszej
o numerze 0 i dla kazdego innego wierzchotka x statej. Widzimy bowiem, ze nie wykorzystujemy
znajdzmy f, — najblizszy od x wierzcholek na w pelni tych dwdch bitéw, skoro kodujemy na nich
najkrotszej sciezce z x do 0. Zauwazmy, ze pary tylko trzy rézne mozliwoéci, zamiast dostepnych
(z, fz) to krawedzie naszego grafu, ktére tworza czterech. Dobrym pomystem jest spojrzenie na
drzewo rozpinajace. Na ich podstawie mozemy pelen bajt (tzn. 8 bitéw) i spostrzezenie, ze mozna
tatwo wyznaczy¢ odlegltosci wszystkich wierzchotkéw w nim zakodowaé 256 réznych mozliwosci, a wiec
od 0 ze wzoru d(0,z) = d(0, f,) + 1. Zastanéwmy w szczegdlnosei 243 = 35 réznych mozliwosci, czyli
sie teraz, jak wyznaczy¢ odleglosci od wszystkich pie¢ wartosci r(z, z). Stad dwdjke mozemy mniej
wierzchotkéw z wierzchotka z € {1,2,..., H — 1}. wiecej zastapié liczba % — liczba wykorzystanych bitéw
Przede wszystkim znamy d(0, z) = d(z,0). Ponadto, to wowezas [log N|(N — 1) + S(W—‘
dla kazdego x # 0 mamy: d(z,z) = d(z, fz) + 7(z, ), °
przy czym wiemy juz, ze r(z,x) € {—1,0,1}, gdyz Zachecamy Czytelnika do zastanowienia sie,
i f, sa sasiadami. W takim razie wystarczy czy do rozwiazania zadania wystarczy uzy¢
przestaé wszystkie liczby f, oraz r(z,xz), ktére [(N—=1)log N+ [(H — 1)(N — 1) log 3] bitéw
zajmuja B(N — 1) +2(H — 1)(N — 1) bitéw. Dwdjka (zauwazmy, ze nie jest to wielka poprawka, gdyz
oznacza tu dwa bity potrzebne na przestanie liczby log 3 ~ 1,58496). Warto takze zastanowié sie, jak szybko
ze zbioru {—1,0,1}. dziataja wszystkie opisane wyzej rozwigzania.

Tomasz KULCZYNSKI
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Rozwigzanie zadania F 781.
Redukcja tréjkata w obwodzie

do polaczenia typu ,gwiazdka”
pokazana jest na rysunku, przy czym
R} = R?/(3Ry) =3 Q.

A

RI R,

=4 Q.
R} + Ra

Stad Rap = 2

w

Rozwigzanie zadania F 782.

Redukcja obwodu pokazana jest na
rysunku, opor zast¢pczy migdzy punktami
A1 B wynosi 0,5R.

3R
A | S|
R
r R R
£ 3R 3R

ﬁ
e
N o

(][]

Moc wydzielana migdzy punktami
A i B jest rtéwna P = I?R/2, przy czym
I=¢&/(r+0,5R). Zatem

Wyrazenie typu z + 1/ ma
najmniejszg wartosé¢ dla x = 1. Moc P
bedzie maksymalna, gdy wyrazenie

w mianowniku bedzie minimalne, a wiec
gdy R = 2r.

Patrz w niebo: Gwiazdy malo masywne

Jeszcze pod koniec poprzedniego wieku odkryto setki gwiazd chlodniejszych
niz gwiazdy typu widmowego M, czyli o temperaturze ponizej 2200 K. Zaszla
wiec naturalna potrzeba rozszerzenia klasyfikacji widmowej, a dokladniej —
wydltuzenia sekwencji symboli OBAFGKM w kierunku nizszych temperatur.
Dodano wiec symbol L dla gwiazd o temperaturze miedzy 2200 a 1300 K oraz
symbol T dla jeszcze chlodniejszych.

Wystapil jednak problem, czym wlasciwie jest obiekt o tak niskiej temperaturze.
Typem M moze bowiem by¢ brazowy karzel, ktory jeszcze nie zdazyt wystygnacé
(czyli dostatecznie mlody), za$ typem L moze byé mloda gwiazda, ktéra jeszcze
nie zdazyla rozgrzaé si¢ na tyle, by osiagna¢ typ M. A moze to nawet nie jest
gwiazda? Wszystko zalezy od masy obiektu, gdyz — jak wiadomo — gwiazda
zasluguje na te nazwe, czyli $wieci kosztem reakcji termojadrowych, jezeli jej
masa jest nie mniejsza niz 0,08 masy Stonca, czyli okoto 80 Jowiszéw. Niestety,
masy brazowych kartéw mozna wyznaczaé tylko sposobami okreznymi, np. przez
poréwnanie ich cech fizycznych z modelami stygnacych obiektow.

Ale na poczatku XXI wieku udalo si¢ wyznaczyé masy pewnych gwiazd niemal
bezposrednio, czyli na podstawie praw mechaniki nieba. Grupa kilkunastu
astronoméw niemieckich $ledzita wzgledny ruch gwiazd w uktadzie podwoéjnym
o numerze katalogowym J07464254-2000321 w katalogu obiektéw podczerwonych
2MASS (od 2 Micron All Sky Survey). Siedem obserwacji ukladu wykonanych

w okresie niemal czterech lat za pomoca czterech wielkich teleskopéw (jednym

z nich byl nawet Teleskop Kosmiczny Hubble’a), doskonale ukazalo orbite
jednej gwiazdy (stabszej) wzgledem drugiej. To, oczywiscie, pozwolilo na
okreslenie elementéw orbity oraz mas obu gwiazd: 85 i 65 Jowiszéw. Tak wiec
gwiazdy te okazaly si¢ (przy uwzglednieniu btedéw obserwacji) obiektami
niemal na granicy ,bycia gwiazda”. Jest to bardzo cenny wynik, poniewaz niesie
informacje dotyczaca gwiazd najmniej masywnych, a ponadto uzyskana metoda
niewymagajaca zadnych dodatkowych zalozen, poza prawem grawitacji.

Tomasz KWAST

Luty

W lutowe wieczory niemal w zenicie widzimy gwiazdozbior Woznicy. Troche
trudno go rozpozna¢ z powodu mnostwa gwiazd Drogi Mlecznej w okolicy, na
szczedcie jest tam jedna bardzo jasna gwiazda, Capella, alfa Woznicy. Jest ona
jedna z najjasniejszych gwiazd nieba i ma jasnos¢ 0,08 mag. Jest to gwiazda
podwdjna, czego nie da sie dostrzec za pomocg amatorskich przyrzaddéw,

i lezy w odleglosci 14 pc. Jest zottym olbrzymem typu G8, a wiec zblizonego
do stonecznego, ma wigc tez temperature zblizona do stonecznej i tylko
rozmiary (dominujacy skladnik) ma 17 razy wieksze. Gwiazdozbidr tradycyjnie
rysowany jest na mapach jako wielokat przypominajacy latawca, w ktorego
wnetrzu (i na zewnatrz, blisko jego obwodu) mamy az sze$¢ gromad otwartych,
wszystkie widoczne przez niewielki teleskop. Co ciekawe, pie¢ z nich znajduje
sie w odlegtos$ciach miedzy 1,3 a 1,5 kpc od nas, czyli praktycznie identycznych.
Troche to dziwny ich rozklad. Sama zas liczba gromad nie powinna dziwié¢

z powodu wspomnianej obecnosci tam Drogi Mlecznej.

W tym roku luty jest ubogi w okazate zjawiska niebieskie. Merkury z powodu
bliskosci Stonca jest praktycznie niewidoczny. Wenus jest w Strzelcu i widaé ja
przed wschodem Stonica, czyli w porze malo popularnej, zwlaszcza zima. Mars
jest w Koziorozeu i tez zbyt blisko Stofica (4 marca ma zltaczenie ze Sloficem).
Jowisz jest w Rybach i zachodzi szybko po zachodzie Stonca. Jedynie Saturna,
ktory jest w Pannie, mozna ogladaé¢ w drugiej potowie nocy. Now Ksiezyca
wypada 3 II, a petnia 18 II. Nie ma w lutym zadnych za¢mien ani zakry¢
jasnych obiektéw. Nie bedzie nawet zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw.
A moze troche szkoda, bo noce sa dtugie i mozna by je wykorzystaé.

T. K.
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Rys. 4. Dla ¢ = 1, 2,3 przez r; oznaczamy
promien okregu O;.

Zadanie 8 pochodzi z I etapu
L Olimpiady Matematycznej, rozwigzanie
mozna znalezé na stronie www.om.edu.pl

Twierdzenie Cevy Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach dane sg trzy proste, ktore albo przecinaja sie w jednym
punkcie, albo nalezy to o nich udowodnié¢. Wygodnym narzedziem bywa wtedy

Twierdzenie Cevy. Punkty D, E, F' nalezq odpowiednio do bokéw BC,CA, AB
tréjkata ABC' (rys. 1). Wowczas proste AD, BE, CF przecinajq si¢ w jednym
punkcie wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AF BD CE

FB DC EA
1. W sytuacji z rysunku 1 wyznacz najmniejsza warto$¢ wyrazenia

AF  BD CFE

FB ' DC T EA
2. Punkty D, E, F' sg punktami styczno$ci okregu wpisanego w trojkat ABC
odpowiednio do bokéw BC,CA, AB. Wykaz, ze proste AD, BE, C'F przecinaja
sie w jednym punkcie (tzw. punkcie Gergonne’a).

3. Punkty D, E, F naleza odpowiednio do bokéw BC, C A, AB trdjkata

ABC, proste AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie. Proste DE i DF
przecinaja prosta réwnolegla do BC, przechodzaca przez punkt A, odpowiednio
w punktach E’ i F’. Udowodnij, ze punkt A jest érodkiem odcinka E’F”’.

4. Dane sa roztaczne zewnetrznie okregi Oy, Oz, O3 o srodkach odpowiednio P,
Py, P3. Te dwie styczne do obu okregéow O1, O, ktére rozdzielaja te okregi,
przecinaja sie w punkcie As. Punkty A; i A zdefiniowane sg analogicznie.
Wykaz, ze proste Py Ay, PoAg, P3As przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Z nieré6wnoéci miedzy Srednia arytmetyczna a geometryczna i z twierdzenia
Cevy mamy

1 AF+BD+C’E >3AF BD C’E_1
3 \FB  DC " EA)” \FB DC EA "
Stad najmniejsza wartoscia sumy jest 3. Kiedy jest ona osiggana? [J
R2. Zachodza nastepujace réwnosci odcinkéw stycznych do okregu (rys. 2):

EA= AF, FB = BD, DC = CE. Stad
AF BD CE AF BD CE

co na mocy twierdzenia Cevy konczy dowdd. O

R3. Skoro AF' || BD, to AAF'F ~ ABDF (rys. 3). Stad AF/FB = AF'/BD.

Podobnie CE/EA = DC/FE’A. Z twierdzenia Cevy otrzymujemy teze:

_AF BD CE AF' BD DC _AF

~ FB DC EA BD DC E'A FEA
Wskazdwka 4. Punkty Py, As, P> sa wspélliniowe (rys. 4) i z twierdzenia Talesa
Py A3/ AsPy =11 /ro.

Zadania domowe:

5. Punkty D, E, F' sg punktami styczno$ci okregéw dopisanych do tréjkata ABC
odpowiednio do bokéw BC,CA, AB. Wykaz, ze proste AD, BE, CF przecinaja
sie w jednym punkcie (tzw. punkcie Nagela).

6. Punkty D, F, F naleza odpowiednio do bokéw BC,C A, AB trdjkata
ostrokatnego ABC, przy czym < ADB = 90° oraz X ADE = S ADF. Wykaz,

ze proste AD, BE,CF przecinaja sie w jednym punkcie.

7. Wykaz, ze w jednym punkcie przecinaja sie: sSrodkowe dowolnego tréjkata,
dwusieczne dowolnego trojkata, wysokosci trdjkata ostrokatnego.

8. Przekatne AC' i BD czworokata wypuklego ABC D przecinaja sie

w punkcie P. Punkt M jest srodkiem boku AB. Prosta M P przecina bok CD
w punkcie @. Udowodnij, ze stosunek pél trojkatow BCP i ADP jest réwny
stosunkowi dtugosci odcinkow CQ i DQ.
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