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to zjawisko James Cook, ale nie mial aparatu).
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Szkoly Matematyki Pogladowej zapraszaja

Szkoty Matematyki Pogladowej sa to odbywajace si¢

dwa razy do roku konferencje poswiecone (jak sama
nazwa wskazuje) prezentowaniu matematyki w sposéb
szczegdlny, pogladowy wilasnie. Ich organizatorem jest
Odrodek Kultury Matematycznej przy Uniwersytecie
Przyrodniczo-Humanistycznym w Siedlcach. Chcac
przyblizy¢ Czytelnikom Delty te imprezy, trzeba najpierw
w paru stowach wyjasni¢, czym jest owa matematyka
poglgdowa. 1 tu pojawia sie klopot: autor tego tekstu watpi
w mozliwo$é znalezienia trzech matematykéw, ktorzy
byliby w stanie zgodnie ustali¢ definicje matematyki
pogladowej. Dlatego ponizsza propozycja nie musi by¢
jedyna i ta najwtasciwszg definicja.

Matematyka pogladowa to matematyka prezentowana bez
nadmiaru formalizméw, matematyka przedstawiana obrazowo,
poprzez odwotywanie si¢ do intuicji, wyobrazni i zdrowego
rozsadku odbiorcéw. Jezeli trzeba, to z pominieciem
$cistych definicji i technicznych szczegdétéw. Dopuszczalne
jest nawet (chociaz szalenie kontrowersyjne) po$wiecenie
precyzji dla lepszego przedstawienia idei. Idealny pogladowy
wyktad, nawet traktujacy o matematyce wspotczesnej,
powinien by¢ wygloszony w sposéb umozliwiajacy jego
zrozumienie przez zainteresowanego matematyka ucznia
starszych klas liceum. Wyktad mniej doskonaly powinien
by¢ dostepny dla odbiorcy o wiedzy odpowiadajacej wiedzy
studenta po pierwszym roku matematyki lub kierunkow
pokrewnych (fizyka, informatyka). Jezeli dodatkowo
prezentowane tresci beda interesujace dla zawodowych
matematykéw, to fantastycznie. Wymagania te, choé
trudne do spelnienia, sa mozliwe do zrealizowania, co
potwierdzaja przyktady licznych wyktadéw, ktére dotychczas
wygloszono na Szkotach Matematyki Pogladowej — ich

liste, jak tez wiele innych szczegdtéow dotyczacych Szkét,
mozna znalezé na stronie

http://www.msn.uph.edu.pl/smp/.

Dlatego tez mozemy podaé definicje matematyki pogladowej
w duchu definicji matematyki zaproponowanej przez
(chyba) Thurstona (matematyka jest przedmiotem badan
matematykéw): matematyka pogladowa jest to matematyka
prezentowana w taki sposob, jak robig to wykladowcy na
Szkotach Matematyki Pogladowe;j.

Celem Szkot Matematyki Pogladowej jest zatem
prezentowanie matematyki zywej, pozbawionej nadmiaru
formalizméw, w sposéb przystepny dla mozliwie szerokiego
grona odbiorcéow. Szkoly sa otwarte dla wszystkich, ktorzy
sg w jakis sposéb z matematyka zwigzani, ucza jej,
uprawiaja ja, pisza o niej, pasjonuja si¢ nig. Szczegdlnie
mile widziani sa mtodzi matematycy rozpoczynajacy studia
doktoranckie lub prace w szkotach wyzszych oraz studenci
myslacy o pracy naukowo-dydaktycznej.

O historii Szkét Matematyki Pogladowej bedzie mozna
przeczytaé¢ w Delcie 1/2013 — tutaj pare stéw poswiecimy
terazniejszosci i przysztosci tych imprez. W ciagu swej
prawie dwudziestopiecioletniej historii Szkoty zdazyty
dorobié sie paru elementéw traktowanych przez statych
uczestnikéw Szkot jako tradycyjne. Ustalil sie tez pewien
kanon dotyczacy harmonogramu (programu) samej
konferencji. Szkoty odbywaja sie dwa razy do roku

w okolicach ostatniego weekendu (od piatku rano do

wtorku w potudnie) miesiaca na ,s”, czyli stycznia lub
sierpnia. Tradycyjnie pierwszy odczyt wyglasza zdobywca
Medalu Filca — tak nazywamy symboliczna nagrode za
najlepszy wyktad na poprzedniej Szkole. Na program Szkoty
skladaja sie 24 wyktady trwajace zwykle po 45 minut i dwa
dhuzsze wyktady wieczorne, zaczynajace si¢ po kolacji

i trwajace do nieskoniczonosci (potencjalnej), czyli tak diugo,
jak wytrzyma prelegent i stuchacze. Kazda Szkola ma swdj
temat przewodni, z ktérym zwiazane sa (albo przynajmniej
powinny by¢) poszczegblne odczyty (warto przesledzié na
stronie internetowej liste haset Szkol, ktére sie juz odbyly).

Jubileuszowa, pie¢dziesiata Szkola, na ktéra zapraszamy, ma hasto
(Nie)zalezno$é — oto kilka informacji o niej.

L Szkota Matematyki Pogladowej odbedzie sie w dniach od 25 do 29 stycznia
2013 roku w okolicach Warszawy. Wszystkich zainteresowanych uczestnictwem
prosimy o kontakt z O$rodkiem Kultury Matematycznej przy Uniwersytecie
Przyrodniczo-Humanistycznym w Siedlcach (okm@uph.edu.pl).

Matematyka, méwiac bardzo ogdlnie, jest nauka o strukturach, ktérych
uzywamy do $cistego opisu naszej rzeczywistosci. Obiektem badan
matematycznych sa zaréwno same struktury, jak i zwiazki oraz zaleznosci
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miedzy nimi. Jezeli przyjmiemy taki punkt widzenia na matematyke, to

nie bedzie nas dziwié, ze pojecie (nie)zaleznosdci pojawia sie tak naturalnie

w wielu matematycznych kontekstach. O (nie)zaleznosci méwi sie w logice

< matematycznej. (Nie)zalezne moga by¢ tak fundamentalne pojecia, jak
aksjomaty. W podstawach teorii mnogosci bada si¢ niezaleznosé aksjomatu

¢ wyboru od pozostalych aksjomatow Zermelo—Fraenkela. Mamy niezaleznosé

~d w geometrii, gdzie problem udowodnienia piatego postulatu Euklidesa

dtugo spedzal sen z powiek badaczom. Pojecie niezaleznosci znajdziemy,

3 oczywiscie, w algebrze (grupy wolne, niezalezno$¢ w teorii cial) oraz w algebrze

liniowej (liniowa niezaleznosé). (Nie)zalezno$¢ pojawia si¢ takze w teorii

prawdopodobienstwa i statystyce. .. Jednym stowem, niezaleznoé¢ jest pojeciem

waznym i naturalnym w wielu réznych dziatach matematyki.

Dominik KWIETNIAK, UJ



Okrag dziewieciu punktow i pewne dwa fakty

A

Przypomnijmy, ze jesli wysokosci
czworo$cianu przecinajg si¢ w jednym
punkcie, to spodki wysokosci, srodki
ciezkodci Scian czworoscianu oraz
punkty dzielagce odcinki lgczace
ortocentrum czworoscianu z jego
wierzchotkami w stosunku 2 : 1 (liczac
od wierzchotkéw) leza na jednej sferze.
Jest to sfera dwunastu punktow.
PisaliSmy o niej w Delcie 1/2011

w artykule Czworosciany ortocentryczne.

W wyzszych wymiarach wystarczy
zamieni¢ stosunek 2 : 1 na stosunek
(n — 1) : 1, gdzie n oznacza wymiar
rozwazanej przestrzeni.

Rys. 1

Michat KIEZA

Trzy niewspélliniowe punkty na plaszczyznie jednoznacznie wyznaczaja okrag,
ktéry przez nie przechodzi. Zatem jesli pewne cztery punkty leza na jednym
okregu, to jest to fakt godny odnotowania. W geometrii istnieje niezwykle urocze
twierdzenie, ktére moéwi, ze az dziewieé szczegdlnych punktow trojkata lezy na
jednym okregu.

Twierdzenie. Dany jest tréjkgt ABC, a punkt H to jego ortocentrum. Punkty
Ma, Mp i Mc sq Srodkami bokow BC, C' A i AB tego tréjkgta, Ha, Hg i He
to spodki wysokoSci poprowadzonych odpowiednio z wierzcholkow A, B i C, zas
Xa, Xp i X¢ to Srodki odcinkéw AH, BH i CH. Wéwczas punkty M, Mp,
Me, Hy, Hp, Hoy X a4, Xp, Xc leZg na jednym okregu zwanym okregiem
dziewieciu punktow.
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W literaturze istnieje kilka réznych dowoddéw tego twierdzenia. Oto szkic
najpopularniejszego z nich — uzupelnienie szczegdétéw moze byé ciekawym
¢wiczeniem dla Czytelnikéw, ktérzy go nie znaja.

Dowaod. Zauwazmy, ze czworokaty MaMpXaXp oraz MpMcXpXco sa
prostokatami o wspélnej przekatnej Mp X . Oznacza to, ze ich wierzcholki leza
na okregu o $rodku w $rodku odcinka MpXp (ten punkt jest takze srodkiem
kazdej z pozostalych przekatnych tych prostokatéw). Pozostaje jeszcze zauwazy(,
ze kazdy z tréjkatow MpHpXp, MaHA X4 1 McHe X jest prostokatny.

Czytelnik Odwazny z latwoscia sprawdzi, ze ten dowdd bez klopotéw przenosi
sig na wyzsze wymiary i istnieje odpowiednik okregu dziewieciu punktéw

w dowolnym wymiarze. W przestrzeni trojwymiarowej jest to dobrze znana
sfera dwunastu punktow.

Okazuje sie, ze okrag dziewieciu punktow wiaze si¢ $cidle z dwoma dobrze
znanymi prostymi faktami.

Fakt 1. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC (rys. 1).
Prosta CH przecina bok AB w punkcie He, za$ okrgg opisany na tréjkgcie ABC
w punkcie H}, (réznym od C). Woéwczas punkt He jest Srodkiem odcinka HHY,.
(W skrdcie: ortocentrum tréjkata w symetrii wzgledem jego bokéw laduje na
okregu opisanym.)

Dowdd. Zauwazmy, ze

XBAH, = <BCH{ =90° — <CBA = <BAH
i podobnie ¥ ABH/, = XxABH. W takim razie punkty H i H/, sa symetryczne
wzgledem odcinka AB oraz HHe = H{ He.

Fakt 2. Punkt H jest punktem przeciecia wysoko$ci trojkgta ABC (rys. 2). Niech
Mc bedzie sSrodkiem boku AB, za$ M{, punktem przeciecia pdlprostej HM7
z okregiem opisanym na tréjkqcie ABC. Wtedy Mc jest Srodkiem odcinka HMY,.
Dowdd. Z poprzedniego faktu wnosimy, ze

SAMcM} = <HMcB = <H McB,
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Rys. 2
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Przypomnijmy, ze w dowolnym tréjkacie
ABC $rodek okregu opisanego O, $rodek
cigzkoéci G oraz ortocentrum H lezg na
jednej prostej. Ponadto OG : GH =1: 2.
Ten fakt mozna uogdlni¢ na wyzsze
wymiary. Mianowicie, jesli sympleks

w przestrzeni n-wymiarowej ma
ortocentrum H, $rodek ciezkosci G, za$
O jest $rodkiem sfery (odpowiedniego
wymiaru) na nim opisanej, to punkty

O, G, H lezg na jednej prostej oraz
OG:GH =(n—1):2.

co oznacza, ze proste Mo M/} i McH{, sa symetryczne wzgledem symetralnej
odcinka AB. Z drugiej strony symetralna ta jest réwniez osig symetrii
okregu opisanego na tréjkacie ABC. To za$ oznacza, ze punkty M i H(,
rowniez sa wzgledem niej symetryczne. Stad i z poprzedniego faktu mamy:
McM}, = McH{, = McH.

Teraz mozemy w zaskakujaco prosty sposob udowodnié¢ twierdzenie o okregu
dziewieciu punktéw.

Dowdd. Analogicznie do punktéw H(, 1 M{, definiujemy punkty H, M), Hy
oraz M. Odnotujmy, ze:

e punkty X 4, Xp, X¢ sa odpowiednio $rodkami odcinkéw HA, HB, HC,

o punkty Ha, Hp, Hc sa odpowiednio $rodkami odcinkéw HH',, HHy, HH(.,
o punkty My, Mp, Mc sa odpowiednio srodkami odcinkéw HM, HM},, HMY..

M¢

Rozwazmy teraz jednokladnosé o srodku w punkcie H o skali % 7 powyzszych
obserwacji wnioskujemy wiec, ze przy tej jednokladnosci:

e punkty X 4, Xp, X¢ sa odpowiednio obrazami punktéw A, B, C,

o punkty Ha, Hp, Hc sa odpowiednio obrazami punktéw H, Hp, H{,

o punkty My, Mg, Mc sa odpowiednio obrazami punktéw My, My, M(..
Jednakze punkty A, B, C, H)y, Hy, H/,, M/, My, M/, leza na jednym okregu,
zatem ich obrazy réwniez.

To, ze powyzszego dowodu nie widziatem nigdzie w literaturze, wydaje mi sie
dosé zaskakujace, bowiem fakt, iz okrag dziewieciu punktéw jest obrazem
jednoktadnym okregu opisanego w rozwazanej w dowodzie jednokladno$ci, jest
bardzo dobrze znany. Jedynie Michal Szurek w Opowiesciach geometrycznych
wykorzystuje w podobny sposéb fakt 1, ale tamten dowdd nie jest tak prosty.

To wtasnie za jego pomoca dowodzi sie, ze srodek okregu dziewieciu punktow
lezy na prostej Eulera i jest srodkiem odcinka taczacego ortocentrum ze srodkiem
okregu opisanego na danym tréjkacie.

Co ciekawe, powyzsze rozumowanie mozna odwrécié¢ (rozwazajac jednokladnosé
odwrotna do opisanej) i za pomoca okregu dziewieciu punktéw udowodnié dwa
przytoczone fakty, a wiec okrag dziewieciu punktéw jest z nimi réwnowazny.

Czytelnik Wnikliwy od razu zauwazy, ze w ten sposob mozna otrzymacé odpowiedniki
faktéw 11 2 w przestrzeni, zas Czytelnik Odwazny sprawdzi to réwniez w wyzszych
wymiarach. Czy mozna je jednak otrzymac inna droga, co pozwolitoby na uzyskanie
z nich sfery dwunastu punktéw? Okazuje sig, ze tak. Przestrzenny odpowiednik
faktu 1 byl jednym z zadan na finale LXII Olimpiady Matematycznej. Jedna z kilku
mozliwych metod przeprowadzenia dowodu to dwukrotne zastosowanie faktu 1 oraz
wykorzystanie kilku wlasnosci czworoScianéw ortocentrycznych. To rozumowanie
mozna takze zastosowaé w indukcyjnym dowodzie dla wyzszych wymiaréw, co

z pewnoscia zainteresuje Czytelnika Odwaznego. Przestrzenny odpowiednik faktu 2
udowodnié jest nieco trudniej, bowiem poza przestrzenna wersjg faktu 1 nalezy
wykorzystaé jeszcze prosta Eulera dla tréjkata bedacego podstawa czworoscianu.
Czytelnik Odwazny w celu uogélnienia tego faktu na wyzsze wymiary bedzie musiat
wykorzysta¢ odpowiednik prostej Eulera podany na marginesie.
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Rozwigzanie zadania M 1361.
Niech F' oznacza punkt przeciecia
przekatnych czworokata ABCD.

A B

D

Zauwazmy, ze katy FAE i FDE sg réwne
jako wpisane oparte na tym samym tuku.
Z zalozenia (wbrew rysunkowi), katy
AEF i DEF tez sa réwne. Odcinek FE
to wspélny bok tréjkatéw AEF i DEF,
wigc sg one przystajace. Stad AE = DE,
czyli tréjkat ADE jest rownoramienny.

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika

Amatorzy w nauce Bozena CZERNY™

Czy czlowiek .z ulicy” ma jeszcze co$ do powiedzenia w nauce? Nauka,

a w szczegolnosci nauki przyrodnicze, to obecnie ogromne pienigdze: wielkie

i drogie laboratoria, teleskopy, satelity. Nie tylko pojedynczy czlowiek,

ale i pojedynczy kraj moze nie udzwignaé takich kosztéw. Koszt budowy
dzialajacego od kilku lat w CERN-ie Wielkiego Zderzacza Hadronéw (LHC,
Large Hadron Collider) to okoto 4,6 mld frankéw szwajcarskich, planowany koszt
budowy nowego kosmicznego teleskopu Jamesa Webba (JWST — James Webb
Space Telescope), ktéry za kilka lat ma zastapié¢ wystuzony Teleskop Kosmiczny
Hubble’a, osiagnal juz 8 miliardéw, a konca prac nie widaé¢ i nie wiadomo, czy
budzet jeszcze sie nie zwiekszy. Krotko méwiac, takich instrumentéow nie buduje
si¢ z kieszonkowego. Czy zatem kto$, kto nie zaplanowal kariery zawodowego
uczonego, ma w najlepszym wypadku zasiags¢ w fotelu i poczytaé sobie cos

w pismie popularnonaukowym lub w Internecie, czy tez pooglada¢ na kanale
Discovery? Ot6z nie! Kazdy moze uprawia¢ nauke!

W jednym z ostatnich numeréw prestizowego czasopisma naukowego
Krélewskiego Towarzystwa Astronomicznego (MNRAS, Monthly Notices

of the Royal Astronomical Society) ukazal sie artykul [1], ktéry wyrdst

ze skoordynowanego dziatania okolo 100000 mitosnikow astronomii na catym
$wiecie, w tym dzieci szkolnych! Jest to bardzo wartosciowa praca, stanowigca
punkt wyjscia do dalszych profesjonalnych badan nad tym, jak ewoluowaly
galaktyki we Wszech$wiecie. Pewnie niektorzy z Czytelnikéw juz wiedza, ze
mam na mysli projekt Galaktyczne Zoo, ktérego pierwszy etap zostal wlasnie
podsumowany. Dla tych, ktérzy o projekcie nie styszeli, spiesze z wyjasnieniami.

Galaktyczne Zoo (http://zool.galaxyzoo.org/pl) to podprojekt Sloan
Digital Sky Survey [2], ktory polega na klasyfikacji obrazéw galaktyk
otrzymanych przez 2,5-metrowy teleskop zlokalizowany w Apache Point
Observatory w Nowym Meksyku i wykonujacy przeglad catego nieba.

Do klasyfikacji wybrano 900 000 obiektéw. Pojedynczy naukowiec, a nawet

cala ich grupa, nie byliby w stanie wykonaé¢ tego w rozsadnym czasie.

Mozna, oczywiscie, uzy¢ komputera i programu do rozpoznawania obrazéw,

ale programy takie sg nadal gorsze od ludzkiego oka w przypadku bardzo
subtelnych efektéw. Do naukowcéw nalezalo wykonanie zdjeé nieba, postawienie
problemu w taki sposéb, by byl zrozumialy dla kazdego, i przygotowanie
odpowiedniego oprogramowania z przyjazna dla uzytkownika strona internetowa.
,Zwykty uzytkownik” wchodzil na te strone, zapoznawal si¢ najpierw z ogblna
ideg projektu, nastepnie na 10 przyktadach przechodzil szkolenie na temat
odrézniania typow galaktyk (spiralnych od eliptycznych oraz np. tego, ze gdy
galaktyka spiralna jest ,ustawiona bokiem”, to ramiona spiralne moga by¢ stabo
widoczne), a nastepnie zdawal egzamin (klasyfikacja 10 galaktyk o znanym
typie) i przy pomyslnym rezultacie przystepowal do pracy na prawdziwej bazie
danych. Polska wersja portalu jest jedna z zaledwie czterech wersji jezykowych,
a polscy internauci wykazali sie duzg aktywnoécia. Kazda galaktyka byla
klasyfikowana co najmniej przez 10 réznych oséb, w ten sposéb 100000 os6éb
wykonato 9 milionéw klasyfikacji! W MNRAS opisano powstaly w ten sposéb
katalog, juz dostepny w gotowej formie dla zawodowych astronoméw, ktorzy
beda teraz testowaé¢ na nim swoje modele ewolucji Wszechswiata. Kilka
pierwszych publikacji juz sie wlasnie ukazalo, a projekt jest kontynuowany

w rozszerzone]j postaci. Wszystkie informacje o tej i innych inicjatywach
edukacyjnych mozna znalezé na polskiej stronie ,,Hands on Universe” (EU-HOU,
http://www.pl.euhou.net).

Mozna by w tym miejscu powiedzie¢, ze faktycznie astronomia jest nauka
wyjatkowa, bo uprawiac¢ ja moze kazdy pod warunkiem starannosci obserwacji

i dostepu albo do ciemnego nieba (poza duzymi miastami), albo choéby do
malego prywatnego teleskopu (wtedy nawet i w miescie da sie). Nie chodzi tu
tylko o popatrzenie sobie w niebo — co samo w sobie nie jest uprawianiem nauki
— ale, na przyklad, o systematyczne obserwacje gwiazd zmiennych. Obserwacje
takie zglasza sie, odpowiednio opisane, do wielkiej bazy danych zorganizowanej
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przez AAVSO — American Association of Variable Star Observers [3]. Gwiazd
jest tak duzo, ze profesjonalne teleskopy nie moga ,,wszystkiego ogarnac”,

a w dodatku zwykle skupiaja sie na obserwacjach odlegtych galaktyk albo

na poszukiwaniu planet niedostepnych amatorskim obserwacjom, natomiast
informacje o zmiennosci jasnych gwiazd sa zawodowym astronomom, ktorzy do
tej bazy czesto zagladaja, bardzo potrzebne. Towarzystwo powstalo tuz przed
I wojna $wiatowa, w 1911 r., i zgromadzilo juz ponad pé! miliona krzywych
blasku — niektére uaktualniane sa regularnie od lat 50. XX wieku.

Ale to nie wszystko! Istnieje szereg innych projektéw podobnych do
Galaktycznego Zoo: jest poszukiwanie komet na podstawie danych satelity

Soho, poszukiwanie supernowych, czy poszukiwanie planet na podstawie danych
satelity Kepler. Kolejne duze projekty naukowe od razu w fazie planowania
zaczynaja braé¢ pod uwage mozliwos¢ udzialu amatoréw w pewnych typach
zadan. Tak jest w przypadku planowanego kolejnego przegladu nieba — Large
Synoptic Survey Telescope (LSST) — ktéry ma daé 10 miliardéw gwiazd

i 10 miliardéw galaktyk. W tej sytuacji bez Chinczykdéw chyba sie nie obejdzie. . .
Ale w innych dziedzinach takze po trochu ,cos sie rusza”, bo szkoda marnowaé
taki ogromny potencjal.

O jednej, zakonczonej sukcesem inicjatywie ustyszalam w Warszawie, na
konferencji fizykow z okazji budowy w Krakowie akceleratora synchrotronowego.
Takie urzadzenia istnieja w wielu krajach i stuza do prze$wietlania struktury
réznych rodzajow materialéw, w tym takze organicznych. Autor jednego

z referatéw, Mirostaw Gilski, pracowal z grupa kolegéw od 10 lat nad struktura
pewnego biatka, ale ich pomiary nie byly jednoznaczne, a modelowanie

nie dawalo satysfakcjonujacych rezultatow: badacze nie umieli ustalié¢
prawidlowej struktury przestrzennej molekuty. Spotkali jednak w USA

kogo$, kto pisal edukacyjne gry komputerowe, i wspdlnie w sporym zespole
przygotowali gre ,,Zréb sobie biatko”. Gracz, majac do dyspozycji znane
elementy, konstruowal zamknieta strukture przestrzenna, dla ktorej komputer
obliczal energie wiazania. W zabawie bralo udzial kilkadziesiat tysiecy osob,

az wreszcie jedna dziewczyna znalazla rozwigzanie o minimalnej energii,
pasujace do wezesniejszych pomiaréw! Wynik opublikowalo prestizowe
czasopismo Nature [4].

Takich inicjatyw zapewne bedzie coraz wiecej, bo przy wielu kosztownych
przedsiewzieciach naukowych i tak my$li sie o akcjach edukacyjnych, by lepiej
uswiadomié¢ podatnikom sens tych badan. Od akcji edukacyjnych do mozliwosci
udzialu amatoréw w pracach naukowych to juz tylko jeden krok. Moze nie tatwy,
ale jak pokazuja wymienione przyktady, da sie go zrobié i zrobi¢ go warto.

[1] Tekst pracy jest dostepny pod adresem http://arxiv.org/abs/1007.3265.

[2] Opis projektu: http://www.sdss.org.

[3] Dostepne pod adresem http://www.aavso.org.

[4] Material prasowy na ten temat jest na stronie
http://www.sciencedaily.com/releases/2011/09/110918144955 . htm.
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Lekcja rysunku (2)
Kontynuujemy lekcje rysunku rozpoczete w Delcie 6/2012.

Kolejnym obiektem, ktory bedziemy rysowaé, jest oSmioécian. Zazwyczaj
rysujemy go, startujac od piramidy o podstawie kwadratowej. Rysujemy wiec
réwnoleglobok (rys. 1). Pomocniczo zaznaczamy przekatne (rys. 2).

Rys. 1 Rys. 2

7 punktu ich przeciecia prowadzimy wysokosé; musi byé¢ ona nieco krétsza od krawedzi. Wierzchotek wybieramy tak,
by nie lezal na przedtuzeniu krawedzi podstawy (rys. 3). O$mioécian to sklejone podstawami dwie piramidy, wiec

te wysoko$é¢ przedltuzamy w druga strone — dlugos$é powinna by¢ mniej wiecej taka sama (rys. 4). Wreszcie laczymy
kotice wysokosci z wierzcholkami podstawy i dostajemy klasyczny oSmioscian (rys. 5).

Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5

Mozna jednak postapi¢ inaczej. Rysujemy pomocniczo dwie proste prostopadle (rys. 6). Potem jeszcze trzecia
przechodzaca przez ich punkt przeciecia, jak w przestrzennym ukladzie wspélrzednych (rys. 7). Teraz na prostych
prostopadtych od tegoz punktu przeciecia odktadamy w jednakowych odleglosciach punkty. Na prostej pochytej
te odleglosci powinny byé nieco mniejsze (wiadomo, chodzi o skrécenie, rys. 8).

| | |
-

Rys. 6 Rys. 7 Rys. 8

Laczymy kazdy z zaznaczonych punktéw z pozostalymi z wyjatkiem tego przeciwleglego (rys. 9). Wybrane odcinki,
te niewidoczne, rysujemy np. linig przerywana (rys. 10). Dostajemy o$mioscian lekko obrécony wokdl pionowej osi.
»Stopien” obrécenia mozemy kontrolowaé poprzez odpowiedni dobér trzeciej prostej (rys. 11).

Rys. 10 Rys. 11
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Otrzymany oSmioscian niejako stoi na wierzchotku. A gdyby tak sprébowaé
narysowa¢ lezacy o$mioécian?

To wcale nie jest trudne. Zaczynamy od narysowania w pozycji standardowej
czworo$cianu pelniacego role pomocnicza (rys. 12). Teoria glosi, ze $rodki
krawedzi czworo$cianu sa wlasnie wierzchotkami osmioscianu. Wykorzystajmy
wiec to 1 w narysowanym czworoscianie zaznaczmy Srodki krawedzi (rys. 13).

Rys. 12 Rys. 13
Nastepnie w kazdym z tréjkatéw trzeba polaczyé pary punktéw (rys. 14),
pamietajac, ze rysowane odcinki powinny by¢ rownolegte do odpowiednich
odcinkéw (dlaczego?). Otrzymamy o$mioécian lezacy na jednej ze $cian (rys. 15).

Rys. 14 Rys. 15

Jesli przyjrzymy sie blizej tak powstalemu odmios$cianowi, zauwazymy, ze
mozna go narysowac jeszcze inaczej, bez pomocniczego czworoscianu. Rysujemy
réwnoleglobok (taki blizszy rombowi), wewnatrz wybieramy punkt nielezacy na
zadnej przekatnej (rys. 16) i taczymy go z dwoma przeciwleglymi wierzcholtkami
(rys. 17). Z wierzchotkéw tych wyprowadzamy po jeszcze jednym odcinku
réwnolegltym do odcinka wychodzacego z punktu przeciwleglego (rys. 18). Teraz
wystarczy odpowiednio dopelnié¢ rysunek czterema odcinkami wychodzacymi

z pozostalych wierzchotkéw (rys. 19).

Rys. 16

Rys. 18 Rys. 19

Prawda, ze nie jest to takie trudne?
Pisal i rysowal Zdzistaw POGODA
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Pole magnetyczne Ziemi powoduje, ze
wszystkie zelazne przedmioty magnesuja
si¢ w ten sposéb, ze dolna czedé staje sig
biegunem péinocnym.

IDOL w nauce

Pierwszy polski FameLab mamy za soba. Wygrala go we wszystkich
notowaniach, wéréd widzow, internautéw, jury i sponsora ta sama osoba,
Monika Koterska, doskonata ,famelabzanka”. Nagroda dla zwyciezcy byt
wyjazd na konkurs europejski, w tym roku rozgrywany w Cheltenham,
w Wielkiej Brytanii.

FameLab, istniejacy od paru lat europejski konkurs, polega na wyltonieniu grupy
(a potem z tej grupy zwyciezcéw) oséb mlodych, zajmujacych sie badaniami
naukowymi, o ktérych potrafig opowiedzie¢ barwnie, ciekawie, nie postugujac
sie przezroczami, a jedynie takimi rekwizytami, ktére sa w stanie samodzielnie
whnie$¢ na scene. Noiwarunek najtrudniejszy: te opowies¢ zamkna w 3 minutach,
skrupulatnie odliczanych licznikiem. Szuka si¢ naukowego idola, niestety, te
konkursy jeszcze nie budza zainteresowania polskiej telewizji, kreatora idoli.

FameLab zorganizowano w Centrum Nauki Kopernik pod patronatem British
Council. Chetnych do konkursu byto kilkudziesigciu, po eliminacjach do Scistego
finatu weszto dziewieciu. Byli z réznych miast, z réznorodnych osrodkdw
naukowych, réznej specjalnosci. Wykazali sie pomystowoscia w wyborze tematu
oraz skromnych dopuszczalnych rekwizytéw. Swobodnie nawiazywali kontakt
z publicznoscia. Ta ostatnia stuchala ich dwukrotnie — w potfinale i finale:
zmieniane zgodnie z regulaminem tematy wystapien skutkowaly gasnieciem
lub rozswietlaniem kandydatéw na idoli.

Zwyciezca konkursu europejskiego zostal biochemik Didac Carmona z Austrii,
ktory mowit o mechanizmach apoptozy, kontrolowanej Smierci komoérek.

Monika Koterska (druga nagroda ex quo z Ioannisem Karypidesem z Cypru),
doktorantka z UlJ, dowodzila, ze najtrwalszym noénikiem informacji (nie liczac
ceramicznych i kamiennych plyt), jest wciaz jeszcze papier, wspdlczesny —
wytwarzany wg specjalnej technologii przetrwa przynajmniej 300-400 lat.
Plyty CD, pamieci USB i pamie¢ magnetyczna sa mniej trwale — nie jestesmy
jeszeze gotowi, zeby pozbyé sie ksigzek. Nasza przedstawicielka zdobyla tez
wyrdznienie publicznosci.

Ten niewatpliwy sukces Polki na naukowej estradzie Europy sktania do pewnych
refleks;ji.

Upowszechnianie nauki dotarto do wspdlnego dla wielu ludzkich aktywnosci
miejsca: uswiadomienia sobie koniecznosci docierania do publicznosci szybko,
atrakcyjnie, krétko i z uwzglednieniem nowoczesnych $rodkéw przekazu.
Bron Boze nudzié¢, by¢ zbyt powaznym i rozwlektym. Oczywiscie, my,
popularyzatorzy nauki, mamy jeszcze troche rozsadku i uprawiamy te
popularyzacje na rézne sposoby, réwniez troche powazniej i dtuzszymi tekstami.
Ale juz kazdy z nas wie, ze ma uzy¢ pewnych chwytéw uatrakcyjniajacych
narracje. Wykorzystaé internet i programy spolecznosciowe. Dodaé¢ obrazki,
powiedzie¢ zart. Nic w tym ztego, a jest to juz dzis obowiazkowe.

Stuchajac tych mtodych idoli nauki, pomyslatam réwniez o réznicach

w upowszechnianiu nauki przez propagatoréw w réznym wieku. Starsi wiedza,
ze nie zawsze trzeba méwié¢ o szczegdtach, wiedza, ze na takich spotkaniach
unika sie zargonu danej specjalnosci, obcojezycznych skrotéw. Potrafia
powiedzieé: nie wiem. Zdaja sobie sprawe z wagi wyboru tematu dla osiagniecia
sukcesu. Sg takie problemy naukowe, ktérych, bez wulgaryzacji, nie da sie

po prostu prawdziwie opowiedzie¢ w tak krotkim czasie. Ze nie nalezy prébowad
odpowiedzie¢ w trakcie krétkiego wystapienia na kilka pytan, wystarczy na
JEDNO. Ze koniecznie trzeba pozwoli¢ na uwagi i pytania shuchaczy, ze ten
kontakt jest niezwykle wazny, bo on daje wystepujacemu mozliwo$é samooceny
i jednoczesénie charakterystyki zainteresowan publicznosci.

A sukces Moniki Koterskiej jest wazny i radosny. Gratulacje!
Magdalena FIKUS
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Olimpiada

Zadania zawodow I stopnia
Olimpiad: Astronomicznej, Fizycznej,
Matematycznej oraz Matematycznej Gimnazjalistow
2012/2013

LVI Olimpiada Astronomiczna

Informacje regulaminowe

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szk6t ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa trojstopniowe. W zawodach
I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne.

3. W pierwszej serii zadan zawodow I stopnia nalezy
nadestaé, do 10 pazdziernika 2012 r., rozwiazania 3 zadan
dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do 20 pazdziernika br. tematy drugiej serii
zadan. Zadania obydwu serii beda réwniez umieszczane

na stronie internetowej olimpiady astronomicznej:
www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przesta¢ wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodéw I stopnia, do
12 listopada 2012 r. Decyduje data stempla pocztowego.
Nadestanie rozwigzania zadania obserwacyjnego jest
warunkiem koniecznym dalszego udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwiazan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda rozwigzania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestaé za
posrednictwem szkoly pod ponizszym adresem

w terminach podanych w p. 3 1 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle, ale

z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych nalezy podaé ich
zrédlo. Jako dane traktuje sie rowniez podrecznikowe stale
astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na
oddzielnym arkuszu papieru formatu A4. Kazdy arkusz

oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisaé imieniem i nazwiskiem. W nagtéwku zadania

0 najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo: peina
nazwe szkoty, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi). Dodatkowo, do rozwigzan
pierwszej serii zadan nalezy dolaczyé wypeilniong
ankiete uczestnika, dostepna na stronie internetowej
olimpiady: www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

10. Zawody II stopnia odbeda sie 14 stycznia 2013 r.
Zawody III stopnia odbeda si¢ w dniach od 7 do
10 marca 2013 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodéw
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistéw olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.

Komitet Glé6wny Olimpiady Astronomicznej
Planetarium Slaskie
41-500 Chorzdéw, skr. poczt. 10



Zalecana literatura

o Obowiazujace w szkotach podreczniki
do przedmiotéw Scistych.

e H. Chrupata, M. T. Szczepanski, 25 lat
olimpiad astronomicznych.

e H. Chrupala, Zadania olimpiad
astronomicznych XXVI- XXXV
(w dwéch czesdciach).

e H. Chrupata, J. M. Kreiner,
M. T. Szczepanski, Zadania
z astronomii z rozwigzaniams.

e J. M. Kreiner, Astronomia
z astrofizykaq.

e J. M. Kreiner, Ziemia i WszechSwiat —
astronomia nie tylko dla geograféw.

e Slownik szkolny — Astronomia (praca

zbiorowa).

Encyklopedia szkolna — fizyka

z astronomiq (praca zbiorowa).

e Atlas nieba.

Obrotowa mapa nieba.

e Czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole,
Swiat Nauki, Urania — Postepy
Astronomii, Wiedza i Zycie.

e Poradniki i kalendarze astronomiczne
dla obserwatoréw nieba.

Pierwsza seria zadan zawodéw I stopnia

1. Po wyniesieniu satelity na wysoko$¢ H silniki rakietowe nadaja mu predkosé

v = 6,73 km/s, prostopadla do promienia wodzacego satelity. Przedyskutuj problem
minimalnej wysokosci H nad powierzchnig Ziemi, na jaka nalezy tego satelite wyniesé,
by predkos¢ ta wystarczyta do wprowadzenia go na orbite okotoziemsks.

Dla znalezionej orbity oblicz jej wielka p6to$ i mimosrdd oraz okres obiegu i predkosé
polowa satelity.

Zakltadamy kulisty ksztalt Ziemi i przyjmujemy dla niej wartosci: promienia
R = 6380 km i masy M = 5,98 - 10** kg.

2. W kolejnych wierszach tabelki podano wybrane wspotrzedne srodka tarczy
Ksiezyca w pewnej miejscowoéci. Uzupelnij puste pola dotyczace srodka tarczy
stonecznej i ewentualnego zjawiska, mozliwego do zaobserwowania w tej miejscowosci
w rozpatrywanych w tabeli przypadkach.

Co w kazdym z tych przypadkéw mozna powiedzie¢ o azymutach Ksiezyca i Stoiica
oraz o czasie gwiazdowym, w ktérym zachodza?

Ksiezyc Storice -
- — - — zjawisko
faza | wysoko$¢ | rektascensja | deklinacja | wysokos$é | rektascensja | deklinacja
pelnia 90° 12b 0°
néw 90 12 0
pelnia —-90 12 0
néw —-90 0 0
pelnia 90 0 0
now 90 0 0

3. Trzy mlode gwiazdy, o typach widmowych: B2, F5 i K8, zaczynajace spala¢ w swych
wnetrzach wodér, maja jednakowe jasnosci obserwowane.

Uszereguj te gwiazdy wzrastajaco wedtug ich: mocy promieniowania, mas, temperatur
efektywnych, srednic i odlegtosci od obserwatora. Czy gwiazdy te moga naleze¢ do tej
samej asocjacji?

Podaj krétkie uzasadnienie odpowiedzi. Potrzebne dane wyszukaj samodzielnie.

4. Oszacuj predkosé, z jaka wyrzucany jest gaz przez wulkany na lo, wiedzac, ze
wysokosci pidropuszy gazu siegaja do 300 kilometrow.

Przyjmij, ze promieti To wynosi 1815 km, a [jej] masa 8,95 - 1022 kg.

Zadania obserwacyjne

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac: dane dotyczqce przyrzqdow
uzytych do obserwacji © pomiarow, opis metody i programu obserwacyi, standardowe
dane dotyczqce przeprowadzonej obserwacji (m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne,
warunki atmosferyczne), wyniki obserwaciji i ich opracowanie oraz ocene dokladnosci
uzyskanych rezultatow. Wykonang obserwacje astronomiczng nalezy odpowiednio
udokumentowad.

1. Na podstawie wykonanych aparatem cyfrowym fotografii dowolnej planety wyznacz
jej dobowy ruch wlasny (rozumiany podobnie jak roczny ruch wlasny gwiazdy).

Do rozwigzania dolacz oryginalne zdjecia w formie plikow JPG, zawierajacych pelng
informacje¢ o zdjeciu. Pliki te, o nazwie w formie ,nazwiskoimie.jpg” mozna réwniez
przestaé poczta elektroniczng pod adresem: olimpiada@planetarium.edu.pl.

2. Jako rozwigzanie zadania obserwacyjnego mozna réwniez nadestaé opracowane
wyniki innych wlasnych obserwacji, prowadzonych w ostatnim roku.

Internetowe zadanie obserwacyjne

3. Korzystajac ze strony internetowej:
http://sohowww.nascom.nasa.gov/data/realtime/hmi_igr/1024/latest.html,
przeprowadz tygodniowa obserwacje dowolnie wybranej plamy stonecznej w celu
wyznaczenia momentu, w ktorym jej odlegtoéé od srodka tarczy stonecznej byta
minimalna. Podaj w kilometrach warto$¢ tej minimalnej odlegltosci, mierzonej
po powierzchni fotosfery.

Do rozwigzania dolacz rysunek wygladu tarczy Stonica w dniu znalezionego minimum,
z zaznaczonym polozeniem obserwowanej plamy.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadesltaé wraz
z rozwigzaniami drugiej serii zadan zawodéw I stopnia — do dnia
12 listopada 2012 r.
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LXII Olimpiada Fizyczna

Zadania zawodow I stopnia

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okregowych Komitetéw
Olimpiady Fizycznej w terminach:

cze$¢ I — do 12 pazdziernika br.

cze$é IT — do 16 listopada br.

O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych za
rozwigzania zadan czesci I i II.

Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé na stronie

internetowej http://wuw.kgof.edu.pl.

Krotka informacja na temat poprawnej redakcji
rozwigzan zadan Olimpiady Fizycznej

Zadania powinny by¢ rozwiazane jasno, przejrzyscie

i czytelnie. Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na
oddzielnej kartce papieru. Poszczegdlne etapy rozumowania
nalezy opisaé, a wszelkie zalezno$ci fizyczne, ktére nie sa
wprost podane w podrecznikach szkolnych — udowodnié.
Nalezy réowniez objasni¢ wszelkie oznaczenia wystepujace
w rozwigzaniach zadan. Rysunki moga by¢ wykonane
odrecznie — muszg by¢ jednak przejrzyste i czytelne oraz
dobrze opisane w tekscie.

Rozumowanie przedstawione w rozwigzaniach nie moze
zawieraé luk logicznych. Kazdy krok rozumowania powinien by¢
zwiezle opisany, a przyjete zalozenia — klarownie uzasadnione.
Rozwleklos¢ jest uznawana za ujemng ceche pracy.

Rozwigzanie zadania teoretycznego powinno by¢
poprzedzone analiza problemu poruszanego w zadaniu,

a zakonczone dyskusja wynikow. Rozwigzania zadan
teoretycznych powinny odnosi¢ si¢ do ogdlnej sytuacji
opisanej w tresci, dane liczbowe (o ile podane) powinny by¢
podstawione dopiero do ostatecznych wzoréw.

W zadaniach doswiadczalnych nalezy wyraZnie rozgraniczy¢
czedci teoretyczng i doswiadczalng. Czeéé teoretyczna
zadania doswiadczalnego powinna zawieraé analize
problemu wraz z wyprowadzeniem niezbednych wzoréw

(o ile nie ma ich wprost w podrecznikach szkolnych) oraz
sugestie metody doswiadczalnej. Czes¢ doswiadczalna
powinna zawiera¢ m.in. opis uktadu do$wiadczalnego
ilustrowany rysunkiem, opis wykonanych pomiardw,

wyniki pomiaréw, analize czynnikéw mogacych wplywacé

na wyniki (jak np. rozpraszanie energii lub opory
wewnetrzne miernikéw), opracowanie wynikéw wraz

z dyskusja niepewnoéci pomiarowych. Wykresy do zadania
doswiadczalnego powinny by¢ starannie wykonane, najlepiej
na papierze milimetrowym. Ocenie podlegaja wytacznie
elementy rozwiazania opisane w pracy. W zadaniach
doswiadczalnych osobno oceniana jest czesé teoretyczna

i cze$¢ doswiadczalna.

W rozwiazaniach mozna postugiwaé sie dowolnym ukltadem
jednostek, chyba ze tekst zadania méwi wyraznie inacze;j.

Czes¢ I (termin wysylania rozwigzan — 12 pazdziernika 2012 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamies$ci¢ w kolejnosci zgodnej

z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny byé ponumerowane.

Na kazdym arkuszu nalezy umie$ci¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy.
Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé nazwe, adres szkoly

i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymad

maksimum 4 punkty.

Uwaga: potrzebne do rozwigzania niektérych zadan warto$ci stalych nalezy
wyszukaé samodzielnie.

1. Wiadomo, ze lodéwka, nawet z otwartymi drzwiami, nie moze chtodzié
pomieszczenia, w ktérym sie znajduje. Dlaczego zatem w czedciach hipermarketéw,
w ktorych znajduja sie chlodnie, temperatura jest wyraznie nizsza niz w pozostatych

czesciach sklepu?

2. Idealnie przewodzaca, doskonale czarna sfere rozcieto na dwie pétsfery, ktére bardzo
nieznacznie rozsunieto i izolowano od siebie termicznie. Na pierwsza potsfere pada
wiazka lasera utrzymujaca ja w temperaturze T3. Jaka jest rownowagowa temperatura

drugiej pétsfery?

Uktad znajduje sie w prézni, z dala od innych niz wigzka lasera zrédel promieniowania.

3. Na pilce futbolowej potozono pilteczke pingpongowa, a nastepnie cato$é¢ puszczono
swobodnie na podloge z wysokodci h. Zakladajac, ze wszystkie odbicia sa idealnie
sprezyste, pomijajac opory ruchu i zaniedbujac mase piteczki pingpongowe;j

w poréwnaniu z masg futbolowej, wyznacz wysokos$é¢, na jaka podskoczy po odbiciu

piteczka pingpongowa.

Pomin réwniez wielkos¢ pitek w poréwnaniu z h.
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Rys. 1

pompka akwariowa

Rys. 3

4. Okulary stuzace do ogladania filméw tréjwymiarowych (a wlasciwie
stereoskopowych) w kinach moga by¢ m.in. nastepujacych rodzajéw:

a) polaryzacyjne, w ktérych jeden okular polaryzuje $wiatto liniowo w pewnej
plaszczyznie, a drugi w plaszczyznie prostopadtej;

b) w ktérych kazdy okular przepuszcza $wiatto o trzech dtugosciach fali, z ktérych oko
(i mézg) moze ztozyé dowolny kolor, ale dla kazdego z okularéw sa to inne diugosci.

Masz do dyspozycji dwie pary okularéw jednego z wymienionych typoéw oraz zrédto

niespolaryzowanego, bialego swiatta. W jaki sposéb mozesz rozstrzygnaé, z ktérym

typem okularéw masz do czynienia?

5. Wykorzystujac nitke, zawieszono na statywie maly ciezarek, a nastepnie wprawiono
go w ruch. Rzut toru tego cigzarka na plaszczyzne pozioma jest przedstawiony na
rysunku 1. Narysuj szkic uktadu, w ktérym mozna otrzymac taki rzut toru, oraz podaj
jego istotne parametry.

6. Na Ksiezycu przeprowadzono zawody w strzelaniu z armat na odlegto$é. Pociski
wystrzeliwano pod katem 45° z bieguna Ksiezyca, a odlegto$é mierzono wzdtuz
potudnikéw. Wiadomo, ze wplyw innych cial niebieskich na ruch pocisku byt
zaniedbywalny. W komunikacie prasowym podano, ze najlepsza armata osiagneta
wynik 9 tys. km. Jednak pewien fizyk po przeczytaniu tego komunikatu stwierdzil, ze
taki rezultat jest niemozliwy. Dlaczego?

7. Postanowiono, ze w trakcie ,,Ekologicznej wyprawy kosmicznej”, w czasie gdy
statek kosmiczny porusza sie z wylaczonym napedem z dala od gwiazd, energia
elektryczna bedzie wytwarzana wylacznie przez silnik cieplny, pobierajacy ciepto

z ciala podréznikéw. Jaka jest (teoretycznie) maksymalna sprawnosé takiego silnika?
Wynik podaj z doktadno$cig do 0,2%.

8. Wewnatrz hermetycznie zamknietego naczynia w ksztalcie walca o wysokosci h
znajduje sie HoO. W stanie poczatkowym temperatura wody i pary wynosi 20°C,

a powierzchnia rozdzialu para-woda jest w polowie wysoko$ci naczynia, tzn. na
wysokosci h/2. Temperature we wnetrzu naczynia podwyzszono do 400°C. Na jakim
poziomie bedzie znajdowata si¢ powierzchnia rozdzialu para-woda:

a) nie wyzszym niz h/4, ale wyzszym niz 0,

b) nie wyzszym niz h/2, ale wyzszym niz h/4,

¢) nizszym niz h, ale wyzszym niz h/2,

d) w ogole nie bedzie powierzchni rozdziatu para-woda?

9. W odleglosci d od maltego, ale silnego magnesu, na jego osi, znajduje sie mata kulka
wykonana z paramagnetyka.

Ile razy wzroénie sita dziatajaca na kulke, jesli drugi taki sam magnes umiescimy (patrz
rysunek 2):

(i) tuz obok pierwszego magnesu,

(ii) w odlegtosci 2d od pierwszego magnesu, po ,drugiej stronie” kulki?

10. Przez niewazki bloczek jest przerzucona niewazka lina. Jeden koniec trzyma
sportowiec A o masie m, a drugi — sportowiec B o masie 2m. Sportowcy poczatkowo
stoja na podlodze, a w pewnej chwili zaczynaja si¢ wspinaé po linie: sportowiec A

z przyspieszeniem g wzgledem liny, sportowiec B z przyspieszeniem 2g wzgledem liny.
Ktéry ze sportowcéHw szybciej dotrze do bloczka?

Pomin opory ruchu i przyjmij, ze liny caly czas pozostaja pionowe.

11. Prostopadlodcienne akwarium z woda stoi na obracajacej sie tarczy (rys. 3). Naszkicuj
(w rzucie prostopadlym na najwicksza pionowa $ciane akwarium) tor, po ktérym beda
sie poruszaly babelki powietrza wydobywajace sie z pompki akwariowe;j.

12. Planowana energia protonéw w akceleratorze LHC w CERN pod Genewa wynosi
7 TeV. Rozwazmy obserwatora inercjalnego, poruszajacego sie wzgledem Ziemi z taka,
sama predkoscia, jak te protony. Jak dlugo dla tego obserwatora trwataby podréz

z Ziemi do najblizszej gwiazdy, odleglej od nas o okolo 4 [lat swietlnych]?

Energia spoczynkowa protonu to okoto 0,9 GeV.

13. W cyfrowym aparacie fotograficznym swiatto po przejsciu przez obiektyw pada na
prostokatna, $wiattoczuta matryce. R6zne aparaty moga mieé rézne wielkosci matryc,
jesli jednak proporcje matrycy oraz stosunek ogniskowej f obiektywu aparatu do
przekatnej matrycy sa takie same w réznych przypadkach, to w kazdym z nich przedmiot
sfotografowany z ustalonej odleglosci bedzie zajmowal taka sama cze$é¢ zdjecia.
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parametrach:

a) f=6mm, F=1:18,
b) f=14 mm, F =1: 3,5,
¢) f=5mm, F=1:3]1,
d) f=51mm, F=1:3,5,
e) f=104 mm, F=1:3,5,

gdzie f jest ogniskowa, a F' = d/f, gdzie d jest $rednicg otworu przystony aparatu.

Mamy do dyspozycji rozne aparaty fotograficzne wraz z obiektywami o nastepujacych

Stosunek f do przekatnej matrycy jest taki sam w kazdym z tych przypadkéw.

akwarium ) A o )
Proporcje matrycy (i zdjecia) sa réwniez takie same.
E Uszereguj te aparaty wedlug teoretycznej przydatnosci do robienia zdjeé przy stabym
kamera $wietle, tzn. wedtug iloéci $wiatta padajacego na matryce aparatu w takim samym
czasie, od najwiekszej do najmniejszej.
b) Rozwaz tylko sytuacje, gdy odlegtos¢ fotografowanych obiektéw od aparatu jest

Caktor O

9
N

znacznie wigksza od ogniskowej.

14. Sita Coriolisa jest to sita bezwladnosci, dzialajaca na cialo o masie m poruszajace
sie z predkoscig ¥ w uktadzie obracajacym sie z predkoécia katowa &J i wynosi
Fo=—2m@ x @. O ile wyzszy w wyniku dziatania tej sity jest poziom wody na
zachodnim brzegu Wisly niz na wschodnim jej brzegu w miejscu, gdzie Wista ma
szeroko$¢ 500 m i plynie na prostym odcinku na péinoc z érednia predkoscia 1,5 m/s?
Podaj wynik z doktadnoécia do jednej cyfry znaczace;j.

Wektor predkosci katowej & to wektor o wartosci réwnej predkosci katowej, jego

akwarium kierunek to o$ obrotu, a zwrot jest zgodny z reguta sruby prawoskretnej.
15. W dawnych latach sceny filméw, w ktérych bohaterowie filmu przebywali
B w wodzie, krecono umieszczajac miedzy aktorami a kamerg duze akwarium. Rozwazmy
kamera pojedynczy kadr z takiego filmu, przedstawiony na rysunku 4 schematycznie w widoku
Rys. 4 z gory. Podaj (jakodciowo) réznice w wielkosci obiektéw widocznych w kadrze miedzy

przypadkami a) i b).

Czes¢ II (termin wysylania rozwigzan — 16 listopada 2012 r.)

Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé napisane na oddzielnym
arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko
i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe, adres szkoly i klase oraz
nazwisko i imie nauczyciela fizyki. Do pracy nalezy dolaczyé koperte
zaadresowang do siebie.

Zadania teoretyczne

Nalezy przestaé rozwigzania trzech (i tylko trzech)
dowolnie wybranych zadan teoretycznych. Za kazde
z trzech zadan mozna otrzymaé¢ maksimum

20 punktéw.

T1. Na poziomej podtodze znajduja sie¢ maty wbzek
o masie m oraz duza, poczatkowo spoczywajaca pochylnia
o takiej samej masie m i wysokosci h (patrz rysunek).

|
h m % .

a) Jaka predkosé¢ vg nalezy nadaé¢ wézkowi, aby wtoczyt
sie na gérna, pozioma cze$¢ pochylni i zatrzymat
wzgledem niej?

b) Zaktadajac, ze wézkowi nadano predkosé v > vg, wyznacz
odlegtosé d miedzy nim a pochylniag w chwili uderzenia
o podtoge.

Pomin tarcie, opér powietrza oraz momenty bezwladnosci
kétek wozka i pochylni. Wézek w trakcie wtaczania
nie odrywa si¢ od powierzchni pochylni.
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T2. W morzu, na gtebokosci h spoczywa wrak okretu

o0 masie m i Sredniej gestosci p. Postanowiono go wydoby¢,
przymocowujac do niego, a nastepnie nadmuchujac
powietrzem specjalne balony.

Wyznacz minimalng prace, jaka nalezy wykonac, by
nadmuchaé te balony, przy zatozeniu, ze nadmuchiwane
powietrze nie wymienia ciepla z otoczeniem.

Podaj wartoéé liczbowa tej pracy dla h = 100 m, m = 2000 t,
p=3,0 g/cm®.

Gestosé wody wynosi p, = 1,0 g/cm?®, ciénienie
atmosferyczne tuz nad powierzchnia morza (skad jest
pobierane powietrze do nadmuchiwania balonéw) —

po = 1,0 - 10° Pa. Wrak lezy na dnie, nie bedac w nim
zakopany ani tez przyssany do niego. Balony znajduja sie
na glebokosci wraku. Pomin mase powtok balonéw oraz
gestos$é powietrza (réwniez sprezonego) w poréwnaniu

z gestoscig wody. Molowe cieplo wlasciwe powietrza przy
stalej objetosci wynosi Cy = 21 J/(K - mol), przyspieszenie
grawitacyjne — g = 9,8 m/s?, uniwersalna stala gazowa —
R =38,3 J/(K - mol).

Dla przemiany adiabatycznej zachodzi zwigzek
pV (CVTRI/Cv — const.



T3. Wewnatrz réwnomiernie natadowanej tadunkiem @
(gdzie Q < 0) sfery o promieniu R znajduje si¢ réwnomiernie
naladowana sfera o potencjale rownym potencjatowi

w nieskoniczonosci i promieniu R/2. Obie sfery sa
wspotsrodkowe.

7 wewnetrznej sfery, stycznie do niej, wylatuje elektron

(o tadunku e < 0). Jaka jest minimalna warto$é poczatkowej
energii kinetycznej elektronu Ey, przy ktorej dotrze on

do zewnetrznej sfery? Przyjmij, ze elektron porusza sie¢

z predkoscia nierelatywistyczna.

T4 (zadanie numeryczne). Pozioma tarcza obraca

sie ze stala predkoscia katowa w wokdt pionowej osi.

W odleglosci R od osi obrotu ktadziemy na tarczy maly

klocek o masie m, ktory w chwili poczatkowej nie porusza

sie wzgledem uktadu inercjalnego, lecz Slizga sie wzgledem

tarczy. Tarcie miedzy klockiem a tarcza powoduje, ze klocek

zaczyna sie porusza¢. Mozliwe sa dwa przypadki:

a) po pewnym czasie klocek przestaje sie §lizga¢ wzgledem
tarczy,

b) klocek stale §lizga si¢ wzgledem tarczy, oddalajac sie
coraz bardziej od jej srodka.

Wyznacz numerycznie przyblizona warto$é¢ parametru
_ Mg
P= 2R
(gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, a pu — wspétczynnikiem
tarcia) bedaca graniczna wartoscia migdzy przypadkiem
a) oraz b).

Wykonaj wykresy toru klocka dla p mniejszego o 0,1 od
wartosci granicznej oraz wigkszego o 0,1 od tej wartodci.

Wskazéwka: Ruch uktadu mozna wyznaczy¢ numerycznie,

np. korzystajac z réznicowej postaci réwnan ruchu:

F, (t)

z(t+ At) = z(t) + ve () AL, vz (t + At) = v, (t) + At,

y(t + At) = y(t) + vy (t) At, At.

vyt + A1) =y (1) + 20

Uwaga: Rozwigzanie powinno by¢ napisane na papierze

i zawiera¢ opis sposobu rozwigzania oraz wyniki i wykresy.
Nie jest konieczne zalaczanie kodu programu lub arkusza
kalkulacyjnego.

Dodatkowe informacje na temat zadan numerycznych mozna
znalez¢ w zadaniach numerycznych z poprzednich olimpiad
oraz w rozwigzaniach tych zadan.

Zadania doswiadczalne

Przeslaé nalezy rozwiagzania dwdch (i tylko dwdch)
zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan
doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymad
maksimum 40 punktéw.

D1. Po zaparzeniu herbaty czesto zostawiamy ja na

chwile, aby ostygta. Po pewnym czasie stwierdzamy, ze

herbata ma nizsza temperature, ale jest jej tez odrobine

mniej. Jest to efektem parowania, czyli unoszenia

z powierzchni cieczy czasteczek, ktore maja najwieksze energie

kinetyczne. Skutkuje to — obok innych proceséw, takich jak

np. promieniowanie — obnizeniem temperatury herbaty.

Majac do dyspozycji

e kubek styropianowy z zaznaczonym poziomem 200 ml,

e termometr,

e wode i olej (np. jadalny),

e czajnik, grzalke albo inne urzadzenie umozliwiajace
podgrzewanie wody,

e zegarek lub stoper,

sporzadz wykres zaleznosci szybkosci parowania

wody (w gramach na sekunde) od temperatury wody
w zakresie 40-90°C.

Przyjmij upraszczajace zalozenie, ze podczas catego
eksperymentu ubytek masy wody wskutek parowania jest
niewielki. Dane sa: ciepto wlasciwe wody C, = 4200 J/(kg - K),
ciepto parowania wody C), = 2,26 MJ/kg, gestos¢ wody

p = 1000 kg/m?>.

Wskazowka: Dyskusja zaleznosci wynikéw od wilgotnosci

powietrza nie jest celem zadania, jednak wilgotnos¢ nie powinna

by¢ bardzo wysoka, wiec doSwiadczenie nie moze by¢

wykonane w zaparowanym zamknigtym pomieszczeniu ani

przy deszczowej pogodzie. Nalezy tez unikaé¢ miejsc, w ktorych

panuje nadmierny przewiew.

D2. Majac do dyspozycji:

e soczewke skupiajaca o ogniskowej okoto 5 cm (znanej tylko
orientacyjnie),

e wysokie naczynie z woda (np. wanng),

e linijke,

wyznacz wspélczynnik zalamania materiatu, z ktérego

wykonana zostata soczewka.
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Przyjmij, ze wspotczynniki zatamania powietrza i wody
wynosza odpowiednio 11 1,33. Mozesz wykorzystaé
dostepne zrédlo swiatta, np. lampe zamocowana pod
sufitem. UWAGA: Zachowaj ostroznosé¢ podczas obstugi
jakichkolwiek urzadzen elektrycznych, np. lampy, w poblizu
naczynia z woda. W szczegélnosci nie dotykaj tych urzadzen
mokrymi rekoma.

D3. Najprostszy kondensator sktada si¢ z dwoch

przewodnikéw (tzw. oktadek) rozdzielonych powietrzna

przerwa. Zazwyczaj przerwa pomiedzy oktadkami jest

wypelniona izolatorem o wzglednej przenikalnosci

elektrycznej € duzo wigkszej od 1, co pozwala na

wytwarzanie kondensatorow o stosunkowo duzych

pojemnosciach i malych rozmiarach. Jednym z istotnych

parametréw kazdego kondensatora jest zalezno$é jego

pojemnosci od temperatury.

Majac do dyspozycji

e kondensator ceramiczny o pojemnosci kilkudziesieciu nF,

e opornik o oporze kilku k{2,

e generator sygnalu sinusoidalnego o czestosci kilku kHz,

e dwa woltomierze lub oscyloskop,

e kubek, wode i czajnik (lub inne urzadzenie umozliwiajace
podgrzewanie wody),

e termometr,

e foliowa torebke $niadaniowa,

e kable i ztaczki niezbedne do zestawienia uktadu,

w przedziale temperatur 30-80°C wyznacz wspdtczynnik

a = Ae/(e - AT) opisujacy, jak przenikalnosé elektryczna
izolatora pomiedzy okladkami kondensatora zalezy od
temperatury; Ae jest zmiang przenikalnosci odpowiadajaca
niewielkiej zmianie temperatury AT.

Uwaga: Nie uzywaj kondensatora elektrolitycznego,
tantalowego, ani foliowego. Jesli nie mozesz zdoby¢
kondensatora ceramicznego, to przed 30 wrzeénia br. przeslij
pod adresem KGOF zaadresowana do siebie koperte ze
znaczkami. KGOF przysle ci odpowiedni kondensator.

Jedli nie masz dostepu do generatora sygnalu lub
oscyloskopu, to mozesz uzy¢ komputera z karta dzwiekows,

i odpowiednim oprogramowaniem, np. Visual Analyzer
(http://www.sillanumsoft.org).



LXIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtadciwego terytorialnie dla szkoty, najpézniej dnia

3 pazdziernika 2012 r. — I seria,

5 listopada 2012 r. — IT seria,

6 grudnia 2012 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiazania przestane w terminie
pdzniejszym nie bedg rozpatrywane.

Adresy Komitetow Okregowych oraz biezace informacje, a takze zadania z poprzednich
Olimpiad Matematycznych mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria 1. Dane sg rézne dodatnie liczby wymierne x i y, dla ktérych liczba
(3 wrzesnia 2012 r. — T+ /7
— 3 pazdziernika 2012 r.) w = v+ VT

jest wymierna. Wykazad, ze obie liczby z i y sa kwadratami liczb wymiernych.

2. Dany jest réwnolegtobok ABCD z katem ostrym przy wierzchotku A. Zakladamy,
ze okrag opisany na trojkacie ABD przecina boki CB i C'D odpowiednio w punktach
K i L r6znych od wierzchotkéw. Niech odcinek AN bedzie érednicy tego okregu.
Udowodnié, ze punkt N jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie C K L.

3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykazaé, ze jezeli suma wszystkich jej
dodatnich dzielnikéw jest nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym
kwadratem liczby catkowitej.

4. Na tablicy narysowany jest 2012-kat foremny. Michat i Jurek dorysowuja na zmiane
jedna przekatna, niemajaca wspélnych punktéw wewnetrznych ani wspoélnych koncédw
z wczesniej narysowanymi przekatnymi. Przegrywa ten z graczy, ktéry nie moze
wykonac¢ ruchu. Gre rozpoczyna Michal. Ktéry z graczy ma strategie wygrywajaca?

IT seria 5. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$é wyrazenia |20™ — 9™|, gdzie m i n sa dodatnimi
(4 pazdziernika 2012 r. —  liczbami catkowitymi.

— 5 listopada 2012 r.
istopada r) 6. Punkty P, Q i R leza odpowiednio na bokach BC, CA i AB tréjkata ABC, przy

czym spelione sg réwnosci AR = RP = PC oraz BR = RQ = QC. Wykazaé, ze
AC + BC = 2AB.

7. Dany jest czworoécian ABCD, w ktérym < BCA = XBAD, a sfera o $§rodku S,
dopisana do tego czworoscianu, jest styczna do $ciany ABC' w srodku okregu opisanego
na tej Scianie. Udowodnié, ze proste AD i AS sg prostopadte.

(Uwaga: Sfera dopisana do czworoscianu to sfera styczna do doktadnie jednej Sciany
oraz do trzech plaszczyzn zawierajacych pozostale $ciany.)

8. Na planszy o wymiarach n X n wyrézniono 2n — 1 p6l. Dowiesé, ze mozna
pomalowaé pewna niezerows liczbe wyrdznionych pdl na zielono w taki sposéb, ze:
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest parzysta,

albo

e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie liczba zielonych pdl jest nieparzysta.

III seria 9. Na plaszczyznie ustawiono po jednym kamieniu w punktach o wspélrzednych (0,0),
(6 listopada 2012 r. —  (0,1), (1,0) i (1,1). W jednym ruchu wybieramy dowolny kamiet i przestawiamy
— 6 grudnia 2012 r.)  go symetrycznie wzgledem ktérego$ z pozostalych kamieni. Rozstrzygnaé, czy
po skoniczonej liczbie ruchéw trzy kamienie moga znalez¢ sie na jednej prostej.

10. Dany jest prostopadtoécian ABCDA'B'C’'D’. Niech «, 3 i v beda katami

utworzonymi przez przekatng AC’ z krawedziami AB, AD i AA’. Udowodnié, ze
tga+tg 8 +tgy < 3 tgatgStgny.

11. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Proste zawierajace dwusieczne katéw

wewnetrznych A i C' przecinaja sie¢ w punkcie P, a proste zawierajace dwusieczne

katéw wewnetrznych B 1 D przecinajg sie w punkcie Q. Dowiesé, ze jezeli kat PAQ

jest prosty, to rowniez kat PC'Q jest prosty.

12. Zbadaé, czy istnieje liczba catkowita wieksza od 2012%°'2, ktérej nie mozna

przedstawié w postaci 22 + y* + 2%, gdzie z, y i z s3 dodatnimi liczbami catkowitymi.
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VIII Olimpiada Matematyczna Matematyczna o
° ° ° », c H B B B E R EREEN
Gimnazjalistow G-W--H- W3
. c " @ B E R R R BN Q
Zadania konkursowe ‘S :i: :i: N,
zawodOow stopnia pierwszego — e e %
czes$¢ korespondencyjna 6 «H--H--H:O
1 wrzesnia — 29 pazdziernika 2012 r. LR R IES
5‘“{ Rozwiazania ponizszych zadan nalezy zapisywac¢ jednostronnie na
& oddzielnych arkuszach formatu A4. Na kazdej kartce z rozwigzaniem
nalezy poda¢ nastepujace informacje:
e w prawym gérnym rogu numer zadania,
e w lewym gérnym rogu dane uczestnika: imi¢ i nazwisko,
numer PESEL, adres domowy, nazwa i adres szkoty, klasa.
Rozwiazania zadan nalezy przesta¢ do Komitetu Okregowego, wlasciwego
terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia 29 pazdziernika 2012 r. (decyduje
data stempla pocztowego). Adresy Komitetéw Okregowych, informacje
o kwalifikacji do zawoddéw stopnia drugiego, terminy kolejnych etapéw
OMG oraz inne biezace informacje mozna znalez¢ w Internecie pod adresem
www.omg.edu.pl.
C 1. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, liczby
D \'\‘ n,ns,ng,nm,n”,...
% majg jednakowe cyfry jednosci.
2. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AD + BC = C'D. Dwusieczne
katow BCD i CDA przecinajg sie w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.
A B
3. Liczba naturalna n jest co najmniej trzycyfrowa. Jezeli pomiedzy cyfre setek a cyfre
Zadanie 2 dziesiatek tej liczby wpiszemy znak mnozenia, to po wykonaniu mnozenia otrzymamy
potowe liczby n. Wyznacz wszystkie liczby n o tej wtasnosci.
M 4. W balu wzieto udziatl 102 krélewiczéw i 103 krélewny. Po balu okazalo sie, ze kazdy
krélewicz zatanczyt z taka sama liczba krdolewien. Udowodnij, ze pewne dwie krélewny
P o zatanczyly z taka sama liczba krélewiczow.
.’A» ’D 5. Odcinki AD i BE sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego ABC'. Po zewnetrznej
0>~ E,/ stronie tréjkata ABC zbudowano kwadrat ABK L oraz prostokaty BDMN i AEPQ,
\\\ Y przy czym BN = BC oraz AQ = AC. Udowodnij, ze suma pol prostokatéw BDM N
A B i AEPQ jest réwna polu kwadratu ABK L.
6. W ostrostup SABC D, ktérego podstawa jest czworokat wypuklty ABCD, mozna
wpisaé sfere. Udowodnij, ze
XASB + xCSD = xBSC + «xDSA.
L K 7. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych liczba n® — 7n jest
Zadanie 5 kwadratem liczby catkowite;j.
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Oczywiscie, daty narodzin i $mierci

nie sg istotne (ani tez bardzo dokladne)
— podaje¢ je dlatego, by tym bardziej
uwypuklié, jak bardzo wszyscy
wymienieni byli réwiesnikami.

w

Rozwigzanie zadania M 1362.

Skoro jest 6 - 6 podszachownic

wymiaru 3 X 315 -5 podszachownic
wymiaru 4 X 4, to istnieje

61 pojedynczych ruchéw mozliwych do
wykonania. Zauwazmy, ze wykonanie
ruchu A, a nastepnie ruchu B prowadzi
do tego samego kolorowania szachownicy,
co wykonanie najpierw ruchu B, a potem
ruchu A. Ponadto wykonanie tego
samego ruchu parzysta liczbe razy

nie zmienia kolorowania szachownicy.
Zatem kazda sekwencja ruchéw jest
jednoznacznie opisana przez podanie
ruchéw wystepujacych w niej nieparzysta
liczbe razy. Jest wiec nie wiecej niz

261 nieréwnowaznych sekwencji ruchéw
(sekwencje uznajemy za réwnowazne,
jesli dajg ten sam efekt). Startujac

z ustalonego kolorowania szachownicy,
otrzymamy zatem co najwyzej 261
innych kolorowan. Ale wszystkich
mozliwych pokolorowan szachownicy

jest 264, Znajdzie sie wiec takie, ktérego
nie otrzymamy zadng sekwencja ruchéw
z calej bialej szachownicy. Réwnowaznie,
znajdzie si¢ takie pokolorowanie, ktérego
zadng sekwencja ruchéw nie sprowadzimy
do calej biatej szachownicy.

[
Jest taki zdumiewajacy moment w dziejach swiata, gdy my, ludzie, uznalidémy
za niezbedne udzielenie odpowiedzi na pytanie, co wlasciwie wyrdznia nas
sposrod wszelkich zywych stworzen. Byto to w wieku —VI. Owa niezbednosé
pojawita si¢ we wszystkich stronach $wiata, we wszystkich kulturach i — co
jeszcze dziwniejsze, wobec braku mozliwosci bezposredniego, a cho¢by nawet
sensownie szybkiego kontaktu — pojawila si¢ jednoczesnie.

L

Sposérod odpowiedzi, ktérych udzielono zapewne wigcej, najwigksza liczbe
zwolennikow, a wiec i najwieksze znaczenie uzyskalo szesé. Warto sie im
przyjrzeé¢ i pomysle¢ o tym, jak sa one obecne i dzi§ w naszym zyciu.

Bogaty i wyksztalcony mandaryn K'ung-fu-tsy (—551; —470), znany w Europie
jako Konfucjusz, istote czlowieczenstwa widzial w umiejetnosci wytworzenia
tadu spolecznego i podporzadkowania si¢ jemu.

Ubogi wléczega (tu — rzecz jasna — wiemy tylko tyle, Ze bylo to wspélczesnie)
Lao-tsy, co znaczy stary medrzec, za wyrdzniajacy atrybut czlowieka uwazalt
zdolnosé wytkniecia sobie celu i wytrwalego dazenia, by go osiagnaé — dzi$
nazywamy te doktryne taoizmem.

Indyjski ksiaze Wardhamana Mahavira (~ —599; —527), znany powszechnie
jako DzZina — Zwyciezca, uwazat czlowieka za jedyna istote uznajaca zycie za
najwyzsza wartosc.

Z kolei w Indochinach ksiaze Siddharta Gautama (~ —580; ~ —480), po
doznaniu mistycznej iluminacji — stad jego przydomek Budda — Przebudzony
— za fundament czlowieczenstwa uznal zdolnosé do wyrzeczen, ktérej pelne
wykorzystanie ma cztowieka wprowadzi¢ w stan doskonaltosci — nirwane.

Reformator mazdaimu, religii perskiej, Zaratusztra (Grecy méwili o nim
Zoroaster) — przez wielu uwazany jeno za personifikacje idei — czlowieczenstwo
widzial w umiejetnosci odrézniania dobra od zta i w walce dobra ze ztem
(Ormuzda z Arymanem).

Europa byla w tym gronie reprezentowana przez Pitagorasa z Samos (—572;
—497), twoérce kolonii greckiej w Krotonie, na potudniu Italii. Glosit on, ze
Wszechswiat jest tak pelen sprzecznosci, ze — aby nie zginal — istnie¢ musi
Harmonia, ktorg utrzymuge sie wszystko, nie wylgczajge bogow i w potrzebie
poszukiwania i badania tej Harmonii widziat istote czlowieczenstwa.

Zatem powolana wowczas tozsamosé czlowieka to: urzednik, hipis, ekolog,
altruista, moralista, uczony.

Stad mamy: prawo, wolnos¢, pokore, ofiarnoéé, etyke i nauke.

Jakze piekny jest ofiarowany nam — ludziom nauki — udzial w esencji egzystencji
ludzkiej.

wziete z: Marek Kordos, O Matematyku, Rycerzu Gwiazdy Pitagorejskiej
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FIZYCZNE

Materialy i przyrzady: przezroczysta
plastikowa butelka, plastelina, kawatek
grubej folii aluminiowej, np. z foremki

do ciast, kilka kawalkéw gietkiego
przewodu potaczeniowego w izolacji,
patyczek do szaszlykéw, kréotka igla
krawiecka, cienki gwézdz, dolna czesé
zatrzasku krawieckiego, parzysta liczba
(4-8) cienkich, walcowych magneséw
neodymowych, trzy lub wigcej baterii R20,
s6l kuchenna i woda, nozyczki, klej
epoksydowy, np. poxipol, przezroczysta
tasma klejaca, kombinerki, cyrkiel, linijka,
nozyczki, néz i zszywacz biurowy.

I

[=2]

Rys. 1. Schemat silnika w przekroju
pionowym; 1 — butelka, 2, 3 — elektrody,
4, 5 — przewody, 6 — wspornik, 7 — oS,

8 —kotek oporowy, 9 —wirnik, 10 — elektrolit.

1 4 2 3

P I Y

N S|N S|N S SN[SN|SN

Rys. 2. Budowa wirnika; 1 — ramie¢ wirnika,
2 — dolna cze$¢ zatrzasku krawieckiego,

3 - magnes, 4 — tasma klejaca, N, S — bieguny
magnetyczne.

—— IR
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Rys. 3. F1, Fy — sily dzialajace na konce
wirnika, B — indukcja pola magnetycznego.

Ciekawy wariant opisywanego silnika
mozemy wykonaé, zastepujac elektrody
aluminiowe i baterie elektrodami,

z ktérych jedna wykonana jest z blachy
cynkowej, a druga — miedzianej.

Po zwarciu wyprowadzonych na zewnatrz
koncow przewodéw podlaczonych do
elektrod wirnik bedzie obracal sie

bez zasilania z baterii (dlaczego?).
Pokazem takiego silnika mozemy zaskoczyé
niewtajemniczonych, demonstrujac, jak
sprytnie wykorzystaé prawa fizyki.

Jeszcze jeden niezwykly silnik
Stanistaw BEDNAREK

W tym odcinku zajmiemy si¢ jeszcze jednym niezwyklym silnikiem elektrycznym
wykorzystujacym oddzialywanie pradu elektrycznego ptynacego przez elektrolit
z polem magnetycznym.

Budowe silnika przedstawia rysunek 1. Prace zaczynamy od odciecia gérnej czesci
butelki, a w poblizu dna butelki wykonujemy otwér o $rednicy nieco wiekszej niz
$rednica przewodu potaczeniowego. Okolto 1 cm ponizej gérnej krawedzi butelki
przebijamy 3 symetrycznie rozmieszczone otwory o $rednicy nieco wigkszej niz srednica
patyczka do szaszltykéw. Z folii aluminiowej wycinamy elektrody: dwa kota o $rednicy
0 0,5 cm mniejszej od $rednicy butelki. Z koncéwek dwédch przewoddéw polaczeniowych
usuwamy izolacje. Po jednej odizolowanej koncéwce kazdego z tych przewoddw
mocujemy do elektrod zszywaczem biurowym (aluminium nie daje si¢ lutowaé bez
specjalnych odczynnikéw). Po jednej stronie kazdej z elektrod naklejamy kawatki tasmy
klejacej, pokrywajac nimi catg powierzchnie elektrody. Ta warstwa izolacyjna tasmy
zapobiegnie przeptywowi tzw. pradéw bladzacych.

7 patyczka od szasztykéw sporzadzamy wspornik, rami¢ wirnika oraz kotki oporowe.
W tym celu odcinamy jeden kawatek o diugosci nieco mniejszej niz potowa wysokodci
butelki, drugi kawatek krotszy o kilka mm od $rednicy butelki i trzy kawalki o dlugosci
okoto 1 cm. W koniec wspornika wciskamy ostrze igly, a nastepnie ja wyciagamy

i w powstaly otwor wciskamy jej tepy koniec. Igle, ktéra postuzy jako o$, nalezy
wcisngé na glebokosé okoto 1,5 cm, uzywajac do tego celu kombinerek. W érodku
jednej z elektrod wykonujemy otwér o $rednicy nieco wiekszej niz srednica wspornika.
W ten otwér wsuwamy od strony nieoklejonej tasma koniec wspornika bez iglty na
glebokosé okoto 0,5 cm i przyklejamy go prostopadle do powierzchni elektrody.
Zaglebienia dna butelki wypelniamy plasteling i wktadamy do butelki elektrode ze
wspornikiem. Przymocowany do niej przewod przekltadamy przez otwér w poblizu
dna butelki. Elektrode dociskamy do plasteliny, a miejsce przetozenia przewodu przez
butelke uszczelniamy klejem epoksydowym. Trzy kotki oporowe wsuwamy w otwory
w poblizu gérnej krawedzi butelki, tak zeby ich dtuzsze czesci byly wewnatrz butelki,
i mocujemy klejem epoksydowym.

Nastepnie wykonujemy wirnik silnika (rys. 2). W potowie dtugosci ramienia wirnika
wypalamy rozgrzanym do czerwonosci gwozdziem otwor przechodzacy wzdtuz srednicy
patyczka. Nad otworem przyklejamy klejem epoksydowym dolng czes¢ zatrzasku
krawieckiego, ktora postuzy jako tozysko oporowe. Sktadamy dwa jednakowe zespoty
magneséw liczace po 2-4 sztuk. Kazdy zespdt powinien mie¢ dtugos¢ mniejsza niz potowa
ramienia, a magnesy w nim powinny by¢ zwrdcone do siebie biegunami réznoimiennymi.
Zespoty te przyklejamy symetrycznie po obu stronach ramienia tasma klejaca owinieta
wokot magneséw i patyczka, tak by jednoimienne bieguny magneséw byty zwrdcone ku osi
wirnika, a dolna czes$¢ zatrzasku znajdowala nad magnesami. Gotowy wirnik naktadamy
na os, wprowadzajac ostrze iglty do zatrzasku. Jezeli wirnik przechyla si¢ w ktoras strone,
to jego przeciwny koniec nalezy dociazy¢ plastelina. Butelke napelniamy powyzej kotkéw
oporowych nasyconym roztworem soli kuchennej, stanowigcym elektrolit, a na kotki
nakltadamy druga elektrode, odizolowana strong ku dotowi. Wolne korice obu przewoddw
polaczeniowych odizolowujemy i dotaczamy do biegunéw baterii R20.

Wirnik zaczyna si¢ wéwczas obraca¢. Aby wyjasnié przyczyne tego ruchu, zauwazmy,
ze kazde z ramion wirnika mozemy traktowaé jako uktad sztywno potaczonych

dipoli magnetycznych znajdujacych sie w polu magnetycznym wytwarzanym przez
prad plynacy w elektrolicie. Poniewaz natezenie pradu przeplywajacego przez
ustawione don prostopadle kolo o promieniu r jest proporcjonalne do 72, wiec, zgodnie
z prawem Ampere’a, indukcja pola magnetycznego wytwarzanego przez ten prad jest
proporcjonalna do odleglosci od osi butelki (ktéra traktujemy dla uproszczenia jako
nieskoniczenie dtugi walec). Oznacza to, ze sila dzialajaca na zewnetrzny koniec uktadu
dipoli ma wigkszy moment niz sita dzialajaca na koniec wewnetrzny (z uwagi na
sztywnosé wirnika pozostale sity réwnowaza si¢) i na kazde z ramion dziata wypadkowy
moment sity o takim samym kierunku i zwrocie.

Silnik pracujacy wedlug przedstawionej zasady zostal opisany przez autora w American
Journal of Physics (70 (2004), 455-8) oraz zastrzezony w Urzedzie Patentowym RP
(opis patentowy nr 206849). Jednak uzyskanie patentu nie zabrania Czytelnikom
budowania takiego silnika dla celéw badawczych — wykupienie licencji konieczne jest
tylko w przypadku produkcji urzadzenia w celach komercyjnych.
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Odkryta w 1898 r.; historycznie pierwszy
satelita odkryty za pomoca metod
fotograficznych.

Epicka poezja i mroczne piersScienie

Febe (gr. ¢oufBn, Phoebe) jest dziewiatym co do wielkosci ksigzycem Saturna —
zostal on nazwany imieniem tytanidy z mitologii greckiej, utozsamianej czasami
z Artemida, boginig lasu i dzikich zwierzat. Febe jest satelita o nieregularnym
ksztalcie. Z powodu niewielkiego rozmiaru (ok. 200 km), na mocy ustalenn
Miedzynarodowej Unii Astronomicznej, pomimo greckiego imienia, formalnie nalezy
do tzw. grupy nordyckiej, tworzonej przez mniejsze i bardziej odleglte od Saturna
ksiezyce, takie jak Aegir, Bestla czy Ymir. Ow nazewniczy zbieg okolicznosci
wywoluje, przynajmniej u mnie, poetyckie skojarzenia: z powodu nieidealnego
ksztaltu Febe nie przynalezy do ,$wiata greckiego” klasycznych kulistych ksiezycow,
a jej oddalenie od macierzystej planety (ok. 200 promieni Saturna) przywodzi

na mys$l wycieczke w dzicz péinocnych puszezy. .. Febe byla takze pierwszym
celem badawczym misji Cassini napotkanym w okolicach Saturna, przez co jest, jak
na obiekt tak mizernych rozmiaréw, bardzo dokladnie skatalogowana. Niezawodni
kartografowie Unii Astronomicznej wybrali w tym celu imiona wystepujace w micie
opisujacym wyprawe Jazona i Argonautéw po zlote runo, co z pewnoscia powinno
kojarzy¢ sie ze Smiala i pelna niebezpieczenstw misja sondy Cassini.

Podobnie do innych ksiezycéw Saturna, Febe opiekuje sie jednym z pierécieni,
ogromnym, ale odkrytym calkiem niedawno, bo dopiero w 2009 r., przez
podczerwony teleskop Spitzer. Pierscien Febe sktada sie z drobinek pytu powstatego
z uderzen mikrometeorytoéw o powierzchnie ksiezyca i jest praktycznie niewidoczny
z Ziemi, chociaz jego rozmiary katowe to okoto 1° tuku — dwa razy wigcej niz widoma
$rednica ziemskiego Ksiezyca! Pasuje to poniekad do innego faktu na temat Febe,
ktorej imie ttumaczy sie z greckiego jako jasna lub promienna — jej albedo, czyli
stosunek ilosci $wiatla odbitego do padajacego, jest bardzo mate (0,06, podobnie jak
asfalt) i drastycznie r6zne od innych satelitéw Saturna, ktére odbijaja praktycznie
cale padajace swiatlo, jak np. Enceladus o albedo 0,99.

Michal BEJGER

D

Rys. 1

Rys. 2

W tym numerze zadania fizyczne z okazji poczgtku roku szkolnego
- dla zadziwienia kolegow

F 819. Gdy zblizymy turystyczny kompas do dolnej czesci zelaznego wiadra, igla
kompasu wskaze na wiadro swym biegunem poludniowym, a gdy zblizymy ten kompas
do gbrnej czesci wiadra — wskaze je pélnocnym biegunem (prosze¢ sprawdzié). Dlaczego
tak sie dzieje? Wskazéwka: gdy zamiast wiadra sprawdzimy zelazna furtke ogrodowsa,
zjawisko sie powtorzy.

Rozwigzanie na str. 8

F 820. Gdy na wyciagnietych przed siebie na tym samym poziomie wskazujacych
palcach rozstawionych rak potozymy kij od szczotki, a nastepnie bedziemy powoli
zsuwali te palce, to kij nie spadnie, nawet gdy palce sie zetkna. Dlaczego tak sie dzieje?
Wskazowka: moze byé cata szczotka, nie tylko kij.

Rozwigzanie na str. 21

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1360. Udowodni¢, ze dla réznych liczb dodatnich a,b i liczby catkowitej dodatniej n
zachodzi nieréwnosé
1 prtt — gttt g™
n+1 b—a < 2

Rozwigzanie na str. 5

M 1361. Na czworokacie ABC'D mozna opisa¢ okrag. Proste AB i C'D przecinaja si¢
w punkcie E. Udowodnié, ze jesli punkt przeciecia przekatnych czworokata ABCD lezy
na dwusiecznej kata AED, to trojkat ADE jest réwnoramienny.

Rozwigzanie na str. 4

M 1362. Kazde pole szachownicy 8 x 8 pomalowane jest na biato lub czarno. W jednym
ruchu mozemy w dowolnej podszachownicy wymiaru 3 x 3 lub 4 X 4 zamieni¢ kolory

na przeciwne. Czy dla dowolnego poczatkowego pokolorowania istnieje sekwencja ruchéw
dajaca w efekcie cala bialg szachownice?

Rozwiazanie na str. 17
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Informatyczny kacik olimpijski (54): Drogi

W tej edycji kacika znowu cofniemy sie w czasie do 2005
roku, do pierwszej edycji konkursu Potyczki Algorytmiczne,

i oméwimy zadanie z finatu préobnego tego konkursu pt. Drogi
(bardzo podobne zadanie pojawilo sie zreszta w jeszcze bardziej
zamierzchlej przesztosci, na Miedzynarodowej Olimpiadzie
Informatycznej w 1996 roku). Tresé zadania jest bardzo prosta:
do danego grafu skierowanego chcielibyémy dotozy¢ mozliwie
najmniej krawedzi (skierowanych, rzecz jasna), tak by po tej
operacji z kazdego wierzchotka grafu dato si¢ dojs¢ do kazdego
innego wierzchotka. Innymi stowy, chcemy spowodowaé, zeby
dany graf stat sig silnie spdjny.

Przy tak sformutowanym problemie naturalny wydaje sie
pomyst, aby dany graf (oznaczmy go przez G) podzieli¢ na
silnie spdjne sktadowe, tym bardziej ze te operacje mozemy
wykonaé¢ w czasie liniowym wzgledem rozmiaru grafu. Warto
od razu pdjs¢ o krok dalej i przyjrzec sie grafowi silnie sp6jnych
sktadowych H grafu G, w ktérym kazdej silnie spéjnej sktadowe;j
grafu G odpowiada jeden wierzcholek, a krawedz miedzy
danymi dwoma wierzchotkami w H istnieje, gdy odpowiadajace
im sktadowe w G byty polaczone co najmniej jedna krawedzia.
Graf H jest, oczywiscie, acykliczny. Poniewaz w grafie G

nie optlaca si¢ nigdy dodawaé krawedzi w ramach tej samej
silnie sp6jnej sktadowej, wiec wynik dla grafu G jest taki
sam jak dla grafu H. Odtad bedziemy zajmowaé sie juz tylko
grafem H.

Po krotkim przyjrzeniu si¢ grafowi H tatwo dostrzec pewne
dolne ograniczenie na liczbe krawedzi, ktore trzeba dodaé.
Oznaczmy przez k liczbe wierzchotkow grafu H, do ktorych
nie wchodzi zadna krawedz, podobnie przez [ oznaczmy liczbe
tych wierzchotkéw, z ktorych nie wychodzi zadna krawedz
(patrz rys. 1). Wspomnianym ograniczeniem dolnym jest
liczba max(k, ). Faktycznie, aby z kazdego wierzcholka grafu
H mogto sie da¢ na koncu odwiedzi¢ wszystkie pozostate
wierzchotki grafu, z kazdego wierzchotka musi wychodzi¢ jakas
krawedz; podobnie, do kazdego wierzchotka musi wchodzi¢ jakas
krawedz. Jest tylko jeden wyjatek: jesli graf H ma dokladnie
jeden wierzchotek, to G od poczatku byt silnie spojny, wiec
nie musimy dodawa¢ do niego zadnych krawedzi.

i 4
L[] L]

Rys. 1. Przyktad grafu H. Mamy k =4, | = 5.

Przeanalizowanie kilku prostych przyktadow pozwala
doj$¢ do przeswiadczenia, ze aby graf acykliczny
uczynic¢ silnie spéjnym, zawsze wystarczy dodaé
max(k,l) krawedzi. To pozwala zgadnaé, ze nasze dolne
ograniczenie jest zarazem ograniczeniem goérnym, co
wystarcza do wyznaczenia liczby potrzebnych krawedzi.
My postawimy sobie ambitniejszy cel i sprobujemy
udowodnié¢ nasze spostrzezenie.

Skoro interesuje nas jedynie k£ ,dolnych” il ,gérnych”
wierzchotkéw grafu H, to stworzymy graf dwudzielny H’

zawierajacy tylko te wierzchotki. Wierzchotki w i v beda
w grafie H' potaczone krawedzig, jesli w H istniala
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miedzy nimi jakas Sciezka (rys. 2). Wynik, jaki otrzymamy
dla H', bedzie oczywiscie taki sam jak wynik dla H.
Zatézmy na razie, ze graf H', a wiec tez graf H, nie zawiera
wierzchotkéw izolowanych.

v 2 3 4 5
[ ] o
1 2 3 4

Rys. 2. Graf H' odpowiadajacy grafowi H z rysunku 1.

Pojawienie si¢ grafu dwudzielnego naturalnie podsuwa
pomyst, zeby w tym grafie znalez¢é maksymalne skojarzenie
(jak sie dalej okaze, nie potrzebujemy wecale najliczniejszego
skojarzenia, wystarczy nam dowolne maksymalne).

Jedli graf H' zawiera skojarzenie rozmiaru m, to wszystkie
wierzchotki skojarzone — m dolnych i m gérnych — mozemy
potaczy¢ w cykl za pomoca m krawedzi poprowadzonych
,ha zaktadke”. To stanowi dobra baze do konstrukcji
calego rozwigzania. Musimy jeszcze tylko w jakis sposob
dotaczy¢ do tego cyklu nieskojarzone wierzchotki. Mozemy
to zrobié¢ nastepujaco: min(k — m, I —m) wierzchotkéw
nieskojarzonych taczymy w pary krawedziami biegnacymi
w dél, a pozostale wierzchotki nieskojarzone (znajdujace
sie juz tylko z jednej strony grafu) dotaczamy krawedziami
bezposrednio do cyklu — w przypadku wierzchotkéw
gérnych uzywamy krawedzi skierowanych ku cyklowi,

a w przeciwnym razie uzywamy krawedzi skierowanych

od cyklu (rys. 3).

1 2 3 4

Rys. 3. Konstrukcja rozwiazania dla grafu H' z rysunku 2. Pogrubione
krawedzie biegnace w gére to maksymalne skojarzenie w grafie H'.

Sprobujmy uzasadnié¢ poprawnosé tej konstrukceji.
PrzyjeliSmy, ze w grafie nie ma wierzchotkéw izolowanych,
wiec kazdy gérny nieskojarzony wierzchotek jest polaczony
w H’ z jakim$ dolnym wierzchotkiem skojarzonym

(nie mégtby to byé¢ dolny wierzchotlek nieskojarzony, gdyz
wtedy mogliby$my powiekszy¢ skojarzenie). Symetryczne
stwierdzenie zachodzi tez dla dolnych wierzchotkéw
nieskojarzonych. To oznacza, ze z cyklu da sie doj$¢ do
kazdego z gbérnych wierzchotkéw nieskojarzonych, podobnie
z kazdego z dolnych wierzchotkéw nieskojarzonych da

sie dojs¢ do cyklu. Teraz juz tatwo sprawdzamy, ze po
dodaniu krawedzi biegnacych w doét (oraz tych taczacych
wierzchotki nieskojarzone bezposrednio z cyklem) graf H’
jest silnie spojny.

Na koniec warto przypomnie¢ sobie o wierzchotkach
izolowanych w H. Poniewaz wliczaja sie one tak do

dolnej, jak i do gérnej grupy w grafie H’, wiec mozemy je
rozpatrzy¢ zupelnie osobno: najpierw znalezé rozwiazanie
dla grafu bez tych wierzchotkéw, a nastepnie umiescic je
kolejno wewnatrz dowolnej z dodanych przez nas krawedzi.
Trzeba tez dodatkowo rozpatrzy¢ przypadek szczegdlny,
gdy w grafie H byly same wierzchotki izolowane — wtedy
po prostu taczymy je wszystkie w cykl.

Jakub RADOSZEWSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

L. .}

Rozwigzanie zadania F 820.

Nacisk na palec potozony dalej od srodka
cigzkosci jest mniejszy, a wiec mniejsze
tarcie powoduje, ze kij przesuwa si¢

po nim latwiej, zatem szybciej. Palce
spotkaja sie pod $rodkiem ciezkosci kija.

www.sem.edu.pl

Wszystko moze sie przydac

Panuje przekonanie, ze w nauczaniu matematyki powinno sie eksponowadé fakt,
ze ma ona zastosowania. Gdy przyjrze¢ sie podrecznikom, a zwlaszcza testom
kwalifikacyjnym, trudno oprzeé sie wrazeniu, ze sa to rzeczy w stylu mierzenia
wysokosci piramidy za pomoca dlugosci jej cienia i twierdzenia Talesa, lub tez
zadan w stylu: jesli dwdch robotnikéw kopie réw w ciggu 2 godzin, to ilu ich
potrzeba, aby ten réw wykopaé w 15 sekund? (odpowiedz: 1440).

Aby poméc w przetamaniu tej wstydliwej sytuacji, chce podaé przyklad
konkretnego, przemystowego wykorzystania prostego faktu stereometrycznego.

Kazdy wie, ze plytki odblaskowe naszywane na ubrania czy przyczepiane do
roweréw zbudowane sa z wielu malutkich narozy ztozonych z trzech lusterek,
z ktorych kazde jest prostopadle do pozostalych. Bierze sie to z faktu, iz
zlozenie trzech symetrii wzgledem plaszczyzn parami prostopadlych

to symetria wzgledem punktu ich przeciecia,
a wobec tego kazdy promien jest odbijany jako réwnolegly do padajacego, czyli
wraca w kierunku zrodta padajacego swiatla.
Prosty dowdd jest taki: Potraktujmy krawedzie przeciecia plaszczyzn jak osie ukladu
wspolrzednych — wtedy symetrie wzgledem plaszczyzn beda odpowiadaly zmianie znaku jednej ze
wspdlrzednych. Wobec tego z punktu o wspéirzednych (z,y, z) otrzymamy punkt (—z, —y, —z).
I jeszcze wniosek: aby otrzymaé symetrie wzgledem danego punktu, mozna dowolnie obraé
przechodzgce przez niego plaszczyzny, byle byly wzajemnie prostopadle.

Ale nie o to zastosowanie mi tu chodzi. W wielu celownikach optycznych (tak,
chodzi o uzbrojenie!) potrzebne jest ustawienie dwéch lusterek doktadnie pod
katem prostym. Jak tatwo zgadnaé, uzyskanie tego przez korygowanie ustawienia,
az bedzie dostatecznie dokladne, jest i pracochlonne, i nie do konca precyzyjne.

Ale mozna tu wykorzysta¢ wzmocnienie powyzej wyrdznionego twierdzenia:
ztozenie trzech symetrii wzgledem plaszczyzn jest symetrig wzgledem punktu ich
przeciecia wtedy i tylko wtedy, gdy plaszczyzny te sq parami prostopadte.

Dowdéd. Przypusémy, ze symetrie wzgledem punktu P mozna otrzymaé ze zlozenia symetrii

wzgledem ptlaszczyzn «, 3,~. Wezmy teraz przechodzace przez P prostopadle plaszczyzny
7 i p, ktére sg prostopadle réwniez do a. Mamy wiec

SaS3Sy = SaSxSy, czyli SgS, = SxS,.
W ostatniej réwnosci mamy do czynienia z dwoma obrotami, a zatem kat miedzy
wyznaczajacymi je plaszczyznami musi by¢ taki sam. Stad S L . Podobnie wykazujemy
prostopadtos¢ o do i 7.
Skoro tak, to mozna prostopadloéé dwdch luster sprawdzac, patrzac, czy da sie
do nich dostawié trzecie tak, aby odbijaly kazdy promien jako réwnolegly.

Kazdy to brzmi strasznie. Ale zastanéwmy sie, czy nie wystarczy sprawdzié¢
odbicia tylko np. dla trzech réznych kierunkéw. Czytelnik Zmyslny od razu
bedzie wiedzial, ze nie. Ale moze wystarczy dla czterech?

Tu nalezy przypomnie¢ sobie, przez ile elementéw przeksztalcenie geometryczne jest
jednoznacznie okreslone.

Kolejny problem to (gdy juz ustalimy skoniczona liste kierunkéw do
sprawdzenia), jak sprawdzié, czy odbity promien jest réwnolegly do padajacego?

Kierunek to pek prostych réwnoleglych, wigc moze wiazka cienkich rurek co$ by pomogta?

Przytoczony przyklad jest autentyczny. Przypomnial mi  niespotykany) fakt, ze bezposrednio po doktoracie

sie, bo 5 lipca zmart moj kolega, Ludomir Wtodarski poszedt pracowaé do przemystu, do Polskich Zakladow
(napisaliémy nawet wspdlnie ksiazke O geometrii Optycznych. Usprawnienie kontroli prostopadlosci
dla postronnych; dla Delty napisal wspdlnie luster, oparte na opisanym tu pomysle, bylo jego
z Maciejem Brynskim pierwszy tomik Biblioteczki pierwszym dokonaniem w nowym miejscu pracy.
Delty o konstrukcjach geometrycznych). Byl bardzo Potem, rzecz jasna, doprowadzil do wykorzystania
uzdolnionym geometra, ale prawdziwa sensacja byt wielu powazniejszych twierdzen geometrii (zwlaszcza
(wéwezas — polowa lat siedemdziesiatych — praktycznie rzutowej) w praktyce przemyslowej.

Marek KORDOS

21



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
534 (WT =1,33) i 535 (WT = 2,17)

z numeru 3/2012

Michal Kozlik

Marian Lupiezowiec

Gliwice
Gliwice

46,00
44,02

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 38,04

Dwaj gliwiczanie przekroczyli 44 punkty
(po raz drugi i pierwszy).

A

Rys. 1

(S

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 542, 543
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

542. Statek i kuter plyna po liniach prostych z predko$ciami odpowiednio

vy = 15 mil/h i vo = 26 mil/h. W chwili poczatkowej kuter znajduje sie

w odlegloéci 6 mil na potudnie od rufy statku. W chwili koncowej kuter
przecina tor statku 3 mile za nim i znajduje si¢ wtedy najblizej statku. Ile czasu
uplywa miedzy tymi chwilami? Wyznacz kurs statku (kat miedzy kierunkiem
poludnie-péinoc a wektorem predkosci statku).

543. Pies P biegnie ze stala predkoscig v po prostej AB, ktora tworzy kat

a = 7/3 z poziomo rozciagnietym drutem M N (rys. 1). Do obrozy psa
przymocowana jest lekka pozioma linka o dlugosci [. Linka polaczona jest

z pierscieniem O o masie m, ktory moze slizgaé sie po drucie bez tarcia. Znalezé
naprezenie linki w chwili, gdy pies i pierscien znajduja sie w jednakowych
odleglosciach od punktu przeciecia D prostej AB i drutu.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2012

Przypominamy tresé¢ zadan:

538. Male cialo porusza si¢ po torze z ,martwa petlyg”, ktérej na goérze brakuje tuku 2cqg (rys. 2).
7 jakiej wysokosci H powinno wystartowac¢ cialo, zeby oderwawszy si¢ na poczatku wyrwy
nie wypaséé poza nig?

539. Dluga cylindryczna cewka nakrecona na rdzen o $rednicy D ma indukcyjno$é L.

Po podtaczeniu cewki do Zrédta pradu wewnatrz niej zostalo wyindukowane pole magnetyczne

o indukcji By. Nastepnie cewka zostala nakrecona na inny rdzen o srednicy Ds>. Indukcyjnosé

cewki byta wtedy réwna Lo. Wyznaczy¢ indukcje pola magnetycznego Bz wewnatrz nowej cewki

po podlaczeniu do tego samego zrédla pradu. Zalozy¢, ze przewodnik, z ktérego jest zrobiona cewka,
jest duzo dtuzszy niz dlugos$é cewki.

538. Cialo nie odpadnie od petli, jezeli sktadowa sily grawitacji prostopadta do toru nie przekracza
wartosci sity od$rodkowej. Stad otrzymujemy warunek

1)2

mgcosa < m—

R

dla ap < a < 7/2 i stwierdzamy, ze 713 > gRcos ag, gdzie vy jest predkodcig ciala w najwyzszym
punkcie petli. Ponadto zasigg rzutu ukosnego ciata wylatujacego z petli nie powinien by¢ wigkszy niz
dlugosé przerwy w petli (mierzona w poziomie). Otrzymujemy stad warunek

21}3 sin ag cos ag

g

czyli vg < gR/cos ag. Wartosé vg musi zatem leze¢ w przedziale (gR cos ag, gR/cos ag); mozemy ja
znalezé z zasady zachowania energii:

< 2Rsin ag,

15
gH = EUO + gR(1 + cos o).

Stad
1

1 H

—cosag < —+1+cosag < —.
2 O\R++ 0\2C0Sa0

539. Pola powierzchni przekroju poprzecznego starej i nowej cewki sg réwne S; = wa/4, So = 7rD§ /4.
Strumient pola magnetycznego przechodzacego przez cewke to @ = LI = BSN. Stad B = LI/(SN).

Zatem
By Lz SiNi I

By L, SaN. I’
Ale poniewaz Iy = Iz, wigc N1 /Ny = Do /D1 i
Bo  S1D2Ly _ LyDy

By  SaD1L; L.Ds’

Ostatecznie By = B1L2oD1 /(L1 D2).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 645, 646

Redaguje Marcin E. KUCZMA
645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsa
dtugosé. Na przedluzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci
— 44 |BE| = |AD|. Dowiesé, ze |AC| = |CE].
o

646. Niech f bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslona na
zbiorze liczb dodatnich, dwukrotnie rézniczkowalna, spelniajaca warunek

f(@) >

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2012

1+

5 dla z > 0. Czy taka funkcja moze mie¢ asymptote przy z — oo?

Zadanie 646 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
633 (WT = 2,10) i 634 (WT = 1,33)
z numeru 1/2012

Rozwigzania zadan z numeru 5/2012

Przypominamy tresé¢ zadan:

Tomasz Tkocz Rybnik 42,75 641. Na plaszczyznie dane sa punkty A, B. Rozwazamy wszystkie czworokaty wypukte ABC D, polozone
Roksana Stowik  Knuréw 40,04 w ustalonej péltptaszczyznie o krawedzi AB, symetryczne wzgledem prostej BD, z katem prostym
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 38,93 przy wierzchotku D. Wykazaé, ze istnieje punkt wspdlny wszystkich uzyskanych prostych C'D.
Michal Miodek Zawiercie 37,56
eha 1o e. aw1,er01e ’ 642. Dana jest liczba naturalna nieparzysta n. Ala i Bartek graja w gre, wykonujac ruchy na
Adam Dzedzej Gdansk 36,77 ) . St v st liczl kowita i zmieni ey trakeic o G 2. do kté
Tomasz Wietecha Tarnéw 33,02 przemian. Stan gry jest liczby calkowity i zmienia swa, wartos¢ w trakcie gry. Gracz, do ktérego
nalezy ruch, moze do tej liczby zastosowaé jedng z dwéch operacji: odjaé¢ od niej dowolng dodatnia
liczbe calkowita, mniejsza niz n, albo podzieli¢ jg przez n i zaokragli¢ wynik do najblizszej liczby
P calkowitej (wobec nieparzystosci n, kierunek zaokraglenia jest zawsze dobrze okreslony). Powstala
nowa warto$¢ przechodzi do dyspozycji przeciwnika. Wygrywa, kto pierwszy uzyska wartosé¢ 0.
F--——=—=-==-=-=-=-=-= E/ Rozpoczyna Ala, startujac od liczby n™. Kto ma strategie wygrywajaca?
1 ™~
X C //’ 641. Z punktu B prowadzimy potprosta p, prostopadta do AB, polozong
' P w rozpatrywanej péiptaszczyznie. Niech ABC'D bedzie jednym z rozwazanych
D : // czworokatéow. Tréjkat ADC jest prostokatny, réwnoramienny. Stad (i z wypuktosci
P czworokagta ABC D) wynika, ze punkt D lezy po tej stronie p, co punkt A.
! ’ , — . . .
I > Poétprosta DC™ przecina wigc p w pewnym punkcie F, tworzac czworokat wypukty
1 . . . . A
| // ABED. Ma on katy proste przy wierzchotkach B i D; mozna na nim opisaé¢ okrag.
Vid Zatem |XAEB| = |XADB| = 45° (ostatnia réwnos¢ zachodzi, bo BD jest symetralna
A B

odcinka AC). Stad wniosek, ze F jest wierzchotkiem kwadratu, ktérego jednym bokiem

jest odcinek AB. Jest to szukany punkt wspélny wszystkich mozliwych prostych CD.

642. Kazdy ruch zmniejsza warto$¢ przekazywanej liczby.
Gra sie¢ zatem zawsze konczy, a ktérys z graczy ma strategie
wygrywajaca. Dodatnig liczbe catkowita nazwijmy zielong,
jesli — startujac od tej liczby — gracz rozpoczynajacy ma
strategie zwycieska; nazwijmy ja czerwong, gdy strategie
zwycieska ma jego przeciwnik; roéwniez liczbe 0 bedziemy
uwazad za czerwong. Wykazemy, ze liczba n™ jest zielona; a wiec
(jak zwykle w tego typu zadaniach) wygrywa dziewczyna.

Rozbicie zbioru liczb catkowitych nieujemnych na liczby
zielone i czerwone jest scharakteryzowane przez wtasnosci:

(1) od kazdej liczby zielonej mozna przejsé jednym ruchem
do czerwonej;

(2) od kazdej liczby czerwonej wszystkie ruchy prowadza do
liczb zielonych.

Wsréd liczb mniejszych od n? liczbami czerwonymi sa
wielokrotnosci liczby n, i tylko one; sprawdzenie wlasnosci
(1), (2) jest natychmiastowe. Sama liczba n? jest wszelako
zielona (dzielenie przez n prowadzi do czerwonej liczby n).
Liczby z przedziatu (nz; n? + %) tez sa zielone (dzielenie
z zaokragleniem prowadzi do n). Zajmiemy sie teraz
liczbami wigkszymi.

Przyjmijmy n = 2k — 1, czyli k = [n/2]. Wezmy pod uwage
zbidr

Z={zreN:z>n">—n,z#k (mod n)}.
Udowodnimy, ze wszystkie liczby w zbiorze Z sa zielone.
Przypusémy, ze tak nie jest. Niech ¢ bedzie najmniejsza
liczba czerwona w zbiorze Z. Wiemy juz, ze zielone sa
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wszystkie liczby od n? —n 4+ 1 do n? + k — 1; tak wiec

¢ > n? + k. Niech b bedzie najwicksza liczba spetniajaca
warunki b < ¢, b = k (mod n); zatem b > n?* + k. Jest ona
osiggalna z liczby ¢ ruchem odejmowania.

Dzielenie przez n z zaokragleniem, zastosowane do kazdej

z liczb b, ¢, daje w wyniku te sama liczbe a; konkretnie:
liczbe a = (b+ k — 1)/n. Liczba c¢ jest czerwona, wiec w mysl
wlasnosci (2) liczby b i a (osiagalne z ¢) sa zielone. W mysl
wlasnosci (1), istnieje ruch, prowadzacy od liczby b do
jakiejs liczby czerwonej. Nie jest to dzielenie z zaokragleniem
(ktére daje liczbe a); za$ odejmowanie od b liczb 1,...,n—1
nie wyprowadza ze zbioru Z (skoro b > n? 4 k oraz b = k).
Ktéras z tak uzyskanych réznic powinna by¢ liczba czerwong,
— whrew okresleniu ¢ jako najmniejszej liczby czerwonej

w zbiorze Z.

Sprzeczno$¢ dowodzi, ze istotnie caty zbidér Z jest zielony.
Oczywiscie n™ € Z. Ala wygrywa.

Uwaga. Niektére liczby zielone (> n2) sa takze poza zbiorem Z
(na przyktad liczba 2n? — n + k jest zielona). Mozna wykazaé, ze
oprécz liczby 0, czerwone sa liczby nastepujacych dwéch postaci,
i tylko one:
) 25 _
a2+l _ "0 =L
2
n2i+t1l _q
2

720,0<a<mn;
bn2itl — , j20,[n<b<n? b0
lub [b > n?, b # k.

Sprawdzenie wlasnosci (1), (2) wymaga ucigzliwego rozpatrywania
wielu przypadkow.



Prosto z nieba: Bable Fermiego

Teleskop satelitarny Fermi, zaprojektowany z my$la o obserwacjach nieba w bardzo
twardym promieniowaniu (co jest konieczne przy wykrywaniu btyskéw gamma),

jest odnoszgcym duze sukcesy przedsiewzieciem NASA. Wsréd wielu celéw misji
jest zbadanie najbardziej ekstremalnych obszaréw Wszechdwiata w poszukiwaniu
ciemnej materii, poznanie mechanizméw powstawania promieniowania kosmicznego
oraz eksploracja dziewiczego, wysokoenergetycznego zakresu widma promieniowania.
Jednym z nieoczekiwanych odkry¢ jest nieznana wczeéniej grupa pulsaréw gamma,
tzn. takich obracajacych sie i obdarzonych polem magnetycznym gwiazd neutronowych,
ktére sa niewidoczne (badz bardzo stabo widoczne) w promieniowaniu mniej
energetycznym — dane z Fermiego dostarczyly ostatnio zupelnie nowego obrazu

tej populacji obiektéw.

Jeszcze bardziej spektakularne sa obserwacje gigantycznych struktur, z braku lepszego

(http://apod.nasa.gov/apod/
ap101110.html; schematyczny rysunek:
http://www.nasa.gov/images/content/
498884main DF3_Fermi_bubble_art_labels. jpg

okreslenia nazwanych bablami <*), rozciagajacych sie symetrycznie wzgledem dysku
Galaktyki. Bable, o rozmiarach okolo 25 tys. lat $wietlnych kazdy (promien dysku
galaktycznego to okoto 50 tys. lat §wietlnych), $wieca gtéwnie w promieniach gamma,
chociaz w archiwalnych danych rentgenowskiego satelity ROSAT oraz mikrofalowego

detektora WMAP (badajacego reliktowe promieniowanie tta) mozna réwniez dostrzec
ich obrys. Okolicznosci powstania babli nie sg do korca jasne — naukowcy spekuluja,

ze moga by¢ one pozostalodcia ,awanturniczej” przesztosci supermasywnej czarnej
dziury znajdujacej sie w centrum naszej Galaktyki (Sgr A* w gwiazdozbiorze Strzelca).
Dobrze widoczne krawedzie babli miatyby swiadczyé o poteznej i gwaltownej emisji

Dzety sg waskimi strugami
relatywistycznej plazmy zwigzanymi
z aktywnymi jadrami galaktyk.

energii, ktéra miata — by¢ moze — postaé dzetu. Jest to interesujaca hipoteza, poniewaz
czarna dziura w naszej Galaktyce zachowuje sie obecnie bardzo spokojnie, a wokét niej
nie wida¢ pozostalosci po relatywistycznych strugach, jakie mozna dostrzec w innych

galaktykach. Alternatywna teoria postuluje powstanie babli w wyniku intensywnych
proceséw gwiazdotworczych. Jak jest w istocie, na razie nie wiadomo — jest jednak
pewne, ze odkrycie tych struktur jest powiazane z najbardziej istotnymi nierozwigzanymi
problemami wspotczesnej astrofizyki.

Michat BEJGER
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gromada otwarta
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o galaklyka

Gwiazdozbiér Zyrafy. Mapa nieba we wspétrzednych
réwnikowych; rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich jasnodci
w wielko$ciach gwiazdowych. Siedmioramienna gwiazdka
oznacza pozycje kaskady Kemble’a. [Mapke nieba wykonano
na podstawie mapy IAU/magazynu Sky € Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

Lacinskie Camelopardalis jest zapozyczeniem z greckiego —
polaczeniem stéw kamelos (wielblad) i pardalis (lampart),

ktore wg starozytnych dobrze oddaje podstawowe cechy zyrafy.

Kaskada zostala tak nazwana na czes¢ miltoénika astronomii
i franciszkanina, o. Luciana J. Kemble’a.
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Niebo jak wtasna kieszen: Wrzesien

We wrzeéniu zapoznamy sie z duzym, ale stabo wyrdzniajacym

si¢ gwiazdozbiorem Zyrafy (Yac. Camelopardalis). Gwiazdozbiér

ten, dostepny do obserwacji przez calty rok, znajdziemy w okolicy
péInocnego bieguna nieba pomiedzy Wielka NiedZwiedzica

i Kasjopeja. Najjasniejsza gwiazda Zyrafy jest 5 Camelopardalis
(4.03™); przy odrobinie wyobrazni mozna dopatrzy¢ sie zarysu
skierowanej w strone bieguna szyi oraz nég (w kierunku Perseusza),
czyli ksztaltu, w jakim zdefiniowal ja Petrus Plancius, holenderski
astronom zyjacy na przetomie XVI i XVII wieku. Lornetka umozliwi
nam obserwacje tzw. kaskady Kemble’a — ponad dwudziestu réznego
koloru i jasnosci (5-10™) niezwiazanych ze sobg fizycznie gwiazd
utozonych w rzadku w okolicy gromady otwartej] NGC 1502 (patrz
mapka — kaskada znajduje si¢ na przedtuzeniu linii poprowadzonej
przez gérne gwiazdy litery W, tworzacej Kasjopeje).

Ksiezyc znajdzie si¢ w nowiu 16 wrzesnia (pelnia 30.);

8. nastapi jego koniunkcja z Jowiszem (w gwiazdozbiorze
Woznicy, jasno$é —2,23™), 12. z Wenus (w Raku, —4,05™),

18. 1 19. z Saturnem (1,33™) i Marsem (1,22™) tuz przed zachodem
Stonica w, odpowiednio, gwiazdozbiorze Panny i Wagi. Pierwszy
dzien jesieni, czyli moment réwnonocy, nastgpi w tym roku

22 wrzesnia o 16.49. Uran 29 wrzednia znajdzie sie¢ w opozycji,
czyli w momencie najbardziej dogodnym do obserwacji — bedzie
jednak prawie niewidoczny dla nieuzbrojonego oka (5,72™),

w poblizu jasnego Ksiezyca, z ktérym bedzie w koniunkcji

dzien p6zniej. Obserwatorzy meteoréw powinni przygotowaé

si¢ do obserwacji §rednio aktywnych a Aurigid (maksimum 1.,
10 zjawisk/h), wrzesniowych Perseid (maksimum 8., 6 zjawisk/h)
a takze Piscyd (maks. 20., radiant w poblizu punktu Barana

w gwiazdozbiorze Ryb). VB
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Rys. 1. A’, B’, C’ to punkty przecigcia
wysokosci tréjkata z okregiem I'.

Rys. 2. I'a, I'p, I'c to okregi
opisane odpowiednio na tréjkatach
BCH,CAH,ABH.

Rys. 3

Zadanie 2 pochodzi z XIX Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 8 z XVII OM.

Odbicia ortocentrum Joanna JASZUNSKA

Ortocentrum trdjkata to punkt przeciecia jego wysokosci. Przyjmijmy oznaczenia
jak na rysunkach 1 i 2 oraz zalozenie, ze tréjkat ABC' jest ostrokatny.

Twierdzenie (x). Punkty A’, B',C’ sq obrazami ortocentrum tréjkqgta ABC
w symetriach wzgledem prostych odpowiednio BC,C' A, AB.

Dowdd. Tréjkaty ABD i CBF sg prostokatne o wspolnym kacie przy
wierzchotku B, wiec { BAA' = ¥« BCC’. Jednoczeénie L BCC' = <« BAC' jako
katy wpisane oparte na tym samym tuku. Stad < BAA' = < BAC’, wiec tréjkaty
prostokatne FAH i FAC’, o wspélnym boku F'A, sa przystajace. Wobec tego
HF = C'F. Analogicznie HD = A’D oraz HE = B’E, co koriczy dow6d. O

1. Udowodnij twierdzenie (x) dla trojkata ABC niekoniecznie ostrokatnego.

2. Dany jest okrag I', punkt A na nim i punkt H wewnatrz niego. Wpisz
w okrag I' taki tréjkat o wierzchotku A, zeby punkt H byt jego ortocentrum.

3. Wykaz, ze tréjkaty A’B’'C’ i DEF s podobne.
4. Wykaz, ze A’A, B'B,C’'C sg dwusiecznymi katéw tréjkata A’ B'C’.
5. Udowodnij, ze okregi I'a, I's, I'c sa przystajace (rys. 2).

6. Wykaz, ze tréjkat OaOpOc przystaje do tréjkata ABC, punkt O jest jego
ortocentrum oraz punkt H jest srodkiem opisanego na nim okregu (rys. 2).

7. Udowodnij, ze H jest jedynym punktem wewnatrz tréjkata ABC, ktérego
obrazy w symetriach wzgledem prostych BC,C A, AB leza na okregu I'.

8. Wykaz, ze srodki okregéw dopisanych do tréjkata i punkty symetryczne do $rodka
okregu wpisanego w ten trojkat wzgledem jego wierzchotkéw leza na jednym okregu.

9. Wykaz, ze AD-HD = BD - DC oraz ze AH-HD = BH -HE =CH - HF.

10. Udowodnij, ze obrazy symetryczne ortocentrum wzgledem srodkéw bokéw
tréjkata leza na okregu I'. Jak punkty te sa potozone wzgledem A, B i C?

11. Dany jest okrag I' i punkt H wewnatrz niego. Wyznacz zbiér srodkéw bokoéw
takich trojkatéw wpisanych w okrag I', ze punkt H jest ich ortocentrum.

12. Oznaczmy przez P i Q odpowiednio punkty przeciecia prostych OB’ z AC
oraz OC’ z AB. Wykaz, ze istnieje okrag styczny do prostych B'P, HP,C'Q, HQ.

Rozwigzania niektorych zadan

R2. Punkt przeciecia prostej AH z okregiem to A’. Na mocy (x), symetralna
odcinka H A’ przecina okrag I' w szukanych punktach B i C. O

R4. Na mocy (*) mamy AB' = AH = AC’, wigc X AA'B’ = < AA'C’ jako katy
wpisane oparte na réwnych tukach AB’ i AC’. Wobec tego A’ A jest dwusieczng
kata B’A’C’. Dowéd dla B'B i C'C przebiega analogicznie. [

R5. Okregi I'c i I' sg przystajace, jako opisane na symetrycznych tréjkatach
ABH i ABC'. Analogicznie okregi I'a i I's przystaja do I'. O

R7. Aby obraz punktu X w symetrii wzgledem BC' lezal na okregu I', punkt X
musi leze¢ na obrazie okregu I w tej symetrii, czyli na okregu I'4. Musi tez leze¢
na I'p i I'c, a jedynym wspélnym punktem tych trzech okregéw jest H. O

R8. Oznaczmy srodki okregéw dopisanych przez X, Y, Z (rys. 3). Wtedy
XI1YZ, YI 1 XZoraz ZI 1L XY jako dwusieczne katéw przylegltych. Stad
punkt I jest ortocentrum trojkata XY Z. Punkty symetryczne do I wzgledem
wierzchotkéw wyjsciowego tréjkata sa odbiciami ortocentrum I trdjkata XY Z

w jego bokach, wiec na mocy (x) leza na okregu opisanym na tréjkacie XY Z. O

Wskazéwka 9. Trojkaty podobne lub potega punktow D i H wzgledem okregu I'.
Wskazoéwka 11. Jest to obraz okregu I' w jednokladnosci o srodku H i skali 1/2.
Wskazéwka 12. Srodkiem szukanego okregu jest punkt A.

Ktére z udowodnionych faktéw pozostaja prawdziwe dla trojkata ABC
niekoniecznie ostrokatnego? Ktore sformutowania wymagaja modyfikacji i jakich?
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