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Cztery zadania, jedno rozwigzanie

Kamila MURASZKOWSKA®,
Edmund PUCZYLOWSKI*

Spoéjrzmy na cztery z pozoru zupelnie niezwiazane zadania.

Zadanie 1. n-ta liczbe Fermata definiujemy wzorem F,, = 22" + 1. Wykaz, ze
jedli p jest liczba pierwsza, ktéra dzieli F,, to p = 2"k 4+ 1 dla pewnej liczby
naturalnej k.

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli p jest liczba pierwsza rézng od 2 i 5, to
rozwinigcie dziesietne 1/p jest utamkiem okresowym, ktérego okres dzieli p — 1.

Zadanie 3. Udowodnij, ze liczba osi symetrii n-kata jest rowna 0 lub dzieli n.

Zadanie 4. Na pewnej tablicy swietlnej mozna wyswietla¢ rézne konfiguracje

za pomoca przetacznikéw. Kazdy przetacznik ma ustalony obszar dziatania. Gdy
sie go nacidnie, to w jego obszarze zgasna wszystkie zapalone zaréwki i zapala sie
wszystkie te, ktére sie nie palilty. Wykaz, ze liczba konfiguracji, ktore mozemy
wys$wietli¢ na tej tablicy, jest potega 2.

Moze sie wydawaé, ze bytoby bardzo trudno wskazaé¢ jakies wspdlne elementy
tych probleméw. Okazuje sie jednak, ze rozwiazania wszystkich czterech opieraja
sig na tym samym spostrzezeniu — fundamentalnej wlasnosci pewnych obiektow
algebraicznych, o ktorych opowiemy dalej. Sprébujemy odkryé te wlasnoéc,
rozwigzujac ostatnie zadanie.

Tablica $wietlna sklada si¢ ze zbioru n zaréwek Z = {z1,..., z, }. Konfiguracje
tablicy utozsamimy z podzbiorem K C Z zawierajacym dokladnie te
zarowki, ktoére sa w tej konfiguracji zapalone. Przelacznikowi natomiast
przyporzadkujemy podzbiér P C Z bedacy obszarem jego dziatania. W wyniku
nacidniecia przetacznika P przy wyswietlonej konfiguracji K otrzymamy
konfiguracje odpowiadajaca réznicy symetrycznej

KeP=(KUP)\(KNP)

zbioréw K i P. Liczba konfiguracji, ktére mozemy wyswietli¢, jest wiec réwna
liczbie réznych podzbioréw zbioru Z, ktére mozemy otrzymac ze zbiorow
odpowiadajacych przetacznikom, stosujac operacje ,,®”.

Przyjrzyjmy sie kilku wlasnosciom tej operacji. Wprost z wlasnosci réznicy
symetrycznej zbioréw wynika, ze dla dowolnych konfiguracji:

L0 K=Kobh=K,

i. KoK =10,
ili. (K1 @ K2) ® K3 = Ky @ (K2 ® K3) (dzigki temu mozemy pomijaé nawiasy).
Zamiast pojedynczych konfiguracji rozpatrzymy teraz pewne ich zbiory.
Niech P bedzie zbiorem przelacznikéw, a I — zbiorem wszystkich konfiguracji
mozliwych do otrzymania za ich pomoca z konfiguracji pustej () (wszystkie
zaréwki poczatkowo zgaszone). Oczywidcie, jesli dwie konfiguracje K i Ko
nalezg do zbioru K, to réwniez konfiguracja K7 @ Ky nalezy do K.

Zalézmy teraz, ze nasza konfiguracja poczatkowa jest pewna niepusta
konfiguracja R. Wtedy zbiér

ReK={R®&K:K K}

opisuje wszystkie konfiguracje mozliwe do uzyskania za pomoca przetacznikéw
ze zbioru P, zaczynajac od konfiguracji poczatkowej R. Zastanowmy sie
nad zwiazkiem miedzy zbiorami R ® K i .S @ K dla réznych konfiguracji
poczatkowych R i S. Naturalnym pytaniem jest, czy za pomoca przetacznikéw
ze zbioru P mozna uzyskaé te sama konfiguracje, zaczynajac od dwoch
roznych konfiguracji poczatkowych. Zalézmy wiec, ze zbiory RG K i .S d K
maja niepusta cze$¢ wspolna, to znaczy pewna konfiguracja mozliwa jest do
uzyskania zaréwno z konfiguracji poczatkowej R, jak i z S. Innymi stowy,
“Instytut Matematyki, R® Kr =5 ® Kg dla pewnych konfiguracji Kg, Kg € K. Wtedy na mocy
Uniwersytet Warszawski wlasnosci dodawania konfiguracji R=R& Kr ® Kr=5® Ks ® Kg.
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Oczywiscie, kazda z podgrup danej grupy
sama tez jest grupa.

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1369.
Odpowiedz: minimalna warto$é¢ wyrazenia
AX + XD wynosi v10.

Rysujac trojkaty prostokatne HAB
i HDB na jednej plaszczyznie, dostajemy
czworokat HABD wpisany w okrag.

H

24

Oczywiscie, AX + XD > AD. Réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X

jest punktem przecigcia przekatnych tego
czworokata. Szukana minimalna wartos¢
wyrazenia AX + X D to dlugo$é odcinka
AD, ktérg mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Ptolemeusza:

4-v2+2-3V2=AD -/20,
wiec AD = V/10.

Mamy wiec R € S @ K, a zatem konfiguracje R mozna uzyskaé
z konfiguracji S za pomoca przetacznikéw z P. Analogicznie dowodzimy, ze
S=ROKrdKsc ROK,astad R KL =S K.

Okazuje sie wiec, ze dla réznych standéw poczatkowych tablicy zbiory
konfiguracji mozliwych do uzyskania za pomoca przelacznikéw ze zbioru P

sa takie same lub roztaczne. Zbiér wszystkich mozliwych konfiguracji tablicy
dzieli si¢ zatem na sume roztacznych zbioréw Ry @ KC,..., R,, ® K dla
pewnych konfiguracji poczatkowych Ry, ..., R,,. Wykorzystamy jeszcze prosta
obserwacje, ze kazdy ze zbioréw R; ® K ma tyle samo elementéw co K. Stad
liczba wszystkich mozliwych konfiguracji tablicy jest wielokrotnoscia liczby
zbioréw w K. Oczywiscie, liczba wszystkich konfiguracji tablicy jest réwna 2"
(kazda z n zardéwek moze by¢ zgaszona lub zapalona), a wigc liczba elementéw
zbioru K musi by¢ potega dwdjki.

Decydujaca role w powyzszym rozumowaniu odegraly wlasnosci (i)—(iii)
operacji @ oraz to, ze dla dowolnych Ki, Ko z I réwniez Ky @ Ky jest w K.
Okazuje sie, ze podobne rozumowanie mozna zastosowa¢ w wielu innych
sytuacjach — w szczegdlnosci w rozwiazaniach pozostalych zadan. Podobnie
bowiem dowodzi sie twierdzenia Lagrange’a dotyczacego grup, ktére stanowi
tutaj kluczowy element rozumowan.

Rozpatrzmy zbiér G, w ktérym okreslone jest dziatanie ,,0”. Zbiér ten nazwiemy

grupqg, jesli dzialanie ,,0” spelnia nastepujace warunki:

(1) jest taczne, czyli (aob)oc=ao (boc),

(2) ma element neutralny, oznaczany jako e, spelniajacy goe =eog =g dla
dowolnego elementu g z G,

(3) dla kazdego elementu g z G istnieje element (oznaczany przez g—') odwrotny
do niego, czyli taki, ze gog ' =g log=ce.

Podgrupg grupy G nazywamy podzbiér H C G zamkniety na dzialanie ,,0”

oraz na branie elementu odwrotnego wzgledem tego dziatania. To znaczy,

ze jesli elementy hq i ho naleza do zbioru H, to naleza do niego réwniez

elementy hl_l, hy 14 hy o hy. Liczbe elementéw grupy G nazywamy jej rzedem

i oznaczamy |G|.

Zauwazmy, ze okreslony powyzej zbior konfiguracji tablicy swietlnej wraz

z operacja ,®” jest grupa. Konfiguracja pusta ) jest tu elementem neutralnym,
a kazda konfiguracja K jest swoja odwrotnoscia, gdyz K ® K = (). Latwo
rowniez sprawdzié, ze zbior konfiguracji mozliwych do uzyskania za pomoca
danego zbioru przelacznikéw (gdy startuje sie z konfiguracji () jest podgrupa
tej grupy.

Wspomniane wyzej twierdzenie Lagrange’a brzmi nastepujaco:

Twierdzenie (Lagrange’a). Jesli zbior G wraz z dzialaniem o7 jest skoniczong
grupa, a H jej podgrupg, to |H| dzieli |G|.

Idea dowodu tego twierdzenia opiera sie na pomysle przedstawionym
w rozwiazaniu zadania: zbiér elementéw G mozna podzieli¢ na rozlaczne
podzbiory postaci gH = {gh : h € H}, réwnoliczne z H.

Zastosowanie tego twierdzenia do grupy konfiguracji tablicy swietlnej
i jej podgrupy konfiguracji, otrzymywanych za pomoca podanego zbioru
przelacznikow, daje natychmiastowe rozwiazanie zadania 4.

W dalszych rozwazaniach bedzie uzyteczny pewien szczegdlny przypadek
twierdzenia Lagrange’a. Niech G bedzie grupa skonczona, a g jej dowolnym
elementem. Wtedy istnieje taka liczba naturalna k, ze element

go...og
—
k

(co zapisujemy w skrocie g*) jest réwny elementowi neutralnemu grupy G.
Istotnie, poniewaz grupa G jest skonczona, to dla pewnych liczb naturalnych
I < m musi zachodzi¢ g™ = g'. Ale wtedy ¢ ' =gmo (g7 ) =glo(g7) =e.
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Najmniejsza liczbe k, taka ze g* = e, nazywamy rzedem elementu g

i oznaczamy o(g). Jest jasne, ze elementy e, g, g%, ... ,9°@ =1 s parami rézne
oraz {e,g,9°, ... ,go(g)_l} jest podgrupa grupy G. Nazywa sie¢ ja podgrupa
generowang przez g i oznacza (g). Zatem |(g)| = o(g) i na mocy twierdzenia
Lagrange’a o(g) jest dzielnikiem |G|. Zauwazmy jeszcze, ze jesli dla pewnej
liczby catkowitej m zachodzi réwnoéé g™ = e, to o(g) dzieli m, oraz ze g/¢l = e.

Przyjrzymy si¢ teraz przyktadowi — grupie, ktora wykorzystamy w rozwiazaniach
zadan 11 2.

Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy zbiér {1,2,...,p — 1} z dzialaniem ,,©”
okreslonym dla dowolnych n,m € {1,2,...,p — 1} za pomoca wzoru

n ®m = nm mod p.
Nietrudno sprawdzié, ze jest to grupa. Lacznosé dziatania ,,©” wynika
z tacznosci mnozenia, a elementem neutralnym jest 1. Istnienie elementu
odwrotnego do danego elementu n mozna uzasadni¢ nastepujaco. Dla
réznych liczb k,1 € {1,2,...,p — 1} reszty z dzielenia nk i nl przez p sa
rézne i niezerowe. W przeciwnym razie mieliby$my, ze p|n(k — 1), a stad p|n
lub p| (k —1), co jest niemozliwe. Dla pewnego m € {1,2,...,p — 1} reszta
z dzielenia nm przez p jest wiec réwna 1, czylin ©@ m = 1.

Grupe te nazywamy grupg multiplikatywng reszt modulo p i oznaczamy ja
przez Z,. Rzad Z;, jest, oczywiscie, rowny p — 1, a wigc z tego, co wiemy

o wlasnosci rz¢déw elementow, wynika, ze w Z;, dla dowolnego r € Z; mamy
rP~1 = 1. Mamy stad natychmiast Male Twierdzenie Fermata, ktére méwi, ze
dla dowolnej liczby catkowitej n i dowolnej liczby pierwszej p liczba nP — n jest
podzielna przez p.

Teraz mozemy juz rozwiazaé¢ pozostale zadania.

Zadanie 1. Zalézmy, ze liczba pierwsza p dzieli 22 + 1. Rozpatrzmy grupe Z,
i przyjrzyjmy sie rzedowi elementu 2 w tej grupie. Z zalozenia p dzieli liczbe
22" 1 = (22" +1)(22" —1). Zatem 2 podniesiona do potegi 2"+ w Zy daje
w wyniku 1, a wiec o(2) dzieli 2"+, Poniewaz jednak 2 do potegi 2" w Zy

to —1, wiec o(2) nie dzieli 2". Wiemy zatem, ze o(2) = 2"*1. Ponadto o(2) dzieli
rzad grupy Z, réwny p — 1, wigc dla pewnego naturalnego k zachodzi réwnos¢
p—1=2""1k Stad wynika, ze p = 2" 1k + 1.

Zadanie 2. Niech 0,c;cocs . .. bedzie rozwinieciem dziesietnym liczby L.

Aby wyznaczy¢ to rozwiniecie, wyobrazmy sobie, jak przebiega dzielenie

pisemne 1 przez p. Widaé, ze n-ta cyfra ¢, jest wynikiem dzielenia

catkowitego a,, przez p, gdzie liczba a,, okreslona jest rekurencyjnie

jako reszta z dzielenia a,_1 przez p pomnozona przez 10. Mamy wiec

an+1 = (an mod p) - 10, przy czym a; = 10. Stad latwo otrzymujemy jawny wzér
an+1 = (10" mod p) - 10.

Aby utamek % byl okresowy, dla pewnych liczb naturalnych & i [ musi zachodzi¢
aj+x = ag. Okresem tego utamka nazywa sie najmniejsza liczbe [ o tej wtasnosci.
Poniewaz liczba p jest roézna od 21 5, wige 10 mod p nalezy do Z;. W tej
sytuacji [ = 0(10) jest najmniejsza liczba, dla ktérej 10! jest réwne 1 w Ly,

a w konsekwencji a;11 = a;. Ulamek 1_13 jest wigc okresowy, a jego okres réwny
rzedowi o(10) w Z,,, zatem na mocy twierdzenia Lagrange’a dzieli p — 1.

Zadanie 3. Zbior izometrii wielokata sklada sie z symetrii osiowych o osiach
przechodzacych przez jeden punkt i obrotéw wzgledem tego punktu. Mozna
wykazaé, ze wraz z dzialaniem skladania przeksztalcen tworzy on grupe

(jej elementem neutralnym jest obrét o zerowy kat). Wynika to z nastepujacych
geometrycznych wlasnosci:

(1) zlozenie dwéch obrotéw jest obrotem,

(2) zlozenie obrotu z symetria lub symetrii z obrotem jest symetria,

(3) zlozenie symetrii wzgledem przecinajacych sie osi jest obrotem.

Wykazemy najpierw, ze jesli wielokat ma co najmniej jedna o8 symetrii, to w grupie
jego izometrii jest tyle samo symetrii i obrotéw. Niech O bedzie zbiorem obrotéw,
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S — zbiorem symetrii, a s — pewng ustalona symetria danego wielokata. Wtedy
sktadajac s z dowolnym obrotem, otrzymamy symetrie. Latwo tez udowodnié,
ze symetrie s o001 1 s 0 09 beda rézne dla réznych o1, 00 € O, a wigc |O] < |S].
Analogicznie, sktadajac s z dowolng symetria, otrzymamy obrét, a ponadto
s081 # s0 sy dlaréznych s1,s2 € S. Stad |O| > |S|, a zatem |0O] = |S].

Powodem, dla ktérego wygodniej rozpatrywaé zbiér obrotow O, jest zamknieto$é
tego zbioru na dzialanie sktadania przeksztalcen. Zbiér obrotéow z tym
dzialaniem ma wiec strukture grupy. Jak obroty zmieniaja zbiér wierzchotkdw
wielokata? Kazdy obrét powoduje pewne cykliczne przesuniecie wierzchotkdw.
Jesli ponumerujemy kolejne wierzchotki od wg do w,_1, to k-te przesuniecie
cykliczne Fj, przeprowadza wierzchotek w; na w(;{x)modn- Nietrudno sprawdzic,

ze zbiér {Fy,. ..

, Fr—1} przesunie¢ cyklicznych z dziataniem skladania tworzy

grupe. Zbiér obrotéw O tworzy wiec podgrupe tej grupy, a zatem rzad O (réwny
liczbie symetrii danego n-kata) dzieli n.

Jak zosta¢ wynalazcg?

Wielu z nas marzylo zapewne o momencie, w ktérym chce
sie zakrzyknaé Fureka!, bo oto nasze dziatania doprowadzily
do powstania nowej wiedzy, metody lub urzadzenia. Czesé
szczesliweow lub oséb z wigkszym do$wiadczeniem na

pewno taka chwile z wlasnego zycia pamieta. Mogta ona

byé¢ kulminacjg szeregu zmudnych prob w wiekszosci
zakonczonych porazkami, jak u Thomasa Edisona usitujacego
skonstruowaé zaréwke.

Czasami odkrycia sa dzietem przypadku, o czym przekonat
sie japonski badacz Hideki Shirakawa, pracujacy nad
ulepszeniem metody otrzymywania polietylenu: przy kolejnej
probie pomylil naczynia z substratem i katalizatorem,
dodajac tego ostatniego tysigc razy za duzo. Otrzymana
przez Shirakawe folia nie nadawatla si¢ do pakowania
kanapek, ale za to Swietnie przewodzita prad elektryczny.
Warto wiedzieé, ze opisane tu odkrycie bylo poczatkiem
drogi Shirakawy do Nagrody Nobla z chemii w 2000 roku.

Kiedy jednak mija poczatkowa euforia zwigzana ze
stworzeniem czego$ nowego, warto zastanowic sie, co dalej.
Przepisy prawa stwarzaja mozliwosci uzyskania korzysci
przez wynalazcéw, czyli osoby, ktore dokonaty wynalazku.
Powszechnie przyjmuje sie, ze wynalazek to dokonane
przez czlowieka rozwigzanie pewnego problemu zwigzanego
z ludzka egzystencja, ktore spelnia trzy podstawowe
kryteria: nowosci, poziomu wynalazczego i stosowalnosci
przemystowej. Takie sformutowanie wyklucza sposréd
wynalazkéw odkrycia naukowe, m.in. zjawisk, praw
przyrody, proceséw czy nowych gatunkéw organizmoéw
zywych, poniewaz nie sa one wytworzone przez czlowieka,
lecz istniejg albo zachodza samoistnie. Wynalazkami

nie sg tez sformutowania tych praw za pomoca wzoréow
matematycznych, a takze teorie naukowe, wyjasniajace
duze grupy zjawisk w oparciu o przyjete zalozenia

i modele, np. mechanika kwantowa. Wynalazkami nie sg
tez wytwory ludzkiej dziatalnosci o charakterze czysto
estetycznym czy informacyjnym, a wiec wszelkiego rodzaju
dzieta sztuki: rzezby, powiesci, utwory muzyczne, a takze
roczniki, kroniki itd. Wynalazkami moga by¢ natomiast
sposoby wytwarzania réznego rodzaju przedmiotéw czy
otrzymywania zwiazkow chemicznych.
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Stanistaw BEDNAREK

Wydzial Fizyki i Informatyki Stosowanej, Uniwersytet Lédzki

Czy zatem z grona wynalazcow wykluczeni sg automatycznie
odkrywcy, teoretycy, matematycy i artysci? Niekoniecznie.
Odkrywca moze zbudowaé przyrzad wykorzystujacy
stwierdzone przez siebie zjawisko, a artysta moze by¢
tworcg chocby specjalnego podnosnika eksponujacego
jego dzieto sztuki. Na przyktad Roger Penrose, badajacy
ongi$ pewne uktady wielokatéw catkowicie pokrywajacych
plaszczyzne w sposéb aperiodyczny, stwierdzil, ze przy
odpowiednio dobranej kolorystyce maja one zachecajace
walory estetyczne i moga stuzy¢ do pokrywania $cian lub
podlég. Opatentowal zatem te uktady, znane dzis jako
kafelki Penrose’a, a pézniej wygral nawet batalie sgdowa
z firma Kimberly-Clark, produkujaca pokryty podobnym
wzorem papier toaletowy. Z kolei Rogerowi Schlafly’emu
udato sie opatentowaé nawet. .. dwie bardzo duze liczby
pierwsze, co wzbudzito ozywiona dyskusje o granicach
stosowalnosci prawa patentowego.

Dla lepszego wyjasnienia definicji wynalazku warto
doktadniej przedyskutowaé trzy wymienione w niej kryteria.
Kryterium nowosci oznacza, ze istotne cechy rozwigzania
przedstawionego przez twoérce jako wynalazek nie moga
wystepowaé w innych rozwiazaniach stuzacych do tego
samego celu i znanych z wszelkich dostepnych i sprawdzalnych
zrodel informacji. Te zrédta to przede wszystkim: bazy
danych urzedéw patentowych, podreczniki, artykuty, katalogi,
prospekty, strony internetowe, a takze produkty wystepujace
na rynku. Speinienie kryterium poziomu wynalazczego,
zwanego tez niekiedy kryterium nieoczywistosci, polega
na tym, ze nowe rozwiazanie nie moze w sposéb oczywisty
wynikaé ze znanych rozwigzan i dostepnej wiedzy, ktora ich
dotyczy. Nie bedzie wigc wynalazkiem dzwignia dwustronna
o wydhuzonym ramieniu przyktadanej przez nas sity,
utatwiajaca podnoszenie duzych ciezaréw. Jest bowiem
jasne, ze warto$c¢ sity dzialajacej na cialo na koncu ramienia
dZzwigni jest odwrotnie proporcjonalna do dlugosci tego
ramienia. Kryterium stosowalnosci przemystowej

jest dos¢ zrozumiale, a jego spelnienie oznacza mozliwosé
produkcji wynalezionego przedmiotu lub zastosowania
sposobu, stanowigcego przedmiot wynalazku, na szersza
skale. Kryterium to powinno da¢ si¢ spetni¢ przy obecnych
mozliwosciach technicznych naszej cywilizacji.



Stad tez sposéb wydobywania surowcéw z powierzchni
Ksiezyca moze mieé szanse uznania za wynalazek, a sposéb
pozbywania sie Smieci przez wystrzelenie ich w kierunku
czarnej dziury — zdecydowanie nie.

Potwierdzeniem dokonania wynalazku jest uzyskanie
dokumentu, nazywanego patentem. Dokument pozwala
wynalazcy, nazywanemu w jezyku prawniczym tworca
wynalazku, na odptatne udzielenie innym osobom lub
instytucjom prawa do komercyjnego wykorzystania
wynalazku, czyli zysku ze sprzedazy licencji. Uprawnionym
jest zazwyczaj tworca wynalazku lub instytucja
zatrudniajgca tworce, ktora zapewnita odpowiednie srodki
do dokonania wynalazku. Aby uzyskaé patent, nalezy
przesta¢ odpowiednie dokumenty do urzedu patentowego
jednego lub wiekszej liczby krajéw, w ktorych przewiduje
si¢ uzyskanie potwierdzenia i ochrony wynalazku. Jest to
tzw. zgloszenie wynalazku.

Dawniej do kazdego z krajéw, w ktorych wynalazek miat
by¢ chroniony, nalezato wystepowaé oddzielnie i w kazdym
z nich obowiazywaly nieco inne zasady. W 1990 roku
Polska podpisata ,Uktad o wspélpracy patentowej” (Patent
Cooperation Treaty, PCT) i procedura zgloszeniowa zostala
uproszczona. Zamiast wielu zgloszen wystarczy zgloszenie
miedzynarodowe, dokonane tylko w jednym sposréd

139 krajow, ktore przystapity do PCT. Dokumentacja
zgtoszeniowa, oprocz standardowego formularza podania,
zawiera opis zglaszanego wynalazku, sporzadzony wedlug
$cisle okreslonego wzoru. Opis ten musi zawieraé: tytul
wynalazku, jego przeznaczenie, stan techniki, istote
wynalazku i jego zalety, a takze szczegdtowe przedstawienie
budowy i zasady dziatania, rysunki, zastrzezenia patentowe
oraz skrét opisu. Oto kilka najwazniejszych informacji

o wymienionych sktadnikach opisu. W tytule nie podaje

sie nowych cech, ktére ma zglaszany wynalazek, a jedynie
odwoluje si¢ do znanych rozwiazan. Jezeli wiec zglaszany
jest samochéd elektryczny o zwigkszonej sprawnosci,
zasilany bateriami polimerowymi, to tytul powinien
brzmieé¢ ,Samochdd elektryczny”. Stan techniki musi
zawieraé krétkie opisy znanych rozwigzan, majacych

takie same zastosowanie, jak zglaszany wynalazek, ze
szczegbdlnym zwrdceniem uwagi na cechy rézniace je od
tego, co zglaszamy. Jest to zwykle najbardziej obszerna

i pracochlonna czes$¢ zgloszenia, ale nalezy sporzadzic¢

ja bardzo wnikliwie. Jezeli bowiem pominiemy jakies

znane rozwiazania, to zapewne wykryja to eksperci urzedu
patentowego i nowo$¢ naszego rozwiazania zostanie
podwazona. Istota wynalazku okresla w skrécie, co jest
nowoscia i r6zni nasz wynalazek od znanych rozwigzan.
Nastepnie podaje sie opis budowy i zasady dziatania,

ktéry powinien ujawniaé wszystkie wazne elementy tego,
co zglaszamy. Uzupelnieniem tej czesci sg rysunki lub
schematy. Jezeli pominiemy jaki$ istotny element i eksperci
z urzedu patentowego bedag mieli watpliwosci, wtedy
spotkamy si¢ z zarzutem ,niedostatecznego ujawnienia
wynalazku” i wezwaniem do uzupeitnienia opisu, co wydtuzy
calte postepowanie. Zastrzezenia patentowe to zwiezle
zapisane (w punktach) nowe cechy, ktére réznia nasze
rozwiazanie od innych i ktére zamierzamy chronié. Cechy
te podaje sie po charakterystycznym zwrocie znamienny tym,
ze. .. Skrét opisu stanowi streszczenie pelnego przedstawienia
budowy zgtaszanego przez nas rozwiazania. Skrét ten

wraz z jednym rysunkiem przedstawiajacym rozwiazanie

w calosci postuzy do publikacji informujacej wszystkich
zainteresowanych o naszym zgtoszeniu.

5

Po przestaniu zgloszenia do urzedu patentowego i uiszczeniu
odpowiedniej optaty (w przypadku Urzedu Patentowego
RP wynosi ona obecnie 550 z1) zgloszenie jest sprawdzane
pod wzgledem formalnym i wstepnie badane przez
ekspertow. Twoérca otrzymuje potwierdzenie przyjecia
zgloszenia wraz z nadanym mu numerem. Gdy wszystko
okaze sie¢ w porzadku, po 18 miesigcach wspomniany

skrét opisu zostaje opublikowany w ,Biuletynie Urzedu
Patentowego”, a pelny opis zamieszczony w bazie

danych dostepnej za darmo przez strone internetows,
Urzedu, www.uprp.pl. Dzigki temu wszystkie osoby
zainteresowane moga wypowiedzieé sie na temat nowosci,
poziomu wynalazczego i innych cech zgloszenia. Na te
wypowiedzi Urzad czeka jeszcze 3 lata. Gdy nikt tych
cech nie zakwestionuje (nie zglosi tzw. przeciwstawien),
eksperci jeszcze raz badaja sprawe. Jezeli wynik jest
pozytywny, to Urzad wydaje decyzje o udzieleniu patentu.
Po kilku miesigcach od tej decyzji tworca otrzymuje
dokument z godtem panstwa na kolorowej oktadce
kryjacej pelny opis zgtoszenia wynalazku, nazywany odtad
opisem patentowym.

O udzieleniu patentu Urzad informuje réwniez w specjalnym
czasopi$mie pt. ,Wiadomosci Urzedu Patentowego”.

Od tego momentu mozna nie tylko czué sie wynalazca,

ale takze czerpaé z tego korzyéci materialne, jezeli uda

sie sprzedac licencje. Oczywiscie, nie wszystkie zgloszenia
przechodza pozytywnie opisang wyzej procedure —

w Urzedzie Patentowym RP jest ich okoto 50%.

A jezeli czujemy, ze wypelnianie opisanych wyzej
dokumentéw przerasta nasze sity lub zabiera cenny

czas, ktory mozna by wykorzysta¢ do uzyskania innych
wynalazkow? Zadanie kontaktow z Urzedem Patentowym
i zalatwianie wszelkich spraw formalnych mozemy wowczas
powierzy¢ (odplatnie) specjalnie przygotowanej osobie,
czyli rzecznikowi patentowemu. W duzych miastach

sa tez Regionalne Osrodki Informacji Patentowej,

w ktérych rzecznicy pelnig czasem dyzury, przeznaczone
na bezptatne konsultacje i pomoc poczatkujacym
wynalazcom. Warto dodaé, ze wynalazcg moze by¢ tez
osoba niepelnoletnia — wéwczas w postepowaniu przed
urzedem jest ona reprezentowana przez rodzica lub
opiekuna prawnego.

Urzad Patentowy RP udzielit dotychczas okoto 200 tys.
patentow, a Urzad Patentowy USA okolo 7 mln — liczba
obywateli w Polsce wynosi okoto 38 mln, zas Stany
Zjednoczone maja ich okoto 308 mln. Nalezy przy tym
pamietaé, ze tworcami czesci wynalazkéw opatentowanych
w USA sg obywatele innych krajéw, podczas gdy Polski
dotyczy to w bardzo maltym stopniu. Na podstawie tych
danych tatwo obliczyé, ze gdyby nawet twércami potowy
wynalazkéw opatentowanych w USA byli obywatele innych
krajéw, to wynalazku dokonuje jeden na 44 statystycznych
Amerykanéw i jeden na 190 statystycznych Polakow.
Piszacy te stowa absolutnie nie ma zamiaru podejmowad
tematu ,wynalazek a sprawa polska”, uwaza jednak, ze
takze Czytelnicy Delty maja twérczy potencjal mogacy
przyczynié sie do poprawy tych wskaznikéw (oraz innych
aspektéw zycia, ktérych dotycza ich wynalazki!) na korzy$é
naszego kraju.

Wigcej informacji mozna znalezé w ksiazce Poradnik wynalazcy
pod redakcjg A. Pyrzy (Warszawa 2009), dostepnej bezplatnie
w Os$rodkach Informacji Patentowej i na stronie Urzedu
Patentowego RP www.uprp.pl. Warto tez zajrze¢ do dziatu ,,Klub
wynalazcéw” w miesieczniku Mlody Technik.



Dlaczego niepotrzebne nam hasto do skrzynki mailowej?

Scisle rzecz biorac, do serwera wysytane
jest nie hasto, ale warto$¢ funkcji skrétu
obliczona na jego podstawie.

Grafy Go i G1 sg izomorficzne, jesli
istnieje bijekcja 7 przeprowadzajaca
wierzchotki grafu Gy na wierzchotki

grafu G zachowujaca strukture krawedzi.

Doktladniej, jesli wierzchotki kazdego

z graféw ponumerujemy od 1 do n,

to szukana bijekcja 7 jest permutacjg
zbioru {1,2,...,n} o nastepujacej
wlasnoéci: jesli u,v € Go sg potaczone
krawedzia, to w(u), 7(v) € Gy réwniez
sg polaczone krawedzia, i odwrotnie,
jedli v, v’ € G sa polaczone krawedzia,
to w1 (u'), 71 (v') réwniez. Piszemy
woéwezas, ze w(Go) = G1.

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Michal ZAJAC™

Zapewne zdecydowana wiekszo$¢ Czytelnikéw ma skrzynke poczty
elektronicznej. Dostep do takiej skrzynki uzyskuje si¢ przez podanie

w specjalnym formularzu na stronie internetowej nazwy uzytkownika i hasta.
Te dane sg nastepnie wysytane w zaszyfrowanej formie do serwera pocztowego,
ktory porownuje je z umieszczonymi na nim wzorcami. Tak, w duzym
uproszczeniu, wyglada proces weryfikacji uzytkownika na serwerze.

Czy mozna wyobrazié¢ sobie inng metode uzyskiwania dostepu do skrzynki
pocztowej? Taka, by nie trzeba bylo podawaé¢ hasta? W koncu stanowi to
pewne zagrozenie dla naszego bezpieczenstwa: jesli ktos przechwyci, w ten czy
inny sposéb, nasze haslo i nazwe uzytkownika, to uzyska nieograniczony dostep
do naszych zasobéw — listow, dokumentéw, historii przejrzanych stron — czego
zapewne sobie nie zyczymy.

Dowody z wiedza zerowag

7 pomoca przychodza wtedy tzw. dowody z wiedza zerowa. Sa to protokoly
pozwalajace na potwierdzenie faktu znajomosci pewnej informacji bez
ujawniania jej. Dla lepszego zilustrowania tego typu protokotéw rozpatrzmy
nastepujacy przyktad weryfikacji tozsamosci w banku:

Przyktad 1. W protokole tym bedzie brato udzial dwoch ,graczy” — pierwszy
bedzie chcial potwierdzié swoja tozsamosé i oznaczany bedzie litera P (od
angielskiego stowa Prover; gracz ten jest nazywany takze klientem), drugi
bedzie weryfikowal informacje przesylane przez gracza P i oznaczany bedzie
litera V' (od angielskiego stowa Verifier; inna nazwa tego gracza to weryfikator).

W protokole wykorzystywane sa dwa grafy o n wierzchotkach, Gy i G1. Gracz P
bedzie staral sie udowodnié, ze sa one izomorficzne. Nalezy tu nadmienié, ze
stwierdzenie, czy dane dwa grafy sa izomorficzne, jest w ogélnym przypadku
problemem trudnym obliczeniowo i nie jest znane jego rozwiazanie dzialajace
w czasie wielomianowym.

Ale jaki zwiazek ma dowodzenie izomorficznosci graféw z uwierzytelnianiem?

Mozemy przyjaé, ze w bazie danych banku znajduje sie informacja z imieniem

inazwiskiem gracza P oraz grafami G i G, znanymi publicznie, podanymi przez

gracza P podczas zakladania konta. Gracz P, chcac przekonaé bank, ze on to on,
przedstawia sie, a nastepnie wykazuje, ze jest osoba, ktéra potrafi udowodnié
izomorficznoéé graféw Gy i G1. Moglby to, oczywiscie, zrobi¢, zdradzajac
permutacje 7, jednak po takim zabiegu nic nie statoby na przeszkodzie, by

nieuczciwy gracz V* po poznaniu permutacji podszyt sie pod klienta P,

wyplacajac w jego imieniu duza ilos¢ gotowki. Zamiast tego gracze P iV

przeprowadza miedzy soba k razy nastepujacy protokél (oznaczmy go jako P):

1. Klient P wybiera losowa permutacje ¢ zbioru n-elementowego i przesyta do
weryfikatora V graf H = ¢(Gy).

2. Weryfikator V przysyla graczowi P losowy bit b € {0,1}.

3. Jedli otrzymany przez gracza P bit ma wartos¢ 0, to wybiera on nowa
permutacje 1) = ¢!, a w przeciwnym przypadku ¢y = mp~!. Gracz P wysyla
nastepnie permutacje v do weryfikatora V.

4. Weryfikator V' sprawdza teraz, czy (H) = Gy. Jedli tak, to uznaje, ze
gracz P pomyslnie przeszed! proces weryfikacji. Jesli nie, odrzuca jego prébe
i przerywa protokél.

Od takiego protokotu bedziemy wymagaé trzech rzeczy. Po pierwsze, protokoét

przeprowadzony przez uczciwego gracza P musi zostaé zaakceptowany.

Po drugie, préba udowodnienia nieprawdziwego twierdzenia (w tym przypadku

— préba wykazania, ze dwa nieizomorficzne grafy sa izomorficzne) powinna
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Inny przyklad protokotu z wiedza
zerowg (opartego nie na izomorfizmie
graféw, ale na znajdowaniu w nich cyklu
Hamiltona) znajdg Czytelnicy w artykule
Krzysztofa Kulewskiego z Delty 4/2005.

powodowaé zatrzymanie i brak akceptacji protokotu (z prawdopodobiefistwem
bliskim 1). Podobnie bedzie z préba udowodnienia prawdziwego twierdzenia
przy braku znajomosci przez gracza permutacji wyznaczajacej izomorfizm.
Trzecia wlasnoscia jest wiedza zerowa, tj. weryfikator V' po wykonaniu (nawet
wielokrotnym) protokotu P nie moze podszy¢ sie pod gracza P.

Na poczatku wykazemy, ze jesli klient P jest uczciwy, to weryfikator V'
zaakceptuje jego probe uwierzytelnienia sig. Otéz jezeli bit wystany

przez weryfikatora V' w drugim kroku protokotu mial wartosé 0, to
uczciwy klient P odpowiedzial na niego permutacja ¢!, co daje

Y(H) = ¢ Y (H) = ¢~ 1p(Go) = Go. Zalézmy teraz, ze przestany bit

mial wartoéé¢ 1. Klient P wysyla wtedy permutacje 1 = mp~!, wiec

Y(H) =mp Y (H) = mp~to(Gy) = 7(Go) = G1. Zatem w obu przypadkach
Y(H) = Gy 1 weryfikator V' akceptuje wykonanie protokotu.

Wykazemy teraz, dlaczego protokot P zostanie przerwany przez weryfikatora V,
jesli oszust P* bedzie prébowat przekonaé¢ go do nieprawdziwego twierdzenia.
Przyjmijmy wiec, ze klient P* zostal pozytywnie zweryfikowany przez V,
podczas gdy grafy Gy i G nie sa izomorficzne. Zalézmy, ze w kazdym

z k wykonan protokotu oszust umial odpowiedzie¢ poprawnie, zaréwno
wtedy, gdy zadany w drugim kroku bit mial wartos¢ 0, jak i 1. Niech g i ¥
oznaczaja funkcje 1 otrzymane w trzecim kroku algorytmu, gdy zadany przez
weryfikatora V' bit mial odpowiednio wartosé 0 i 1. Mamy wtedy 1o(H) = Go
i1(H) =Gy oraz G; = z/;lwgl(Go). Czyli, znajac g 1 11, oszust P* jest

w stanie wskaza¢ izomorfizm pomiedzy grafami Gg i G1, co nie jest mozliwe.
Mogto oczywiscie by¢ tak, ze w kazdym z k& wykonan protokotu gracz P*
poprawnie zgadt wartos$¢ bitu, o jaki zostanie zapytany przez sprawdzajacego V'
(latwo wykazaé, ze stworzenie takiego grafu H, iz oszust P* jest w stanie
poprawnie odpowiedzie¢ na dokladnie jedng warto$é¢ bitu b, nie stanowi
problemu, jednak wtedy szansa na powodzenie tej iteracji protokotu wynosi
doktadnie %, gdyz takie jest prawdopodobienstwo, ze weryfikator V' wylosuje
bit b o ustalonej wartosci). Jednak to zdarzenie ma prawdopodobiefistwo
réwne #, a wiec dla odpowiednio duzego k jest zaniedbywalnie male.

Powyzsze rozumowanie wykazuje réwniez, iz nieuczciwy gracz P*, ktory
probuje przekonaé weryfikatora V' do tego, ze zna permutacje k, taka ze
k(Go) = G1, mimo braku tej wiedzy, tez nie zakonczy protokolu sukcesem
(tj. zaakceptowaniem przez weryfikatora V).

Aby wykazaé, ze weryfikator V' w podanym protokole nie dowiaduje sie
niczego istotnego o sekrecie gracza P, tj. mimo wielokrotnego przeprowadzenia
protokotu nie jest w stanie podszy¢ si¢ pod niego, wprowadza sie pojecie
symulatora dzialajacego w czasie wielomianowym (z prawdopodobienstwem
réwnym 1 — e, gdzie € > 0 jest zaniedbywalnie matle). Symulator M wykonuje
protokdl z weryfikatorem V', ,podszywajac sie” pod P (M nie ma dostepu do
prywatnych informacji gracza P, a jedynie zna jego odpowiedzi na pewna liczbe
zapytan w procesie weryfikacji). Protokét P jest bezpieczny, gdy weryfikator V/
nie jest w stanie stwierdzié¢, czy operacje, ktére wykonuje, przeprowadza

z prawdziwym graczem P, czy z symulatorem M (prawdopodobiefnistwo, ze
odpowie dobrze, jest réwne % + 0, gdzie § > 0 jest zaniedbywalnie male).
Formalny opis symulatora M i przeprowadzenie pelnego rozumowania wymaga
wprowadzenia duzej ilosci nowej terminologii i zostanie w tym artykule
pominiete. Zainteresowani Czytelnicy sg zachecani do przeczytania literatury
podanej na koncu artykuhu.

3-protokoty

Zaprezentowany powyzej protokol musial by¢ wykonywany wiele razy pod rzad,
by mozna go byto uzy¢ do weryfikacji, poniewaz poprawne ,przejscie” jego
pojedynczej iteracji przez nieuprawnionego gracza ma szanse powodzenia %
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Teraz juz widaé, czemu X-protokoty

zawdzieczaja swoja nazwe. Jesli

wiadomosci przesytane pomiedzy
graczami oznaczymy strzalkami,
otrzymana tamana bedzie przypominata

grecka litere X.

@

Rozwigzanie zadania M 1370.

Zauwazmy, ze dla @ > —1 zachodzi
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Aby ograniczy¢ liczbe iteracji do minimum (czytaj: do jednej), wprowadzono
protokoty, w ktorych gracz weryfikujacy V przesyta w drugim kroku zamiast
pojedynczego bitu b ciag e € {0, 1}* zwany wyzwaniem, ktéry traktujemy
jako liczbe naturalng zapisana binarnie. Ilustracja tej metody moze by¢
protokél zaprezentowany ponizej:

Przyktad 2. Niech p i g beda liczbami pierwszymi, takimi ze q jest
dzielnikiem p — 1, i niech g bedzie elementem rzedu ¢ w grupie Z;. Ponadto
niech A = ¢g* mod p. W zaprezentowanym protokole wartosci p, ¢, g i h sa
publiczne, a gracz P bedzie przekonywaé gracza V', ze zna warto$¢ w. Zrobi
to w nastepujacy sposéb:
1. Gracz P wybiera losowo liczbe 7 z ciala Z,, a nastepnie wysyla

graczowi V liczbe a = ¢" mod p.
2. Weryfikator V' wybiera losowe wyzwanie e € {0,1}* i wysyta je

graczowi P.

. Gracz P oblicza z = ew + r i wysyla te warto$é¢ weryfikatorowi.
4. Weryfikator sprawdza, czy g = ah® (mod p). Jedli tak, akceptuje

protokoél, a jesli nie, przerywa go.

w

Przede wszystkim zauwazmy, ze uczciwy gracz P zostanie zawsze zaakceptowany
przez gracza V. Jak tatwo sprawdzié, g = ¢g*“t" = g" - (¢*)¢ = ah® (mod p),
co jest zgodne z ostatnim punktem protokotu.

Y-protokoty majg jeszcze jedng interesujacg wlasnosé: jesli gracz P potrafi
przy danym a odpowiedzieé na dwa rézne wyzwania e i €/, to potrafi znalezé
$wiadka w (a zatem odpowiedzie¢ na dowolne wyzwanie). Przyjmujac, ze
odpowiedzig gracza P na wyzwanie e bylo z, a odpowiedzig na wyzwanie e’
byto 2/, mamy:
¢* = ah® (mod p), ¢ =ah® (mod p).

Dzielac jedno réwnanie przez drugie i majac na uwadze fakt, ze e — e’ # 0,
otrzymamy

gz_zl = pe ¢ (mod p), g% = h (mod p).

W ten sposob uzyskalismy w = }:Z: mod ¢ (dzielenie rozumiemy tutaj

jako mnozenie przez odwrotnosé modulo ¢). Zatem jesli gracz P nie zna
sekretu w, to jest w stanie odpowiedzie¢ poprawnie na co najwyzej jedno
wyzwanie weryfikatora V' (na jakie wyzwanie konkretnie bedzie chcial
odpowiadaé, wybiera, tworzac wiadomo$¢ a). Prawdopodobienstwo, ze
gracz V wysle mu wybrane przez niego wyzwanie e, wynosi 2%, a wiec jest
zaniedbywalnie male.

Warto w tym miejscu zaznaczyé, ze X-protokoly nie maja wspomnianej
wezesniej wlasnoéci bycia protokolem z wiedza zerowa. Sa nimi, jesli
przyjmiemy dodatkowe zalozenie — o uczciwosci weryfikatora V. Wydaje
sie, ze jest ono niezbyt praktyczne, ale wlasnos¢ ta jest wystarczajaca do
budowy wielu bardziej zlozonych konstrukcji, ktére maja zastosowanie
w realnym $wiecie. Na przyktad, mozna dzieki nim zbudowaé efektywny
system obshugi ptatnosci elektronicznych, ktéry zapewnia taka sama
anonimowos¢ jak placenie gotéwka. Ale to juz calkiem inna historia. . .
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Jesien noblistow

Tegoroczne Nagrody Nobla w dziedzinie nauk przyrodniczych wnikaja

w intymny $wiat komoérek i atomu. Dotycza wielu lat pracy i watpliwosci,
upadkéw i zwyciestw, nadziei i zniechecenia. Tak, te wszystkie odczucia
towarzysza gigantom nauki!

Nagrodzone badania w dziedzinie chemii wykonano dzieki zastosowaniu
wiedzy w zakresie biochemii, genetyki, biofizyki, fizyki, informatyki. Nagrode
przyznano za odkrycie receptoréw sprzezonych z biatkami G. W tym ztozonym
uktadzie dlugi tancuch biatkowy 7 razy przenika petlami przez btone
komoérkowa. Lancuch jednym koniuszkiem wystaje poza komoérke i z tym
fragmentem oddziatuja rézne czynniki zewnetrzne. Drugi koniec ,,ptywa”

we wnetrzu komorki. Receptor zmienia ksztalt w momencie zetkniecia sie

z czynnikiem zewnetrznym, wtedy od konca wewnetrznego oddzielaja sie
inne, dotychczas sprzezone z nim biatka, zwane biatkami G, wywolujac

rozne ,zachowania” komérki. Sg setki receptoréow, reagujacych na rézne
czynniki, dlatego wydzielenie jednego, specyficznego receptora, na przyktad
dla adrenaliny, koniczy sie uzyskaniem znikomych ilosci substancji do dalszych
badan. Zadziwia natomiast wspdlny typ reakcji na zewnetrzne czynniki dla
jednokomérkowcow i cztowieka. Bardzo stary i bardzo skuteczny ewolucyjnie.

Robert Lefkowitz rozpoczal badania receptoréw sprzezonych z biatkami G
w latach 70. (mial dwadziescia kilka lat, pewno wlasnie skonczyl studia),

a bylo to wtedy, gdy najwiekszy autorytet w farmakologii oglosil, ze takich
receptoréw nie ma. Po 10 latach, cho¢ uzyskal bardzo przekonujace wyniki,
nie mial ,w reku” wyodrebnionych receptoréw i wielu uczonych dalej
kwestionowalo realno$¢ takich bytéw. Oczyszczenie receptoréw, podzielenie
ich na sktadniki, odtworzenie znowu z tych sktadnikéw funkcjonalnego
uktadu i wprowadzenie odtworzonego receptora do zywej komérki, ktora
wtasnych receptoréw nie ma — ten dhugi cykl badan dopiero pod koniec

XX wieku zamknat usta niedowiarkéw. No i jeszcze w laboratorium
Lefkowitza pojawil sie mlody doktorant (Brian Kobilka), ktérego temat
zafascynowal. Ten sklonowal gen kodujacy receptor, dzieki czemu
wyprodukowal tego receptora tyle, ze mogt przystapi¢ do préb krystalizacji.
O krystalizacji bialek zwiazanych z blona komérkowa wiedziano jedynie, ze
jest niezwykle trudna, jezeli nie niemozliwa. Kobilka wspomina nawet, ze
sam podjal sie tego zadania, bo nie chcial proponowaé beznadziejnych badan
doktorantowi lub stazyscie po doktoracie.

Polskim mtodym naukowcom dedykuje wiadomosé, ze jeszcze 10 lat temu
Kobilka, majacy dwdjke dzieci i niepracujacg wowczas zawodowo zone, musiat
wzig¢ dodatkows prace zarobkowsg jako lekarz w pogotowiu ratunkowym.

W decyzji Komitetu Noblowskiego powiedziano, ze modele struktury
receptoréw naleza do najpiekniejszych obrazdéw naukowych, jakie stworzyli
uczeni. Piekno nauki nie jest przez wszystkich dostrzegane, cho¢ ta jej
cecha jest bardzo pociagajaca. Trudno jest znalezé taki proces fizjologiczny,
w ktérym nie uczestnicza receptory sprzezone z biatkami G. Maja one
wielkie znaczenie praktyczne: dzi§ 50% lekéw dziata na te receptory

(np. -blokery w chorobach ukladu krazenia). 4% naszych genéw koduje
receptory, dla 600 z nich nie znamy jeszcze ich funkcji. Receptory uczestnicza
w procesach widzenia, wechu, odpowiadaja za dzialanie catej duzej grupy
hormondw, za reakcje na stresy réznego rodzaju, regulujg cisnienie krwi,
bilans wodny, prace przewodu pokarmowego. I tak dalej, tak dalej. ..

Ciekawych relacji z pierwszej reki namawiam na obejrzenie pod
http://www.youtube.com/ filmu zatytutowanego ,,Robert Lefkowitz
(Duke University) Part 1 Seven Transmembrane Receptors”.

Magdalena FIKUS



Zostac fizykiem czastek cho¢ na jeden dzien

Krétkiemu wprowadzeniu do fizyki
czastek elementarnych i podstaw
dziatania detektoréw poswigcone byty
otwierajace zajecia wyktady.

Oddzialywania elektromagnetyczne

i stabe sg tak naprawde przejawami tego
samego oddzialywania elektrostabego, ale
to temat na oddzielng opowiesé. SnuliSmy
ja np. w Delcie 5/2000.

proton w
dzt V.
&I
neutron d

Rys. 1. Rozpad neutronu zachodzi dzigki
oddziatywaniom stabym przenoszonym
tutaj przez bozon W.

czas

polozenie

Rys. 2. Diagram czasoprzestrzenny
przedstawiajacy rozpad czgstki Z na pare
elektron-pozyton w ukladzie odniesienia,
w ktérym czastka Z spoczywa. Czastki
potomne majg pedy réwne co do
wartoéci, ale przeciwnie skierowane.

Uczestnicy zaje¢ wlasnorecznie
zanalizowali niemal dwie setki
prawdziwych przypadkéw
zarejestrowanych w LHC.

*doktorant, Narodowe Centrum
Badan Jadrowych

Tomasz FRUBOES*

Na wiosne tego roku grupa uczniéw z XIV liceum im. Stanistawa Staszica

w Warszawie miala okazje posmakowac pracy fizykow. Badacze z Uniwersytetu
Warszawskiego oraz Narodowego Centrum Badan Jadrowych goscili w gmachu
liceum w pewnga deszczowa sobote, by poprowadzi¢ warsztaty w ramach
programu International Masterclasses — hands on particle physics. Ich celem
mialo byé¢ pokazanie, na czym naprawde polega doswiadczalne badanie
czastek elementarnych. W niniejszym artykule chcieliby$my zapoznac z tymi
zagadnieniami takze Czytelnikow Delty.

Materia, jaka znamy, zbudowana jest z kwarkéw i leptonéw. Znamy szesé
réznych rodzajéw kwarkéw — gérny (u), powabny (¢) i top (t), kazdy o tadunku
—|—§e (e jest tadunkiem réwnym tadunkowi elektronu), oraz kwarki dolny (d),
dziwny (s) i bottom (b) o ladunku —£e. Z kwarkéw zbudowane sa nukleony:
protony (dwa kwarki u oraz kwark d, co w sumie daje tadunek +e), a takze
neutrony (jeden kwark u oraz dwa kwarki d — taczny ladunek 0). Znamy
réwniez 6 réznych rodzajéw leptonéw — elektron, mion oraz taon (wszystkie
o ladunku —e) oraz odpowiadajace im neutrina — elektronowe, mionowe

i taonowe (wszystkie o tadunku 0). Dla kazdej z wymienionych wyzej czastek
istnieje antyczastka o dokladnie takich samych wtasnosciach, ale o tadunku
przeciwnym; na przyktad antyczastka elektronu jest pozyton o tadunku +e.

Sktadniki materii moga ze soba oddzialtywaé. Na przyktad, dzieki przycigganiu
elektromagnetycznemu proton taczy sie z elektronem, tworzac atom wodoru.
Trzy z czterech znanych oddzialywan fundamentalnych sa opisywane na
poziomie kwantowym w ramach Modelu Standardowego (MS) czastek
elementarnych. Pozostate oddzialywania w MS to: oddzialywanie silne,
odpowiedzialne m.in. za laczenie kwarkéw w hadrony (np. proton), oraz
oddzialywanie stabe, odpowiedzialne np. za rozpad neutronu. MS nie opisuje
natomiast oddzialywan grawitacyjnych.

Oddziatywania w MS zachodza dzigki wymianie czastek nazywanych nosnikami
oddziatywan. Nodnikiem oddziatywania elektromagnetycznego jest znany
wszystkim foton, oddzialywanie stabe zapewniaja czastki W+, W~ oraz Z°
(indeks oznacza ladunek elektryczny w jednostkach e), silne zas — gluony.
Rysunek 1 przedstawia przyktad oddzialtywania stabego, w ktérym neutron
rozpada sie na proton, elektron oraz neutrino przez wymiane bozonu W .

Wielkie polowanie do$wiadczalne coraz bardziej osacza ostatni pozostajacy
do odkrycia sktadnik MS: bozon Higgsa, zwiazany z pewnym polem, ktére
powoduje réznicowanie oddziatywan elektromagnetycznych i stabych oraz jest
zrodlem masy innych czastek MS. Istnieje spora szansa, ze gdy ten numer
Delty trafi do kioskéw i Internetu, zespoly eksperymentéow dziatajacych przy
LHC (ang. Large Hadron Collider, Wielki Zderzacz Hadronéw) w laboratorium
CERN pod Genewa beda swietowaé odkrycie bozonu Higgsa.

Czastki W i Z zyja bardzo krétko — rozpadaja sie na inne w czasie krotszym
niz 10724 s, co nie pozwala ich bezposrednio zaobserwowaé¢ w dogwiadczeniach.
MS przewiduje, ze czastka Z niemal tak samo czesto rozpada si¢ na elektron
i pozyton jak na mion i antymion (rys. 2). Innym przewidywaniem MS jest
konkretny stosunek liczby zderzen w LHC, w ktérych produkowana jest
czastka W, do liczby przypadkow z produkcja czastki Z. Przewidywania

te mozna (i nalezy!) sprawdzaé, badajac przypadki zarejestrowane przez
eksperymenty dziatajace przy LHC. Jednym z takich eksperymentéw jest
eksperyment CMS (ang. Compact Muon Solenoid), w ktéry zaangazowani sg
fizycy z UW i NCBJ.

Uzbrojeni w przypomniane wyzej podstawowe wiadomosci z fizyki czastek
elementarnych mozemy zabra¢ si¢ za analize prawdziwych danych z LHC.
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Rys. 3. Jeden z analizowanych przypadkéw zarejestrowanych w LHC.

Na zakonczenie dnia odbyta si¢
wideokonferencja prowadzona przez
fizykéw z CERN-u. Podczas niej
prezentowane byly wyniki uzyskane tego
dnia w Warszawie oraz w dwéch innych
szkotach z Belgii i Niemiec.
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Rys. 4. Rozklad masy niezmienniczej dla
przypadkéw, w ktérych obserwowano dwa
naladowane leptony.

W szczegdlnosei, powinnidmy moc okredli¢, czy dany
przypadek oddzialywania zarejestrowany w detektorze
to taki, w ktorym produkowana jest czastka W czy Z,
a takze, na jakie czastki potomne sie rozpada —
elektrony czy miony.

Rysunek 3 przedstawia jeden z zarejestrowanych

w detektorze przypadkéw. Diuga, skierowana ku gorze
linia przedstawia zrekonstruowany w detektorze tor
mionu o duzym pedzie (stabo zakrzywiony przez pole
magnetyczne w detektorze). Gaszez zakrzywionych

linii w centralnej czesci obrazuje zrekonstruowane tory
innych czastek powstalych w tym samym zderzeniu
dwoch protonéw. Ostatnim waznym elementem rysunku
jest wektor skierowany w dét, rowny co do wartosci

i kierunku sumie tzw. pedéw poprzecznych (skladowych
pedu prostopadtych do osi wiazki) wszystkich czastek
zrekonstruowanych w zderzeniu. Z zasady zachowania
pedu wynika, iz suma ta powinna by¢ réwna zeru (taka
byta przed kolizja, bo zderzajace si¢ protony maja pedy tej
samej wartosci skierowane przeciwnie). W tym przypadku
warto$¢ sumy byta istotnie rézna od zera, co wskazuje na
produkcje neutrina, ktére oddziatuje zbyt stabo, by mogto
zostaé zarejestrowane. Z duzym prawdopodobienstwem
mozna zatem przyjac, ze byl to przypadek, w ktérym
nastapita produkcja czastki W, ktora nastepnie rozpadta
sie na mion i neutrino. W zasadzie czastka taka moze jeszcze rozpasé sie na pare
elektron-neutrino, taon-neutrino lub dwa kwarki. Mozliwosci te odpowiadatyby
jednak innemu obrazowi zarejestrowanemu w detektorze. Elektron, chetnie
oddzialujacy z materia, ma znacznie krotszy zasieg w detektorze od mionu,
taon zyje bardzo krotko i rozpada sie, za$ produkcja kwarkéw powoduje
powstanie innych czastek naladowanych silnie, ktore ostatecznie tacza sie

w hadrony tworzace strumienie czastek zwane dzetami.

7 powyzszego wynika, ze tylko w przypadku rozpadéw czastki Z mozemy
zarejestrowaé obydwie czastki potomne (elektrony i pozytony lub

miony i antymiony) i zmierzy¢ ich pedy. Wielkosci te mozemy nastepnie
wykorzysta¢ do wyznaczenia tzw. masy niezmienniczej, odpowiadajacej
catkowitej relatywistycznej energii rozpadajacej sie czastki w ukltadzie
odniesienia, w ktérym czastka ta spoczywa. Woéwczas jednak jedyna forma
energii, posiadang przez rozpadajaca si¢ czastke, jest energia spoczynkowa,
dana wzorem E = mc?. Pomiar masy niezmienniczej odpowiada zatem

w rozwazanym przypadku pomiarowi masy czastki Z. Wykres uzyskanych

w réznych przypadkach mas niezmienniczych czastki Z przedstawiony jest
na rysunku 4. Wiadomo, ze masa ta jest réwna okoto 91,2 GeV/c?, co dobrze
widaé na rozktadzie, podobnie jak fakt, ze w badanej probce wystgpito wiele
przypadkow, w ktorych para leptonéw powstata z rozpadu czastek innych niz Z.

Czy tego typu analizy, dotyczace wszak czastek znanych od 30 lat i dobrze
od tego czasu zbadanych, moga by¢ wazne lub interesujace dla prawdziwych
fizykéw? Oczywiscie! Nie wolno zapominaé, ze LHC i dzialajace przy nim
detektory to stanowiaca fascynujace osiggniecie techniczne, ale takze bardzo
skomplikowana maszyneria. Zanim uzyjemy jej do wyprawy w zakresy
energii, gdzie spodziewamy sie znalezé nowe czastki i nowe oddzialywania,
powinnidmy mie¢ pewnosé, ze nasze pomiary maja sens — dla czastek

i oddziatywan znanych.

Nastepne warsztaty Materclasses odbeda sie wiosna 2013 roku na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w dwie z marcowych sobdt. Wiecej
informacji mozna uzyskaé, piszac na adres masterclasses@fuw.edu.pl.
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Wedréwki po okregu
Urszula SWIANIEWICZ

Matematycy od wielu lat zajmuja sie wedréwka po okregu. Jednym
z najbardziej znanych przyktadéw jest chyba skakanie po nim w okreslonym
kierunku tak, by miedzy kolejnymi punktami, w ktorych si¢ znajdziemy,
byla okreslona odleglto$é a (mierzona wzdluz tuku). Naturalne staje sie
wowcezas pytanie, czy skaczac tak po okregu, wrocimy kiedykolwiek do

— punktu wyjécia (widaé, ze rozwiazanie problemu nie zalezy od punktu
startowego)? OdpowiedZ nasuwa sie predko — powrdt nastapi tylko wéwezas,
gdy stosunek diugosci okregu do liczby a jest liczba wymierna. Sprébujmy
tym razem powedrowaé w inny sposéb, okreslony geometrycznie.

Oznaczmy nasz okrag przez a, a w jego wnetrzu umiesé¢my drugi
(niekoniecznie wspélérodkowy) okrag 5. Wedréwka bedzie wygladata
nastepujaco: z punktu A; na okregu a prowadzimy styczna do okregu .
Niech punkt Ay bedzie drugim (réznym od A;) punktem przecigcia
stycznej z okregiem o — tam wladnie powedrujemy. Kolejne kroki wygladaja
analogicznie — z punktu A,, wedrujemy po stycznej do okregu § az do
punktu A, lezacego na okregu « (jak na rysunku 1).

Przy tak okredlonej wedréwce rowniez pojawia sie niejedno pytanie.

Czy wrocimy kiedy$ do punktu wyjscia, tak jak na rysunku? I jak wyglada
na « zbiér punktow, do ktérych uda nam si¢ powrdeié? Odpowiedzi okazuja
sie niezwykle zaskakujace — to, czy uda nam sie wréci¢ do punktu wyjscia,
nie zalezy od wyboru tego punktu! Jesli wedrujac z pewnego miejsca,
zakonczymy wedréwke, to zaczynajac z dowolnego innego miejsca, réwniez
nam sie to uda, co wiecej — nastapi to po tej samej liczbie ,krokéw”,

Rys. 1 a w czasie wedrowki tyle samo razy ,,obejdziemy” okrag. Méwi o tym
szczegdlny przypadek tzw. Wielkiego Twierdzenia Ponceleta, ktéry
sformutowany formalnie brzmi nastepujaco:

Wielkie Twierdzenie Ponceleta rézni sie ~ 'Lwierdzenie. Dany jest okrqgg « oraz okreg (3, leZgcy w jego wnetrzu.

od dowodzonego tu twierdzenia tym, ze  Niech Ay bedzie dowolnym punktem na okregu o, zas Ao, As, ... takimi

a i B mogg by¢ dowolnymi, niekoniecznie . . . . .

tego samego rodzaju stozkowymi punktami na «, Ze dla kazdego i prosta A; Ay jest styczna do okregu 8 oraz
(elipsami, parabolami, hiperbolami), A; # Aiyo. Analogicznie okreslmy punkty B;. Wowczas, jesli dla pewnego n

nie zaklada si¢ niczego o ich wzajemnym
polozeniu oraz rozszerza si¢ stycznosé
takze na asymptotycznosé.

zachodzi A,, = Ay, to rowniez B,, = Bj.

Cho¢ twierdzenie to mozna udowodnié¢ dzigki metodom geometrii rzutowej,
istnieje réwniez niezwykle pomystowy dowdd wykorzystujacy jedynie
proste fakty geometryczne. Rozwiazania wielu probleméw geometrii
B, uzyskuje si¢ przez dorysowanie na rysunku pewnej prostej lub odcinka.
A Nam przyda sie okrag (mozna zobaczy¢ go na rysunku 2), choé fakt jego
Ay istnienia (czyli styczno$ci wszystkich odcinkéw A; B; do jednego okregu)
nie jest wcale oczywisty.

Dowdd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze Bi lezy po drugiej stronie
prostej A1 As niz okrag (3 oraz ze By lezy po drugiej stronie prostej
AsAs niz okrag (. Czytelnik Wnikliwy bez trudu wykaze, ze wynika

z tego twierdzenie w catej ogdlnosci. Nie bedziemy réwniez zajmowaé si¢
By przypadkiem, gdy okregi «v i 3 sg wspoétsrodkowe — wéwezas twierdzenie
o A1 jest oczywiste.

Bs

Przyjrzyjmy sie punktom A;, As, By, Bs. Niech C7 i Dy beda odpowiednio
punktami stycznosci okregu ( z prostymi A; As i By Bs, zas$ K i L niech
beda punktami przeciecia prostej C1 D1 odpowiednio z odcinkami A; By
i A3 Bs (jak na rysunku 3). Mamy wéwczas

IKC 1AL = S<AC1Dy =<4 B1D1Cy =< LD By

oraz < B1A1As = < B1BaAs. Stad < B1 KL = < A3 LK (sa to katy zewnetrzne

Rys. 2

12



w tréjkatach KC1 A1 i1 LD Bs). W takim razie

istnieje okrag wy styczny do prostych A1 By 1 A2Bo
odpowiednio w punktach K i L. Stosunek pdl
tréjkatéw A3 D1Ch i BoD1Cy jest réwny stosunkowi
wysokosci opuszczonych na wspdlna podstawe D1CY,

a wiec réwniez stosunkowi odcinkéw AsL i BoL. Z tego
faktu i z otrzymanych réwnosci katéw wynika, ze

AQL [AQDlCl]

BsL  [BaD1Ch]
o AQCl . ClDl - sin {Agchl - AQCl
- Bng . ClDl . sin<IB2DlCl a Bng’

gdzie [F] oznacza pole figury F. Stad i z podobienstwa
tréjkatow LBo Dy 1 K A1Cq oraz Ao LCy i B1 K Dy mamy

ALK BsL AsL B K

Rys. 3

Dowdd lematu najlatwiej przeprowadzié
metodami analitycznymi — wprowadzajac
wspélrzedne punktu P oraz $rodkéw
okregéw o1 i o2 oraz dlugosci promieni
01 i 03. Wyrazajac ap i bp przez te
wartoéci, tatwo przeksztalcié zaleznosé
2P — X do réwnania na wspétrzedne
pllljnktu P, ktore okazuje si¢ réwnaniem
okregu. Wspdtliniowo$é srodkéw trzech
okregow z lematu wynika z symetrii
warunku na punkt P wzgledem

tej prostej.

Rys. 4

A,C,  ByD, A,C, B.D;

Z ponizszego lematu (ktérego dowdd Czytelnik
Pracowity moze przeprowadzi¢ z pomoca wskazdwek
z marginesu) otrzymujemy wniosek, ze srodki

By okregéw «, 81 wy sa wspdlliniowe.

Lemat. Dane sq dwa okregi o1 i 0o oraz liczba A # 1. Dla dowolnego
punktu P lezgcego na zewnqgtrz okregow ap,bp oznaczajg odlegtosci

punktu P od punktow stycznosci prostych przechodzqcych przez P stycznych
odpowiednio do okregow o1 i 0. Wowczas zbior punktow P, dla ktorych

‘Z—i = A, jest zbiorem pustym lub okregiem o srodku lezgcym na prostej
taczqcej Srodki 01 1 02.

Niech Cs i Dy beda punktami stycznosci okregu S odpowiednio z prostymi
AsAs i BoBg, za$ L' i M — punktami przeciecia prostej Co Do odpowiednio
z odcinkami As Bs 1 A3Bs. Powtarzajac wezesniejsze rozumowanie,
stwierdzamy, ze istnieje okrag wo styczny do A3 Bs i A3Bs w punktach

L' i M, a jego érodek lezy na prostej przechodzacej przez $rodki okregdw
a i 3. Zauwazmy, ze L = L' — punkty te leza na odcinku AsBs oraz

AL AsCr AsCy Aol
BoL ~ ByD;  ByDy Byl

Wynika z tego, ze okregi wy 1 wo sg styczne do prostej As By w tym samym
punkcie, a ich $rodki leza na pewnej ustalonej prostej k (przechodzacej przez
srodki okregéw « i 3). Jesli AsBy [ k, mamy w; = wy. Ten sam wniosek
mozemy otrzymac, jesli As By | k, wowczas bowiem punkty A; i By sa
symetryczne wzgledem prostej & odpowiednio do punktéw Bs i Az, wiec
okregi wy 1 wo sg symetryczne wzgledem prostej k, a ich érodki leza na tej
prostej. Czytelnik Spostrzegawczy dostrzeze, ze pokazaliSmy w ten sposéb
stycznos$é prostej A; B; do okregu wi dla dowolnego i.

Przyjrzyjmy sie ostatniemu rysunkowi, by dokonczyé nasz dowdd. Odcinki
A1B1 i A3 B s3 roztaczne i styczne do okregu wy, stad A; Ay przecina ten
okrag. Skoro A,, = A;, zachodzi réwniez A, 1 = As. Poniewaz punkty

A; oraz B; leza na okregu « na zmiane (punkt B; lezy po przeciwnej stronie
tuku A;A; 1 niz okrag 3), to By i By, leza na tym samym tuku A7 As, a wiee
po tej samej stronie prostej A As. Proste A1 By 1 A, B, = A1B,, sa styczne
do okregu wi, a zatem By = B,,.

Tak oto znalezliémy odpowiedZ na pytanie o zbiér punktow, dla ktorych
wedréwka po okregu « zakonczy si¢ po skonczonej liczbie krokéw — jest to
zbidr pusty lub caly okrag. Jak jednak rozpoznaé, z ktéra z tych dwdch
sytuacji mamy w danym przypadku do czynienia? Poszukiwanie odpowiedzi
na to i wiele innych pytan pozostawiamy Czytelnikom.
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Mota delld

Numizmatyka dla zachtannych

Wyobrazmy sobie nastepujaca gre. Na stole w jednym rzedzie lezy

n monet o ré6znych nominatach. Dwoje graczy — Ania i Bartek — wykonuje
na przemian ruchy, zaczyna Ania. Ruch polega na zabraniu jednej

monety z lewego lub prawego konica rzedu. Wynikiem gry jest, oczywiscie,
suma nominatéw monet zgromadzonych przez kazdego z graczy. Jak
powinna gra¢ Ania, by uzyska¢ jak najwieksza sume, jesli wie ona, ze
Bartek bedzie grat optymalnie (tzn. bedzie staral si¢ zmaksymalizowaé
swoja sume)?

Na rozgrzewke rozwazmy prosty przyktad dla n = 4:

©® e

Sprobujmy zastosowaé strategie zachtanna, polegajaca na tym, ze
w kazdym ruchu wybieramy ten kraniec, na ktorym znajduje sie moneta
o wiekszym nominale. Zatem w pierwszym ruchu Ania wezmie 2:

@ ® W

Optymalnym ruchem Bartka w takiej sytuacji jest wzigcie 10. Po czym
Ania wezmie 5, a Bartek 1. W takiej sytuacji przewaga Ani nad Bartkiem
wyniosta 2 — 10+ 5 — 1 = —4 (przez przewage rozumiemy tu sume
nominaléw zgromadzonych przez jednego z graczy pomniejszong o sume
nominaléw przeciwnika — nie przeszkadza nam to, ze czasem ta przewaga
bedzie ujemna).

Okazuje sie jednak, ze w powyzszym przyktadzie Ania mogta zagraé
lepiej. Wziecie 1 w pierwszym ruchu powoduje, ze Bartek bierze 5,
z kolei Ania bierze 10, a Bartek 2. W takiej sytuacji przewaga Ani
wynosi 1 —5+10 -2 =4.

Naiwna strategia zachtanna nie zawsze si¢ optaca, potrzebujemy zatem
czego$ lepszego. Okazuje sie, ze jesli liczba monet n jest parzysta, to
Ania ma bardzo prosta strategie, dzieki ktorej moze zawsze uzyskaé
nieujemng przewage, niezaleznie od nominatéw monet. Wyrdznijmy

co druga monete w rzedzie:
20O

Zauwazmy, ze istnieje strategia, w ktorej Ania zabierze wszystkie
wyrdznione monety. Istotnie, przed kazdym ruchem Ani dokladnie

na jednym krancu bedzie wyrézniona moneta (i te monete zabierze
Ania), za$ przed kazdym ruchem Bartka zadna z monet na krancach
nie bedzie wyrézniona (wigc Bartek nie bedzie mial szans zabraé zadnej
wyrdznionej monety).

Ania ma jednak wybdr: moze wyrézni¢ albo monety na pozycjach
nieparzystych, albo monety na pozycjach parzystych. Oczywiscie,
wybierze ona ten wariant, ktory da jej wieksza sume nominatow.

14



N|123456
1833223
20 11 56 6 9
3 655 2
4 11 4
5 2 3
6 5

Ciag bitoniczny to rowniez taki, ktéry
do pewnego momentu ro$nie, a potem
maleje, ale tu takimi nie bedziemy si¢
zajmowali.

Jasne jest, ze suma ta bedzie rowna co najmniej potowie catkowitej
sumy nominatéw.

Czytelnicy zechca sprawdzi¢, ze dla ponizszego przykladu z bardziej
»egzotycznymi” nominatami

(+) EWEOOE

Ania moze uzyskaé przewage réwnag 17 — 16 = 1, zabierajac monety
z pozycji parzystych. Pytanie brzmi, czy ta strategia jest optymalna,
tzn. czy gwarantuje Ani najlepszy mozliwy wynik? Spréobujmy podejsé do
sprawy metodycznie. Oznaczmy wartosci kolejnych nominaléw w rzedzie
przez a[l],a[2],...,a[n]. Zauwazmy, ze w dowolnym momencie gry na
stole znajduje sie spéjny podciag monet. Dla ustalenia uwagi niech beda
to monety na pozycjach o numerach i, 4+ 1,...,j (dla 1 <i<j < n).
Oznaczmy przez d[i, j] maksymalna mozliwa do uzyskania przewage
dla gracza, ktéry w tej sytuacji wykonuje ruch — powiedzmy, ze bedzie
to Ania. Ma ona do wyboru dwie mozliwosci. Wziecie monety z lewego
kranca (o numerze i) spowoduje przejscie do sytuacji, w ktorej na
stole znajduja si¢ monety o numerach ¢ + 1,7+ 2,...,5. W tej sytuacji
przewaga przeciwnika (Bartka) wyniesie d[i + 1, j], zatem przewaga Ani
bedzie réwna —d[i + 1, j|. Dodajac zysk a[i] z i-tej monety, widzimy,
ze po tym ruchu przewaga Ani wyniesie a[i] — d[i + 1, j]. Rozumujac
analogicznie, otrzymujemy, ze wziecie monety z prawego kranca
(o numerze j) daje jej przewage a[j] — d[i, 7 — 1]. Zatem wartosci tablicy d
mozna wyznaczy¢ za pomoca nastepujacej rekurencji:

dli, ] = {a[z’] dla i =7,

' max(ali] —d[i + 1,j],alj] = d[i,j —1]) dlai<j.

Na marginesie znajduje sie tablica dla naszego ciagu (x). Przykladowo,
aby wyznaczy¢ wyrozniony element tablicy, obliczamy

d[1,6] = max(a[l] — d[2,6],a[6] — d[1,5]) = max(8 — 9,5 — 2) = 3.

Tak wiec przewaga Ani w naszym przyktadzie wynosi 3. Mozna ja
uzyskaé, biorac w pierwszym ruchu monete o nominale 5, a dalej grajac
zachtannie.

Powyzsza tabelka koduje optymalna strategie dla calej gry.
Problematyczne jest jednak to, ze do jej wyznaczenia potrzebujemy
wykonaé¢ n(n — 1)/2 obliczen, nawet jesli chcemy wyznaczy¢ tylko
pierwszy ruch Ani lub jej przewage w grze. Podamy teraz prostszy sposéb
na wyznaczanie tych rzeczy.

Znajdzmy w ciagu trzy monety na kolejnych pozycjach i,7 4+ 1,7 + 2,
ktérych nominaly spelniaja nieréwnosci ali] < afi + 1] > a[i + 2],

i zastapmy je jedna moneta o nominale ali] — afi + 1] + a[i + 2]. Jesli
istnieje wiecej takich trdjek, to wybieramy dowolna z nich. Okazuje sie
(choé nie jest to ani oczywiste, ani tatwe do uzasadnienia), ze taka operacja
nie zmienia przewagi Ani. Stosujac ja w naszym przykladzie (x), dostajemy:

AW oo E

8—11+6=3

i
Jedli ciag nominaléw jest bitoniczny (tzn. do pewnego momentu
malejacy, a dalej rosnacy — czyli nie uda sie znalezé trzech monet
spelniajacych powyzszy warunek), to w takim przypadku dziala juz
strategia zachtanna. Jest tak dlatego, ze niezaleznie od kolejnych ruchow
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najwieksza moneta bedzie zawsze znajdowala sie na jednym z krancéw
ciaggu. Zatem przewage Ani w przypadku ciggu bitonicznego bardzo

tatwo obliczy¢ — wystarczy zsumowaé liczby w porzadku nierosnacym,
biorac co druga liczbe ze znakiem minus. W naszym przypadku bedzie

tod-3+2-1=3.

Czytelnicy zechca sprawdzi¢, ze w przykltadzie

() OOOWWWOEO®®

po zastosowaniu trzech operacji uzyskujemy bitoniczny ciag

®0®

zatem i tym razem przewaga wynosi 5 —4 4+ 2 = 3.

A co z wyznaczeniem optymalnego ruchu? Otéz, jedli w bitonicznym
ciggu, powstalym po serii operacji, lewy nominal wynosi co najmniej
tyle ile prawy (a zatem wzigcie monety z lewego kranca jest optymalnym
ruchem), to réwniez w pierwotnym ciagu wziecie monety z lewego kranca
jest optymalnym ruchem. Analogicznie w przypadku prawego kranca.
Zatem w ciagu (+*) wziecie 6 z lewego kranca jest optymalne, gdyz

w ciggu bitonicznym nominal na lewym krancu jest wickszy niz ten

na prawym (5 > 4).

Ostatecznie otrzymujemy przepis, ktéry pozwala nam wyznaczy¢
optymalny ruch i wymaga jedynie liczby obliczen rzedu n.

Matq Delte przygotowat Tomasz IDZIASZEK

Kacik przestrzenny (14): Inwersja w przestrzeni i rzut stereograficzny

Kiedy na plaszczyznie mamy do czynienia z okregami,
to bardzo czesto postugujemy sie rachunkiem na katach,
poniewaz znamy wiele przydatnych twierdzen i faktéw
z tego zakresu. Niestety, trudno o analogiczne narzedzia
w przestrzeni. Stanowi to wielki klopot, gdy zmagamy
si¢ z zadaniami o sferach. Istnieje jednak kilka innych
technik, skutecznych w zadaniach o okregach, ktore
dzialaja réwniez w przestrzeni. Sa to: potega punktu,
jednoktadno$é¢ oraz inwersja. O tej ostatniej metodzie
opowiemy w tym kaciku.

Przypomnijmy najpierw definicje i proste wlasnosci.
Inwersja wzgledem sfery S o érodku O i promieniu R
(méwi sie o nich czesto: srodek inwersji i promien
inwersji) nazywamy przeksztalcenie, ktére przypisuje
punktowi A # O taki punkt A*, lezacy na polprostej
OA~, 7e OA* - OA = R?. Wida¢ podobienstwo do
definicji inwersji wzgledem okregu: ona wnetrze okregu
rozciaga na cale zewnetrze, a zewnetrze wpycha do
wewnatrz — inwersja wzgledem sfery podobnie zamienia
jej wnetrze z zewnetrzem.

Inwersja wzgledem sfery ma wiele przydatnych
wlasnosci — oto niektére z nich:

e inwersja jest przeksztalceniem odwrotnym do siebie,
e plaszczyzny i sfery przechodza na plaszczyzny
lub sfery,

16

e proste i okregi przechodzg na proste lub okregi,

e plaszczyzny i proste przechodzace przez srodek
inwersji przechodza na siebie,

e plaszczyzny i proste nieprzechodzace przez srodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
przechodzace przez srodek inwersji,

e sfery i okregi nieprzechodzace przez $rodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
nieprzechodzace przez $rodek inwersji,

e inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi — kat
miedzy krzywymi to kat miedzy prostymi stycznymi
do tych krzywych w ich punkcie przeciecia.

Czytelnik dostrzeze, iz — niestety — nie mozna mowic

o zachowaniu kata miedzy powierzchniami, gdyz pojecie
kata miedzy powierzchniami sensu nie ma: plaszczyzny
styczne do dwoch powierzchni w réznych ich punktach
wspolnych moga tworzy¢ rézne katy dwuscienne.

Wygodnie jest jednak méwi¢ o katach miedzy
plaszczyznami, czy miedzy sferami, czy tez miedzy
plaszczyznami i sferami, bo w tych przypadkach
rozwarto$¢ powstaltych katéw dwudciennych nie zalezy
od tego, ktéry punkt wspélny rozpatrujemy. Takie katy
sg réwniez przez inwersje zachowywane. Wykorzystamy
to w nastepujacym zadaniu, ktérego ptaski odpowiednik
jest banalnym rachunkiem na katach.



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3
D
N/
NN
7/
/ o/ N
A - :
i !
\ .
N /I
K XZ-1°
B
Rys. 4

1. (Rosja 2001) Sfera S o srodku w $rodku okregu opisanego na tréjkacie ABC

przecina krawedzie DA, DB, DC' czworoscianu ABCD odpowiednio w punktach

A, B',C". Plaszczyzny styczne do tej sfery odpowiednio w punktach A’, B',C’

przecinajq sie w punkcie O. Wykazaé, Ze punkt O jest Srodkiem sfery opisanej na

czworoscianie A'B'C'D.

Rozwigzanie. Najpierw przetlumaczmy teze na jezyk inwersji. Nalezy po prostu

wykazaé, ze sfera przechodzaca przez punkty A, B,C, A’, B',C’ i sfera opisana

na czworo$cianie A’B’C'D sa prostopadle (rys. 1). Zauwazmy, ze
DA-DA'=DB DB =DC-DC' =r?

dla pewnej liczby r. Rozwazmy inwersje o srodku D i promieniu r. Zauwazmy,

ze sfera S przechodzi na siebie, a punkty A’, B’,C' odpowiednio na A, B,C

(i na odwrét). Obrazem drugiej z rozwazanych sfer bedzie wiee plaszczyzna

przechodzaca przez punkty A, B, C. Jednakze érodek sfery S lezy wlasnie na

plaszczyznie ABC, skad wniosek, ze plaszczyzna ta jest do niej prostopadia.

A skoro inwersja zachowuje katy miedzy powierzchniami, to sfera przechodzaca

przez punkty A, B,C, A’, B’, (' i sfera opisana na czworo$cianie A’B’'C'D

tez sa prostopadte.

Bardzo waznym, szczegdlnym przypadkiem inwersji jest tak zwany rzut
stereograficzny. Zalézmy, ze punkt O lezy na sferze S, za$ plaszczyzna w

jest styczna do tej sfery w punkcie O" symetrycznym do O wzgledem $érodka

tej sfery (rys. 2). Obrazem dowolnego punktu X na sferze jest punkt X’
przeciecia prostej OX z plaszczyzna w. Niezwykle wazna wlasnoscig rzutu
stereograficznego jest to, ze jest on niczym innym, jak inwersja o srodku O

i promieniu OO’, chociaz interesuje nas jedynie obraz sfery S w tej inwersji.

W szczegdlnosei przeksztalcenie to ma wszystkie wlasnosci inwersji. Popatrzmy,
jak je wykorzysta¢ w nastepujacym zadaniu.

2. (OM 15-111-6) Dany jest ostrostup ABCDS, ktérego podstawq jest czworokqt
wypukty ABCD o prostopadlych przekgtnych AC i BD, a rzutem prostokgtnym
wierzchotka S na podstawe jest punkt O przeciecia przekgtnych podstawy. Udowodnié,
ze rzuty prostokgtne punktu O na Sciany boczne ostrostupa lezg na jednym okregu.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze rozwazane rzuty leza na sferze o srednicy O.S.
Wezmy rzut stereograficzny tej sfery z punktu S na plaszczyzne ABCD (rys. 3).
Niech K bedzie rzutem prostokatnym punktu O na Sciane AB.S. Plaszczyzna
OSK jest prostopadla do krawedzi AB, skad wynika, ze obraz K’ punktu K

w tym przeksztalceniu bedzie rzutem prostokatnym punktu O na krawedz AB.
Analogicznie udowodnimy, ze obrazami pozostatych rzutéw sg rzuty punktu O
na pozostale boki czworokata ABCD. Jednakze w czworokacie o prostopadtych
przekatnych rzuty prostokatne punktu przeciecia przekatnych leza na jednym okregu
(tatwy dowdd tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi — rys. 4). Przeciwobrazy tych
rzutéw leza wiec na okregu polozonym na sferze o srednicy OS.

Zadania

3. (Rosja 1999) Przez wierzcholek A czworoscianu ABCD poprowadzono
plaszczyzne styczng do sfery opisanej na tym czworo$cianie. Udowodnic, Ze
proste, wzdluz ktorych plaszczyzna ta przecina plaszczyzny Scian ABC, ACD,
ABD, tworzq sze$¢ rownych kgtow wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD =AC-BD =AD - BC.

4. Wykazaé, zZe dla dowolnego czworoscianu istnieje trojkat, ktorego boki sq
rowne co do wartosci iloczynom przeciwleglych krawedzi tego czworo$cianu.
Wykazaé dodatkowo, Ze pole tego trojkata jest rowne 6V R, gdzie V i R oznaczajg
odpowiednio objeto$é i promieri sfery opisanej na czworoscianie (wzor Crellego).

5. (Zwardon 2007) Rozstrzygnad, czy istnieje taki skoriczony zbidr kdl
na plaszczyznie o parami rozlgcznych wnetrzach, zZe kazde z danych kol jest
styczne do dokladnie 5 sposrod pozostalych kol.

Wiecej zadan znajduje sie na stronie internetowej Delty.
Michal KIEZA
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Oczywiscie, wystarczy, ze suma jednej
pary przeciwlegltych katéw czworokata
wynosi 180°, bo suma wszystkich katéw
czworokata wynosi 360°.

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagiellonski
**Polish School in Galway, Holy Trinity
National School, Irlandia

Nierownosé Ptolemeusza

Jacek GANCARZEWICZ”,
Magdalena STASZEK™

W klasycznym najczestszym sformutowaniu twierdzenie Ptolemeusza to:

Jezeli na czworokacie mozna opisaé¢ okrag, to iloczyn jego przekatnych réwna sie
sumie iloczynéw jego przeciwleglych bokdow.

Autorstwo tego twierdzenia jest przypisywane greckiemu matematykowi
Ptolemeuszowi pochodzacemu z Tebaidy, ktéry ksztalcit sie i dziatal
w Aleksandrii na poczatku naszej ery (100-175).

Udowodnimy twierdzenie ogdlniejsze zwane nieré6wno$ciag Ptolemeusza:

Niech a, b, ¢, d beda kolejnymi bokami dowolnego czworokata oraz niech e, f beda
jego przekatnymi. Wtedy

() ac+bd > ef.

W warunku (*) zachodzi réwnosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie
mozna opisa¢ okrag.

W dowodzie drugiej czesci powyzszego twierdzenia bedziemy korzystali
z nastepujacego prostego faktu, czesto znanego ze szkoty:

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy jego
przeciwlegtych katéow wynosza po 180°.

Jego dowdd, jak wiadomo, opiera sie na dobrze znanym twierdzeniu o kacie
srodkowym i katach wpisanych opartych na tym samym tuku.

Dowdd nieréwnos$ci Ptolemeusza. Niech ABC D bedzie dowolnym czworokatem.
Mamy pokazaé, ze

AC-BD < AB-CD+ BC - AD.

Oznaczmy przez « kat CAB, a przez 3 kat C' BA. Narysujmy pélprosta wychodzaca
z punktu D, lezaca na zewnatrz czworokata ABC'D i tworzaca z bokiem C'D kat 3.
Na tej polprostej wyznaczmy taki punkt K, aby kat DK C byl rowny a. Dzieki
temu trojkaty K DC' i ABC' sa podobne. Zachodza zatem proporcje
1 KC DC DK
) AC  BC AB’
skad w szczegdlnosci wynika, ze
DC - AB
(2) DK = BC
Oznaczmy przez v kat DCA. Teraz S ACK = < DCK + ~. Z tréjkata KDC
mamy X DCK = 180° — a — (3, czyli ostatecznie X ACK = 180° — a — 5+ 7.
Analogicznie, x DCB = S ACB + v, a z trojkata ABC otrzymujemy
JACB =180° — a — 3, czyli < DCB = 180° — a — B + «y. Zatem mamy
JACK = < DCB. Poniewaz zachodzi proporcja
cCB DC
AC  KC
wynikajaca z (1), zatem tréjkaty K AC' i1 CDB réwniez sa podobne (na rysunku
zostaly oznaczone kolorem, jedng pare odpowiednich bokéw oznaczylismy
jedynka). Wynika stad proporcja

AK  AC

DB OB’
z ktoérej otrzymujemy

AC-DB

3 AK = ———.
(3) rol;;
Z nieréownoéci tréjkata wynika, ze
(4) AK < AD + DK,
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przy czym w warunku tym zachodzi réwnos$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
A, D, K sg wspdlliniowe. Podstawiajac do tej nieréwnosci otrzymane wczesniej
warunki (2) i (3), otrzymujemy nieréwnosé
DB - AC DC - AB
——— < AD+ ———
cg SV T B

i mnozac ja obustronnie przez C'B, otrzymujemy nieréwnos$é¢ Ptolemeusza.

Réwnos$¢ w tym warunku jest réwnowazna faktowi, ze w warunku (4) zachodzi
tez rownosé, a to ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy punkt D lezy na prostej
AK, co jest rownowazne réwnosci

IKDC + ¥CDA =180°.

Roéwnosé ta oznacza, ze suma katéw wewnetrznych czworokata, lezacych przy
wierzchotkach B i D, wynosi 180°. W konsekwencji, rowniez suma katéw
wewnetrznych czworokata, lezacych przy wierzchotkach A i C, wynosi 180°.
Twierdzenie pomocnicze gwarantuje, ze na czworokacie ABC'D mozna
opisaé okrag.

Przyktady prostych zastosowan

Obliczanie przekatnej pieciokata foremnego. Rozwazmy pieciokat
foremny o boku a i nazwijmy jego przekatna b. Zbudujemy z jego pomoca
czworokat o trzech bokach bedacych bokami pieciokata i jednym boku bedacym
przekatna pieciokata (na rysunku obok rozwazany czworokat zostal oznaczony
pogrubiona linia).

Zbudowany czworokat ma dwie przekatne dlugosci b (sa to réwniez przekatne
pieciokata foremnego) oraz trzy boki réwne a i jeden bok diugosci b (tez
przekatna pieciokata foremnego). Poniewaz czworokat jest wpisany w okrag,
zatem zgodnie z twierdzeniem Ptolemeusza zachodzi réwnosé b? = ba + a?,
czyli b jest tym rozwiazaniem réwnania kwadratowego, ktére wynosi (drugie
rozwiazanie nie interesuje nas, bo jest ujemne)

bzg(H\/B).

Obliczenie przekatnej pieciokata foremnego bez uzycia twierdzenia Ptolemeusza
jest bardziej skomplikowane i mozolne.

Obliczanie wartos$ci funkcji sin i cos dla kata 36°. Najpierw zauwazmy,

ze w pieciokacie foremnym kat pomiedzy jego przekatna a sasiednim bokiem
wynosi 36°, bo jest to polowa kata srodkowego, wynoszacego 360°/5 = 72°,
opartego na tym samym tuku. Po uwzglednieniu wzoru na przekatna pieciokata
foremnego otrzymujemy

b1 1
cos 367 = o~ = (1 + V5),  sin36° = \/1 — cos? 36° = Z\/m—zﬁ.

2a

@

Rozwigzanie zadania M 1371.
Odpowiedz: Pokrycie istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n jest podzielne przez 4.

Przyjmijmy, ze kwadrat n X n udalo sie pokry¢ dostepnymi plytkami. Skoro pole ptytki
wynosi 4, to n musi by¢ parzyste, powiedzmy n = 2m. Rozwazmy kolorowanie naszego
kwadratu w pasy jak na rysunku. Zauwazmy, ze kazda plytka jest jednego z dwéch
rodzajow: zawiera 3 czarne pola lub 1 czarne pole. Niech liczba plytek pierwszego rodzaju
wynosi k, a drugiego [. Zliczajac czarne i biate pola, otrzymujemy 3k + 1 = n?/2 = 2m? oraz
k 4+ 31 = 2m? (dzicki temu, ze n jest parzyste, mamy po réwno pol czarnych i biatych!). Stad
w szczegdlnodci k = I, wiec 4k = 2m?, zatem m jest parzyste, a n — podzielne przez 4.

7 drugiej strony, dwie ptytki daja pokrycie prostokata 4 X 2, zatem tatwo mozna
znalez¢ pokrycie kwadratu 4 x 4, wiec takze dowolnego kwadratu n x n dla n bedacego
wielokrotnoscia 4.

Uwaga. Rozwiazanie tego zadania rézni sie od rozwigzania podobnego zadania z poprzedniego
numeru jedynie sposobem pokolorowania szachownicy.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nobel za kwantowe manipulacje

Tegoroczna Nagroda Nobla z fizyki podzielili sie

Serge Haroche i David J. Wineland za przelomowe metody
doswiadczalne umoZliwiajgce mierzenie pojedynczych uktadéw
kwantowych oraz manipulowanie nims.

Osiagniecia swiezo upieczonych noblistéw rzeczywiscie
robig wrazenie, ale wybér laureatéw, jak zwykle, jest troche
kontrowersyjny. Zajmuja si¢ oni dziedzing, ktéra niezwykle
intensywnie rozwija sie w ciggu ostatnich 20-30 lat.

Na szczescie, to nie my musimy podejmowacé decyzje, kogo
uhonorowaé, a kogo pominaé¢. Co wiecej, u bukmacheréw
najwyzej obstawiano Petera Higgsa i spotke, ale, jak

widaé, odkrycie nowej czastki bedzie musiato poczekaé na
noblowskie laury co najmniej rok.

W kroétkich wywiadach telefonicznych sami noblisci zwrécili
uwage na to, ze sa przedstawicielami duzo wigkszej grupy
badaczy, dokonujacych przetomowych odkryé w uprawianej
przez nich dziedzinie (Wineland), oraz ze traktuja te nagrode
jako uhonorowanie catych zespoléw z nimi wspélpracujacych
(Haroche). Laureaci przyjaznia sie, na dodatek obaj urodzili
sie w 1944 roku.

W swoich badaniach zajmuja si¢ wzajemnym wplywem
pojedynczych atoméw (jonéw) i pojedynczych fotonéw.
Sa jednak przedstawicielami komplementarnych nurtéw.
Wineland wiezi pojedyncze jony, aby je bada¢ i wplywadé
na nie za pomoca fotonéw, natomiast Haroche wiezi
pojedyncze fotony, a bada je za pomoca pojedynczych,
specjalnie spreparowanych atoméw. Wydaje sie réwniez,
ze troche inng maja pierwotna motywacje. Wineland dazy
do otrzymania jak najdokladniejszego zegara atomowego,
a Haroche bardziej interesuje sie samym procesem
dekoherencji kwantowej. Sg to jednak tylko niuanse, bo
obydwaj prowadza badania jak najbardziej podstawowe.

Jednym z kluczowych osiggnieé¢ grupy Winelanda byto
wykazanie mozliwosci przekazania splatania stanéow
wibracyjnych (tzw. zewnetrznych) jonu w putapce na
splatanie stanéw wzbudzenia (tzw. wewnetrznych)

i vice versa. Operacje te sa dokonywane przy uzyciu
odpowiednio dobranej sekwencji odpowiednio dostrojonych
pulséw laserowych. Pozwala to, miedzy innymi, na
przekazanie splatania wewnetrznych stanéw wzbudzenia

jednego jonu na wewnetrzne stany wzbudzenia drugiego
poprzez sprzezenie stanéw wibracyjnych. A poniewaz

kazdy stan splatany mozna traktowaé jako zapis

informacji kwantowej (qubit), wiec prowadzi to do budowy
prostych komputeréw kwantowych. Nie wiadomo, czy

jony w pulapkach pozwola na zbudowanie (w dajacej

si¢ przewidzieé¢ przysztosci) komputeréw kwantowych

o znaczeniu praktycznym, jest to jednak skuteczna droga

do najbardziej precyzyjnych zegaréw. Udato sie polepszy¢ ich
doktadno$é o dwa rzedy wielkosci (gtéwnie dzigki przejsciu

z zakresu mikrofalowego do optycznego). Pozwolilo to np. na
stwierdzenie efektow relatywistycznych zwiazanych z ruchem
z predkosciami rzedu metréw na sekunde czy tez ze zmiang
wysokosci (czyli natezenia pola grawitacyjnego) zaledwie

o kilkadziesiat centymetrow!

Z kolei grupa Haroche’a nie poprzestata na uwiezieniu
pojedynczych mikrofalowych fotonéw we wnece utworzonej
z nadprzewodzacych ultrazimnych sferycznych luster.
Kluczowym pomystem bylo manipulowanie stanem fotonéw
poprzez przerzucanie przez wneke nanoskopijnych frisbee”,
ktérymi sa bardzo mocno wzbudzone tzw. rydbergowskie
atomy, np. z gtéwna liczba kwantowa elektronu walencyjnego
atomu rubidu n = 50, poboczna [ = 49 (maksymalny
moment pedu) oraz magnetyczna |m| =49 (maksymalny
rzut momentu pedu). Atomy te maja rozmiary dwa rzedy
wielko$ci wieksze niz atomy niewzbudzone. Przechodzac
przez wneke, wprowadzaja istniejacy tam foton w stan
splatania kwantowego. Kolejny atom moze postuzy¢ do
odczytania informacji. Badajac korelacje miedzy stanami
pierwszego i drugiego atomu, uzyskano unikalne wyniki
dotyczace procesu dekoherencji kwantowej.

Oba podejscia do manipulacji pojedynczymi stanami
kwantowymi sg czesto (réwniez przez samych noblistéw)
poréwnywane do stynnego myslowego eksperymentu

z kotem Schrodingera.

Badane uktady nie sg jeszcze wielkosci kotow, ale stanowig
istotny krok w kierunku mezoskopowych splatanych uktadow
kwantowych, ktére moga mie¢ bardzo konkretne praktyczne
zastosowania. Alfred Nobel bylby zadowolony.

Piotr ZALEWSKI

Turniej Mlodych Fizykéw

Rozpoczat si¢ Turniej Mtodych Fizykow 2013. Zawody

dla uczniéw szkoét ponadgimnazjalnych, o charakterze
komplementarnym wobec Olimpiady Fizycznej. W Turnieju
uczestnicza piecioosobowe druzyny. Najlepsi maja szanse
wyjazdu na Turniej Miedzynarodowy, ktéry odbedzie

sie latem w Tajpej na Tajwanie. Szczegbtowe informacje

o Turnieju Mtodych Fizykéw sa dostepne na stronie
internetowej http://tmf.org.pl. Ewentualne zapytania
mozna kierowa¢ pod adresem tmf@ifpan.edu.pl.

Przyktadowe problemy do opracowania (termin nadsytania
prac — 25 stycznia 2013 r.):

Elastyczna przestrzen. Oddzialywania miedzy cigzkimi
kulami umieszczonymi na naprezonej, poziomej membranie
sg czesto stosowane dla zilustrowania oddziatywan grawita-
cyjnych. Zbadaj taki uktad. Czy jest mozliwe zdefiniowanie
w nim pozornej ,stalej grawitacyjnej” oraz jej pomiar?
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Odbijajaca sie pitka. Upuszczona piteczka pingpongowa
odbija sie¢ od podloza, na ktére pada. Charakter tego
zjawiska zmienia sie, gdy w pileczce znajduje sie ciecz.
Zbadaj, jak charakter zderzen zalezy od ilosci cieczy
wewnatrz pitki oraz innych istotnych parametréw.

Karuzela Helmholtza. Zamocuj bombki choinkowe

do karuzeli o matych oporach w taki sposéb, aby otwory
bombek byty skierowane stycznie do okregu, po ktérym
si¢ poruszaja. Gdy urzadzenie to znajdzie si¢ w zasiegu
dzwigku o odpowiedniej czestotliwosci i natezeniu,
karuzela zacznie si¢ obracaé¢. Wyjasnij to zjawisko i zbadaj
parametry, przy ktorych osiggana jest maksymalna
predkos$é obrotowa karuzeli.

Miodowa spirala. Cienki pionowo lejacy sie strumien
lepkiej cieczy, jak np. miodu, czesto skreca sie w spirale.
Zbadaj i wyjasnij to zjawisko.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' Stowo o Kwadracie

Miniony rok przyniést znaczacy wzrost zainteresowania Olimpiada Matematyczna
Gimnagzjalistéw, a towarzyszyl mu szereg inicjatyw Komitetu Gléwnego majacych
na celu rzeczone zainteresowanie utrzymac. Jedna z nich bylo powolanie do zycia
@ gazetki Kwadrat, na tamach ktérej znajduja sie¢ przeznaczone dla gimnazjalistéw
artykuly matematyczne oraz wiadomosci dotyczace organizacji OMG. Pismo
jest nieregularnikiem, czyli (w odréznieniu od tygodnikéw, miesiecznikéw czy
kwartalnikéw) odstepy miedzy kolejnymi numerami zaleza wylacznie od aktualnej
iloéci zgromadzonego materialu, stadium biezacej edycji OMG i nastrojow
w redakcji. Nasz periodyk, oczywiscie, jest bezplatny — wydrukowane egzemplarze
wysylane sa do szkél oraz rozdawane podczas zawodéw i szkolen dla nauczycieli,
a wersje elektroniczng kazdego numeru mozna pobraé ze strony OMG. Na kartkach
wydanych do tej pory szesciu Kwadratéow mlodzi Czytelnicy mogli odnalezé
wspomniane wczesniej teksty matematyczne, a takze informacje o sukcesach
starszych kolegéw i kolezanek na arenie miedzynarodowej (zwycigstwa na
MEMO 2011, CzPS dla gimnazjalistow czy EGMO 2012), wywiady (m.in.
z Anna Czerwiniska, zwyciezczynia ostatniej edycji Olimpiady) oraz ciekawostki
z zawodéw (np. Chochlik Olimpijski, gdzie zamieszczane sa zabawne fragmenty
prac uczniéw, czy barwna tresé jednego z odwolari — oczywiscie, za zgoda autora).
Zachecona pozytywnymi reakcjami Czytelnikéw redakcja ma zamiar kontynuowac
swoja dziatalnos¢ tak dlugo, jak dlugo reakcje beda pozytywne. Czytelnikéw Delty
zachecamy do zostania Czytelnikami Kwadratu (jedno drugiego nie wykluczal),
a takze do przesylania ewentualnych pomyslow i sugestii (zwlaszcza dotyczacych
rubryki Chochlik Olimpijski) pod adresem kwadrat.omg@gmail . com.

Lukasz RAJKOWSKI

Protokol posiedzenia Jury XXXIV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie:

Antoni Leon Dawidowicz, Wiktor Bartol, Andrzej Dabrowski, Andrzej Fryszkowski,
Waldemar Pompe, na posiedzeniu 27 pazdziernika 2012 roku w Ameliowce,

po wystuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobér
tematu, tresé¢ prac i sposéb ich przedstawienia, postanowito, ze

e zlote medale i nagrody w wysokosci 1400 zl otrzymuja
Wojciech Nadara z XIV LO im. S. Staszica w Warszawie za prace
Grafy k-dobre
oraz Bartlomiej Zawalski z XIV LO im. S. Staszica w Warszawie za prace
Powrdt srednich,
e srebrne medale i nagrody w wysokosci 900 zt otrzymuja
Dominik Burek z IIT LO im. A. Mickiewicza w Tarnowie za prace
O tajemmniczym punkcie X440
oraz Aleksander Horawa z I SLO im. [. Bergmana w Warszawie za prace
Skonczone przestrzenie metryczne,
e brazowy medal i nagrode w wysokosci 600 zl otrzymuje
Anna Szczepanska z II LO im. Kréla Jana III w Krakowie za prace
Zadanie o spotkaniu.

Opiekunowie prac: Bogustawa Chwastowska, Tomasz Ciesla, Marek Czarnecki,
Wojciech Guzicki i Wojciech Martys, otrzymuja dyplomy honorowe.

Wszyscy finalidci i opiekunowie prac otrzymali réwniez nagrody ufundowane przez
Zibi Casio, Wydawnictwo O$wiatowe Omega i Polskie Towarzystwo Matematyczne.

(—) podpisy Czlonkdéw Jury

Prace nadsytane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu. Szczegélowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsylania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2013 roku.
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Informatyczny kacik olimpijski (57): Teleporty

W tej edycji kacika oméwimy zadanie pt. Podlewanie
ogorkéw (naprawde!) z rundy 2A konkursu TopCoder
Open 2012. W zadaniu dany jest pewien zbiér punktow
ustawionych wzdluz prostej i naszym celem jest odwiedzi¢
wszystkie te punkty w pewnej zadanej kolejnosci. Innymi
stowy, mamy n réznych punktéw ponumerowanych od 1
do n (porzadek numerdw niekoniecznie od lewej do prawej)
i powinnismy odwiedzi¢ je wszystkie w kolejnosci
1,2,...,n. Pom6c nam w tym moga teleporty — mamy
mozliwos¢ rozstawi¢ w dowolnych punktach prostej
lacznie t teleportéw. Teleporty dzialaja tak, ze w utamku
sekundy mozemy teleportowaé sie z dowolnego teleportu
do dowolnego innego teleportu. Naszym zadaniem jest
tak ustawi¢ dostepne teleporty, aby zminimalizowaé
dtugosé trasy odwiedzajacej po kolei punkty 1,2,...,n,
przy zalozeniu, ze po drodze mozemy teleportowaé sie
dowolnie wiele razy.

Rozwiazywanie kazdego (nietrywialnego) zadania warto
rozpoczaé od wstepnej analizy problemu, czyli od
stwierdzenia, o co w nim tak naprawde chodzi. Niech
ai,as, ..., a, oznaczaja wspolrzedne kolejnych punktow
od lewej do prawej, a kq, ko, . . ., k, —numery tych punktéw.
Niech wreszcie p1,pa, ..., pn 0znaczaja wspotrzedne
punktéow w porzadku zadanych numeréw 1,2, ..., n.
Zauwazmy, ze poszukiwang optymalna $ciezke mozemy
podzieli¢ na fragmenty: od p; do p2, od po do ps3 itd.,
przy czym kazdy z fragmentéw biegnie albo w linii prostej
miedzy punktami p; a p;+1, albo Sciezka od punktu p;
do najblizszego mu teleportu i od teleportu najblizszego
punktowi p;y; do punktu p;y;.

Na pewno warto cos zrobi¢ z faktem, ze zgodnie

z tredcia zadania liczba mozliwych rozstawien teleportow
jest nieskonczona. Naturalna hipoteza jest taka, ze
mozemy ograniczy¢ sie do teleportéw ustawionych

w pewnych sposréd zadanych n punktéw. Latwo uzasadnié
prawdziwos¢ tej hipotezy: Zalézmy, ze pewien teleport
znajdowalby sie gdzies pomiedzy dwoma sasiednimi
punktami, czyli na pozycji z, takiej ze a; < z < a;+1 dla
pewnego i. Rozwazmy wszystkie momenty, w ktérych
korzystamy z teleportu z. W kazdym z nich musimy
dojsé do tego teleportu albo od punktu a; (badZ innego,
polozonego na lewo), albo od punktu a;11 (badZ innego,
polozonego na prawo). To oznacza, ze odcinek [a;, x]
przejdziemy [ razy, a odcinek [z, a;41] przejdziemy r razy.
Jedli wiec | > r, to teleport przestawiamy na pozycje a;,
a w przeciwnym razie na pozycje a;+1,1 w obu przypadkach
dhugo$éé trasy nam nie wzrosnie.

Mamy juz jakas$ wizje tego, jak bedzie wygladala
optymalna trasa oraz gdzie powinnidmy ustawiac¢ teleporty.
To pozwala juz skonstruowaé pierwsze rozwiazanie
zadania, rozpatrujace wszystkie mozliwe rozstawienia
teleportow. Zlozonosé czasowa takiego rozwiazania to

z grubsza O(tF+1).

Aby poprawi¢ ten rezultat, powinnismy jakos ,dobrze

uchwyci¢” nasze zadanie. Problem ewidentnie stanowi

w nim obecno$é¢ dwoch porzadkéw: zadanego porzadku
odwiedzania punktéw oraz naturalnej kolejnosci
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,od lewej do prawej”, odpowiadajacej najkrotszym
$ciezkom miedzy kolejnymi punktami. Potrzebujemy
jeszcze jakich$ spostrzezen.

Zalozmy, ze znamy pozycje wszystkich rozstawionych
teleportéw: a;, < aj, < ... < aj,. Teleporty te
wyznaczalyby wéwczas podzial ciagu wszystkich punktéw
na fragmenty polozone miedzy kolejnymi teleportami.
Czy na podstawie tego podziatu umieliby$my tatwo
obliczy¢ wynik?

Rozwazmy pewien punkt a;, taki ze aj,, < a; <aj,, ., ,.
Oznaczmy L = a;,,, R = a;,,.,. Wiemy, ze poprzedni
punkt w kolejnosci odwiedzania znajduje sie na pozycji
x = pg,—1 (punkt ten moze tez nie istniec). Jesli teraz
punkt x szczesliwym trafem réowniez znajduje sie miedzy
teleportami L i R, to mozemy bardzo latwo wyznaczy¢
najkrotsza $ciezke miedzy nim a a;: albo idziemy
bezposrednio po prostej, albo korzystamy z kombinacji
teleportow L i R. A co, jesli punkt = znajduje si¢ zupelnie
gdzies indziej? Wiemy wéwcezas, ze najkrotsza Sciezka
od x do a; biegnie od = do najblizszego mu teleportu

i dalej od teleportu najblizszego a; do a; (zauwazmy, ze
jesli wynikiem jest najkrotsza Sciezka z x do a; w linii
prostej, to i tak mozemy jg opisa¢ w podanej postaci!).
To oznacza, ze wklad punktu a; do wyniku mozemy
opisaé catkiem lokalnie: jesli mianowicie L < = < R, to
do wyniku dodajemy

(1) min(|a; — 2|, min(x — L, R — x) + min(a; — L, R — a;)),

a w przeciwnym razie wynik zwigkszamy tylko o

(2) min(a; — L, R — a;),

natomiast odlegtoéé¢ od punktu x do najblizszego mu
teleportu dodamy do wyniku w chwili rozpatrywania
tego punktu. Aby ta metoda byla poprawna, przy
rozpatrywaniu a; nalezy jeszcze stwierdzié¢, czy nastepny
punkt w kolejnosci odwiedzania, y = pg,+1, znajduje sie
miedzy teleportami L i R, a jedli nie, jeszcze raz dodac¢ do
wyniku skladnik (2). (Jesli pg,+1 nie istnieje, nie musimy
niczego dodawad).

To oznacza, ze do wyznaczenia wyniku wystarcza

nam dla kazdego punktu znajomo$é pozycji dwoch
najblizszych mu teleportéw. Mozemy wiec zastosowac
metode programowania dynamicznego. W ramach stanu
musimy na pewno jako$ zapamietaé zakres rozpatrzonych
punktéw wzdhuz prostej, liczbe juz ustawionych teleportéw
oraz pozycje skrajnych ustawionych teleportow. Najlepiej
jest to zrobié¢ tak: pole A[i, j] tablicy bedzie odpowiadaé
minimalnej sumie wkltadéw punktow aq,as,...,a; do
wyniku, przy zalozeniu, ze rozstawiliSmy wsréd nich

7 teleportéw, z ktorych ostatni znajduje sie na pozycji a;.
Woéwezas ze stanu Az, j] mamy O(n) przejsé, do standéw
postaci A[i’,j + 1] dla ¢’ > i, i mozemy je wszystkie
rozpatrzy¢ w czasie O(n). Zeby uniknaé nieprzyjemnych
przypadkéw brzegowych, postawimy tacznie ¢ 4 2
teleporty, z czego dwa pomocnicze: jeden na pozycji

ap = —o0, a drugi na pozycji a,4+1 = +00.

Cale rozwigzanie dziata w czasie O(n®) i pamigci O(n?).
Jakub RADOSZEWSKI



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
Czolbéwka ligi zadaniowej Klub 44 M regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

639 (WT =2,41) i 640 (WT =1,99) Zadania z matematyki nr 651, 652

z numeru 4/2012
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsytania rozwigzan: 28 II 2013

Roksana Stowik  Knuréw 43,65
Michat Miodek  Zawiercie 42,37 651. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (m,n), dla ktérych liczby
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 41,25

Adam Dzedzej  Gdafsk 40,33 m+1 n+1 m?  n?

Tomasz Wietecha Tarnéw 40,12 — + oraz — + —

Jedrzej Garnek  Poznaf 36,40 ] ] n m nom

Pawel Labedzki  Kielce 35,77  Sa takze calkowite.

Wojciech Nadara Warszawa 35,67

) o o 652. Udowodni¢ nieréwnosé
Alez zageszczenie tuz przed linig mety! an+1 bn+1 Cn+1 an 4 b+ en
+ + >
a+b b+c cHa 2
dla liczb rzeczywistych a, b, ¢ > 0 oraz liczb caltkowitych n > 0.

Zadanie 652 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Zadania z fizyki nr 548, 549

7/
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
548. Ciezarek o masie M zawieszono na sprezynie
o wspélczynniku sprezystosci k 1 potozono na podstawece. k
Termin nadsylania rozwigzai: 28 11 2013 3 oywili poczatkowej sprezyna byla nieodksztalcona.
Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 F Pod'stajwkeg za(':zcgt.o opuszczal W dot z przyspieszeniem a.
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan PO jakim czasie cigzarek stracit kontakt z podstawka? M
538 (WT =1,96), 539 (WT' =3,13)  Jakie bylo maksymalne wydtuzenie sprezyny? —
540 (WT = 1,90) i 541 (WT = 1,23)
z numeréw 5-6/2012 549. Obwdd elektryczny sktada sie¢ z ogniwa o zaniedbywalnym oporze
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 39,02 wewnetrznym i dwéch opornikéw potaczonych szeregowo. Woltomierz wskazal
Tomasz Rudny Warszawa 35,20 gpadek napiecia na pierwszym oporniku U; = 4 V, na drugim oporniku
Krzysztof Magiera Losiéw 28,34 . . . . . .
Tomasz Wietecha Taméw 2704 U2 =0V, na obu opornikach U =12 V. Jakie sg spadki napi¢¢ na kazdym
Dariusz Wilk Rzeszéw 26,57 7 opornikow, gdy woltomierz nie jest nigdzie podlaczony?

Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1369. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH o podstawach ABC' D

i EFGH bedacych kwadratami (rys. 1), przy czym AB = /21 AE = 4. Punkt X
H G przesuwamy po przekatnej BH. Znalez¢ minimalng wartos¢ wyrazenia AX + X D.
Rozwiazanie na str. 2

E F M 1370. Liczby rzeczywiste x1, ..., x,, ktére sa nie mniejsze niz —1, spelniaja
réwnosé a3 + ...+ x3 = 0. Udowodni¢, ze

n
x1+...+xn<§.

c Rozwiazanie na str. 8

M 1371. Znalezé wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych kwadrat
A B zlozony z n? kwadracikéw jednostkowych mozna pokryé plytkami powstatymi
z plytek pokazanych na rysunku 2 przez obrét o kat 0°, 90°, 180° lub 270°
w ten sposéb, by plytki nie zachodzily na siebie.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 19

Rys. 1
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O $wiecach standardowych pisaliSmy
w Delcie 10/2011 (ostatnia Nagroda
Nobla z fizyki zostala przyznana za
wykorzystanie supernowych do oceny
tempa rozszerzania si¢ Wszech$wiata).

Przecigtna masa bialego karta to
okoto 0,6 Mg .

Prosto z nieba: Supernowe typu Ia

Astronomowie niezwykle lubig gwiezdne wybuchy — im wigksze, tym lepsze — poniewaz
tatwo je dostrzec w ogromie kosmicznej pustki, ale rowniez dlatego, ze umozliwiaja
~podgladanie” materii w niecodziennych warunkach. Sztandarowym przyktadem

i nieocenionym narzedziem wykorzystywanym do badania Wszech$wiata sa supernowe
typu Ia: wybuchajace biate karty, ostatnie stadium ewolucji gwiazd o poczatkowej masie
mniejszej od okolto 10 Mg (stabilno$é biatych kartéw zapewnia ci$nienie zdegenerowanych
elektronéw, wynikajace z zakazu Pauliego). Eksplozje te sa znakomitym przyktadem
standardowej swiecy — klasy obiektéw o podobnej jasnosci, ktérych parametréw mozna
uzy¢ do okreslenia odlegtosci. Srednio rzecz biorace, wybuch supernowej typu Ia zdarza
sie w przecietnej galaktyce raz na sto lat. Ostatni dobrze udokumentowany przypadek
zdarzyt sie¢ w Drodze Mlecznej pod koniec XVI wieku. Obserwacji naglego pojasnienia
w gwiazdozbiorze Kasjopei dokonal stynny Tycho Brahe. Obecnie pozostatos¢ po
supernowej SN1572 ma rozmiary okoto 50 lat $wietlnych i ciggle si¢ rozszerza.

Pomimo wykorzystania supernowych typu la w réznych dziedzinach astronomii

badacze nie sa do konca zgodni, jak w szczegétach dochodzi do koncowej eksplozji.
Wiadomo, ze kluczowa jest obecno$¢ biatego karta, ktéry przekraczajac mase
Chandrasekhara (~ 1,4 M), traci stabilnosé¢ (cisnienie zdegenerowanych elektronéw
przestaje byé wystarczajace) i wybucha. Wyobraznia teoretykéw podsuwa co najmniej
dwa scenariusze — w jednym bialty karzel akreuje materie z towarzysza, zwyklej
niezdegenerowanej gwiazdy w uktadzie podwdjnym, natomiast w drugim niestabilnosé
wywolana jest przez polgczenie sie dwu biatych kartéw. Scenariusze te réznia sie¢ znacznie
iloscia obserwowanego po eksplozji gazu, ktéry wykrywany jest tylko w niektérych
przypadkach — odpowiadalyby one pierwszej z hipotez. Oznacza to, by¢ moze, rzadka

w przyrodzie sytuacje, w ktérej oba przedstawione powyzej pomysty sa rownie dobre,
tzn. typ la sklada sie z dwu podklas! Do wyjasnienia pozostaje natomiast, czy oba
scenariusze istotnie prowadza do tej samej Swiecy standardowej, a jesli nie — czy pomiary
wykorzystujace to zalozenie wymagaja weryfikacji.

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Grudzien

.'/ WIELKI

Orion jest prawdopodobnie najlepiej znana konstelacja zimowego nieba
potkuli péinocnej. Doktadnie pod nim, a obok Syriusza (najjasniejszej
na nocnym niebie gwiazdy, o Wielkiego Psa) ukrywa si¢ niepozorny
Zajac (tac. Lepus) — to na niego, wedtug Ptolemeusza, poluje Orion.
Mimo ze Zajac nie sktada sie z gwiazd o duzej jasnosci, wykreslone przez
gwiazdowych kartograféw szczegély (linie taczace A i k z p Leporis!)
pozwalaja bez trudu wyobrazié¢ sobie sylwetke dlugouchego amatora
zieleniny. Najjasniejszy obiekt tego gwiazdozbioru, o Leporis,

nosi arabska nazwe Arneb, co po arabsku znaczy... Zajac. Jest to
gwiazda typu widmowego podobnego do Stonca, ale okoto 15 razy
bardziej masywna: wg modeli teoretycznych skoniczy swdj zywot jako
efektowna supernowa.

3 grudnia Ziemia znajdzie si¢ doktadnie pomigdzy Stoncem
a Jowiszem. Bedzie to moment opozycji Jowisza (—2,68™) i najlepsza
okazja do podziwiania blasku gazowej planety i jej ksiezycéw. Rowniez

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):

‘-2 .»1 .0 @1020304.5:

Gwiazdozbiér Zajaca. Mapa nieba

we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

w wigilijny wieczér Jowisz da o sobie znaé: z powodu swojej jasnodci

O josnamglnic najprawdopodobniej to on wystapi w roli Pierwszej Gwiazdki.
o g“’“g‘*s“"?i’“ Wypatrujmy go na wschodzie, w gwiazdozbiorze Byka; w pierwszy
romada kulista 2
e % iw.azdazmwa dzieni Swiat nastapi jego koniunkcja z Ksiezycem. Mars (1,20™)

zachodzi wraz ze Slonicem w gwiazdozbiorze Strzelca, a marginalnie
widoczny Uran (5,84™) znajduje sie w Rybach. Saturn (1,35™) w gwiazdozbiorze Wagi,
oraz Merkury (—0,47™), a w szczegdlnosci jasna Wenus (—3,83™, obie wewnetrzne planety
w Wezowniku) sa widoczne na chwile przed wschodem Stonca, tj. okoto 7 rano.

Po raz kolejny niebiosa okazaly swa przychylno$é¢ mitosnikom meteoréw, poniewaz

néw 13. zbiega sie niemal doktadnie z maksimum roju Geminidéw (13-14). Rdj éw,

o radiancie w gwiazdozbiorze Blizniat, jest zwiazany z przechodzaca bardzo blisko
Stonica asteroidg Phaethon i uwazany przez wielu za pokaz fajerwerkéw atrakcyjniejszy
od zblizajacego si¢ Sylwestra. Przesilenie zimowe, czyli moment, od ktérego dzien
zaczyna sie¢ wydtuzaé kosztem nocy, nastapi 21. o godz. (nomen omen) 12:12.
Wszystkiego dobrego w nowym roku!

M. B.
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GRUDNIA
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Rys. 1. Nazwy miesiecy napisane sg
na podtuznych Scianach trzech szarych
prostopadloscianéw na dole, a dni

tygodnia na prostopadloscianach

na goérze.

Kalendarze kostkowe Joanna JASZUNSKA

Pewnego grudniowego wieczoru Genowefa zaproponowala swojej siostrze Zenobii:

G: Fajny kalendarz dzi§ widzialam, moze zrobimy taki w prezencie dla rodzicéw?
Sktadatl sie z trzech dtugich prostopadto$cianéw z nazwami miesiecy, dwoch

z nazwami dni tygodnia oraz dwbch kostek z cyframi (rys. 1), wszystko w ozdobnym
pudetku. Odpowiednio ustawiajac obok siebie kostki, mozna ,napisa¢” dowolny

dzien miesigca, daty jednocyfrowe poprzedzajac zerem: 01, 02 itd.
Z: Swietny pomyst! Jak nalezy rozmiescié¢ cyfry na kostkach?

G: To chyba tatwe — jest tylko 10 cyfr, a na dwdoch kostkach mamy az 12 $cian.
Do napisania 11. dnia miesigca potrzebne sg dwie jedynki, po jednej na kazdej
kostce, podobnie dla 22., ale na szczesScie miesiac ma najwyzej 31 dni, wiec

w zadnej dacie zadna inna cyfra nie wystapi dwukrotnie. Wszystko idealnie
pasuje: 12 $cian, a na nich 10 réznych cyfr oraz dodatkowa jedynka i dwdjka.

Czy rzeczywiscie taki uklad pozwoli ,napisac” kazdg date?
Z: Czy na pewno dla wszystkich dat jednocyfrowych wystarczy jedno zero?
Przed dalszq lekturg zachecam do proby samodzielnego odpowiedzenia na to pytanie.

G: Hmm. .. Gdyby zero byto tylko jedno, to aby napisa¢ wszystkie daty od 01
do 09, musieliby$my zmiesci¢ na tej drugiej kostce wszystkie cyfry od 1 do 9. Tego
nie da sie zrobié, wiec zero tez musi by¢ na obydwu kostkach.

Z: No to mamy problem. .. Dla dziesieciu cyfr plus dodatkowego zera, jedynki
i dwojki potrzeba 13 Scian. Jak to pomiesci¢?

Taki kalendarz, wbrew pozorom, da sie jednak zrobié. Jak?

G: Juz wiem! Przeciez nie musimy mie¢ dwéch osobnych Scian dla cyfr 6 i 9,
wystarczy napisa¢ jedng z nich i w razie potrzeby obracaé¢ ja do géry nogami!

Z: Racja! Na kazdej kostce umieszczamy wiec cyfry 0, 1 i 2, procz tego na jednej
kostce dowolne trzy sposréd cyfr 3, 4, 5, 6, 7, 8, a na drugiej kostce trzy pozostale.
Nietrudno teraz sprawdzié, ze faktycznie kazda date od 01 do 31 da si¢ ,napisacé”.

Zenobia narysowala siatki obu kostek i poszlta po nozyczki i klej.

Kilka dni pozZniej siostry postanowily stworzyé kolejny wieczny kalendarz.

Z: Widziatam wczoraj u kolegi angielskojezyczny kalendarz na kostce Rubika.
Date uktada sie tylko na przedniej $cianie. W srodkowym wierszu sa pierwsze

trzy litery nazwy miesigca, w dolnym jedno lub dwa puste pola i numer dnia,

w gbérnym wierszu nazwa dnia tygodnia (na dwdch polach, z ktérych drugie to
wday” — wspdlna koncéwka wszystkich angielskich nazw dni tygodnia) i trzecie
puste pole. Przerysowatam siatke, wyglada tak:

€

SOUPIAN

Tues

Mon

day

.E Rys. 2. Kolorem zaznaczono

$ciang z ulozong datg. Kalendarz
jest opatentowany w USA
(patent nr US4409750).

G: Da sie to zrobié¢ po polsku? Dni tygodnia mozna by calte zmiesci¢ w rogach. . .
Znow zachecam do proby samodzielnego znalezienia odpowiedzi przed dalszq lekturg.

Z: Trzeba by méc ,napisa¢” skréty nazw miesiecy: STY, LUT, MAR, KWI, MAJ,
CZE, LIP, SIE, WRZ, PAZ, LIS i GRU. Srodkowa litera musi by¢ na $rodkowym
polu Sciany, takich pdl jest tylko 6. Nie da sie na nich zmiesci¢ 7 réznych liter:

T, U, A, W, Z, I, R i niestety tym razem nawet zadne obracanie nam nie pomoze.

G: Szkoda. Zréobmy wiec po angielsku, skoro wiemy, ze w tym jezyku si¢ da.

Siostry kupily i pieknie okleily kostke Rubika, do czego i Czytelnikow zachecam.
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