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Zad. 1. Jak rozwigza¢ problem 3SuM
w czasie O(n?)? (Albo chociaz w czasie
O(n?logn)?)

Zad. 2. W problemie 3suM elementy

a, b, c moga si¢ powtarzaé¢. Nie ma to
jednak wigkszego znaczenia, gdyz w czasie
O(nlogn) mozna tatwo identyfikowac
instancje problemu, dla ktérych istnieje
rozwigzanie z powtarzajacymi sie
elementami. Jak to zrobié?

Algorytm ten jest opisany w pracy:

I. Baran, E.D. Demaine, M. Patrascu,
Subquadratic algorithms for 3suM,
WADS 2005.

Zad. 3. Udowodnij, ze 3sUM =,, 3suM’,
tzn. pokaz, jak wykonaé obie redukcje.
Przyktady réznych redukcji znajdziesz
w dalszej czesci artykutu.

Wiele z opisanych dalej probleméw
pochodzi z przystepnej i latwo dostepnej
pracy przegladowej: J. King, A survey of
3suM-hard problems, 2004.

Problemy 3suM-trudne w geometrii
Jakub RADOSZEWSKI

Kiedy rozwiazujemy jaki$ problem informatyczny, czesto naszym celem

jest podanie jak najefektywniejszego algorytmu. Jednak czasem mozemy
natknaé sie przy tym na ,Sciane” — danego problemu nie da si¢ rozwiazac

tak efektywnie, jak bySmy tego chcieli. Najpowszechniej znanym przykladem
opisanego zjawiska jest klasa probleméw NP-zupelnych. O problemach z tej
klasy (a nalezy do niej wiele naturalnych i praktycznych zagadnien) podejrzewa
sig, ze nie da si¢ ich rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru
danych wejsciowych. Niestety, tylko podejrzewa sie, a rozstrzygniecie tej hipotezy
(znanej tez jako P #£NP?”) jest obecnie najstynniejszym otwartym problemem
informatyki teoretyczne;j.

Na szczescie wiele waznych problemoéw obliczeniowych umiemy rozwiazywac

w czasie wielomianowym. Jednak w praktyce wielomian wielomianowi nieréwny
— jest przeciez istotne, czy dany problem umiemy rozwiazaé¢ w czasie O(n),

czy tez w czasie O(n'0). Okazuje sie, ze takze w przypadku probleméw
rozwiazywalnych w czasie wielomianowym (tzw. klasa probleméw P) znane sa
pewne narzedzia pozwalajace stwierdzi¢, ze danego problemu zapewne nie da sie
rozwiazaé w czasie szybszym niz taki a taki, a jesli nawet si¢ da, to jest to
bardzo trudne.

W tym artykule skupimy nasza uwage na nastepujacym problemie 3sUM:

Dany jest zbior S ztozony z n liczb catkowitych. Czy istnieja takie liczby
a,bce S;zea+b+c=07

Wszystkie omawiane w tym artykule problemy maja charakter decyzyjny, tzn.
odpowiedzia w kazdym z nich jest pojedyncza warto$¢ logiczna. Na potrzeby
naszego artykulu przyjmiemy nastepujaca definicje redukcji problemu: Powiemy,
ze problem A mozna zredukowaé¢ do problemu B w czasie O(f(n)), jesli dowolna
instancje (czyli dane wejsciowe) problemu A o rozmiarze n mozna przeksztalcié
w czasie O(f(n)) w stala liczbe instancji problemu B o rozmiarze O(n) tak, zeby
na podstawie odpowiedzi dla wyznaczonych instancji problemu B mozna byto
udzieli¢ odpowiedzi dla rozwazanej instancji problemu A. Bedziemy wéwczas
pisali, ze A =y, B, co oznacza tyle, ze problem B jest co najmniej tak trudny
jak problem A, gdyz jesli umiemy w czasie O(f(n)) rozwiazaé¢ problem B, to
umiemy w takim samym czasie rozwigza¢ problem A. Jedli A <y, B oraz

B =¢n) A, to bedziemy pisali, ze A =,y B.

Problemem, ktory bedziemy redukowaé¢ do innych zagadnien, jest wspomniany
juz problem 3suM. Przez wiele lat znany byl algorytm rozwiazujacy ten problem
w czasie ©(n?) (patrz zadanie 1 na marginesie) i uwazano, ze nie da si¢ go
rozwiazaé¢ w zlozonogci mniejszej niz ©(n?). Wprowadzono tez klase probleméw
3SUM-trudnych, czyli probleméw, do ktérych mozna zredukowaé problem

3SUM w czasie o(n?). Od 2005 roku wiadomo jednak, ze problem 3SUM mozna
rozwigzaé troszeczke szybciej, a mianowicie w czasie

O(n%loglogn)?)

log®n
Mimo tego usprawnienia wcigz nie widaé¢ nadziei na znalezienie algorytmu
rozwiazujacego ten problem w czasie istotnie lepszym niz ©(n?).

Bedziemy takze uzywaé nastepujacego blizniaczego problemu 3suM’, ktory jest
réwnowazny z problemem 3SUM (tj. 3SUM =, 3SUM’):

Dane sg trzy zbiory liczb catkowitych A, B, C, zawierajace lacznie
n elementow. Czy istnieja liczby a € A, b€ Bic e C, takie ze a +b = c?

Problemy, ktére bedziemy rozwazaé w dalszej czeci tekstu, maja charakter
geometryczny. Jako pierwszy rozpatrzymy problem nazywany GEOMBASE —
podstawowy problem 3SUM-trudny w geometrii, stuzacy jako narzedzie
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Punkt kratowy to punkt o wspdéirzednych

catkowitych.
4 8 12
y=2
=1
v 2 4 6 10 14
=0
v 2 6 10 12

Rys. 1. Instancja problemu GEOMBASE
otrzymana z instancji A = {1, 3,5,6},
B =1{0,2,4,6}, C = {2,4,6,10, 14}
problemu 3suM’. Wynikiem jest a = 6,
b=4,c=10.

Ciekawe, ilu sposréd Czytelnikéw
préobowalo kiedykolwiek rozwigzaé ten

problem w czasie zblizonym do ©(nlogn)

(sam autor wielokrotnie prébowal).

Gléwnym zastosowaniem problemu

3POINTSONLINE wydaje si¢ weryfikowanie

czestego w problemach geometrycznych

zalozenia, ze Zadne trzy sposréd zadanych

punktéw nie leZg na jednej prostej.

Zad. 4. Okreslmy przeksztalcenie
geometryczne T', ktére punktowi
p = (a, b) przyporzadkowuje prosta

T(p):y=ax —b, aprostej |l :y=kax+d
przyporzadkowuje punkt T'(l) = (k, —d).

Udowodnij, ze punkt p lezy na prostej [
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta T'(p)
przechodzi przez punkt T'(1). (Wigcej

do dowodzenia 3SUM-trudnoéci innych problemoéw. Jest on okreslony
nastepujaco:

Danych jest n punktéw kratowych polozonych na prostych y =0, y =1
i y = 2. Czy istnieje prosta inna niz pozioma przechodzaca przez jakies trzy
sposréd tych punktéw?

Po chwili namystu nietrudno dostrzec tu podobiefistwo do problemu 3sum’.
Nie jest to przypadek; zachodzi bowiem 3sUM’ =,, GEOMBASE. Przeprowadzimy
tylko redukeje 3suMm’ =%,, GEOMBASE, redukcja w drugg strone jest wlasciwie
taka sama. Wystarczy mianowicie dla kazdej liczby a € A wybra¢ punkt
(2a,0) na prostej y = 0, dla kazdej liczby b € B — punkt (2b,2), a dla kazdej
liczby ¢ € C' — punkt (¢, 1), patrz rysunek 1. Punkty (2a,0), (¢,1) i (2b,2) sa
wspoliniowe, gdy

c—2a=2b—c,
czyli doktadnie gdy ¢ = a + b. Stad odpowiedz dla otrzymanej instancji
problemu GEOMBASE jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy pozytywna jest
odpowiedz dla odpowiadajacej jej instancji problemu 3sUM’, a to jest dokladnie
to, co chcieliSmy uzyskac.

Problem GEOMBASE, jakkolwiek uzyteczny, nie jest sam w sobie nadmiernie
interesujacy. Duzo ciekawszy jest podobny do niego nastepujacy problem
3POINTSONLINE:
Na plaszczyznie danych jest n punktow. Czy istnieje prosta przechodzaca
przez jakies trzy sposréd tych punktow?
Ten problem takze jest 3sUM-trudny; tym razem redukcje przeprowadzimy
wprost z problemu 3sUM. Niech S bedzie instancja problemu 3suM. Dla kazdej
liczby = € S rysujemy na plaszczyznie punkt (z,2%). Zbadajmy, kiedy trzy rézne
tak otrzymane punkty (a,a®), (b,b%) i (c,c?) sa wspétliniowe:
v —a® -0 (b—a)(b* +ab+a?)  (c—Db)(c* +bc+b?)
b—a c—b b—a N c—>b
s Vrab+adP = +be+ b o
s ad*-E+ab—be=0 &
< (a—c)(a+ce)+bla—c)=0 &
< (a—c)(a+b+c)=0 <
& a+b+c=0.

Okazuje si¢ zatem, ze punkty (a,a?), (b,b%) i (¢, c®) sa wspotliniowe wtedy

i tylko wtedy, gdy liczby a, b, ¢ stanowia rozwiazanie problemu 3SUM.

W ten sposéb otrzymujemy zadana redukcje problemu 3suM do problemu
3POINTSONLINE, pod warunkiem, ze w tym pierwszym problemie interesuja nas
tylko tréojki réznych liczb. To jednak mozemy zapewnié (patrz zad. 2).

Wytrawny znawca geometrii natychmiast zauwazy, ze 3SUM-trudnosé problemu
3POINTSONLINE implikuje bezposrednio 3suM-trudnosé dualnego problemu
POINTON3LINES:

Na plaszczyznie danych jest n prostych. Czy ktéres trzy proste przecinaja sie
w jednym punkcie?
Wréémy teraz do problemu GEOMBASE. Skoro reklamowalidmy go jako
przydatne narzedzie w geometrii, to najwyzszy czas, aby podaé kilka

na temat tej dualnoéci Czytelnik znajdzie jego zastosowan. WykazaliSmy juz, ze jest to problem 3suM-trudny. Jesli

w numerze 8/2013 Delty.)

zatem pokazemy redukcje z tego problemu do jakiego$ innego problemu
geometrycznego dzialajaca w czasie o(n?), to w ten sposéb wykazemy, ze 6w
drugi problem réwniez jest 3SUM-trudny. Pierwszym problemem z tej serii, ktéry
wezmiemy pod lupe, jest problem o nazwie SEPARATOR:

Na plaszczyznie danych jest n odcinkéw. Czy istnieje prosta nieprzecinajaca
zadnego z nich, dzielaca zbiér tych odcinkéw na dwa niepuste podzbiory?
Jesli chcemy, mozemy zatozyé, ze podane odcinki sa parami roztaczne.



Rys. 2. Redukcja instancji problemu
GEOMBASE z rysunku 1 do instancji
problemu SEPARATOR.

Zad. 5. Jak dobraé¢ € w opisanej
redukcji?

Zad. 6. Jak zbudowa¢ klatki w opisanej
redukcji? (Narysuj!)

Redukcje dotyczace probleméw
SEGMENTSCONTAINPOINTS

i POLYGONCONTAINMENT 83 opisane

w pracy: G. Barequet, S. Har-Peled,
Polygon-containment and translational
min-Hausdorff-distance between segment
sets are 3suM-hard, SODA 1999.

Zad. 7. Opisz redukcje problemu
SEGMENTSCONTAINPOINTS do problemu
POLYGONCONTAINMENT w wersji (a).
Redukcja powinna dziala¢ w czasie
O(nlogn). Wskazéwka: szukane wielokaty
maja ksztalt grzebieni.

Zad. 8. Opisz redukcje wariantu (a)
problemu COVERING do wariantu (b).

Redukcje do probleméw typu COVERING
mozna znalezé w podstawowej

(tj. pionierskiej) pracy dotyczacej
3suM-trudnosci: A. Gajentaan,

M.H. Overmars, On a class of O(n?)
problems in computational geometry,
Comp. Geom. 5(3), 1995.

Sprowadzimy problem GEOMBASE do problemu SEPARATOR. Tym razem
redukcja bedzie dziala¢ w czasie O(nlogn), gdyz wymagaé bedzie sortowania.
Posortujemy punkty na kazdej z prostych poziomych i polaczymy pary kolejnych
punktéw odcinkami w taki sposéb, zeby miedzy kazdymi dwoma kolejnymi
odcinkami wystepowal bardzo maly odstep, o dlugosci réwnej € > 0. Widzimy
juz, ze przy tej konstrukcji prosta rozdzielajaca zbiér odcinkéw, przechodzaca
przez trzy odstepy, odpowiada trdjce punktéw wspotliniowych nalezacych do
roznych prostych poziomych. Nalezy jeszcze zadba¢ o wyeliminowanie poziomych
prostych rozdzielajacych. Wystarczy w tym celu umiesci¢ dwa pionowe odcinki
po bokach konstrukcji i ustawié¢ je ,na zaktadke” z odcinkami poziomymi, tak
aby 7z kolei wyeliminowaé trywialne proste rozdzielajace pionowe (rys. 2). W ten
sposob wykazaliémy, ze GEOMBASE <, 165 n SEPARATOR.

Kolejny przykltad. Okazuje sie, ze problem GEOMBASE mozemy zredukowaé do
nastepujacego, catkiem naturalnego i majacego liczne zastosowania praktyczne
problemu PLANARMOTIONPLANNING:

Na plaszczyznie danych jest n odcinkow-przeszkod i jeden odcinek
reprezentujacy robota. Czy robot moze si¢ przedostaé z zadanej

pozycji poczatkowej do zadanej pozycji koncowej, przemieszczajac sie
jedynie za pomoca cigglych przesunie¢ i obrotéw bez dotykania zadnej

z przeszkdéd? Znéw, jesli checemy, mozemy zalozyé, ze odcinki-przeszkody sa
parami rozlaczne.

Redukcja jest tutaj podobna jak poprzednio. Przeszkodami beda odcinki
poziome z wczesniejszej redukcji. Robota umiescimy ponizej catej konstruke;ji,
a jego celem bedzie przedostanie sie powyzej konstrukeji. Sam robot

bedzie na tyle dlugi, zeby nie mégl przedostaé sie na druga strone inaczej

niz tylko przez trzy odstepy naraz. Nalezy jeszcze zadbaé, aby robot

nie mogt ominaé catej konstrukeji bokiem. W tym celu trzeba ponizej

i powyzej konstrukcji zbudowaé ,klatki” uniemozliwiajace ucieczke

robota do ,nieskoniczonosci”. W ten sposob otrzymujemy wniosek, ze
GEOMBASE =, 10 » PLANARMOTIONPLANNING.

To, co przedstawilismy do tej pory, to tylko niewielka grupa znanych
probleméw 3SuUM-trudnych. Dla Niestrudzonych Czytelnikéw mamy w zanadrzu
jeszcze kilka innych takich probleméw — tym razem juz dowody pominiemy.
Zacznijmy od jeszcze jednego pomocniczego problemu 3SUM-trudnego
SEGMENTSCONTAINPOINTS:

Na prostej danych jest n punktéw i m = O(n) parami rozlacznych
przedzialéw. Czy istnieje wektor, o ktéry mozna przesunaé¢ wszystkie zadane
punkty, tak aby kazdy z nich znalazl sie w jakim$ przedziale?

Problem ten mozna zredukowaé¢ do kazdego z nastepujacych zagadnien typu
POLYGONCONTAINMENT:

Na plaszczyZnie dane sg dwa wielokaty, odpowiednio o n i m = O(n) bokach.
Mamy do dyspozycji pewien zestaw izometrii plaszczyzny. Czy za pomoca
tych izometrii mozemy pierwszy z tych wielokatéw umiesci¢ wewnatrz
drugiego, przy zatozeniu, ze:

(a) wielokaty sa dowolne i dopuszczamy dowolne przesunigcia;
(b) wielokaty sa wypukle i dopuszczamy dowolne obroty;
(c) wielokaty sa wypukle i dopuszczamy dowolne obroty i przesuniecia?

A juz na sam koniec kilka probleméw 3sumM-trudnych typu COVERING:

(a) Czy dany zbiér n dwustronnie nieskonczonych paskéw (o réznych
szerokosciach i kierunkach) pokrywa zadany prostokat?

b) Czy dany zbior n trojkatéw pokrywa zadany trojkat?

¢) Czy pole sumy danych n tréjkatéw jest mniejsze od ustalonej liczby?

d) Czy suma danych n trojkatéw zawiera jakas dziure?

e) Danych jest n pélplaszczyzn. Czy istnieje punkt plaszczyzny pokryty
przez co najmniej k spoérod tych pélptaszezyzn?

(
(
(
(



V4 U3

Rys. 1. Wielokat P = (v1, va, v3, v4)
mozna umiesci¢ wewnatrz wielokata
Q = (w1, w2, w3, wa, W5, We)-

Rys. 2. Wierzchotek va jest wierzchotkiem
krytycznym dla boku wjws.

w1

Rys. 3. Nachylenia bokéw wielokatéw
naniesione na okrag.

Rys. 4. Rozpatrujemy prosta £;, na stosie
znajdujg si¢ proste €, £, £,. Punkt

q = £, N £, znajduje si¢ na prawo od
punktu ¢’ = £, N £;, zatem usuwamy ze
stosu prosta f,. Punkt r jest na lewo

od r', zatem na stosie pozostang proste
£y, L.

Zawieramy wielokaty Tomasz IDZIASZEK

Na poprzedniej stronie podano trzy wersje problemu PoLyGONCONTAINMENT, ktére
sa uwazane za trudne — nie umiemy ich rozwigzaé¢ w czasie (istotnie) lepszym niz
kwadratowy. Uwazni Czytelnicy na pewno zauwazyli, Ze nie jest tam wspomniane
o wersji, w ktorej wielokaty sa wypukte i dopuszczamy dowolne przesuniecia (ale nie
obroty). Ten brak jest w pelni uzasadniony, gdyz te wersje problemu mozna rozwigzaé
w czasie liniowym wzgledem liczby wierzchotkéw wielokatéw, co pokazemy ponizej.

Niech P bedzie wielokatem o wierzchotkach v1, ..., v,, ktéry chcemy umiescié
wewnatrz wielokata @ o wierzchotkach wi, ..., wn, (przyjmujemy, ze vp41 = v1

i Wm41 = wi). Niech p bedzie dowolnym punktem wewnatrz wielokata P (rys. 1).
Zalézmy dla uproszczenia, ze zadna para bokéw wielokatéw nie jest rownolegla
oraz zaden bok nie jest pionowy.

Przez H; (dla 1 < i < m) oznaczmy te pOlplaszczyzne wyznaczong przez prosta
wiwi+1, ktora zawiera wielokat Q). Przesunmy teraz wielokat P tak, aby zawieral sig
w H; i aby odlegto$¢ punktu p od prostej w;w;+1 byta jak najmniejsza; oznaczmy te
odlegltos¢ przez d;. Zauwazmy, ze d; mozemy obliczy¢ bez ktopotu, jesli wyznaczymy
wierzchotek przesunietego wielokata P, ktéry lezy na brzegu potptaszczyzny Hi;
nazwiemy ten wierzchotek krytycznym dla boku wiwiy1 (rys. 2).

Zauwazmy, ze wielokat P zawiera sie w H; dokladnie wtedy, gdy punkt p

zawiera si¢ w poltplaszczyznie H, ktéra jest wyznaczona przez prosta réwnolegla
do wi;w;4+1 w odlegtodci d;. Jest jasne, ze P znajduje si¢ wewnatrz Q dokladnie
wtedy, gdy znajduje sie w kazdej z pétplaszczyzn H;, innymi stowy wtedy, gdy
punkt p nalezy do przeciecia potptaszczyzn H.. Co wiecej, przeciecie pétplaszczyzn
zawiera wszystkie mozliwe polozenia punktu p.

Do pelnego rozwiazania pozostaje zatem pokazanie, jak efektywnie wyznaczyé
wierzchotki krytyczne, a nastepnie przeciecie pétptaszczyzn.

Wyznaczanie wierzcholtkéw krytycznych. Narysujmy okrag i zaznaczmy

na nim, dla 5 = 1,...,n, punkt stycznosci 0; prostej stycznej do okregu

i réwnolegtlej do prostej vjv;4+1. Analogicznie zaznaczamy punkt w; dla

prostej wwit+1 (rys. 3). Zauwazmy, ze wierzcholek v; jest krytyczny dla boku
w;wi41, jesli na okregu punkt w; lezy pomiedzy punktami v;_1 oraz v;.
Wystarczy zatem wyznaczy¢ kolejnosé punktéw na okregu — to mozna zrobié

w czasie O(n + m), gdyz nalezy scali¢ dwa posortowane ciagi punktéw (zaktadamy
przy tym, ze znamy kolejno$é¢ wierzchotkéw na obwodach wielokatéw).

Na ten problem mozna spojrzeé tez inaczej. Wyobrazmy sobie dwie proste
réwnolegte, ktore jednoczesnie obracajg sie wokot wielokatéw, bedac do nich
stycznymi. Ilekroé¢ prosta styczna do ) zawiera pewien jego bok, to prosta styczna
do P przechodzi przez wierzchotek krytyczny dla tego boku. Pozostawiamy
Czytelnikowi zaimplementowanie tego pomystu, tak by dziatal w czasie O(n + m).
Metoda prostych rownolegtych pozwala rozwiazaé wiele probleméw dotyczacych
wielokatéw wypuklych — zainteresowani Czytelnicy wiecej szczegdtéw moga znalezé
w Internecie pod hastem rotating calipers.

Wyznaczanie przeciecia potptaszczyzn. W ogdlnosci problem ten dla

m pOlplaszczyzn wymaga czasu O(mlogm), ale my znowu skorzystamy z tego, ze
znamy kolejnoéé wierzchotkéw w wielokacie @, zatem nasze potptaszczyzny Hj

sa posortowane wedtug wspolczynnikéw kierunkowych ich brzegdéw (prostych ¢;),
co pozwala nam rozwigzaé ten problem w czasie O(m).

Najpierw pokazemy, jak wyznaczy¢ ,dolne” przeciecie, tzn. dla péiptaszczyzn,
ktore moga stanowié¢ dolny brzeg wielokata bedacego przecieciem. Przegladamy
péiptaszezyzny w kolejnosci rosnacych wspotezynnikéw kierunkowych prostych ¢;.
Bedziemy utrzymywaé nastepujacy niezmiennik: po rozpatrzeniu prostej ¢;

na stosie znajduja sie te proste z ciggu ¢1, ..., ¥;, ktére maja nietrywialne
przeciecie z brzegiem zbioru Hi N ...N H.. Rozpatrujac £;, robimy co nastepuje:
dopdki punkt przeciecia prostych £, i £, (przedostatniej i ostatniej prostej

na stosie) znajduje sie na prawo od punktu przeciecia prostych ¢, i ¢;, usuwamy
ostatnia prosta ze stosu. Na koncu dodajemy prosta ¢; na stos (patrz rys. 4).

Analogicznie wyznaczamy przeciecie ,,gérnych” péiptaszczyzn. Obliczenie przeciecia
powstatych zbioréw w czasie O(m) pozostawimy jako é¢wiczenie dla Czytelnika.
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Pojedynek, symetrie i potwor — klasyfikacja grup prostych

Jedna z wersji tych zdarzen zawiera
powiesé Leopolda Infelda Wybrarncy
bogow. Infeld, wybitny polski fizyk,
napisal ja w celach zarobkowych,
gdy za mlodu byl nieetatowym
wspoélpracownikiem Einsteina.

Zamiast objasniaé, co to jest grupa
prosta, tatwiej jest pokazaé, co to znaczy,
ze grupa nie jest prosta. Oto przyktad.

Tréjkat réwnoboczny mozna z powrotem
potlozyé¢ na tym samym miejscu na

6 sposobéw. Te przemieszczenia, zwane
grupg izometrii wlasnych trojkata
réwnobocznego, to trzy symetrie
wzgledem prostych zawierajacych

wysokosci i trzy obroty o 0°,

120° i 240° wzgledem punktu ich
przeciecia. Te obroty tworza mniejsza,
tréjelementowa grupe obrotéw, symetrie
za$ grupy nie tworza. Mozemy natomiast
rozwazy¢ grupe¢ dwuelementows, ktérej
elementami beda: zbiér R obrotéw

i zbiér S symetrii. Dzialanie w tej grupie

okresla tabelka

X R S
R R S
S S R

bowiem zlozenie dowolnego

przeksztalcenia z R z dowolnym
przeksztalceniem z R daje
przeksztalcenie z R, zlozenie dowolnego
przeksztalcenia z R z dowolnym
przeksztalceniem z S daje przeksztalcenie

z S i tak dalej.

Mozna wigc powiedzieé, ze grupe

izometrii wlasnych tréjkata

réwnobocznego roztozyliSmy na grupe
tréj- i dwuelementows.

*doktorantka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Gabriela MAJEWSKA®

Smier¢ mlodego geniusza. 30 maja 1832 roku w Paryzu zginat

w pojedynku mlody matematyk, Evariste Galois. Nie ma pewnosci, czy
pojedynek ten mial podloze polityczne, czy tez Galois bronit honoru pewnej
mlodej damy. W pozegnalnym liscie poprosil on, by jego notatki wystaé¢
Jacobiemu albo Gaussowi. Zaden z tych wielkich matematykéw nigdy

nie zobaczy! jednak zapiskéw Galois.

Czternadcie lat péZniej inny znany matematyk, Liouville, opublikowatl wyniki
Galois razem z komentarzami. Co jednak bylo w nich az tak interesujacego?
Galois zajmowal sie problemem istnienia wzoréw na pierwiastki réwnan danych
przez wielomiany. Wiekszo$¢ Czytelnikéw zna wzor na pierwiastki réwnania
drugiego stopnia, stynne be kwadrat minus cztery a ce, a nieliczni styszeli réwniez
o wzorach Cardano na rozwiazania rownania stopnia trzeciego, czy Ferrariego,
ktére stosujemy przy réwnaniach stopnia czwartego. Czy mozna w podobny
sposob opisaé¢ rozwiazania dowolnego réwnania stopnia piatego?

Galois zauwazyl, ze mimo iz na mocy Zasadniczego Twierdzenia Algebry
réwnanie piatego stopnia ma az pie¢ pierwiastkéw, to pierwiastki te nie sg
catkowicie niezalezne — tworza one grupy, a w kazdej takiej grupie mozna
zaobserwowaé pewne zaleznosci, symetrie migdzy pierwiastkami. Geniusz
Galois polegal na tym, ze skupil si¢ on na tych symetriach, a nie na
samych pierwiastkach.

Zmiane kolejnosci elementéw w zbiorze nazywamy permutacja. Galois
zainteresowal fakt, ze jesli uzyjemy najpierw jednej permutacji, a potem
drugiej, to mozemy tej parze przypisaé trzecia permutacje, ktora da ten
sam efekt. Galois nazwal taki system laczenia permutacji grupg permutacyi.
Kluczowym pomystem jego pracy bylo rozkladanie grup permutacji na
prostsze grupy, ktore wspoélezesny matematyk, Mark Ronan (Symmetry and
the Monster, Oxford University Press, 2006), nazywa atomami symetrii.
Nazwa ta jest trafna — atom pochodzi od greckiego niepodzielny, wiec to
okreslenie pasuje do grup, ktérych na prostsze roztozy¢ si¢ nie da. Mniej
romantyczna nazwa tych atoméw to grupy proste.

Powiemy, ze zbiér permutacji P generuje grupe G, jesli dowolna permutacje
z G mozemy przedstawi¢ jako zlozenie poteg elementéw zbioru P, gdzie
potega permutacji p to jej wielokrotne ztozenie. Grupa G jest cykliczna, jesli
generuje ja jeden element. Rzedem grupy G nazywamy liczbe jej elementow,
za$ rzad elementu p to moc grupy generowanej przez ten element. Pierwsze
atomy symetrii, jakie udalo si¢ znalez¢, to grupy cykliczne o rzedach
bedacych liczbami pierwszymi. Jakie sg inne atomy? Czy mozemy te atomy
w jakis$ sposéb sklasyfikowaé?

Grupy Liego, ktére powstaly w zwiazku z jego badaniami nad réwnaniami
rozniczkowymi, oraz pomyst Killinga na uklad okresowy tych grup

nadaly kierunek poszukiwaniom. Udalo si¢ sklasyfikowaé istniejace

atomy, umieszczajac je w odpowiednich rodzinach. Okazalo si¢ jednak, ze
na tym nie koniec.

Puszka Pandory. W opowiadaniu Uncle Petros and Goldbach’s Conjecture
autorstwa Apostolosa Doxiadisa pojawia sie matematyk, ktéry przez cala
swojg kariere prébuje rozwiazaé pewien stary problem. Mianowicie, czy kazda
parzysta liczbe wieksza od 2 mozemy przedstawi¢ jako sume dwéch liczb
pierwszych? Jest to jedno z pytan, na ktore do tej pory nie udato sie znalezé
odpowiedzi, chociaz poszukiwania trwaja od dawna. Co sprawia, ze niektére
problemy matematyczne sg tak cigzkie do rozwiazania? Czy, tak jak w tym
przypadku, trudnos¢ polega na tym, ze nie wiemy, jak sie do tego zabraé, czy
moze po prostu droga do rozwigzania jest dluga i stroma?
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Rozwigzanie zadania F 832.

W oérodku sprezystym lokalne zaburzenia
gestosci rozprzestrzeniaja sie z predkoscia

dzwigku c. Dla wody ¢ = 1500 m/s.
Zmiana predkosci wody wywolana
zamknieciem zaworu w czasie At dotrze
na odlegltosé | = cAt, zatrzymana

zostanie masa wody m = [pS, gdzie S jest

polem przekroju rury, a p = 103 kg/m3

oznacza gestos¢ wody. Zmiana pedu wody

wynosi mu. Ci$nienie p wody na zawdér

wyniesie wiec

p=

1 mu
— — = pcu.
sat*

Dla predkosci w = 1 m/s ci$nienie jest
réwne p = 1,5 - 10° Pa = 15 atm.

Rozwigzanie zadania M 1384.
Z twierdzenia Talesa wynika,
ze AD || SQ || TR || BC, wigc

STRQ i ABCD

sg trapezami

o stosunku wysokosci 1 : 4.

B

Przez a oznaczmy diugo$é¢ odcinka
SQ. Wowczas AD = a, TR = 2a
oraz BC = 3a. Zatem

[STRQ]

[ABCD]
_ (a+2a)-h

2

2

’ (a + 3a) - 4h

= 3/16.

Do tej drugiej grupy probleméw zdecydowanie nalezy zaliczyé (przynajmniej
dzi$) twierdzenie Feita-Thompsona o nieparzystym rzedzie. Jego sformutowanie
jest bardzo proste:

Jesli atom symetrii nie jest cykliczng grupg o rzedzie bedgcym liczbg pierwszq,
to jego rzqd jest parzysty.

Dowdéd mial jednak 255 stron i zajal caly numer Pacific Journal of Mathematics.
Dlaczego jednak twierdzenie to bylo tak wazne przy poszukiwaniu atomow
symetrii?

Cauchy udowodnil, ze jesli rzad grupy dzieli si¢ przez liczbe pierwsza p, to

w grupie tej istnieje element rzedu p. Jesli wige rzad atomu symetrii jest
liczba parzysta, to atom ten musi zawiera¢ element rzedu 2. Taki element

(a dokladniej mnozenie przez niego) zachowuje sie podobnie jak symetria
lustrzana. Jesli odbijemy przedmiot raz, to znajdzie si¢ on po drugiej stronie
lustra, a jesli odbijemy go ponownie, to wrdci na swoje miejsce. Skladajac

te symetrie z innymi, mozemy otrzymac symetrie wzgledem innego lustra.
Znajda sie jednak takie symetrie, ktére utrzymaja lustro w tym samym miejscu.
Podgrupe permutacji niezmieniajacych wybranego lustra bedziemy nazywac
przekrojem poprzecznym. Do czego potrzebny jest nam jednak taki twor?

Pomyst jest prosty. Zamiast szukaé atoméw symetrii, sprobujmy zrozumieé
ich przekroje poprzeczne. Zacznijmy od przekrojéw znanych nam atomdéw
i pokazmy, ze nie moga istnie¢ inne, majace te same przekroje. Okazalo sie
jednak, ze to nie takie proste.

Nowe atomy. W potowie XIX wieku, kiedy opublikowane zostaly prace
Galois, wielu matematykdéw zainteresowalo si¢ teoria grup, a w szczegdélnosci
grupami permutacji. Powstalo wtedy pojecie tranzytywnej (przechodniej)
grupy permutacji. Grupa ta, dzialajac na zbiorze obiektéw, spetniata
warunek, ze dowolnie wybrany obiekt mozemy zamieni¢ miejscami

z dowolnym innym obiektem. W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé grupy
wielokrotnie przechodnie. Grupa k-przechodnia to taka, ktora dla dwdch
dowolnych podzbioréw ztozonych z k obiektéw zawiera przeksztaltcenie,
ktore zamienia miejscami odpowiednie pary tych obiektow. Badajac

grupy 5-przechodnie, francuski matematyk Mathieu wpadt na $lad dwdch
nowych atomoéw, ktore oznaczyl odpowiednio M12 i M24. Nie udato mu sie
jednak udowodnié¢ istnienia tych grup. W koncu, ponad 70 lat p6zniej,

na seminarium w Hamburgu, niemiecki matematyk Ernst Witt zdefiniowat
24 symbole, ktorych grupa symetrii to wlasnie M24.

Interesujace jest, ze atomy Mathieu nie nalezg do zadnej ze znanych rodzin
atoméw. Skoro jednak znalezliémy kilka samotnych atoméw (takie samotne
atomy zostaly nazwane grupami sporadycznymi), to czy moze by¢ ich wiecej?

Odpowiedz brzmi: tak. Korzystajac z opisanych wczesniej przekrojow
poprzecznych, matematycy Janko i Thompson odnalezli grupy, nazwane na
czes¢ Janko J1, J2 1 J3.

Radio i sieci. Pierwsze odkryte grupy sporadyczne miaty nadspodziewanie
duzo elementéw. Na przyktad, najmniej liczna sposréd grup odkrytych
przez Mathieu miata ich 7920. Powstalo pytanie, jakie to obiekty moga mieé
tak liczne i nietypowe grupy symetrii.

Inspiracja przyszta od strony radia. W czasach pierwszych transmisji
radiowych czesto zdarzalo sie, ze dzwieki zakldécane byly przez szumy, mimo
ze stacje radiowe staraly sie zachowywaé jak najwyzsza jakosé transmisji.
Szukajac rozwiazania problemu, Claude Shannon z Bell Labs zaproponowat,
by sygnal radiowy wysylany byt jako seria krotkich dzwiekéw kodujacych
informacje w taki sposob, zeby niewielkie zakl6cenia mogty by¢é natychmiast
poprawiane, co zwigkszyloby jako$é¢ przekazu.
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Dogodnym modelem takich sytuacji sa gesto upakowane sieci o ustalonej
odlegtosci miedzy weztami, na dodatek w wielowymiarowej przestrzeni.

Badajac przestrzen o wymiarze réwnym 24, matematyk John Leech
zdefiniowal nowa sieé¢ tego typu (nazywana krata Leecha). Doszedl on
réwniez do wniosku, ze jest to struktura na tyle ciekawa, ze warto sprawdzi¢,
co kryje grupa jej symetrii. Udato mu si¢ przekonaé¢ innego matematyka,
Johna Conwaya, by zajatl sie badaniem mozliwosci otrzymania z niej
kolejnych atomdéw symetrii, co doprowadzito Conwaya do uzyskania trzech
nowych atoméw Col, Co2 i Co3.

Potwor Fischera. Matematyk Bernd Fischer postanowit zajaé sie
problemem, ktérego sformutowanie byto proste: jakie grupy permutacji,
generowane przez permutacje rzedu 2, zachowuja si¢ podobnie jak
transpozycje? Transpozycja to permutacja, ktéra zamienia miejscami dwa
ustalone elementy. Latwo jest wykazac, ze ztozenie dwdch transpozycji
ma albo rzad 2, albo rzad 3. Te permutacje, tak zblizone do transpozyc;ji,
nazywamy transpozycjami Fischera. Fischerowi udato si¢ udowodnic¢
nastepujace twierdzenie:

Jesli atom symetrii (albo cos bardzo do niego podobnego) jest generowany
przez transpozycje Fischera, to moze on byc tylko jednym z 6 typow obiektow.

Analizujac te typy obiektéw, Fischer uzyskal trzy nowe interesujace grupy,
blisko zwiazane z grupami Mathieu M22, M23, M24. Oznaczy! je jako

Fi22, Fi23 1 Fi24. Fi22 i F123 sa atomami, za$ Fi24 zawiera olbrzymi atom
rozmiaru 1255205709190 661 721 292 800.

Mozemy poréwnaé transpozycje Fischera do luster, ktére odbijaja czesé
obiektéw, a reszte pozostawiaja niezmieniona. Jesli ustawimy dwa lustra

pod katem «, to ztozenie odbi¢ w tych lustrach bedzie obrotem o kat 2a.
Jedli rzad zlozenia dwoch symetrii lustrzanych ma byé¢ réwny 2 lub 3, to katy
pomiedzy lustrami moga by¢ tylko réwne 90° lub 60°. Rozwazajac pewne
specyficzne zbiory tych luster, czyli uklady generatoréw, Fischer udowodnit
podane wczesniej twierdzenie.

Nastepny krok mozna przedstawié¢ jako dopuszczenie ustawienia luster pod
katem 45°. To doprowadzilo Fischera do wigkszego atomu, ktéry zdawatl

sie zawiera¢ F'i22. Dzieki temu udato mu sie stworzy¢ nowy atom symetrii,
ktéry nazwat M?2. Dodatkowo zauwazyl, ze M?? moze by¢ przekrojem
poprzecznym innego atomu symetrii, ktéry z powodu powiazan z Fi24
zostal oznaczony jako M?4. Istnialo podejrzenie, ze pomiedzy M?? a M?*
ukrywa sie trzecia grupa, wiec Conway, z ktérym Fischer podzielil sie swoimi

:& spostrzezeniami, nazwal te trzy grupy odpowiednio Matym Potworem,

' Srednim Potworem i Super Potworem. Gdy pdzniej okazalo sie, ze Sredni

Rozwigzanie zadania M 1386. Potwor nie moze istnieé¢, nazwy zmieniono na Maly Potwdr i Potwor.

Zalézmy przeciwnie, ze T1,...,Tn

to pierwiastki rzeczywiste naszego Potwor okazat sie by¢ grupa, ktérej rzad wynosi

wielomianu. Wéwczas 4 5 5

o b ay 52" L an_az™ 4+ ag = 216.320.59.112.13%.17-19-23-29-31 -41-47-59 - 71 =~ 8 - 10°3.

= (z—w)(@—w2)- .. (z=2n). Naukowcom z Cambridge udalo sie udowodnié, ze Potwér nietrywialnie

Poréwnujac wspdiczynniki dziala na przestrzeni o wymiarze 196 883. Najoszczedniejsza forma

przy «" "' i 2" "%, dostajemy L . p’ . . . . ; .
w jakiej udalo sie zawrzeé¢ pelne informacje o tej grupie, ma postaé tabeli

0= Zx 0= E zw;. 0 194 wierszach i tyluz kolumnach. Aby ja wypetnié (obliczy¢), potrzeba

i=1 1<i<i<n byto roku pracy, w ktéra zaangazowano wszystkie (6wezesne) komputery

Stad uniwersytetu w Birmingham.

2 2
i +...tx, =

2 Jako ze dwie podgrupy Potwora réwniez okazaly sie atomami symetrii, to
= (Zm> - QZW%‘ =0, w sumie udalo si¢ odnalezé 25 atoméw niezrzeszonych w znanych wczesniej

: i< rodzinach. W 1975 roku Janko udowodnil istnienie jeszcze jednego atomu,
icc w1 = ... =, = 0. Zat , . . .
wiee gL = = o = U Aatem J4, ktory wkrétce zostal doktadniej opisany. Od tego czasu liczba tych
Ap—-3 = ... = 0ag = 0, CcOo ‘]eht sprzeczne . . . . . . . . . . . .
2 zalozeniem. waznych grup juz sie nie zmienila i sie nie zmieni.
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Rozwigzanie zadania M 1385.
Z nieréwnoéci miedzy srednimi mamy

k 1k M/E
(1 + ...+ (m—1) ) >

m — 1

1+...4(m—-1) m

> = —
m — 1 2

Zaktadajac, ze k i m spelniaja

podane réwnanie, dostajemy

m* > (m/2)k(m — 1), a stad m < 2% + 1,

co jest mniejsze niz C' - 2k np. dla C = 3/2.

Dziewie¢ twarzy plaszczyzny rzutowej
Marek KORDOS

W Delcie 6/2011 artykul Marii Donten-Bury o plaszczyZnie rzutowej zostal
poprzedzony przedstawieniem szesciu jej (plaszczyzny, nie Marysi) postaci,

pod jakimi daje sie nam ona zaobserwowaé¢. Wobec tego, ze postacie te sa
bardzo réznorodne, nasunac sie moze watpliwos¢, czy faktycznie wszystkie

sg wcieleniami tego samego matematycznego obiektu. Ponizej jest przedstawiony
sposob, jak te watpliwo$¢ mozna rozstrzygnac.

Zacznijmy od malarstwa, bo z jego doswiadczen geometria rzutowa powstala.

A wlasciwie od optyki. Zapewne kazdy z nas widzial, jak linie réwnolegle —
brzegi prostej szosy, biegnace prosto tory kolejowe — zblizaja sie do siebie wraz
z oddalaniem sie od nas. Zjawisko to bierze sie z faktu, ze oddalajacy sie od nas
(i nieskierowany w naszym kierunku) odcinek widzimy — gdy sie oddala — pod
coraz mniejszym katem.

Przeniesienie tego spostrzezenia na plaszczyzne obrazu dato, zainicjowany we
wezesnym Odrodzeniu, zbior regut rysunkowych zwany perspektywa zbiezna.
Na widocznej obok miniaturce obrazu Zwiastowanie (1486 r.) Carlo Crivellego
dorysowane zostaly linie podkreslajace spotykanie sie linii réwnolegtych.
Spotykanie sig, ale — wlasnie — gdzie? Malarze odrodzeniowi nazwali to
miejsce horyzontem i — w przypadku plaszczyzny — uznali je za prosta.
Poniewaz jednak, jak wiedzieli, jej nie ma, wiec czasem horyzont tytutowali
prostg w nieskonczonosci.

Sposéb, w jaki proponowala rysowaé perspektywa zbiezna, zostal potwierdzony
przez urzadzenie zwane camera obscura — pierwowzor aparatu fotograficznego.
W momencie upowszechnienia fotografii malarze (impresjonisci — patrz Teoria
widzenia Wladyslawa Strzeminskiego) sprawe horyzontu skomplikowali. Jednak
matematycy zatrzymali si¢ przy klasycznej perspektywie zbieznej i stworzyli
jej idealng wersje — teorie zwana geometria rzutowa. Tak wiec pierwsze oblicze
plaszczyzny rzutowej — nazwijmy je malarskim — to narysowany zgodnie

z zasadami perspektywy zbieznej ptaski pejzaz.

Nietrudno zauwazy¢, ze malarska plaszczyzna rzutowa spelnia nastepujace
warunki:

A1l. Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.
A2. Kazde dwie rézne proste maja dokladnie jeden wspélny punkt.
A3. Istnieje czworokat.

Istotnie, dla dwoch ,zwyklych” punktow istnieje przechodzaca przez nie prosta.
Ale istnieje ona takze, gdy jeden z punktéw jest ,zwykly”, a drugi jest punktem
horyzontu. No i wreszcie — zgodnie z umowa — przez dwa punkty horyzontu tez
przechodzi prosta: horyzont wlasnie. Zatem wlasnos¢ A1l jest spelniona. Dwie
»zwykle” proste nie maja wspélnego punktu, gdy sa rownolegte — ale wtedy
maja wspélny punkt na horyzoncie. Kazda ,zwykla” prosta ma tez doktadnie
jeden punkt wspoélny z horyzontem. Wlasno$¢ A2 tez jest wiec spelniona.
Wreszcie czworokat (A3) istnieje juz na zwyklej plaszczyZnie.

W artykule MDB takie oblicze plaszczyzny rzutowej nazwano aksjomatycznym,
co oznacza, ze kazda strukture, majaca wlasnosci A1, A2 i A3, uwazamy za
plaszczyzne rzutowa. To moga byé bardzo rézne obiekty, co fachowo wyraza
stwierdzenie, ze ta aksjomatyka nie jest kategoryczna.

Tu jednak zajmiemy si¢ tylko obiektami zbudowanymi doktadnie tak, jak
plaszczyzna malarska (fachowo moéwiac — izomorficznymi z nia). Pierwszym

. z nich bedzie oblicze ptaszczyzny rzutowej niewymienione przez MDB.

Nad plaszczyzna malarska umiesémy punkt i nazwijmy go $rodkiem. Zamienimy za
jego pomoca malarskie oblicze ptaszczyzny rzutowej na oblicze srodkowe. Punktami
w tym modelu (to bardziej fachowa nazwa oblicza) plaszczyzny rzutowej beda
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Rys. 1. Fragment modelu malarskiego
jest narysowany kolorem. Punkty A i B
przechodza na proste A i B. Prosta k
przechodzi na plaszczyzne k. Prosta C to
obraz punktu w nieskonczonosci prostej k,
a plaszczyzna h to obraz horyzontu
modelu malarskiego.

Rys. 2. Na rysunku jest pi¢¢ punktoéw,
trzy z nich to bliZzni¢ta. Prosta k jest
linig zamknieta (jak wszystkie proste
plaszczyzny rzutowej) i lezy na niej
punkt C. Kolorowa linia jest ciagla

i pokazuje, jak z punktu A mozna przejsé
do punktu B, nie przecinajac prostej k.

proste przechodzace przez srodek. Dokladniej: kazdemu punktowi modelu
malarskiego przyporzadkujemy prosta przechodzaca przez ten punkt i przez
srodek. Zauwazmy, ze otrzymamy w ten sposoéb wszystkie proste przechodzace
przez $rodek: przeciez prosta réwnolegta do plaszczyzny malarskiej ma

wspolny punkt horyzontu z réwnoleglta do niej prosta na tej ptaszczyznie.
Wszystkie te proste modelu srodkowego, powstale z punktow pewnej prostej
modelu malarskiego, tworza plaszczyzne, ktéra bedziemy traktowali jak

prosta w modelu srodkowym. Znéw otrzymamy wszystkie plaszczyzny
przechodzace przez srodek — plaszczyzna réwnolegla do plaszezyzny malarskiej
to obraz horyzontu (prawda?).

Gdy odrzucimy model malarski, z ktérego powstal model $rodkowy, zobaczymy
od razu, ze nie mozna odgadnaé, ktére proste, pelniace teraz obowiazki
punktow, powstaly ze zwyklych punktéw, a ktore z punktéw horyzontu.
Podobnie jest z plaszczyznami, pelniacymi tu role prostych. Zatem

plaszczyzna rzutowa jest jednorodna,

nie dzieli si¢ na lepsze i gorsze punkty czy proste, jak sugerowatby model
malarski.

7 modelu $rodkowego mozna dalej p6j$¢ dwiema drogami. Zacznijmy od drogi
algebraicznej — wprowadzmy uklad wspoélrzednych, ktérego poczatek bedzie

w $rodku modelu érodkowego. Jak tatwo zauwazy¢, kazdy z punktéw dowolnej
prostej, przechodzacej przez srodek, ma wspoélrzedne postaci A(p, ¢, ), gdzie
(p,q,r) jest dowolnie obranym, réznym od srodka punktem tej prostej, A zas
przebiega wszystkie liczby. Jest zatem naturalne, by uznaé¢ za wspélrzedne tej
prostej dana z doktadnoscia do proporcjonalnosci tréjke liczb [p, g, r]~. Te trdjki
(z wyltaczeniem tréjki samych zer) to beda punkty modelu algebraicznego.

Z kolei plaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu wspélrzednych maja
réwnania postaci ax + by + cz = 0, przy czym tréjka (a, b, ¢) tez jest dana

z doktadnoscia do proporcjonalnoéci. Nic przeto bardziej naturalnego niz
uznanie [a, b, ¢|~. za wspllrzedne plaszezyzny, czyli teraz — prostej modelu
algebraicznego. Oczywiscie, punkt [p, g, ]~ lezy na prostej [a,b, ¢].. wtedy

i tylko wtedy, gdy ap + bg + cr = 0, co nie ulega zmianie, gdy ktéras z trojek
zamienimy na proporcjonalna.

Zapomnijmy teraz o geometrii, z ktérej powstal ten model. Okazuje sie, ze
w modelu algebraicznym punkty niczym nie réznia sie od prostych — mozna je zatem
zamienia¢ i zadna réznica nie powstanie. Stad wazny moral, zwany dualnoécia:

jesli w dowolnym twierdzeniu o plaszczyznie rzutowej zamienimy miejscami
proste i punkty, to otrzymane twierdzenie tez bedzie twierdzeniem.

A teraz wr6¢émy do geometrii i rozwazmy sfere o sSrodku w srodku modelu
srodkowego. Model nazwany w artykule MDB astronomicznym sklada sie
7 tego, co powstanie, gdy jego punkty i proste (czyli proste i plaszczyzny)
przebija sfere. Punktami w tym modelu sa zatem pary antypodéw (czyli
punktéw sfery lezacych na jednej $rednicy), prostymi zas — okregi wielkie
(czyli o $rodku w $rodku sfery).

Model ten postuzy nam za material do budowy kolejnego (jak sie okaze
wazniejszego) modelu optycznego. Nazwa bierze sie stad, ze bedziemy sie
zajmowali tym, co wida¢ (model ten réwniez nie wystapil w artykule MDB).
WeZmy pod uwage model astronomiczny takiego rozmiaru, aby$my widzieli

z niego dokladnie pét sfery. Uznamy za model optyczny to, co z modelu
astronomicznego zobaczymy. Punkty modelu optycznego to zatem pojedyncze
punkty poélsfery poza jej brzegiem — tam kazdy z punktéw ma swego
(antypodycznego) brata blizniaka. Proste w tym modelu to tuki okregéw
wielkich — dokladniej: ich poléwki sklejone w swoich konicach (bo to przeciez
ten sam punkt modelu, tylko reprezentowany przez blizniaki).

Linia falista na rysunku przekonuje nas, ze

prosta nie rozcina plaszczyzny rzutowej,



D G
G D
Rys. 3

Wypér to taka sama forma grawitacji
jak ciezar, tylko skierowana w przeciwng
strone — to ona unosi na wodzie cigzsze
od niej statki, utrzymuje w powietrzu
balony. IloSciowo opisal ja Archimedes.

Oczywiscie, wszystkie nazwy modeli
plaszczyzny rzutowej sa zartem, nie sg
to terminy matematyczne.

inaczej méwiac
plaszczyzna rzutowa lezy cata po jednej stronie kazdej swojej prostej,

bo przeciez mozemy z dowolnego punktu doj$¢ do dowolnego innego,
prostej nie przecinajac.

Najwieksza zaleta modelu optycznego jest to, ze mozna go ogladac¢ z réznych
stron. Wyposazmy bowiem model astronomiczny w oske, czyli prosta zawierajaca
pewna jego $rednice, i obracajmy ten model wokol tej oski. W kazdym momencie
widzie¢ bedziemy model optyczny, ale bedzie on sie zmienial, np. inne punkty
beda wystepowaly jako bliznieta. Obejrzymy dokladniej to zjawisko, budujac
wymieniony w artykule MDB model topologiczny.

Wytnijmy w modelu optycznym dziure. Gdy bedziemy obracali ten model dokotla
oski (rys. 3), dziura przesunie si¢ najpierw do brzegu, dotknie go, zyskujac
jednopunktowy przyczolek po przeciwnej stronie, i wreszcie sprawiedliwie
yrozdzieli sie na polowy” (pisze w cudzystowie, bo przeciez nadal jest to sp6jna
dziura przypominajaca kolo).

W tym ostatnim polozeniu zbadajmy, co to takiego jest ta cze$¢ plaszczyzny
rzutowej, ktéra pozostala po usunieciu dziury. Mamy pasek, w ktérym DX G
na gérze ma by¢ sklejone z GX D na dole. Jak kazdy zauwazy (ewentualnie

po chwili namystu) — jest to wstega Mobiusa. Okazuje sie wiec, ze plaszcezyzna
rzutowa to sklejenie brzegami kota i wstegi — takie oblicze plaszczyzny rzutowej
nazywamy topologicznym. Matematyczna konsekwencja tego spostrzezenia

jest wniosek:

plaszczyzna rzutowa jest nieorientowalna.

Natomiast w artykule MDB jest na tym spostrzezeniu oparta konstrukcja
modelu krawieckiego: przyszycia do brzegu ptociennej wstegi Mobiusa brzegu
pléciennego kota. Tak otrzymany obiekt ptocienny jest jednostronny — mozna
zatem powiedzieé, ze

materialny model plaszczyzny rzutowej jest jednostronny.

Jak nietrudno sie domysli¢, odkrywca topologicznego oblicza plaszczyzny rzutowej
jest Ferdinand Mobius. Ciekawe, ze takze on odkryl, iz Archimedes — w czasach,
gdy dzialal Hannibal; wowczas o zadnej plaszczyznie rzutowej nikomu sig¢ nie $nito
— odkryt jej dziewiate oblicze, najbardziej dzi§ uzywane, zwlaszcza w geometrii
algebraicznej. W artykule MDB nazwane ono zostalo fizycznym, bo korzysta

z pojecia ciezaru i wyporu. Archimedes mianowicie stwierdzil, ze wyposazajac
ustalone trzy punkty w odpowiednie ciezary lub wypory, mozna spowodowac, by
dowolny punkt plaszczyzny, na ktorej te punkty leza, byl ich $rodkiem ciezkosci.
Mobius zaproponowal, by ten uklad ciezaréw/wyporéw nazwaé wspélrzednymi
tego punktu. Takie wspélrzedne nazywaja sie barycentrycznymi, a rachowanie

na nich okazalo sie niestychanie korzystne. Pisalem o nich w Delcie 3/2012,

wiec nie bede tu rozwodzil sie nad nimi, ale wypada przypomnie¢, co maja one
wspolnego z plaszczyzna rzutowa.

Kazdy moze z tatwoscia przekonac sie, ze gdy do jednego konca odcinka
przytozymy ciezar C', a do drugiego wypor —C, to nie bedzie istnial srodek
ciezkosci tego odcinka. Co prawda, odsuwajac sie po prostej, zawierajacej ten
odcinek, coraz dalej po stronie cigzaru bedziemy mieli do czynienia z coraz
mniejsza przewaga ciezaru nad wyporem, a przesuwajac sie coraz dalej z przeciwnej
strony — wyporu nad ciezarem, ale réwnowagi nigdzie nie osiagniemy, No, chyba
ze oddalimy si¢ nieskonczenie daleko — jak skrajem drogi na obrazie malarza
realisty. Jedli chcemy nie tylko tego, by kazdemu punktowi odpowiadal stosowny
uktad ciezaréw/wypordw, ale réwniez by kazdemu ukladowi ciezardéw/wypordw
odpowiadatl jakis punkt, musimy wzbogacié¢ plaszczyzne o dodatkowe punkty —
te same, ktére malarze nazwali po marynarsku horyzontem.

I tak wréciliémy do modelu malarskiego, ogladajac po drodze aksjomatyczna twarz
plaszczyzny rzutowej, jej twarz $rodkowa, algebraiczna, astronomiczna, optyczna,
topologiczna, krawiecks i fizyczna.
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Odkrywanie tajemnic ewolucji nie ma konca

Zycle na
Z y \AU® 32

Cho¢ nie jest to miejsce recenzji ksiazkowych, to dzi§ postanowitam sie
podzieli¢ z Czytelnikami glebokim wrazeniem, jakie wywarta na mnie niezwykla
ksiazka: wydana w Polsce w koncu 2012 roku (Prészyniski i S-ka) Nicka Lane’a
Najwieksze wynalazki ewolucyi. W 2010 roku nagrodzona zostala przez Royal
Society jako najlepsza popularyzacja roku. Lektura umozliwiajaca kilka dni
prawdziwej przyjemnosci.

Najwazniejsza chyba cecha tego autora i tego tekstu jest to, ze nie doprowadza
on nigdy do zamkniecia tematu, do stwierdzen, ze dana teza zostata
udowodniona i wyjasniona. Oprocz jednej:

ewolucja nie jest juz dawno hipoteza, jest faktem.

Czytajac, uswiadamiamy sobie, jak pasjonujace problemy podsuwa rozmys$lanie
o ewolucji. Co tez ona zrobila i jeszcze zrobi¢ moze. .. Autor z mnogosci
tematéw wyselekcjonowal wedlug niego najwazniejsze lub wnoszace najwiecej do
zrozumienia natury proceséw ewolucyjnych. A lepiej: te, dla ktorych nie zawsze
juz znamy wytlumaczenie pewne, niepodlegajace refleksji i powtérnemu
sprawdzeniu. To imponujace, jak biochemik-erudyta spokojnie przyznaje,

ze w wielu przypadkach i nauka, i on sam jeszcze wlasciwej odpowiedzi

nie znalezli. W toku opowiesci poznajemy kolejne ,,pomysty” uczonych, ich
hipotezy i procesy obalania hipotez. A tematy? Prosze bardzo, jeden ciekawszy
od drugiego: poczatki zycia, DNA, komérka eukariotyczna, fotosynteza,
rozmnazanie plciowe, ruch, wzrok, stalocieplnosé. I to, o co stale sie wszyscy
potykamy, indywidualnie najwazniejsze pytanie: Swiadomo$¢ i $mier¢,

$mier¢ i starosc.

Wzrok jest najwazniejszy w rozpoznawaniu $wiata, wazniejszy niz shuch,
wech, dotyk — nic wiec dziwnego, ze warto przesledzié¢ procesy ewolucyjne,
ktore do powstania narzadu wzroku doprowadzity. Tym bardziej ze oko,
jakakolwiek by to nie byta struktura, bylo zawsze opisywane kontrowersyjnie:
raz jako dowdd na istnienie inteligentnego” Stworcy, raz jako pokaz
niezwyklosci ewolucji. Elementy oka znajduje sie dzi$ u przedziwnych
wlascicieli. O$miornica ma oko podobne do naszego: soczewka z przodu,
siatkéwka z tylu. A poniewaz, pisze Lane, ostatni ze wspdlnych przodkéw
czlowieka i osmiornicy byt prawdopodobnie robakiem bez oczu, obie te
konstrukcje musialy powstaé niezaleznie, przy czym mozna wykazaé,

jak roznice miedzy nimi wyniknely z dostosowania obu struktur do
warunkéw zycia wladcicieli. Naga siatkowke wykryto u pewnego gatunku
krewetek zyjacych w uwazanych za idealnie czarne glebinach oceanu,

w dodatku zaopatrzona w barwnik retinal potaczony z biatkiem opsyna,

co przypomina rodopsyne z ludzkich oczu. Optimum pobudzenia rodopsyny
(retinalu) krewetek przypada na zielony zakres widma $wiatta. Tylko
uporowi badaczki fauny takich miejsc, Cindy Van Dover, zawdzieczaé
nalezy fakt, ze w tych glebinach wykryto staba poswiate w sasiedztwie
kominéw hydrotermalnych. .. zielona! Podobne ,oczy” znaleziono pdzniej

u wielu zwierzat glebinowych, czasem mialy je réwniez ich larwy. ..

W dalszym ciagu Lane, szczegbétowo i wyczerpujaco, w sposéb logiczny

i udokumentowany, snuje opowiesé¢ o ewolucji oczu. Ale uspokajam Czytelnika,
nie zamierzam tu przepisywac calej ksiazki — przytoczylam przyktad
rozpoczecia tematu, zastosowany przez autora do oméwienia kazdego

z wyzej wyliczonych tematow.

Najwieksze wynalazki to piekny przyklad opisu najwazniejszych cech nauki,
usprawiedliwienie dla tych, ktorzy sie nia fascynuja, jeden z dowoddow,

ze poznawanie rzeczywistosci nigdy si¢ nie konczy. Tak, jak celnie okreslil to,
cytowany przez Lane’a, Jakub Bronowski: Zawsze jestesmy na skraju tego co znane.
Kazda ocena w nauce ociera sie o blad i jest osobista. Nauka to nasz hold temu,
czego mozemy sie dowiedzieé, cho¢ wszyscy blgdzimy.

Magdalena FIKUS
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Mota delld

Opowiesci o podrézach w Kosmos

(...) W ciggu nastepnych dni pochlonela Pirza
matematyka. Za kazdym nowym wlgczeniem stos grzal
sie coraz bardziej, zarazem jego wydajnosé malala.
Swiadczyl o tym wzrastajgcy wolno, lecz nieublaganie
przeciek radioaktywny. Skomplikowanym rachunkiem
staral si¢ wydozowaé czasy napedu i chlodzenia, podczas
przestojow reaktora przerzucal cyrkulacje mrozgcego
plynu z burtowych ladowni w glgb rufowych, gdzie

. panowalta iscie tropikalna temperatura. To lawirowanie
miedzy sprzecznymi wielkosciami wymagato cierpliwosci
— przesiadywal przy Kalkulatorze, szukajgc metodq
prob i bledow naglepszego rozwigzania. W rezultacie
przebyli czterdziesci trzy miliony kilometrow ze
znikomym opoznieniem. Wylgczajgc reaktor, ktory
miat stygnaé az do lgdowania, Pirx odetchngl
skrycie. Jedng z osobliwo$ci dowodzenia starym
frachtowcem bylo to, Ze widywal gwiazdy daleko rzadziej
anizeli na Ziemi. Nie byl ich zresztq ciekaw — nawet
czerwonej jak miedziak tarczki Marsa; wystarczyly mu

. kursowe wykresy. (...)

Stanistaw Lem, ,Terminus”

Kt6z nie chcialby by¢é jak Pirx? Osadzona w bliskiej przysztodei (XXI,
Pirx, w przeciwienstwie do dominujacego XX 11 wiek?) opowie$é¢ w stylu retro o przygodach pilota statkéw

w Swiecie science fiction ositka, zmaga — ypjedzyplanetarnych rozwija wyobraZnie kolejnego pokolenia. Szczegélnie
si¢ przewaznie ze zwyklymi problemami

dnia codziennego: zlodliwym egzaminem, iNteresujacy jest opis technologii, z ktérej korzysta Pirx. Wielotonowe,
nudnym stazem w bazie ksigzycowe], przepastne, poruszane tradycyjng technologia odrzutows statki

niekompetentng zaloga, rozlatujagcym si¢ 1. . . .
statkiem, niedotrzymujacymi terminew  PIZyWwodzg na mysl zaglowce opisywane przez Josepha Conrada, i taki

armatorami. W trakcie kariery los daje  jest tez klimat trwajacej tygodniami miedzyplanetarnej zeglugi (obecnie
mu szans¢ otarcia si¢ o Nieznane czegsciej, . . . . . ;. . .
nizby sobie tego zapewne Zyczyl: z opresii WyStanie sondy na Marsa zajmuje 150-250 dni, w zaleznosci od polozenia
zwykle ratuje go refleks (,Test”), planet). Czy podobnie bedzie wygladal nasz swiat, w ktérym niezbedne
zdrowy rozsadek (,,Patrol”), tut szczescia . 7 . :

(,Polowanic” ), nicazablonowe mydlenie  SUTOWCE beda wydobywane z krazacych wokét Stonica asteroid, a wezasy

(,Rozprawa”), badz wszystkie powyzsze. beda spedzane na luksusowych kosmicznych liniowcach badz na Marsie?
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Voyager I niesie na swym pokladzie
przestanie do innych cywilizacji — ptyte
z nagraniami ziemskich dzwigkéw

i obrazéw (sonda nie zostala wycelowana
w kierunku konkretnej gwiazdy,

jednak najblizej jakiejs gwiazdy —

nie liczac Stofica — znajdzie si¢ za okolo
40 tys. lat, gdy bedzie w odlegtosci

1,5 roku $wietlnego od czerwonego karta
Gliese 445).

L]

Rozwigzanie zadania F 831.

Jezeli na cialo dziala sita, ktéra nie jest

réwnolegla do jego predkoéci, cialo

skreca w strone wskazywana przez zwrot

sktadowe]j sity prostopadtej do kierunku

ruchu. Jezeli rozwazany w zadaniu

Htréjkat” mialby nie byé wypukty,

bytoby to spowodowane silniejszym

przycigganiem Ksi¢zyca przez Ziemig

(sita Fzi) niz przez Storice (sila Fsk)

w punktach, dla ktérych Ksiezyc znajduje

si¢ miedzy Ziemig a Stoncem. Tymczasem

w punktach, w ktérych Ksiezyc znajduje

sie najblizej Stonca, stosunek tych sit

przyciggania wynosi
Fsik MsRZ

sk STEK 5 905,
Fzk Mz (Rzs — Rzk)?

Czynnik Rzk w mianowniku jest
zaniedbywalny w poréwnaniu z Rys,
totez wypadkowa sil dzialajacych

na Ksiezyc jest stale skierowana w strone
Stonca. Oznacza to, ze Ksiezyc stale
skreca w strone Stonca i rozwazany

w zadaniu ,tréjkat” jest zawsze wypukty.

Obecnie, praktycznie na naszych oczach, dokonuje sie ekonomiczna
rewolucja przejecia przestrzeni kosmicznej z rak panstw przez

sektor prywatnych inwestoréw. Firma SpaceX (Space Exploration
Technologies Corporation) wystala w poprzednim roku kapsute Dragon
do Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej, uzywajac wtasnej rakiety

noénej Falcon 9, a na rok 2013 zapowiada umieszczenie w przestrzeni
kosmicznej pierwszego prywatnego geostacjonarnego satelity. Kolejna
firma, Planetary Resources, oglasza swoje plany dotyczace eksploracji
przelatujacych blisko Ziemi asteroidéw; celem jest poszukiwanie

i wydobywanie cennych surowcéw. W tym samym czasie NASA przezywa
ciezkie chwile; po wycofaniu z lotéw ostatniego wystuzonego wahadtowca
Amerykanie musza korzysta¢ z pomocy Rosji w zaopatrywaniu
Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej, a budzet agencji jest z roku na rok
zmniejszany. Dodatkowo, dynamicznie rozwijajace si¢ Chiny i Indie
planuja swoje wlasne misje kosmiczne (pierwszy taikonauta osiagnal
granice Kosmosu w 2003 r.), stacje orbitalna, a nawet stacje badawcza
na Ksiezycu! Czy data wyznaczona na 2025 rok jest realistyczna, czy nie
— trudno powiedzie¢, natomiast wiele wskazuje na to, ze USA traca
pozycje lidera w kosmicznym wyscigu, a na ere powszechnych, zalogowych
lotéw kosmicznych musimy jeszcze poczekaé. Symbolicznie, w 2012 r.,

po trwajacym 35 lat locie sonda Voyager I stala si¢ pierwszym wykonanym
ludzka reka przedmiotem na granicy Ukladu Stonecznego (bardzo daleko,
a jednocze$nie bardzo blisko w kosmicznej skali odlegtosci — 5 godzin
$wietlnych). Za Voyagerem podaza probnik New Horizons, ktérego celem
jest zbadanie w 2015 r. karlowatej planety — Plutona, obiektéw z pasa
Kuipera, a p6zniej obszaréw poza Uktadem Stonecznym.

Gléwnym problemem trapigcym projektantéw miedzygwiezdnych
podrézy jest wydajne zrédto napedu. Obecnie stosuje sie kombinacje
réznych metod, spalania mieszaniny gazow lub paliwa stalego. W latach
60. 1 70., a wiec w czasie, gdy powstawaly , Opowiesci o pilocie Pirxie”,
napedem przysztoéci byla energia jadrowa. Wsrdéd proponowanych
projektéw pojazdow miedzyplanetarnych i miedzygwiezdnych wyrdznia
sie idea silnika statku kosmicznego Orion, zaproponowana przez
Stanistawa Ulama w 1946 r., a rozwijana w latach 60. przez m.in.
Freemana Dysona. Pomyst polega na serii kontrolowanych wybuchéw
jadrowych zapewniajacych odrzut. Masa takiego statku bylaby
ogromna: od kilku tysiecy ton w Uktadzie Stonecznym, do milionéw

ton w przypadku podrézy miedzy gwiazdami, kiedy to statek bytby
jednoczesnie autonomicznie funkcjonujacym miastem (przypuszczalnie
w ksztalcie obwarzanka, ktory obracajac sie wokot osi, zapewnialtby
sztuczna grawitacje; zob. takze ,,Opowiadanie Pirxa”). Nie wspominajac
juz o problemach z finansowaniem takiego projektu, rozwoj jadrowego
napedu odrzutowego zostal zahamowany przez traktat o ograniczeniu
(1963 r.) i catkowitym zakazie (1996 r.) préb z eksplozjami jadrowymi.
Inne, powstate w drugiej polowie XX w. pomysty nosity nazwy Dedalus
(termojadrowy naped w bezzalogowym prébniku, ktéry wedlug obliczen
powinien dotrze¢ do gwiazdy Barnarda, znajdujacej sie w odlegtosci

5,9 lat $wietlnych, w okoto 50 lat) i Walkyria (energia dostarczana

w procesie anihilacji antymaterii).

Energie jadrowa zamierzano wykorzysta¢ réwniez w projekcie Prometeusz
(2003-2005 r.), w ktérym reaktor jadrowy stuzylby do wytwarzania
elektrycznosci potrzebnej do zasilania silnikéw jonowych. Mini-reaktor stuzy
tu do wytwarzania pola elektrostatycznego badz elektromagnetycznego,
ktore z kolei rozpedza jony (zwykle rteci lub ksenonu), powodujac odrzut.
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[1] Classical and Quantum Gravity 11
(1994), no. 5, L73-L77.

Silnik jonowy moze dzialaé¢ dluzej niz tradycyjne silniki na paliwo

state i mimo mniejszego odrzutu moze rozpedzi¢ statek do wiekszych
predkosci. Elektrostatyczny silnik jonowy NSTAR wykorzystano

w sondzie Deep Space I, wystanej do badania asteroidy Braille’a i komety
Borrellyego, natomiast z silnikéw nastepnej generacji korzysta sonda
Dawn, badajaca planetoidy Vesta i Ceres.

Inna metoda, ktéra ma szanse sprawdzié¢ sie gtownie blisko gwiazd, jest
zagiel sloneczny. Zagiel stoneczny dziala podobnie do zwyklego zagla — sila
napedowa jest ciSnienie promieniowania oraz energetycznych czastek i gazu.
Pierwszym satelita stosujacym te technologie jest japonski zaglo-latawiec,
nazwany — nomen-omen — IKAROS (Interplanetary Kite-craft Accelerated
by Radiation Of the Sun). IKAROS przelecial w 2010 r. obok Wenus,

a obecnie zegluje po przeciwnej do Ziemi stronie Stonca.

Puszczajac wodze fantazji, mozemy zastanowié sie, co bytoby,

gdybyémy dysponowali nieskoficzonym zrédlem energii — praktycznym
ograniczeniem bylyby wtedy jedynie prawa fizyki. Wymyslony

przez Miguela Alcubierrego (1994 r.) sposéb przemieszczania sie [1],
porownywany do znanego z serialu ,,Star Trek” napedu warp, polega na
umiejetnym zakrzywianiu przestrzeni wokél statku. W teorii zakrzywienie
czasoprzestrzeni umozliwitoby podréz z predkoscia wigksza od predkosci
Swiatta! Znajdujacy sie wewnatrz czasoprzestrzennego babla statek
Hkurczy” przestrzen przed soba, a ,rozciaga” za soba, przesuwajac sie

w ten sposob w kierunku celu i nie odczuwajac w zaden sposéb ogromnych
przyspieszen (przestrzen wewnatrz babla jest ptaska). Zasilanie tego

typu statku wymaga niezwykle efektywnego zrédia energii, byé¢ moze
pochodzacej z anihilacji egzotycznej materii. Wéréd innych problemow
rozwazanych przez teoretykéw jest zabdjcze dla zatogi promieniowanie
Hawkinga, powstajace na krawedzi babla, trudnosci w sterowaniu oraz
niszczycielska dla wszystkiego wokét destrukcja po dotarciu na miejsce.

Pozostaje jednak mie¢ nadzieje, ze gdy ludzkos¢ osiagnie dostatecznie wysoki
poziom rozwoju technologicznego, upora sie z tymi wszystkimi problemami,
a wielomiesieczne podréze miedzy planetami (wielopokoleniowe miedzy
najblizszymi gwiazdami!) stana sie atrakcyjna forma wypoczynku — o walce
z nudg, brakiem grawitacji i promieniowaniem kosmicznym bedziemy wtedy
czytaé juz tylko w science fiction w stylu Lema.

Matq Delte przygotowal Michat BEJGER

Dwuwymiarowa wizualizacja skrzywionej czasoprzestrzeni napedu warp.
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Informatyczny kacik olimpijski (62): Infiltracja

Tym razem zajmiemy sie zadaniem z finaléw Akademickich Mistrzostw Swiata
w Programowaniu Zespotowym 2012, ktére odbyty si¢ w Warszawie. Zadanie
zatytutowane Infiltration zostato rozwiazane przez 31 sposréod 112 druzyn i byto
$rednim pod wzgledem trudnosci zadaniem na tych zawodach.

W zadaniu dany jest graf skierowany o n wierzchotkach (n < 75), w ktérym kazda
nieuporzadkowana para wierzchotkéw u i v (u # v) jest potaczona doktadnie
jedna krawedzia skierowana (taki graf nazywa si¢ turniejem). Mozemy wykonywaé
operacje klikniecia w wierzcholek, co powoduje zaznaczenie tego wierzchotka

oraz wszystkich wierzchotkéw, do ktérych wchodzi z niego bezposrednia krawedz.

Naszym celem jest zaznaczenie wszystkich wierzchotkéw grafu, chcemy przy tym

zminimalizowaé liczbe kliknie¢. Nalezy podacé te liczbe oraz dowolny podzbior
wierzchotkéw, ktore nalezy kliknaé, aby uzyska¢ 6w wynik. Wierzchotki moga by¢

zaznaczane wielokrotnie.

Rysunek obok przedstawia przyktadowy turniej dla n = 4. Klikniecie
w wierzchotek numer 1 powoduje zaznaczenie wierzchotkéw 1, 2 oraz 3.

Dosy¢ intrygujace w tym zadaniu wydaje si¢ choéby
ograniczenie na rozmiar danych wejsciowych. Maksymalny
rozmiar grafu n < 75 wskazuje raczej na algorytm
wielomianowy. Rzadko kiedy mamy jednak do czynienia

z algorytmami o ztozonosci O(n*) czy O(n®). Okazuje sie,
ze w tym zadaniu poszukujemy wtasnie takiego algorytmu.

Czasami, aby rozwiazaé¢ zadanie dobrze, nalezy najpierw
rozwiazaé zadanie zle. Pierwszym pomystem, ktory mogtby
sie nasunad, bytoby rozwigzanie heurystyczne. Na przyktad
takie: wybieramy wierzchotek o najwigkszym stopniu

i klikamy go, nastepnie wyrzucamy z grafu wszystkie
zaznaczone wierzcholki i analogicznie prébujemy zaznaczy¢
reszte. Rozwiazanie to moze nie zadziataé¢ (choéby

wtedy, gdy wszystkie wierzchotki majg réwny stopien).
Narysowanie kontrprzyktadu pozostawiam Czytelnikowi
(nie jest to, whrew pozorom, takie tatwe!). Pytanie, jakie
nalezaloby sobie w tym momencie zadaé¢, brzmi: jaki wynik
w najgorszym przypadku zwréci owo btedne rozwiazanie?
Odpowiedz moze byé zaskakujaca: zaledwie szesé!

Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek jest incydentny z n — 1
krawedziami. Moga by¢ one skierowane albo od niego,
albo do niego. Nie moze by¢ tak, zeby kazdy wierzcholek
miat wiekszy stopien wejsciowy niz wyjsciowy, wiec

w grafie musi istnie¢ wierzchotek o stopniu wyjsciowym
co najmniej ("T_l] To oznacza, ze w pierwszym kroku
zaznaczamy co najmniej polowe wierzchotkéw. Ponadto
po usunieciu zaznaczonych wierzchotkéw oraz krawedzi

z nimi incydentnych otrzymujemy nadal turniej, a zatem
wtlasno$é ta zachodzi nie tylko w pierwszym kroku, ale

w kazdym. Stad, jesli n = 75, to w kolejnych krokach
zostaje nam co najwyzej 37, 18, 8, 3, 1, 0 wierzchotkéw
niezaznaczonych. Czyli w najgorszym przypadku wynik dla
naszego problemu wynosi sze$¢, ponadto mamy algorytm,
ktory takie rozwiazanie znajduje.

Wystarczy zatem sprawdzié¢, czy wynik moze by¢

réwny pie¢ lub mniej. Najprostsze naiwne rozwiazanie
rozpatruje rzedu n® konfiguracji wierzcholkéw, co

dla n = 75 daje ponad 2 miliardy, czyli zdecydowanie

za duzo (zwlaszcza ze liczba przypadkéw do rozpatrzenia
w jednym pliku testowym wynosita kilkanascie). Czy
naprawde jest az tak zle? Okazuje sie, ze nie. Bardzo
tatwo zauwazy¢, ze kolejnos$¢ klikania wierzchotkow jest
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bez znaczenia. To oznacza, ze mozemy rozpatrywac
kazda nieuporzadkowang piatke wierzchotkéow tylko raz
(w poprzednim rozwiazaniu kazda taka piatke
analizowaliby$my 5! = 120 razy), a zatem realnie

do przetestowania jest niecate 20 milionéw takich piatek.

Wydawaloby sie, ze to juz koniec. 20 milionéw
operacji jest wartoscia akceptowalna. Sek w tym,

ze po uwzglednieniu czasu na klikanie i zaznaczanie
wierzchotkow, a takze sprawdzenie, czy wszystkie
wierzcholki sa juz zaznaczone (co z grubsza kosztuje
O(n)), sytuacja wyglada zupekie inaczej — nadal
przekraczamy limit czasu. Czy to oznacza, ze nalezy
wykonaé jeszcze mniej sprawdzen? Na szczescie nie,
mozemy bowiem zredukowaé czas sprawdzenia.

Zbioér krawedzi wychodzacych z kazdego wierzchotka mozna
reprezentowa¢ w postaci maski bitowej (w tym przypadku
mozna zastosowaé na przyktad tréjke liczb 32-bitowych
lub pare liczb 64-bitowych). Dla utatwienia implementacji
mozemy dla wierzchotka ¢ ustawi¢ dodatkowa jedynke

na pozycji i, wtedy maska bitowa bedzie reprezentowac
wszystkie wierzcholki, ktére zostana zaznaczone po
kliknieciu w wierzchotek i. Jesli chcemy poznaé zbidr
zaznaczonych wierzchotkow, powinnismy wzia¢ maski
bitowe wszystkich kliknietych wierzchotkéw i skorzystaé

z bitowej operacji alternatywy (or). Teraz, aby dowiedzie¢
sie, czy zaznaczyliSmy wszystkie wierzchotki, wystarczy
sprawdzi¢, czy maska bitowa zawiera same jedynki.
Zastosowanie masek bitowych pozwala zatem przyspieszyé
proces sprawdzania, czy dana piatka wierzcholtkéw jest
rozwigzaniem, o czynnik proporcjonalny do liczby bitéw
dostepnych w wybranym typie catkowitoliczbowym.

Na koniec zauwazmy, ze oszacowanie liczby konfiguracji

przez ’g—? jest bardzo pesymistyczne. W zestawie testow
nie znalazt sie ani jeden przypadek z wynikiem 6. Pozwala
to sadzié, ze podany algorytm znajdzie rozwigzanie duzo
wczesniej. Wystarczy choéby, zeby kombinacji dajacych
wynik 5 byto kilka lub zeby algorytm heurystyczny
(podany na poczatku) dat wynik 5. Proponuje Czytelnikom
przygotowanie ztosliwych testéw do tego zadania, jest to
caltkiem trudne wyzwanie.

Karol POKORSKI

student, Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Wroclawski



Splatanie kwantowe na tropie fal grawitacyjnych

O naturze pomiaru kwantowego pisaliSmy
wiecej w Delcie 8/2008.

O dokonaniach noblistéw mozna tez
przeczyta¢ w Delcie 12/2012.

Rys. 1. Schemat interferometru
optycznego.

Po stwierdzeniu, ze foton znajduje
si¢ w ramieniu a, stan fotonu bedzie
opisywany wektorem |14, 0p).

*doktorant, Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Jan KOEODYNSKI*

Nie kto inny, ale Albert Einstein okreslit kiedy$ fizyke jako nauke opierajgcg swe
teorie na pomiarach, ktorej idee dajq sie sformulowaé za pomocg matematyksi.

Ze opis ten jest trafny, pokazuje historia najwickszych odkryé naukowych

o charakterze teoretycznym, ktorym niemal zawsze towarzyszyly takze przetomy
w technikach pomiarowych uzywanych przez uczonych. Jedli jednak zastanowi¢
sie glebiej, cytat ten traci swa elegancka ogélnosé, gdy zastosowaé go do jednej

z fundamentalnych dziedzin fizyki — mechaniki kwantowej. Jak bowiem, mierzac
co$, sprawdzad teorie, ktora sama definiuje, czym wiladciwie jest pomiar?

I choé Richard Feynman 50 lat pézniej nadal twierdzil, ze tak naprawde ,nikt teorii
kwantowej nie rozumie”, dzi§ mechanika kwantowa nie jest juz podwazana, gdyz
przewiduje bardzo dokladnie wyniki wspolczesnych eksperymentéw. Co wiecej,
wykorzystujac jej subtelnosci, naukowcy probuja usprawnia¢ dotychczas juz znane
technologie pomiarowe, czesto z zupelie dobrym skutkiem. Najlepszym tego
dowodem jest nie tak dawne przyznanie Nagrody Nobla Davidowi Winelandowi

i Serge’owi Haroche’owi, ktérzy prowadzac doswiadczenia nad oddzialywaniami
pojedynczych atomow z fotonami Swiatta pokazali, ze uklady kwantowe pozwalaja
na nieosiagalng dotad precyzje pomiaru, ale pod warunkiem okielznania
nieodzownego procesu dekoherencji kwantowe;j.

Aby lepiej zrozumieé¢ niuanse kwantowej metrologii, czyli nauki dotyczacej
sposobow dokonywania pomiaréw, musimy pochyli¢ sie nad druga czescia
definicji Einsteina. Prawda jest, ze zaréwno jezyk mechaniki kwantowej jak

i jej podstawowe idee byly juz zawarte w tak zwanej interpretacji kopenhaskiej
z lat dwudziestych ubiegtego wieku. Byt to jednak opis do$é¢ wyidealizowanej
rzeczywistosci, nie uwzgledniajacy, na przyktad, nieodzownych interakcji
uktadu kwantowego z otoczeniem, ktérych efektem jest wlasnie dekoherencja.
W celu stworzenia modeli opisujacych miedzy innymi doswiadczenia Winelanda
i Haroche’a musimy odpowiednio analizowa¢ i interpretowaé rozktady
prawdopodobienstwa wyznaczane przez mechanike kwantowa. Co wiecej, musimy
odstawi¢ do lamusa intuicje oparta na klasycznej statystyce.

Pokazuje to chocby przyklad interferometru optycznego. To koncepcyjnie proste
urzadzenie wykorzystuje zjawisko interferencji fal Swietlnych i pozwala na
niezwykle dokladne wyznaczenie r6znicy dlugosci swoich ramion. Zastanéwmy
sie jednak jak bedzie ono dziatalo, gdy wpuscimy do niego pojedynczy foton.
Padajac na plytke $wiattodzielaca, foton moze z prawdopodobienstwem 1/2
znalez¢ sie w jednym z dwdch ramion interferometru, ktére oznaczymy przez
a i b. Myslac o mechanice kwantowej jako teorii opisujacej mozliwe stany
uktadu za pomoca wektoréw pewnej przestrzeni, a zdarzenia za pomoca
macierzy dzialajacych na te wektory, mozemy zinterpretowaé foton wewnatrz
interferometru jako stan
1

%) 7
ktory odpowiada superpozycji dwéch stanéw: |1,,0p), kiedy jeden
foton podaza ramieniem a, a w ramieniu b zadnego fotonu nie ma,
oraz |04, 1p) W sytuacji odwrotnej. W takim zapisie wyznaczenie,
w ktérym ramieniu znajduje sie foton, to po prostu rzutowanie |¢)) na
odpowiedni wektor, zgodnie z zasada (iq, jb|kq, lp) = 0i;0k. Na przyklad,
prawdopodobienstwo wyboru przez foton ramienia a okreslamy, rzutujac
|) na (1,,04| i obliczajac kwadrat modutu otrzymanej wielkosci:
Pa = |<1a70b|w>‘2 = %‘<1a70b|(‘1a70b> + |Oa7 1b>)|2 = %'1 + O|2 = % Zgodnie
z zalozeniami taki sam wynik otrzymalibysmy dla przypadku b, gdy odpowiednio
rzutowaliby$my na (0, 1|. Zauwazmy jednak, ze juz na poziomie matematycznym
widaé, ze przy rzutowaniu na (1,,0p| okredlilidmy, ile fotonéw znajduje sie
w ramionach a i b, czyli p, tak naprawde odpowiada prawdopodobienstwu
otrzymania wyniku pomiaru majacego wglad w oba ramiona jednoczesnie!

(|1a70b> + |Oa7 1b>)7
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Sytuacja zmienia sie diametralnie, gdy mamy dostep tylko do jednego z ramion,
na przyktad a. Nie wiemy wtedy, czy kto§ moze sprawdzil juz przed nami,

czy foton jest w ramieniu b. Jezeli z naszego pomiaru bylibySmy w stanie

w jakikolwiek spos6b wywnioskowaé, czy pomiar w drugim ramieniu miat
miejsce, to — wykonujac lub nie taki pomiar — kto§ mégltby przesyta¢ nam
informacje i to bez op6znien, co przeciez nie moze by¢ zgodne ze szczegdlna
teoria wzglednosci. W takim razie stan, ktéry moze efektywnie opisywac to,

co jest dla nas dostepne w ramieniu a, nie moze w zaden sposéb zaleze¢ od
tego, co dzieje sie¢ w ramieniu b. A skoro w naszym prostym przykladzie mamy
tylko dwie mozliwosci, opis stanu, jaki znajdziemy w ramieniu a, powinien by¢
rownowazny opisowi wynikéw rzutu symetryczna moneta, gdzie orzel méglby
odpowiadaé znalezieniu fotonu w ramieniu a, a reszka — nieznalezieniu.

Woz albo przewodz — tylko jeden sposéb opisu fotonu w interferometrze moze by¢
tym wladciwym. Dla kazdego z nich zaobserwowanie fotonu w ramieniu b wyklucza
pézniejsze znalezienie go w ramieniu a i na odwrét. Jednak tylko przy pierwszym
z opisanych podej$¢ mozemy uzyskaé interferencje wiazek biegnacych w ramionach
a i b. Taka kwantowa wersja do$wiadczenia Younga pozwala na pomiar réznicy
dtugosci ramion interferometru i udowadnia, ze foton do momentu pomiaru

w ktérymkolwiek z ramion musi by¢ w obu ramionach jednoczesnie! Z drugiej
strony, fakt, ze podgladajac tylko jedno ramie, otrzymujemy stan catkowicie
losowy, jest wlasnie przyktadem dekoherencji. Kiedy nie mozemy zmierzy¢ catego
uktadu, efektywny stan, usredniony po niedostepnych nam czesciach, zostaje
»probabilistycznie zaszumiony” i traci swoje kwantowe wtasnosci.

Zalézmy, ze ramiona interferometru nie sa takiej samej dtugosci i réznia si¢ o x/2.
W jezyku mechaniki kwantowej oznacza to, ze po przebyciu drogi wzdluz ramienia
i z powrotem tuz przed napotkaniem plytki §wiatlodzielacej sktadniki stanu, ktéry
poczatkowo mial postaé |i), réznig sie faza, stan ten wiec moze by¢ opisany jako

1 o I
|’lﬂ(l‘)> = ﬁ(ezkg |1a7 Ob> + e—zk§ |Oa7 1b>)a

gdzie k jest liczba falowa wpuszczanej do interferometru jednofotonowej
ywiazki”. Skoro foton nie jest wéwczas w stanie identycznym z wejSciowym, to
nie musi wroci¢ doktadnie tam, gdzie zostal wystany. Dokladniej, detektory
wyjsSciowe, Dy 1 Dy moga zarejestrowaé go z prawdopodobienstwami,
odpowiednio, p; = |[(+[¢(z))|> = cos? (k%) i ps = [(—[¢(2))|? = sin® (k%), gdzie
|£) = %(Ha,ob} +104,1p)) (dla 2 = 0 mamy p; =1, p; = 0). Gdy wpuszczamy
do interferometru $wiatlo laserowe, fotony zachowuja sie tak jakby kazdy

foton interferowal sam ze soba. Dlatego mozemy efektywnie traktowaé je jako
niezalezne czastki, co réwnowazne jest z wielokrotnym powtarzaniem naszego
jednofotonowego doswiadczenia. W takim razie, jezeli mamy do dyspozycji

N fotonéw, prawdopodobienstwo zarejestrowania przez pierwszy detektor

ny fotonéw dane jest rozkladem Bernoulliego: p1(nq) = (ﬁ)p’flpév_"l. Oznacza
to, ze pierwszy detektor $rednio zarejestruje n; = ZT]XZO nip1(n) = Np;
fotonéw, a drugi odpowiednio ng = Npy. Cheac wyznaczy¢ réznice x drog
przemierzanych przez fotony w ramionach interferometru, mozemy ja oszacowaé
jako x = % arccos (LNM), a nasz rezultat obarczony bedzie btedem Ax
Wynoszacym ﬁ Ten ostatni wynik mogliSmy przewidzieé¢, postugujac sie
intuicja klasycznej statystyki. Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym, jesli
powtérzymy dowolny eksperyment v razy, efektywny blad moze maleé¢ co najwyzej
jak 1/4/v, co czesto nazywane jest przez fizykéw ograniczeniem szumu $rutowego.

Mechanika kwantowa pozwala jednak na wiele wiecej, gdyz dopuszcza stany,

w ktorych fotony sa nie tylko w superpozycji ze swymi alter ego podrézujacymi
przeciwnym ramieniem, ale takze splatane miedzy soba! Ekstremalnym
przykladem takiego miedzyfotonowego splatania jest stan

1
lYNn) = _2(|1a70b>1|1a70b>2 o 1a, 00) N 4104, 15)1]04, 1p)2 . . . |04, 1) N) =

5

1

(lNaa 0b> + ‘0a>Nb>);

Sl

2
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[1] R. Demkowicz-Dobrzanski,
J. Kolodynski, Madalin Guta,
The elusive Heisenberg limit in
quantum enhanced metrology,
Nature Communications, 3:1063;
http://www.nature.com/ncomms/journal/
v3/n9/full/ncomms2067 .html.

dla ktérego zaobserwowanie dowolnego fotonu |...); w ramieniu a oznacza
rzutowanie na pierwszy skladnik w wyrazeniu na |[¢n). To z kolei ,wymusza”,
by wszystkie inne przez nas nietkniete fotony od tej pory tez poruszaly sie
ramieniem a! Poniewaz w najczeéciej uzywanych ukladach doswiadczalnych
nie jest mozliwe rozréznianie fotonéw, poprawnie powinni$my zapisaé |¢n)
jak w drugim wyrazeniu i mysleé¢ o stanie |¢n) jak o ), majac jednak

na uwadze, ze w interferometrze nie podrézuje juz pojedynczy foton, lecz ich
grupa. Z drugiej strony grupa taka zachowuje si¢ doktadnie jak pojedynczy
foton o NV razy wigkszej energii. Skutkiem tego, jezeli ramiona interferometru
nie sg rowne, przy podrézy wzdluz ramienia interferometru i z powrotem faza
akumuluje sie jak w poprzednim przypadku, ale z N-krotna sita:

() = = (€ E N, 05) + e FVE [0, M),
V2

Optymalny pomiar, jaki powinnismy wykonaé, by jak najlepiej oszacowaé zx,
nie sprowadza sie, niestety, do policzenia, jak poprzednio, $redniej liczby
fotondéw n; i no zarejestrowanych przez detektory. Niemniej, poniewaz
tym razem nie powtarzamy eksperymentu, a N-krotne nakrecanie si¢ fazy jest
réwnowazne z zamiang k — Nk, najlepsza mozliwa precyzje, jaka jestesmy
w stanie osiagnaé, mozemy wyznaczy¢, modyfikujac wzor na Ax z przykladu
jednofotonowego. Dokladniej, podstawiamy N = 1, a nastepnie podmieniamy
k na Nk, by otrzymaé¢ Ax = %%ﬁ Nie jest to Scisty dowdd, ale prowadzi
do poprawnego wniosku, ktory stal sie motorem wielu badan, w tym tych
nagrodzonych wspomniang na poczatku Nagroda Nobla. Blad w wyznaczaniu z
tym razem skaluje si¢ jak Az oc 1/N, czyli, uzywajac tej samej ilosci fotonéw,
jestesSmy w stanie osiagnaé kwadratowe polepszenie precyzji!

Spektakularnym przykladem zastosowania korelacji miedzyfotonowych

w metrologii jest wykorzystanie nieklasycznych stanéw Swiatta w detektorach
fal grawitacyjnych. Dzialanie i budowa tych detektoréow zostaly dokladniej
opisane w artykule Izabeli Kowalskiej w Delcie 10/2010. Najwigksze z nich

sg ogromnymi interferometrami optycznymi, w ktorych kazde ramie ma
dtugosé rzedu kilku kilometréow. Sa to jedne z najbardziej zaawansowanych
eksperymentéw wspodlczesnej fizyki, nad ktorymi piecze sprawuje cala rzesza
naukowcow. Dotychczas, uzywajac ,zwyczajnych” wiazek Swiatla laserowego,
udalo sie w tych monstrualnych interferometrach osiagnaé czulosé na zmiany
dhugos$ci ramienia mniejsze niz rozmiar protonu! Niestety, jest to nadal za mato
do wykrycia fali grawitacyjnej zaburzajacej czasoprzestrzen otaczajaca detektor.
Dlatego rozpoczeto prace nad zastosowaniem w tych detektorach kwantowych
stanéw Swiatla; prace te zaczely juz przynosié¢ efekty. Poniewaz moc uzywanych
laseréw jest bardzo duza: liczba fotonéw siega ok. 102 /ns, o stworzeniu

tak dziwnego stanu jak |¢n) musimy raczej zapomnieé¢. Niemniej jednak,
stanami, ktoére wykazuja splatanie miedzyfotonowe i mozna je uzyskaé¢ nawet
dla tak duzych N, sa tak zwane Sci$niete stany $wiatta. W eksperymencie
GEOG600 pozwolity one juz osiagnaé¢ niedostepna wczesniej precyzje i po raz
pierwszy pokonaé klasyczne skalowanie btedu Az o< 1/ V'N. Kluczows przeszkoda
do dalszej poprawy okazuje sie wspomniana wczesniej dekoherencja, ktéra
yzaszumia” wyniki na skutek tego, ze duza cze$¢ fotondow nie zostaje w ogole
zarejestrowana. W niedawno opublikowanym ogélnodostepnym artykule [1]
stwierdzono, ze dzialanie dekoherencji jest do$¢ okrutne i nie pozwala na
osiagniecie idealnego skalowania Az < 1/N. Z drugiej strony, wykazano,

ze eksperymenty wykorzystujace SciSniete stany $wiatla osiaggnety juz
fundamentalng granice wyznaczana przez dekoherencje. Oznacza to, ze uzycie
bardziej wyrafinowanych stanéw swiatla w takich eksperymentach jak GEO600
moze przynies¢ tylko umiarkowane skutki. Dlatego gléwnym zadaniem,

ktoére stoi przed naukowcami ulepszajacymi detektory fal grawitacyjnych,

jest ,tylko” modernizacja ukladéw w celu zmniejszenia dekoherencji. Nam
pozostaje mie¢ nadzieje, ze fale grawitacyjne nie okaza sie bardziej nieuchwytne
niz czastka Higgsa. Od teoretycznego zapostulowania tej ostatniej do jej
do$wiadczalnego odkrycia mineto ponad poét wieku, na bezposrednia obserwacje
fal grawitacyjnych czekamy juz prawie sto lat.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kwantowa chlodziarka

Do wakacji zostalo juz niewiele czasu. Skoro zima

byta w tym roku do$¢ solidna, to pewnie nalezy sie
przygotowaé na upaty. W taki czas przyjemnie mie¢ cos
chtodnego do picia. W warunkach wakacyjnych mozna
skorzystaé ze znanego w wielu miejscach o goracym

i suchym klimacie prostego wynalazku — glinianego
dzbanka na wode. Wystarczy dzbanek postawié

w przewiewnym miejscu, zeby jego zawartos$¢ stala sie,
po niedtugim czasie, przyjemnie chtodna.

Te wtasnosé porowatych dzbankéw na pewno wielokrotnie
niezaleznie odkryto przez przypadek. Zjawisko jest bardzo
proste. Porowaty material pozwala wodzie przesigkac,

a ta, parujac, ,odbiera ciepto”. Dzbanek jednoczesnie
izoluje wode od otoczenia. Wystarczy poréwnaé tablicowe
wartosci ciepta wlasciwego wody (okoto 4kJ/kg/K) oraz
jej ciepta parowania (ponad 2MJ/kg), zeby zauwazy¢,

ze odparowanie 2% wody moze obnizy¢ jej temperature

o jeden stopien.

Dwie dekady temu nigeryjski nauczyciel, Mohammed
Bah Abba, opatentowal dzialajaca na tej samej zasadzie
chtodziarke, ktéra nazwal Zeer Pot. Wykonuje si¢ ja

z dwoch dzbankéw. Mniejszy wkiada sie do wiekszego,

a przestrzen miedzy nimi wypelnia piaskiem, ktory
nasacza si¢ woda, uzupelniana mniej wiecej dwa razy
dziennie. Do mniejszego dzbanka wktada si¢ wiktuaty,
ktoére dzieki temu przechowuja sie kilka do kilkunastu
razy dhuzej. Abba najpierw rozdat kilka tysiecy takich
podwdjnych dzbankéw, a obecnie sa one sprzedawane za
réwnowartosé¢ troche ponad jednego dolara. Urzadzenie

znaczaco poprawito byt wielu spotecznosci, gtéwnie
zyjacych w nich kobiet, istotnie zmniejszajac
czasochtonno$é dystrybucji ptodéw rolnych, bedacych
gtéwnym zZrédltem utrzymania.

Kroétka kontemplacja mechanizmu chtodzenia porowatego
dzbanka z woda moze nam uswiadomi¢, ze jest to
zjawisko zachodzace na poziomie pojedynczych
czasteczek. Do stanu gazowego przechodzi ta

ze znajdujacych sie na zewnetrznej powierzchni dzbanka,
ktora zostanie wystarczajaco mocno wzbudzona dzieki
drganiom termicznym. Parujg te, ktére unosza najwiecej
energii. Dlatego te, co zostaja, uzyskuja, srednio,

nizsza temperature.

W zasadzie, jakiego by$my nie wymyslili sposobu
chtodzenia, to mozna go rozumieé¢ wtasnie w ten sposéb.
7 uktadu usuwaja si¢ najgoretsze drobiny (ewentualnie
spseudodrobiny” — fonony).

Jeden z ciekawych sposobdow chlodzenia wlasnie
doczekal sie praktycznego zastosowania, czyli
opracowania chtodziarki [1]. Chodzi o zlacze
przewodnik-izolator-nadprzewodnik (ang: NIS:
normal-insulator-superconductor). Jezeli izolator

jest wystarczajaco cienki, to najgoretsze elektrony

z przewodnika moga tunelowaé¢ do nadprzewodnika. Jest
to efekt kwantowy zwiazany z tym, ze w nadprzewodniku
elektrony poruszaja si¢ bez oporu. Przylozone do ztacza
napiecie dziala jak wiaterek owiewajacy gliniany
dzbanek. Zabiera przetunelowane elektrony, robiac
miejsce nastepnym.

Praktyczne wykorzystanie takiego ztacza wymagato,
miedzy innymi, wymy$lenia, jak fluid fononéw

w oziebianym materiale sprzac z elektronami

w przewodniku i jak odizolowaé¢ préobke od otoczenia.

W realizacji opisanej w artykule [1] udato sig¢

zbudowaé uktad, ktéry moze stuzyé do chtodzenia
makroskopowe]j wielkoéci przedmiotéw. W pracy opisano
schtodzenie miedzianego prostopadto$cianu o wymiarach
250 x 250 x 3mm?, za pomocyg 48 odpowiednio
podlaczonych ztaczy NIS o milion razy mniejszej
sumarycznej masie, od temperatury 300 mK do
temperatury 256 mK w ciagu 18 godzin.

Na tego typu chlodziarki czeka wiele zastosowan,

w ktorych tanie i skuteczne osiagniecie bardzo niskiej
temperatury jest niezbedne ze wzgledu na konieczna
precyzje pomiaru. Potencjalnymi beneficjentami moga
by¢ eksperymenty informatyki kwantowej, eksperymenty
poszukujace czastek ciemnej materii czy badajace
kosmiczne mikrofalowe promieniowanie tlta w celu
odpowiedzi na pytanie o nature ciemnej energii.

A przy okazji, jest to kolejny przyktad obserwacji efektow
kwantowych w skali makroskopowej.

Piotr ZALEWSKI

[1] P.J. Lowell, G.C. O’Neil, J.M. Underwood, J.N. Ullom,
Macroscale refrigeration by nanoscale electron transport,
Appl. Phys. Lett. 102(2013)082601.



Kacik przestrzenny (17): Punkt Fermata—Torricellego

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

D

Tym razem opowiemy o punkcie Fermata—Torricellego w czworoscianie.
Definiujemy go przez analogie do przypadku tréjkata: jest to punkt F', ktéry
minimalizuje sume odleglosci od wierzcholkéw czworoécianu. Zauwazmy jednak,
ze lamana wyznaczona przez cztery odcinki taczace punkt F' z wierzchotkami
czworoscianu wceale nie musi by¢ najkrétsza siecia odcinkow taczacych

te wierzchotki (bardzo czesto krétsza sie¢ uzyskuje sie, biorac lamana

zlozona z pieciu odcinkéw, jak na rysunku 1). Okazuje sie, ze jesli miary
wszystkich katéw tréjsciennych przy wierzchotkach czworoscianu ABCD sa
muiejsze od 7, to punkt F lezy wewnatrz tego czworo$cianu (przez miare kata
tréjsciennego rozumiemy pole powierzchni czedci sfery jednostkowej o srodku
w wierzchotku tego kata wycietej przez ten kat). Przy tym zalozeniu punkt ten
ma szereg ciekawych wlasnosci, opisanych ponize;j.

Twierdzenie. Jesli punkt I lezgcy wewngtrz czworoscianu ABCD minimalizuje
sume¢ AF + BF + CF + DF, to

a) dwusieczne kgtow plaskich AFB i CFD pokrywajq sie
(tak samo dla par kgtéw BFC i AFD oraz AFC i BFD),
b) XAFB = <CFD, <BFC = <AFD i <AFC = <BFD,
c) jesli |)W| oznacza dlugosé wektora )W, to spelniona jest zaleinosé

FAFBFCTD
|FA|  |FB| |FC| |FD| '
d) cos XAFB + cos X BFC + cos {CFA = —1.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, wprowadzmy pewien przydatny
obiekt.

Definicja. FElipsoidg obrotowg o ogniskach A i B nazywamy powierzchnie
powstala w wyniku obrotu wokot prostej AB pewnej elipsy o ogniskach A i B.

Whprost z definicji wynika nastepujaca wlasnosé: elipsoida obrotowa o ogniskach
A i B jest zbiorem wszystkich takich punktow X przestrzeni, ze AX + BX = a,
gdzie a > AB jest pewng ustalong liczbg rzeczywistg. Ponadto, jesli Y lezy
wewnatrz danej elipsoidy, to AY + BY < a, za$ je$li Y lezy na zewnatrz elipsoidy,
to AY + BY > a (latwo to udowodnié, korzystajac z nier6wnosci tréjkata).

Ponizszy fakt jest odpowiednikiem pewnej wlasnosci elipsy, opisanej np. w Delcie
2/2007 na stronie 1.

Fakt. Zalozmy, ze punkt P lezy na elipsoidzie o ogniskach A i B, za$ 7 jest
plaszezyzng styczng do tej elipsoidy w punkcie P. Niech { bedzie prostq
prostopadlg do plaszczyzny 7, przechodzqcg przez punkt P (rys. 2). Wtedy ¢ jest
dwusieczng kqta plaskiego APB.

Nietrudne uzasadnienie mozna znalez¢é analogicznie do przypadku elipsy, co
pozostawiamy Czytelnikom jako zadanie, a teraz przejdziemy do dowodu
gléwnego twierdzenia.

Dowdd twierdzenia. a) Rozwazmy elipsoide obrotowa &; o ogniskach A i B oraz
elipsoide obrotowa & o ogniskach C'i D przechodzace przez punkt F. Poniewaz
punkt F' minimalizuje sume AF + BF + CF + DF, to z wczesniejszych
obserwacji wnosimy, ze dane dwie elipsoidy nie moga mie¢ punktow wspolnych
wewnetrznych, a wiec musza by¢ styczne w punkcie F' (rys. 3). Niech 7w oznacza
wspolna plaszczyzne styczng do tych elipsoid w punkcie F', zas ¢ prosta
prostopadla do ptaszczyzny m, przechodzaca przez F'. Wowczas z przytoczonego
powyzej faktu wynika, ze prosta ta jest dwusieczng zaréwno kata plaskiego
AFB, jak i CFD. Identyczne rozumowanie przeprowadzimy dla par katéw
BFC i AFD oraz AFC i BFD.

b) Wybierzmy na pélprostych FA™, FB~, FC~ i FD~ odpowiednio takie
punkty Al, Bl, Cl i Dl, ze FA1 = FBl = FCl = FD1 =1 (I‘yS. 4) Punkt F
jest wigc srodkiem sfery opisanej na czworoscianie A; B1C1D;. Niech ponadto
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i Zadania

C

D
=

B

Teza zadania M 1385 oznacza, ze jesli
podane réwnanie diofantyczne ma
rozwiazanie, to m nie moze by¢ zbyt duze.
Do dzi$ pozostaje otwartym problemem
hipoteza Erdésa, ze to rownanie nie ma
rozwiazan (zob. réwniez zadanie M 1374,
Delta 1(464)/2013).

prosta ¢, zdefiniowana jak w czedci a), przecina odcinki A; By i C1 D1 odpowiednio
w punktach M i N. Skoro FA, = FB, i1 FCy = FDy, to M i N sa odpowiednio
$rodkami odcinkéw Ay By i C1D;. Zatem Srodek sfery opisanej na czworoscianie
A1 B1C1 D lezy na prostej laczacej $rodki odcinkéow A1 By i C1D1. W ten sam
spos6b uzasadniamy, ze lezy on na prostej taczacej srodki odcinkéw B1Cy i A1 Dy.
W takim razie musi pokrywaé sie ze srodkiem ciezkosci czworoscianu A B1Cy Dy,
a to oznacza, ze czworoScian ten jest réwnoscienny (korzystamy tu z twierdzenia
opisanego w Kaciku przestrzennym 12, w Delcie 4/2012). Stad wnioskujemy, ze

XAFB = A FBy =xC FDy = XCFD.

Analogicznie otrzymujemy pozostate réwnosci.

¢) Wykorzystujac zaleznosci

FA _sp FB g FC e FD o
F4 7 FB| U JF€l U FD|
widzimy, ze postulowang réwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
(%) FA,+FB +FC, +FD,=0.
Jesli M i N sa srodkami odcinkéow A1 By i C1 D, to
erFTﬁ):QFT/[) oraz F—C{er:ZF—N.

Na koniec zauwazmy, ze skoro F' jest srodkiem ciezkosci czworoscianu
AlBlchl; to FI@ = 7FN .

d) Wystarczy wykorzysta¢ zaleznos$¢ (x) i wlasnosci iloczynu skalarnego (np.
cos L A1 F By = F Ay o FBy). Uzupelnienie szczegdléw pozostawiamy Czytelnikom.

Michal KIEZA

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1384. Dany jest czworokat wypukly ABCD, ktérego przekatne przecinaja
sie w punkcie P. Na przekatnej AC' dane sa jeszcze punkty @ i R, dzielace ja
wraz z P na cztery réwne czesci, tzn. AP = PQ = QR = RC. Na przekatnej DB
dane sg jeszcze punkty S i T, ktore wraz z P dziela ja na cztery réwne czesci,
tzn. DP = PS = ST = T'B. Obliczy¢ stosunek pél czworokatéw STRQ i ABCD.
Rozwiazanie na str. 6

M 1385. Udowodnié, ze istnieje liczba C' o nastepujacej wlasnosci: jesli
réwnanie 1% + ... 4+ (m — 1)¥ = m* ma rozwiazanie dla pewnych liczb
naturalnych k,m > 2, to m < C - 2%,

Rozwiazanie na str. 8

M 1386. Wielomian " + a,—32" > 4+ ap_az™ 4 + ... + ap ma wspoélczynniki
rzeczywiste a,_3, ..., ag nie wszystkie réwne 0. Udowodnié¢, Ze ma on mniej niz
n pierwiastkéw rzeczywistych.

Rozwiazanie na str. 7

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 831. Ksiezyc obiega Ziemi¢ i wraz z nig obiega tez Stonce. Czy istnieja

takie odcinki orbity Ksiezyca w jego ruchu wokot Stonca, w ktérych ,trojkat”
utworzony przez huk orbity i promienie wodzace laczace jego konce ze srodkiem
Stonica nie jest figura wypukta?

Rozwiazanie na str. 13

F 832. Jakie cidnienie dziala na zawor, ktérym gwaltownie zamknieto przeplyw
wody w rurze? Przed zamknieciem zaworu woda plynela z predkoscia wu.
Rozwiazanie na str. 6
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

®

-

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

to tytul Weterana. Szczegdlowy

Zadania z matematyki nr 661, 662
Redaguje Marcin E. KUCZMA

661. Dany jest trojkat réownoboczny ABC oraz punkt D na boku BC. Punkty
E, F,G, lezace odpowiednio na bokach AB,C'A, BC, sa wyznaczone przez

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VII 2013

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
647 (WT = 1,34) i 648 (WT = 2,68)
z numeru 10/2012

Janusz Olszewski
Wojciech Nadara
Pawel Labedzki Kielce 36,92
Witold Bednarek Lodz 36,54
Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52
Krzysztof Kaminski Pabianice 33,44

Warszawa 41,89
Warszawa 39,64

Rozwigzania zadan z numeru 1/2013
Przypominamy tres¢ zadan:

653. W egzaminie testowym pytania sg ponumerowane 1,2,...,n.
Za prawidlows odpowiedz na k-te pytanie uczestnik otrzymuje

k punktéw; za bledng (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw.
Po zliczeniu wynikéw okazalo sig, ze w kazdej tréjce uczestnikow
znajduja si¢ dwaj tacy, ktérzy uzyskali rézne sumy punktéow. Jaka
jest najwigksza liczba uczestnikéw, dla ktérej taka sytuacja mogta
mieé¢ miejsce?

654. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym
2
Ly . - .
dlan=0,1,2,...;

x 1= —————
n+ etn — 1 )

wyraz poczatkowy xo jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczy¢ granice

limy, 0o NT, .

653. Wynik uzyskany przez uczestnika jest liczba postaci
+1+2+... £ n (dowolny uktad znakéw). Wszystkie takie
liczby sa jednakowej parzystosci. Zatem zbiér mozliwych
wynikéw zawiera si¢ w zbiorze
{-N,-N+2,—-N+4, ..., N—4, N -2, N},
1

gdzie N = %
Ten ostatni zbidr liczy N + 1 elementéow. Wykazemy, ze
kazdy element jest mozliwym wynikiem.

Uczestnik z przynajmniej jedna dobra odpowiedzig uzyskal
wynik Y ie;, gdzie &; = +1 i nie wszystkie &; s réwne —1.
Zamieniamy ciag (e1,...,€,) na ciag (¢1,...,¢ey) okreslony

nastepujaco:
e gdy 1 = 1, bierzemy &7 = —1, pozostale €} = ¢;;
e gdy €1 = —1, znajdujemy najmniejszy numer j, dla ktérego

gj =1 (wiec ;-1 = —1); przyjmujemy ¢;_; =1, e = —1,

pozostale ¢} = ¢;.
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warunki DE | AB, EF | CA, FG 1 BC'. Proste DE i FG przecinaja sie
w punkcie P. W jakim stosunku prosta AP dzieli odcinek BC?

662. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym

22
Tpi1=——— dlan=0,1,2,...;
ern —1
wyraz poczatkowy xg jest dowolna liczbg dodatnia. Obliczy¢ granice
2— n
lim 771( nn) .
n—00 Inn

Zadanie 662 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Jest to kontynuacja
zadania 654 (ktérego rozwiazanie widzimy ponizej).

Uczestnik z ,wektorem odpowiedzi” (1, ...,&),) ma wynik
(Z 15;) = (Z isi) — 2. Startujac od prymusa z wektorem
(1,...,1), czyli z wynikiem N, mozemy w opisany sposéb

wygenerowaé kolejno wyniki N — 2, N — 4 itd., az do —N;
tacznie N 4 1 wynikow.

Warunek zadania zada, by kazdy wynik pojawil si¢
co najwyzej dwukrotnie. Gdy pojawi si¢ dokladnie
dwukrotnie, da to szukane maksimum, réwne
20N+ 1) =n>+n+2.

654. Wszystkie wyrazy x, sa liczbami dodatnimi.

Z nieréwnosci €” > 1+ z (dla z > 0) wynika, ze ciag (z,)
jest malejacy — zatem zbiezny do granicy g > 0. Rownanie
(€™ —1)an11 = 22 daje w granicy zaleznosé (e? — 1)g = ¢,
ktora nie zachodzi dla zadnej liczby dodatniej g (w my$l tej
samej nieréwnosci). Zatem g = limz, = 0.

Zastosujemy twierdzenie Stolza. Méwi ono, ze jesli (by) jest
ciagiem rosnacym do nieskonczonosci, to
. a . an+1 — a
lim 2% = ljm At —%n
n—oo Op

n—oo bn+1 — bn

dla kazdego ciagu (a,), dla ktérego granica po prawej stronie

istnieje.

Biorac a, = 1/acn7 b, = n, mamy w mianowniku wyrazenia

po prawej stronie jedynke, a w liczniku:
1 1 en —1 1

e —1 —x,

Tmi1  Tn X2 Tn x2
Gdy n — oo (wigc x,, — 0), ten iloraz dazy do 1/2; widaé
to na przyktad z poczatkowego fragmentu rozwiniecia
potegowego e =1+ x + %xQ + o(2?) (przy « — 0). Tak wicc
lim1/(zy - n) = lim(an/bn) = 1/2, czyli limnz, = 2.



Klub 44

Termin nadsyltania rozwigzan:
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Rys. 6

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
544 (WT = 2,08) i 545 (WT = 1,24)
z numeru 10/2012

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 39,02

Tomasz Rudny Warszawa 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,13
Krzysztof Magiera Losiéw 28,34

Zadania z fizyki nr 558, 559
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

558. Jednoatomowy gaz doskonaly poddano przemianie przedstawionej

na wykresie pV (rys. 1). Kofice odcinka AB leza na tej samej izotermie,

a odpowiadajace im objetosci wynosza Vi i Va. Jaka jest cze$é¢ odcinka AB,
dla ktorej gaz pobiera cieplo w tej przemianie?

559. Cienkie szklane naczynie ma w przekroju ksztalt trapezu, a jego dno

ma ksztalt prostokata (rys. 2). Do naczynia nalano wody o wspo6lczynniku
zalamania n = 1,33. Jaka warto$¢ musi mieé¢ kat o miedzy podstawa a $cianka
naczynia, aby przez boczna $cianke nie byto wida¢ monety umieszczone;j

pod dnem naczynia?

Rozwigzania zadan z numeru 1/2013

Przypominamy tresé zadan:

550. Cienki arkusz papieru przyci$niety jest do stolu jednorodnym pretem o masie m. Goérny koniec
preta jest zamocowany przegubowo. Kat miedzy pretem i kartka wynosi a (rys. 3), wspdtczynnik
tarcia migdzy nimi wynosi p. Migdzy kartka a stolem tarcia nie ma. Jaka minimalng, poziomg sil¢
trzeba przytozy¢ do kartki, aby wyciagnac¢ ja spod preta?

551. Cewke o indukcyjnoéci L doltaczono do gérnych koncéw dwéch réwnoleglych szyn
przewodzgcych ustawionych pionowo. Odstep migdzy szynami jest réwny [. Jednorodne pole
magnetyczne o indukcji B ma kierunek poziomy i jest prostopadle do plaszczyzny szyn. Poziomy,
przewodzacy pret o masie m moze porusza¢ sie w polu magnetycznym wzdluz szyn w ten sposoéb, ze
stale si¢ z nimi styka. Opér i samoindukcj¢ przewodnikéw oraz tarcie preta o szyny zaniedbujemy.
Znalezé zalezno$é polozenia preta od czasu z(t) (rys. 4). Predkosé poczatkowa preta jest réwna zeru.

550. Kartke uda sie wyciagnaé, gdy przytozona sita F' przekroczy maksymalna
wartosé tarcia statycznego miedzy pretem i kartka: F' > Thax = uFn, gdzie Fiy jest
sitg nacisku preta na kartke, rowng co do wartodci sile reakcji F'r kartki na pret.
Rozwazmy sytuacje graniczna, gdy sita tarcia osiagneta maksymalna wartosc,
a ukltad pozostaje jeszcze w réwnowadze. Oznacza to, ze wszystkie sily dzialajace
na pret rownowaza sie, a wypadkowy moment tych sit wzgledem dowolnego punktu
wynosi 0. Warunek réwnowagi momentéw sit wzgledem punktu A (rys. 5) ma postaé
mg% cos @ = Tmax!sina + Frlcos a, gdzie | jest dtugoscia preta. Uwzgledniajac, ze
Fr = Tmax/ 1, otrzymujemy
£mg cos
cosa + psina’

551. Gdy pret zaczyna opadaé¢ pod wpltywem sity cigzkosci, miedzy punktami styku
z szynami powstaje sita elektromotoryczna indukeji € = Bvgl, gdzie v, = Ax/At
jest szybkoscig zmian potozenia preta. Prad indukeyjny plynie w takim kierunku,
zeby przeciwdziala¢ zmianom strumienia pola magnetycznego, ktore go wywotuja,
czyli sita elektrodynamiczna dziatajaca na pret ma zwrot przeciwny do sity ciezkodci.
Roéwnanie ruchu preta ma wiec postaé ma, = mg — BIl, gdzie I jest natezeniem pradu
w obwodzie. Mozemy tez napisaé¢ drugie prawo Kirchhoffa dla obwodu zawierajacego
pret i cewke: Bvyl = LAI/t. Uwzgledniajac warunki poczatkowe z(0) = 0 oraz
I(0) = 0, otrzymujemy Bzl = LI. Wstawiajac otrzymane stad wyrazenie na natezenie
pradu do réwnania ruchu, mozemy zapisaé je w postaci
BP? mgL
Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego. Pret drga wokél potozenia réwnowagi,
ktorego wspoélrzedna wynosi
mgL
o = BTIZ
Sita elektrodynamiczna w tym potozeniu rownowazy site ciezkosci. Zalezno$é
potozenia preta od czasu dana jest wzorem x = xo + Asin(wt + ¢), gdzie
czestosé drgan jest réwna w = Bl/v/mL. Zalezno$é predkosci od czasu ma postaé
vz = Aw cos(wt + ¢). Amplitude drgan A i faze poczatkowa ¢ mozemy wyznaczy¢
z warunkéw poczatkowych: 2(0) = zo + Asinp = 0 oraz v;(0) = Awcosy = 0.
Uwzgledniajac, ze A > 0, otrzymujemy ¢ = —7/2 oraz A = z¢. Ostatecznie
zaleznosé polozenia preta od czasu ma postaé (rys. 6)
mgL

T= oo (1 — coswt).
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Fot. 1 (2rédlo: NASA)

Fot. 2 (zrédlo: NASA)

Prosto z nieba: Pocztéwki z Saturna

Podczas gdy uwaga wielu skupiona jest na sukcesach w poszukiwaniu
pozastonecznych uktadéw planetarnych, w szczegdlnosci planet podobnych do Ziemi,
badania prowadzone w starym dobrym Uktadzie Stonecznym dostarczaja wcigz
nowych, inspirujacych danych. Nie mamy tu na mysli podboju Marsa: znacznie
dalej od Ziemi niz tazik Curiosity znajduje si¢ misja satelitarna Cassini—-Huygens.
Wystany w kierunku Saturna teleskop dostarczyl w ciagu ostatnich 15 lat mnéstwo
wysokiej rozdzielczosci zdje¢ Jowisza, pierscieni Saturna i jego ksiezycow. Sonda
zostalta wykorzystana takze do testow ogélnej teorii wzglednosci (badania krzywizny
przestrzeni w Uktadzie Stonecznym) oraz zrzucenia w 2004 r. ladownika Huygens na
powierzchnie najwiekszego ksiezyca uktadu, Tytana. Niedawne obserwacje ukazuja
nieczesty widok: zacieniong strone planety (fot. 1), oraz detale powierzchni Tytana,
na ktérym odkryto sie¢ rzek (zamiast wody plynie w nich najprawdopodobniej
mieszanina etanu i metanu). Jednym z bardziej dziwacznych odkryé w uktadzie
Saturna jest znajdujacy sie na potnocnym biegunie planety regularny szesciokat
(fot. 2), formacja chmur o rozmiarach okoto 25 tys. km. Tajemniczy obiekt byt

po raz pierwszy obserwowany przez probnik Voyager w 1979 r.; Cassini mial okazje
zbadac¢ go nieco doktadniej, wykonujac dtuzsze i technicznie doskonalsze obserwacje.
Wiry atmosferyczne w okolicy bieguna nie sa czyms wyjatkowym — obserwuje si¢ je
w atmosferze Tytana, a takze na Ziemi. Predko$é chmur w poblizu szesciokata
szacuje sie na 500 km/h. Ksztalt wiru nie zmienil sie od co najmniej 30 lat —
podobnym dlugoskalowym zjawiskiem atmosferycznym jest Wielka Czerwona Plama
na Jowiszu, obserwowana od co najmniej 200 lat (dla poréwnania, skala czasowa
zmienno$ci pogody na Ziemi to okres mniej wiecej miesigca). Teoretycy ttumacza
obecnosé szedciokata w atmosferze Saturna powstawaniem znanej z hydrodynamiki
fali Rossby’ego (struktura tworzona jest przez warstwy gazu przekazujace sobie
poprzez tarcie moment pedu, a sitg przywracajaca polozenie rownowagi jest sita
Coriolisa zmieniajaca sie z dtugoscia geograficzna). Ostateczne wyjasnienie tej
tajemnicy dostarczy z pewnoscig interesujacych informacji o sktebionych odmetach
gazowego giganta. Michat BEJGER
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T = eksperymentalnie, obserwujac w pdéznych godzinach wieczornych
. L wschod Trojkata Letniego, ztozonego z Deneba, Wegi
L i Altaira, jasnych gwiazd nalezacych do gwiazdozbioréw
. ot Labedzia, Lutni i Orta. O wiele mniej majestatyczny,
1" . w0 aprzez to tatwy do przegapienia, jest wcisnigty pomigdzy
PO wspomnianych wyzej ,celebrytéw nocnego nieba” niewielki

o

gwiazdozbior Strzaty (tac. Sagitta). Strzate tworza niezbyt jasne
gwiazdy znajdujace si¢ na tle dysku Galaktyki. Najjasniejsza

z nich to v Sagittee (3,50™), wyznaczajaca wraz z 1) grot strzaly
wystrzelonej przez Herkulesa w kierunku Orta zmierzajacego

do przykutego do skaty Prometeusza. Gwiazdy te sg zwiazane

z gromada Hiady znajdujaca sie w Byku: majg podobna

2

do niej predkosc i kierunek ruchu w Galaktyce. Pomiedzy

19"
Jasnog¢ (wielkos¢ gwiazdowa): < mgavia planetama v in a lotky Strzaly, tworzona przez «, 5 i § Sagittee, znajduje
@00:0203::5.5.6 o ﬁfigiﬂifﬁfﬁa sie takze gromada kulista M71 o jasnosci 8,3", kt6érg mozna

Gwiazdozbiér Strzaly. Mapa nieba

we wspolirzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielkosciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

©  gwiaxda zmienna

zaobserwowaé przez amatorski teleskop lub lornetke.

Maj zacznie si¢ deszczem 1 Akwaryd (maksimum 5-6 V, okoto 10 zjawisk/h),

w ktorych zaobserwowaniu nie bedzie, miejmy nadzieje, zanadto przeszkadzaé
zanikajacy w trzeciej kwadrze Ksigzyc (néw 10 V, pelnia 25 V). W czasie nowiu
nastapi obraczkowe zaé¢mienie Storica, widoczne na pétkuli potudniowej (Australia,
Ocean Spokojny). 28 V tuz przed zachodem Storica spotkanie miesigca: koniunkcja
Jowisza (—1,77™) i Wenus (—3,80™) w gwiazdozbiorze Byka. Planety znajda sie

w odlegtosci mniejszej niz 1°, a w ich poblizu pojawi sie¢ takze Merkury (—0,53™). Mars
przebywa obecnie w gwiazdozbiorze Barana i, wschodzac wraz ze Stoncem, nie stanowi
wdziecznego obiektu do obserwacji, w przeciwienstwie do Saturna (0,89™), ktéry

w maju bedzie widoczny przez cala noc na granicy gwiazdozbiorow Wagi i Panny.

M. B.
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Punkt S nazywa si¢ Srodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S*.

Dowody opisanych wlasnosci znalezé
mozna np. w ksigzce Co to jest

matematyka R. Couranta i H. Robbinsa.

W krzywym zwierciadle  Joanna JASZUNSKA

Inwersja to przeksztalcenie geometryczne, okreslane czasem jako symetria
wzgledem okregu. Obrazem punktu A (réznego od S) w inwersji wzgledem okregu
I' = O(S,r) jest taki punkt A* na pélprostej SA~, ze SA - SA* = r2. Zauwazmy, ze:
— obrazem punktu A* jest punkt A,

— jesli punkt A lezy na okregu I, to A* = A,

— obraz figury zawartej w pewnym kacie XSY tez jest wewnatrz tego kata,

— obrazem prostej przechodzacej przez punkt S jest ta sama prosta.

Ogdlniej okazuje sig, ze inwersja zachowuje okregi i proste. Konkretnie (rys. 1):

— obrazem okregu przechodzacego przez punkt S jest prosta nieprzechodzaca
przez S (i na odwrét),
— obrazem okregu nieprzechodzacego przez S jest okrag nieprzechodzacy przez S.

Rys. 1. Niektére pary figur i ich obrazéw w inwersji wzgledem szarego okrggu; na pierwszym i ostatnim rysunku — prosta i okrag staly.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Zadanie 2 pochodzi z XLVIII Olimpiady
Matematycznej.

Inwersja to przydatne narzedzie geometryczne. Czasem do rozwiazania zadania
wystarczy przeksztalci¢ jedynie malty fragment obrazka. Zazwyczaj jednak warto
zastosowac inwersje do catego rysunku, otrzymujac nowy, na ogét kompletnie inny
rysunek, na ktérym czesto latwiej dostrzec rozwiagzanie. Oto kilka przyktadow.

1. Wyznacz obraz kwadratu opisanego na okregu w inwersji wzgledem tego okregu.

2. Okrag o srodku w punkcie S i wpisany w czworokat wypukly ABC'D jest styczny
do bokéw AB, BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Proste KL i M N
przecinaja sie w punkcie T'. Wykaz, ze proste BD i ST sa prostopadte.

3. Dane sa dwa prostopadle balwanki o wspélnej szyi, jak na rysunku 3. Wykaz,
ze kolorowe punkty leza na jednym okregu.

4. Kazdy z roztacznych okregbéw I i I3 jest styczny zewnetrznie do kazdego
z roztacznych okregéw I 1 I'y. Wykaz, ze punkty stycznosci leza na jednym okregu.

5. W czworokacie wypuklym ABCD okregi wpisane w tréjkaty ABC i ACD sa
styczne. Wykaz, ze ich punkty stycznosci z bokami czworokata leza na jednym
okregu.

Rozwigzania i wskazowki
Wskazéwka 1. Bok AB kwadratu to cze$¢ prostej AB, zawarta w kacie ASB.

R2. Obrazem prostej M N w inwersji wzgledem danego okregu jest okrag
przechodzacy przez srodek inwersji S i przez state punkty M i N (rys. 2). Lezy
na nim tez punkt 7%, bo punkt 7" lezy na prostej M N. Srednica tego okregu jest
S D, poniewaz katy SMD i SN D sg proste, stad takze <x.ST*D = 90°.

Analogicznie < ST*B = 90°, wiec BD 1 ST*. 7 definicji inwersji punkty S, 7%, T
sa wspoltliniowe, co konczy dowdd. O

R3. Rozwazmy inwersje wzgledem dowolnego okregu o srodku w punkcie .S,
przy oznaczeniach jak na rysunku 3. Proste k i [ sa stale przy tej inwersji.
Obrazem kazdego z okregéw, przechodzacego przez srodek inwersji, jest prosta
réwnolegla odpowiednio do k* lub I* (okrag styczny do prostej k lub [ miesci

sie w polplaszczyznie przez nia wyznaczonej, wiec jego obraz tez, rys. 4). Zatem
obrazami kolorowych punktéow sa wierzcholtki prostokata. Leza one na okregu
nieprzechodzacym przez $rodek inwersji (bo $rodek ten jest wewnatrz prostokata),
wiec takze przed inwersja kolorowe punkty leza na jednym okregu. O

Wskazowka 4. Warto rozwazy¢ inwersje o srodku w jednym z punktéw stycznosci
i dowies¢, ze obrazy pozostalych trzech punktéw sa wowczas wspolliniowe.

Wskazéwka 5. Warto rozwazy¢ inwersje o sSrodku w punkcie stycznoéci okregdw.
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