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Czy matematyk pracuje, czy sie bawi?
Zawdd matematyka ma wiele zalet.

Homo oeconomicus za gtéwna z nich uwaza tanio$¢. Faktycznie, obiekty
badan matematykdéw nie sa z tego Swiata, nie mozna zatem kupié

ich ani w specjalistycznej hurtowni, ani w supermarkecie, ani nawet

w osiedlowym sklepiku.

Homo oecologicus jako gtéwna zalete wymieni fakt, iz matematyczne
obiekty nie podlegaja cywilizacyjnym zanieczyszczeniom i wynikajacym
z nich deformacjom.

Homo logisticus wskaze obywanie si¢ bez laboratoriéw, a nawet wlasciwie
bez odpowiednich pomieszczen. Matematyke istotnie mozna uprawiaé wszedzie.

Homo libertinus wskaze niezalezno$¢ matematyki od ideologii i polityki.

Sa wreszcie i tacy, ktorzy sa przekonani, iz my$l matematyczna buja
w nieosiagalnych dla niematematykéw przestworzach i tym sposobem jest
bardziej niezalezna niz jakakolwiek inna mysl.

Wiszystko to pewnie prawda, ale moje obserwacje kolegéw matematykow
kazalyby mi wymieni¢ dwie inne, wyrdzniajace ten zawdd zalety. Pierwsza

z nich to nieprawdopodobna wrecz obfito$¢ problematyki — nie sposéb wymienié¢
sytuacje, ktora nie mogtaby stac sie inspiracja do podjecia matematycznego
dociekania. Druga za$ to fakt, ze matematyk pracujac, bawi sie, ze praktycznie
kazda forma zabawy moze postuzyé¢ jako alegoria matematycznych dociekan.

Ostatnio miatem okazje zaobserwowaé to w niemal czystej formie. Jeden

z moich kolegéw — nazwijmy go Jurkiem — szperal po artykutach w réznych
czasopismach, poszukujac przyktadu zaleznosci, ktéra miata upogladowié
prezentacje jego aktualnych prac. I tak trafil na artykut Junpei Sekino
n-Ellipses and the minimum distance sum problem w American Mathematical
Monthly, Vol. 106, No. 3 (1999), 193-202.

Niezaleznie od powodu napisania wymienionego artykutu, mozemy w nim
znalez¢ definicje n-elipsy jako zbioru punktéw, ktorych suma odleglosci

od danych n punktéw jest stata. Gdy jako punkty wezmiemy wierzchotki
n-kata foremnego, a sumie odlegtosci kazemy by¢ réwna odleglosci jednego

z nich od pozostalych, to powstanie wlasnie figura, ktérej wlasnosci byty
potrzebne Jurkowi. W szczegélnosci cheial wiedzieé, czy krzywa ta jest gladka,
czy tez moze ma dziobki. Oczywiscie, dziobki moglyby sie pojawi¢ tylko

w wierzcholkach n-kata. Ale jak stwierdzi¢, czy sa?

? Kiedy zapoznal mnie ze swoim problemem, postanowilem to sprawdzié
w najprostszej sytuacji, czyli dla tréjkata. A Ze nie mialem sensownego
1 pomystu, wiec zaczalem liczy¢, co okazalo sie do tego stopnia meczace, ze te
droge poszukiwania odpowiedzi uznalem za glupia. Powiedziatem tez o tym
y 0 ‘ ] przy jakiejs$ okazji koledze — nazwijmy go Zbyszkiem. Ten uznal, ze moje
' trudnosci to jeszcze jeden przyklad na to, jak jestem zacofany, i wpuscit
] A 4 rzecz do Mathematiki, ktora stwierdzila, ze krzywa jest gltadka. Ale to mu
Dl nie odpowiadalto, wigc poszukat btedu w swoim wpuszczaniu, znalazt go,
L poprawil i wtedy Mathematica powiedziala (i pokazala — patrz rysunek),
ze dziobki sa.
-2 -1 0 1 2
* No i wtedy zawstydzil sie, ze zabral sie do geometrii z komputerem — to
Poziomice funkcji tak, jakby z nozem do ryby. Wiec rozwiazal problem dla tréjkata metodami
\/m n klasycznej geometrii, ale tak go to rozochocilto, ze odkryl, o co tak naprawde

. > w tym problemie chodzi, i rozwiagzal go klasycznie dla dowolnego n, co jest
+ \/ (w + %) + (y _ _) + przedstawione na nastepnych stronach.

W moim przekonaniu dowodzi to niezbicie tego, od czego zaczalem ten tekst.

+\/(m+%)2+('y+§>2—2\/§. Marek
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Rozwigzanie zadania M 1400.
Przypusémy przeciwnie, ze po pewnej
liczbie krokéw zmazaliSmy wszystkie

liczby. Powiedzmy, ze w ostatnim kroku
wybrali$émy liczbe l. Skoro zostala ona

zmazana, to [ |p + I, czyli réwniez [ | p,

azatem [ =1 lub [ = p.

Wykazemy najpierw, ze musieliSmy
wykonaé¢ co najmniej trzy kroki.
Jest jasne, ze wykonalidmy wiegcej
niz jeden. Przypusémy wiec,

ze po dwoch krokach wszystkie
liczby zostaly zmazane. Niech

k il beda odpowiednio liczbami
wybranymi w pierwszym i drugim Ajs
kroku. Poniewaz liczba 1 znikneta

z tablicy po pierwszym kroku,

wiec | = p, co oznacza, ze

po pierwszym kroku na tablicy
byly wytacznie liczby 2 i p lub
tylko p. Poniewaz 2 < p —1 < p,
wiec p — 1 zmazaliSmy w pierwszym
kroku, a zatem p — 1|p + k.
Natomiast z nieréwnosci
p—1<p+k<3(p—1) wynika, ze
p+k=2(p—1),czylik=p— 2.
Ale p — 2 tez musialo zostac
zmazane w pierwszym kroku, wigc
p—2]|2(p — 1), co jest niemozliwe.
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Zalézmy teraz, ze w przedostatnim
kroku (ktéry nie jest jednoczesnie
pierwszym) wybrali$my liczbe m.

Ta liczba nie zostala zmazana w tym
kroku, gdyz m | m + p oznacza, ze m = 1
lub m = p, ale 1 zniknela w pierwszym
kroku, a p musi by¢ wybrane w ostatnim.
Zatem m zmazujemy w ostatnim kroku,
czyli m | 2p, wiec m = 2. Wobec tego

w przedostatnim kroku moglismy
wymazadé tylko dzielniki liczby p + 2.

Ale ta liczba jest pierwsza, wiec

nie wymazaliSmy nic, co daje sprzeczno$c.

Rys. 1

Rys. 3

Zadanie — przypadek ogdélny. Wykazaé, ze jesli A; ... A, jest n-katem
foremnym, to krzywa plaska K, sktadajaca sie z punktéw X, spelniajacych
warunek

[ XA+ | XA+ ...+ | XA, = |[A1 A1 + A1 Az + ...+ |A1 AL,
ma ostrza w wierzchotkach A; wielokata.

Rozwiazanie rozpoczniemy od dowodu nastepujacej obserwacji.

Stwierdzenie. Krzywa K jest zawarta w 2n-kacie foremnym A, By ... A, B,.

By

A4 AS A4

By B3

Bs
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Bg By
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B By

Rys. 2

Dowdéd. Poniewaz symetrie wielokata A; ... A, przeprowadzaja krzywa K
na siebie, wystarczy udowodnié, ze kazdy punkt krzywej K, lezacy w kacie
A10By, jest punktem trojkata A;OB;.

W tym celu rozwazmy dwusieczna d kata Az A;Ay,:
d By

Ay A

By Bg
B3
As

Aﬁ A3
By

Bg By

A1 A2

Al A2

By By

Rys. 4
Gdy n jest nieparzyste, jest to prosta A;A(,43)/2; gdy n jest parzyste,
dwusieczng jest prosta Ay B(,42)/2-

Wykazemy, ze d | A1By. W tym celu zauwazmy, ze < A3A; Ay =
LAz A1 By = g, jako katy wpisane oparte odpowiednio na % lub % czesci

I oraz
n

okregu opisanego. W podobny sposob ustalamy, ze < A3A; A, = (nfnzs)ﬁ.
Wobec tego kat, jaki tworzy prosta d z prosta A; By, jest réwny
1 n—3)r w s T
SLA3 AL Ap + L A3 A1 As + S A2 A1 By = ( ) + o =2
2 2n n 2n 2



d Zauwazmy, ze prosta d jest tez dwusieczng kazdego z katow Asq ;A1 A, —;, dla
i=0,1,...,|(n —4)/2], gdyz kazdy z tych katéw powstaje z kata A3A; A, przez
odjecie po obu stronach dwusiecznej tej samej wielokrotnosci kata o mierze 7.
Rozwazmy jeden z tych katéw oraz pewien punkt X, ktory nalezy do kata
A, 1 A10By, ale lezy poza trojkatem A;OB; (rys. 5).
Wykazemy, ze | X Ap_i| + | X Asri| > |A1An—i| + |41 4344]. W tym celu odbijemy
punkt A, _; symetrycznie wzgledem prostej A; By (rys. 6).
\ 7 tego, ze d jest dwusieczng kata Asy ;A1 A,—; oraz d L A; By, wynika, ze
A1 punkty A/ ., Ay, As;; sa wspolliniowe. Mamy zatem dla 0 < i < [(n —4)/2]
=
\/ (%) [ X Ap—i| + [ X Aspi] > [ XA | + X Aspi] > A, 1 Aspa] =
X = |A1An—i| + A1 Azl

Rys. 5 Gdy n jest liczba parzysta, kazdy z wierzchotkéw As, ..., A, wystepuje
w dokladnie jednej z powyzszych nieréwnosci (x). Mamy zatem

| XA |+ | XAz +...+|XA,| =

(n—4)/2
= [XAi| + XAzl + D [ XApsi| + | X Aspi| >
=0
(n—4)/2
> XA+ XA+ D [ArAni| + A1 Az >
1=0
(n—4)/2 n
> [Aide[+ D [ArAp] + [A Azl =) A4yl
=0 j=2

Gdy n jest liczba nieparzysta, w nieréwnosciach (x) wystepuja wszystkie
wierzchotki As, ..., A, z wyjatkiem A, 3)/2, ktory wtedy lezy na prostej d
(rys. 7).
Jesli @ jest punktem przecigcia odcinkéw X A, 4 3y/2 oraz Ay Bi, to mamy

| X Amisy el 2 [QAm13) 2] = [A1Amys) /2],
gdyz tréojkat QA1 A(,43)/2 jest prostokatny. Wynika stad
| XA |+ [ XAz + ...+ | XA, =

(n—5)/2
= |X AL+ | X Ao| + | X Anrayel + D 1 X Ansi| + X Asy] >
1=0
(n—5)/2 n
> XA+ [ X Ao| + [ A1 Ay ol + D JATAnsi] + A1 Az > Y [A1 4.
i=0 j=2

W kazdym wiec przypadku punkt X nie nalezy do krzywej K, co konczy
dowdéd stwierdzenia.

Latwo teraz wykazaé, ze krzywa K nie jest gladka w punktach A;, to znaczy
nie ma w tych punktach stycznej. Ze wzgledu na niezmienniczo$é K na obroty
wielokata wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla jednego z wierzchotkow,

np. dla A; (rys. 8).

Rys. 7

Oczywiscie, A; € K. Zauwazmy, ze punkty krzywej K, lezace w poblizu punktu Ay,
sg zawarte w kacie By A1 B,,. Gdyby prosta ¢ byta styczna do krzywej K w punkcie Ay,
to z niezmienniczoéci K ze wzgledu na symetrie w prostej OA; wynikaloby, ze

£ 1 OA;. Ale wtedy, z definicji stycznej jako granicy siecznych wynika, ze istnieje
taki ciag punktéw X; € K, ze katy, jakie tworza wektory X; A, z prosta £, daza
do zera, czyli $OA; X; — 5. Tymczasem mamy zawsze

FOA, X; < XOA B = SOA Ay + X Ay A By =

_1 27r+7r_7r T
o\ ) Ty T 2 o

sprzeczno$¢, ktora konczy rozwiazanie zadania.

Rys. 8 Udzial wzieli Marek KORDOS, Zbigniew MARCINIAK, Jerzy TYSZKIEWICZ




Szanowny Czytelniku, okazuje si¢, ze obok zwyktego $wiata, znanego
wszystkim nam od dziecka, istnieje tez Swiat alternatywny, w ktérym jest
zanurzone studiowanie i ogdt pracy wielu polskich uczelni. Co wigcej, $wiat ten
pozwala na teleportacje do analogicznych §wiatow stowarzyszonych z uczelniami

innych krajéw. Ten alternatywny swiat to USOS.

Wiemy, ze USOS dla wielu jest rownie egzotyczny jak tolkienowskie krainy

i, podobnie jak one, tajemniczy i grozny. Dlatego czesto nie chca o niego pytad,
zaréwno by nie ujawni¢ swojej niewiedzy, jak by nie dowiedzie¢ si¢ o swoich
wzgledem niego powinno$ciach, wreszcie by nie wpas¢ w kompleksy, gdy
odpowiedz okaze si¢ niezrozumialta.

7 tego powodu poprosilismy Tworcéw USOS-a o reportaze ze stworzonego przez
nich $wiata. I — aby tak nas, jak naszych Czytelnikéw nie wpedzaé¢ w kompleksy
— zasugerowaliSmy, by owe reportaze byly ucharakteryzowane na listy do
mlodego badacza, na poczatku cyklu — kandydata na studia.

Spodziewamy sie jedenastu listow — oto pierwszy z nich, poprzedzony stosowna

preambula.

Ze swiata USOS

Pewno nie wiesz, co to USOS. Dokladniej pewno jeszcze
nie wiesz, co to USOS, bo jesli planujesz studia na polskiej
uczelni, to z duzym prawdopodobieristwem (rzedu 2/5,

o ile to bedzie uczelnia publiczna) poznasz USOS,

a — co moze wazniejsze — USOS pozna Cliebie it umoZliwi Ci
surfowanie po uczelnianym swiecie wirtualnym. No dobrze,
USOS to nickname (czyli ksywka) Uniwersyteckiego
Systemu Obstugi Studiow — systemu informatycznego,
ktory wspiera studentow, nauczycieli akademickich

1 uczelniang administracje we wszystkim, co sie wigze

z dydaktykq, od drukowania elektronicznych legitymacyi
studenckich, po rejestracje na zajecia, pelnienie

roli elektronicznego indeksu, archiwizowanie prac
dyplomowych 1 wydawanie dyplomow ukonczenia studiow.
USOS to zlozony twdr, o rozbudowanej, rozproszonej
architekturze, zaawansowanych mechanizmach
komunikacji 1 synchronizacji danych, napisany w roznych
technologiach, implementujocy wiele ciekawych

Redakcja

algorytmow, skalowalny, bedgcy bogatym Zrodlem danych
nie tylko dla uczelnianej administracyi, lecz takze

dla statystykow, socjologow, psychologow czy specow

od zarzgdzania. O takich systemach mowi sie czasem,

ze stanowiq zintegrowang platforme informatyczng

— zintegrowang (gdyz potrafig sie ze sobg porozumied

i wymieni¢ dane) z innymi systemami informatycznymi,
ktore wspierajqg funkcjonowanie uczelni wyzszej.

USOS powstaje na Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, rekoma
pracownikow i studentow, informatykow i matematykow.
My — tworcy USOS — checemy Wam zdradzi¢ troche
sekretow kuchni. W kolejnych odcinkach opowiemy

o tym, co, naszym zdaniem, w USOS-ie jest ciekawe,
ambitne, co stanowi prawdziwe wyzwanie i dzieki czemu
praca przy nim jest takq frajdg.

Zapraszamy do Swiata USOS.
Janina MINCER-DASZKIEWICZ z zespoltem

Czes¢ 1 — Skad USOS mnie zna i jakie sg moje prawa,
czyli o zarzagdzaniu tozsamoScia

Zalozmy, ze dales sie przekona¢ do studiowania

na Uniwersytecie Warszawskim, na Wydziale
Matematyki, Informatyki i Mechaniki (badZ dowolnym
innym wydziale dowolnej innej z USOS-owych uczelni).

Dziewczyny tez u nas studiuja, a jakze, ale na potrzeby przyktadu
zalézmy, ze mowa o studencie plci meskiej.

Zaktadasz sobie konto w systemie Internetowej
Rekrutacji Kandydatow (o wdzigcznej nazwie IRKa,
http://irk.uw.edu.pl), podajac swéj PESEL

(ktory bedzie pelnil role identyfikatora konta)

i wymy$lone przez siebie hasto (to wazne, bo — jak sie
zaraz okaze — bedzie Ci ono stuzy¢ dlugo i lepiej, zeby
nikt inny go nie poznal). Mozesz zreszta skorzystaé

ze swojego konta na platformie ePUAP (ale to catkiem
inna historia, o ktérej moze napiszemy po6zniej).

4

ePUAP to elektroniczna Platforma Uslug Administracji
Publicznej, ktéra umozliwia (miedzy innymi) wiarygodna
weryfikacje tozsamosci. Zeby zatozyé konto w ePUAP, trzeba
poswiadczy¢ tozsamosé w przeznaczonym do tego urzedzie
administracji panstwowej. Niektére aplikacje internetowe, takie
jak np. IRKa, uwierzytelniaja uzytkownika za pomoca jego
identyfikatora i hasta w ePUAP.

Ktoregos dnia logujesz si¢ do IRKi i bingo! Zostalte$
przyjety. Musisz raz odby¢ osobista wycieczke

do dziekanatu, zeby zlozy¢ papiery, ale potem

jedziesz wreszcie na zastuzone wakacje. We wrzesniu
chcialbys jednak poznaé¢ swéj plan zajeé¢, wyczytales

tez w USOSowni (to taki portal informacyjny dla
studentéw UW, http://usosownia.uw.edu.pl), ze
wkrétce ruszaja rejestracje na wuefy i oguny (przedmioty
ogélnouniwersyteckie). Wchodzisz na strone USOSweba



(wirtualnego dziekanatu), logujesz sie, uzywajac danych
konta z IRKi i znowu bingo! Nie tylko logowanie si¢
powiodlo, ale system wyswietlit Twoje imie i nazwisko,
Twoj plan zaje¢, harmonogram rejestracji na zajecia
dodatkowe, a nawet zdjecia profesoréw i kolegéw

z grupy. Wchodzisz na centralny serwer pocztowy UW
— to samo, do portalu uczelnianego i wydzialowego

— to samo, rozpoznaje Cie system biblioteczny,

Moodle (czyli platforma zdalnego nauczania), lokalne
laboratorium komputerowe i wiele innych uczelnianych
serwisow. Nawet nie musisz sie po raz drugi logowac,
PESEL i hasto z IRKi okazuja sie by¢ magicznym
kluczem do wirtualnego swiata. Na dodatek jesli
jakakolwiek aplikacje odwiedzasz niezalogowany, to
zawsze jestes odsylany na te sama strone z budzacym
zaufanie uniwersyteckim orzetkiem.

PESEL

pastor |

T Uy mt PESEL

=2aporriane haste | lsta serwiséw | o tej stranie | English version

Chcialbys wiedzieé, kto za tym stoi? Méwiac w skrocie,
IRKa, USOS, CAS, SSO i LDAP. IRKg juz znasz.

To IRKa w procesie zwanym elektroniczng immatrykulacjg
przekazala wszystkie Twoje dane do USOS. Takze
PESEL i hasto. Nie martw sie, hasto jest odpowiednio
zaszyfrowane, postaé¢ niezaszyfrowana hasta znasz

tylko Ty. A z postaci zaszyfrowanej tak tatwo odszyfrowaé
si¢ go nie da, bo stoi za tym kawal solidnej matematyki.

Dokladniej, jest to funkcja jednokierunkowa (ang. one-way
Sfunction), czyli funkcja f o takiej wlasnosci, ze dla danego y
(zaszyfrowanego hasla), takiego, ze f(x) = y, wyznaczenie
(czyli hasta przed zaszyfrowaniem) jest bardzo trudne.
Najpopularniejsze funkcje w jedna strone to SHA-1 i MD5,

ale poniewaz ostatnio okazalo sig, ze w ich przypadku ,bardzo
trudne” nie jest ,wystarczajaco trudne” z praktycznego punktu
widzenia, wiec trwaja poszukiwania ich dobrych nastepcéw.

Poza tym USOS to hasto od razu wysyla dalej,

do centralnego repozytorium danych o kontach i rolach.
A kto i jak moze stamtad te dane pobra¢? Tylko

CAS, ktéry potrafi czytaé¢ dane z tego repozytorium,
korzystajac z protokotu LDAP (ang. Lightweight
Directory Access Protocol). To CAS (ang. Central
Authentication Service), czyli Centralny System
Uwierzytelniania jest tutaj gtéwnym motorniczym.
Wszystkie serwisy, z ktérych cheesz skorzystaé, podczas
procedury logowania przekierowuja Ci¢ na strong
logowania CAS (te z orzelkiem). Tam jestes proszony

o wprowadzenie identyfikatora i hasta. CAS szyfruje
hasto, ktére wprowadzasz (wspomniana funkcja
jednokierunkowa) i poréwnuje z tym, co jest trzymane
w repozytorium hasel. Jedli wynik wyjdzie inny, to
logowanie si¢ nie powiedzie. Jesli ten sam, to otwiera
sie przed Toba brama do wirtualnego $wiata uczelni.
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CAS po zakonczonym sukcesem uwierzytelnieniu
przekazuje Twojej przegladarce specjalne ciasteczko
(ang. ticket granting cookie). Przegladarka przechowuje je
do zamkniecia i uzywa do uwierzytelniania, nie tylko w tym
serwisie, z ktorego wtasnie chcesz skorzystaé, ale takze
wszystkich innych, ktére wspotpracujg z CAS. To dzigki
temu, przechodzac na strony innych serwisow, nie musisz
ponownie wprowadzaé¢ identyfikatora i hasta, bo CAS

po ciasteczku rozpoznaje, ze juz wczeéniej zweryfikowal
Twoje dane. To jest tzw. zasada pojedynczego
logowania, czyli SSO (ang. single sign-on).

Przeczytaj uwaznie tres¢ strony informacyjnej CAS
(http://logowanie.usos.edu.pl/info/pl). Wazne
sa aspekty bezpieczenstwa opisanego tutaj procesu.
Zmnane sa przypadki tzw. wykradania tozsamosci

(ang. phishing). Jednokrotne logowanie do wielu
serwisOw jest wygodne, ale tez potencjalnie ryzykowne.
Pamietaj, zeby haslo wprowadzaé tylko na stronie

z orzetkiem, upewniwszy sie wczedniej, ze strona
korzysta z szyfrowanego protokotu (adres zaczyna sie
od https://, a nie od http://) i CAS przedstawia si¢
poprawnym, rozpoznawalnym certyfikatem.

Certyfikat serwera to taki dowdd tozsamosci wydawany przez
upowaznione do tego zaufane instytucje, ktére swoim autorytetem
poswiadczaja wiarygodnos$é certyfikowanego serwisu.

A jesli zapomnisz hasta? Czy jak poprosisz, to

przesla nowe mailem? Przeciez zeby sie zalogowaé

do uczelnianego systemu pocztowego, potrzebujesz

tego samego hasta, wiec koétko sie zamyka. To moze
szybko zatozy¢ konto w jednym z darmowych serwiséw
pocztowych? To nic nie da, zaden znajacy sie na rzeczy
administrator nie wysle otwartym tekstem hasta, ktore
chroni dostepu do Twojej uczelnianej tozsamosci.
Procedura odzyskiwania hasta bedzie, niestety, bolesna,
za to stuprocentowo bezpieczna. Na stronie CAS mozesz
wpisa¢ nowe haslo, ktére bedzie chronione krétkim kodem
aktywacyjnym (jest jednorazowy i ma kilkudniowy okres
waznoéci). Z kodem aktywacyjnym musisz sie udaé

do dziekanatu. Pracownik dziekanatu sprawdzi Twoja
tozsamosé i wprowadzi do USOS-a kod aktywacyjny.
USOS wysle kod do CAS, a CAS automatycznie
aktywuje konto. No tak, uciazliwe, nie da sie tego zrobic
zdalnie, ale za to Twoje nowe haslo jest catkowicie
bezpieczne — nikomu nie musisz go ujawniaé, nie poznatl
go nawet pracownik dziekanatu, ktéremu udostepniasz
tylko krotki i prosty do podyktowania kod aktywacyjny.

CAS jest podstawowym narzedziem stosowanym do
zarzadzania tozsamoS$cia (ang. identity management).
Zarzadzanie tozsamoscig obejmuje dwa wazne procesy:

e uwierzytelnianie (ang. authentication) — proces
weryfikowania tozsamosci osoby ubiegajacej sie
o dostep do serwisu,

e autoryzacje (ang. authorization) — proces okreslania
rodzaju dostepu przyznawanego uzytkownikowi.

Proces uwierzytelniania juz poznales. Autoryzacja
sprowadza sie¢ do rozpoznania, ze jeste$ studentem,
studiujesz (przykladowo) matematyke na Wydziale



MIM, jestes cztonkiem samorzadu studenckiego.
Wystepujesz na uczelni w okreslonych rolach,

a kazda taka rola daje Ci konkretne uprawnienia. Jako
student mozesz zabiera¢ glos na forum dyskusyjnym

w USOSowni i wypozyczaé ksigzki w systemie
bibliotecznym, jako student MIM masz dostep do
portali z licencjonowanym oprogramowaniem, jako
czlonek samorzadu studenckiego mozesz wysylaé¢ maile
do studentow MIM. Wida¢, ze rola decyduje o Twoich
uprawnieniach. Jak powstaja role? Na szczedcie

w pelni automatycznie (to eliminuje ludzka pomytke) —
jesli tylko w USOS pojawia sie informacja, ze zostales
przyjety na studia, USOS buduje odpowiednia role

i wysyla ja do repozytorium, z ktérego korzysta CAS.
Rola to nic innego jak widok (ang. view) w bazie danych,
zbudowany automatycznie na podstawie danych przechowywanych

w jednej lub kilku tabelach.

CAS dowiaduje sig, ze zaczaltes wystepowadé w roli studenta.
Zadziata to takze catkowicie automatycznie w odwrotnym
przypadku — gdy skonczysz studia i przestaniesz by¢
studentem. Nagle — niestety — uniwersyteckie serwisy
przestang Ciebie rozpoznawad i serdecznie wita¢. Wtedy
jednak bedziesz juz absolwentem i inne problemy bedg

zaprzataly Twoja glowe.

Jak widzisz, proces zarzadzania tozsamoscia decyduje

o Twoim istnieniu w wirtualnym $wiecie macierzystej
uczelni. I — potencjalnie — wielu innych. Duza grupa
uczelni europejskich, opierajac sie¢ na wzajemnym
zaufaniu, zbudowala federacje na bazie swoich lokalnych
systeméw uwierzytelniania. Takie federacyjne
zarzadzanie tozsamoScia (ang. federated identity
management) polega na tym, ze gdy logujesz sie

w systemie informatycznym innej uczelni, jestes
przekierowywany do strony logowania CAS macierzystej
uczelni (znowu znajomy orzelek) i jesli Twdj

CAS Ciebie rozpozna, to logowanie sie¢ powiedzie.

Na podobnej zasadzie dziala eduroam (ang. education
roaming), czyli sie¢ umozliwiajaca bezpieczny roaming
uzytkownikéw jednostek naukowych oraz szkolnictwa
wyzszego. W praktyce oznacza to, ze jesli odpowiednio
skonfigurujesz dostep do eduroam z prywatnego
laptopa czy komoérki w swojej uczelni, to bez zadnych
dodatkowych zmian w ustawieniach logowania bedziesz
sie mégl podlaczyé do sieci w pozostalych uczelniach

z federacji. I surfowaé za darmo.

Dasz sie pozna¢ USOS-owi, a otworza, sie przed Toba drzwi
nie tylko wirtualnego $wiata T'wojej uczelni, ale takze
wiele innych. Oj, warto zy¢ z USOS-em w przyjazni.
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Rozwigzanie zadania M 1399.
Niech P i @Q beda odpowiednio $rodkami

ramion AD i BC.

AN

Potaczmy je odcinkiem. Jest on
réwnolegly do podstawy AB

i zawiera punkt I. Dlatego

XBAI = XAIP = XPAI, wiec I lezy
na dwusiecznej kata EAB. Analogicznie
I lezy na dwusiecznej kata ABE, wiec
przechodzi przez niego takze trzecia
dwusieczna tréjkata ABE.

Informatyk gra na gieldzie
Tomasz IDZIASZEK

Nasz znajomy informatyk zdecydowal sie zainwestowaé czes¢ swoich oszczednosci
na gietdzie papieréw warto$ciowych. Jak na informatyka przystato, do grania

na gietdzie postanowit zaprzac komputer. W tym celu, korzystajac z najnowszych
trendow sztucznej inteligencji, napisal program, ktéry na podstawie przeszlych
notowan gieldowych przewiduje, jak kurs akcji bedzie sie zmienial w przysztosci,
i podejmuje decyzje o kupnie badz sprzedazy. Nasz znajomy przetestowal program,
uruchamiajac go na duzym zbiorze archiwalnych notowan. Zastanawia sie¢ teraz, jak
dobrze jego program sobie poradzit — stanat zatem przed problemem wyznaczenia
najlepszej mozliwej gry na gieldzie, jesli znamy wszystkie notowania.

Model gry na gieldzie bedzie nastepujacy. Mamy dana tablice A[0..n] z notowaniami
gieldowymi w kolejnych dniach: A[i] oznacza cene jednej akcji w i-tym dniu
(dla uproszczenia przyjmiemy, ze mamy tylko jeden rodzaj akcji). Na poczatku
dysponujemy kwota P i mozemy wykonac nie wiecej niz m operacji kupna-sprzedazy
akcji (zakladamy, ze mozemy kupowaé utamkowa liczbe akcji). Zauwazmy, ze
nie potrzebujemy wykonywaé operacji réwnolegle (tzn. przed kazdym kupnem
oplaca si¢ nam najpierw sprzeda¢ wszystkie posiadane akcje). Ponadto warto tez
kupowaé akcje za cala dostepnag kwote. Z tego wynika, ze jesli pierwsza operacje
kupna przeprowadzimy w dniu k1, a odpowiadajaca jej sprzedaz w dniu sq,
to po tej operacji bedziemy mieli kwote P - A[sq1]/A[k1]. Naszym celem jest
zmaksymalizowanie kwoty po wszystkich m operacjach, czyli iloczynu
H Alsi]

Alki]

1<i<m

Mozemy pozby¢ sie mnozen i dzielen, logarytmujac powyzszy wzér. Innymi
stowy, réwnowaznie mozemy zmaksymalizowa¢ sume
log P + Z (log Als;] — log Alk;]).
1<i<m

W konicu jedli wprowadzimy pomocnicza tablice a[0..n — 1], ktéra zawieraé
bedzie zmiany zlogarytmowanych notowan, tzn. afi] = log A[i 4+ 1] — log A[i], to
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Rys. 1. Przyktadowa tablica a dla n = 9.
Optymalne rozwigzanie dla m = 2 to dwa
zaznaczone fragmenty o sumach 7 1 6.

Przedzial i fragment oznaczaja w tym
artykule to samo, uzywamy jednak dwéch
nazw, by latwo bylo wyrazi¢ operacje
znajdowania przedzialu o maksymalnej
sumie, ktory zawiera si¢ w pewnym
ustalonym przedziale. Méwimy wtedy,

ze szukamy ,maksymalnego fragmentu

w zadanym przedziale”.

Piszemy réwniez, ze znajdujemy
maksymalny fragment, cho¢ opisane
algorytmy wyznaczajg jedynie sume

liczb w tym fragmencie. Modyfikacje
algorytméw, by wyznaczaly réwniez konce
fragmentu, pozostawiamy jako ¢wiczenie
dla Czytelnikéw.

Rys. 2. Rozwiazania optymalne
zawierajace fragment F' oraz fragmenty
Fy i Fy (szare obszary), jak réwniez
nowe rozwigzanie optymalne dla dwéch
fragmentéw (przerywana linia).

nasze zadanie sprowadzi sie do wybrania co najwyzej m rozlacznych fragmentow
[k, 8;), ktére maksymalizuja sume liczb do nich nalezacych (rys. 1):

Z (alki] + alk; + 1] 4+ ... + a[s; — 1)).
1<i<m
Dla m =1 jest to klasyczne zadanie znajdowania fragmentu tablicy
o najwiekszej sumie, ktore moze by¢ znane Czytelnikom. Z kolei jego uogdlnienie
dla m > 2 bylo tredcia zadania pt. Tanie linie, ktére pojawilo sie podczas
weekendowej rundy Potyczek Algorytmicznych 2012. Oba problemy maja liczne
ciekawe rozwiazania. W dalszej czeéci artykulu przedstawimy, z pozytkiem dla
znajomego informatyka, az osiem z nich.
% %
Na poczatek przypomnijmy, jak rozwiaza¢ zadanie dla m = 1. Algorytm Al jest
bardzo prosty: w czasie O(n?) mozemy przebadaé¢ wszystkie mozliwe fragmenty,
ustalajac lewy koniec fragmentu i iterujac po kolejnych mozliwych prawych koncach.

Algorytm A2 wykona to samo w optymalnym czasie O(n). Przegladamy
elementy tablicy od lewej do prawej i trzymamy naj — maksymalny fragment
w przedziale [0,i) oraz najp — maksymalny fragment, ktéry dotyka prawego
konca tego przedziatu (tzn. koficzy sie elementem ai — 1]). Na poczatek

naj i najp inicjujemy zerami, a nastepnie wykonujemy petle:

for ::=1tondo
najp := max(0,najp) + ali — 1J;
naj := max(naj,najp);

Zadanie dla m > 2 mozna rozwigzaé, korzystajac z metody programowania
dynamicznego i uogélniajac algorytm A2. Przez naj|i, j] oznaczmy najwicksza
sume liczb z przedziatu [0,4) zawartych w co najwyzej j roztacznych fragmentach,
a przez najpli, j] to samo, ale z zastrzezeniem, ze ostatni fragment zawiera element
ali — 1]. Rekurencja (bez uwzgledniania warunkéw brzegowych) jest nastepujaca:

najpli,j] = max(najfi — 1,5 — 1], najpli — 1,7]) + ali — 1],

naj[l,j] = InaX(naj[i - Lj]v najP[’Lv]])

Rozwiazaniem jest naj[n, m]; algorytm A3 dziala w czasie O(nm).

Poszukujac szybszego algorytmu dla m > 2, sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
Czy, majac optymalne rozwiagzanie dla m — 1 fragmentéw, da sie je tatwo
rozszerzy¢ do m fragmentow? Zatrzymajmy sie nad przypadkiem m = 2.
Powiedzmy, ze fragment F' ma najwieksza sume. Jak moze wyglada¢ optymalne
rozwiazanie dla dwéch fragmentéw Fy, Fo? Rozwazmy dwa przypadki (rys. 2).

(1) Jeden z fragmentéw (powiedzmy F) jest rozlaczny z F. Wtedy F U Fy jest
poprawnym rozwigzaniem, zatem z optymalnosci Fy U F5 dostajemy, ze
F < Fi. Ale z optymalnosci F' mamy F' > Fy, zatem fragmenty F' i F] maja
te samg sume. To pokazuje, ze F'U Fy jest réwniez optymalne.

(2) Oba fragmenty Fy = [k1,51), Fo = [ke, s2) przecinaja F = [k, s). Jesli
k1 < k, to fragment [kq, k) musi mieé¢ sume zero (inaczej mogliby$my
poprawi¢ F, dodajac do niego ten fragment, lub poprawié¢ F;, usuwajac
ten fragment). Zatem usuniecie tego fragmentu z Fy nie zmieni wyniku.
Analogicznie dla ky > k fragment [k, k1) musi mie¢ sume zero i mozna
go dodaé do Fy. Stosujac takie samo rozumowanie do prawego konca
fragmentu Fy, dostajemy, ze istnieje optymalne rozwiazanie Fy U Fb,
w ktorym k = k1 i s = so.

Udowodniliémy zatem, ze mozemy znalezé optymalne rozwiazanie dla

m = 2, rozszerzajac fragment F' o najwiekszej sumie. W tym celu: albo

(1) dodajemy nowy fragment o najwigkszej sumie, ktéry jest rozlaczny z F,
albo (2) znajdujemy fragment o najmniejszej sumie zawarty caltkowicie w F'

i usuwamy go, dzielac F' na dwa fragmenty. Wybieramy ten wariant, ktéry lepiej
poprawia wynik.

Zacheceni tym sukcesem mogliby$my wykonaé troche eksperymentow
praktycznych i przekonac sie, ze pomyst ten dziala dla dowolnego m. Niech
F1,Fy, ..., F,_1 to zbidr fragmentéw o maksymalnej lacznej sumie,

7



F1 F2

}
G1 Go G3

Rys. 3. Podzial tablicy po wykonaniu
dwéch faz algorytmu.

najlz] najlvp]

najplvr] najrvp]

Rys. 4. Mozliwe pozycje maksymalnego
fragmentu naj[v] w zalezno$ci od
fragmentéw w lewej i prawej polowie
przedziatu.

Rys. 5. Drzewo przedzialowe dla n = 8
ma 15 weztéw. Wezel 5 odpowiada
przedzialowi bazowemu [2, 4). Przedzial
[1,6) mozna podzieli¢ na przedzialy
bazowe, ktérym odpowiadaja wezty
9,516.

Na marginesie dodajmy, ze istnieje

tez inne rozwigzanie O(nm).

W algorytmie A7 wykonujemy

m faz. Kazda faza polega na

znalezieniu w tablicy jednego

fragmentu o najwigkszej sumie (jak

w algorytmie A2), dodaniu sumy

do wyniku oraz na zamianie znakéw
wszystkich elementéw w tym fragmencie
na przeciwne. Kolejna faza odbywa si¢ na
uaktualnionej tablicy.

Czytelnicy zechca udowodnié¢ poprawnosé
tego rozwigzania.

Wskazéwka: po i fazach tablica jest
podzielona na 2¢ + 1 przedzialow,

z ktérych co drugi ma zamienione

znaki. Wykazaé, ze istnieje maksymalny
fragment calkowicie zawarty w jednym

z tych przedziatéw.

a G1,Gs,...,G,, to pozostale czesci tablicy (rys. 3). Aby uzyskaé optymalne

m fragmentéw, albo dolaczamy maksymalny fragment, ktéry jest zawarty

w pewnym G;, albo usuwamy minimalny fragment z pewnego F;. Zachecamy

do préby dowodu poprawno$ci tego rozwiazania. To moze nie byé proste, ale dla
Czytelnikéw Wytrwalych na koncu artykutu podamy wskazdwke, jak mozna sie
do tego zabrad.

Pozostaje kwestia efektywnej implementacji tego pomystu. Jedna faze mozemy
wykona¢ w czasie O(n), uruchamiajac algorytm A2 na kazdym przedziale
osobno. Tak zapisany algorytm A4 bedzie dzialal w czasie O(nm), co nie daje
nam jeszcze zysku w poréwnaniu z algorytmem A3. Widaé, ze kluczowa operacja
jest odpowiadanie na pytania ,jaki jest maksymalny fragment w danym
przedziale?” dla réznych przedzialéw. Pokazemy teraz, jak to robi¢ efektywnie.

W tym celu moze nam pomoc jeszcze jeden algorytm dla m = 1. Algorytm Ab
bedzie oparty o metode ,dziel i zwyciezaj”. Majac dany przedzial o dlugosci n,
mozemy go podzieli¢ na dwie czesci o dlugosci n/2. Maksymalny fragment

w tym przedziale moze znajdowaé sie w calosci w lewej czesci, w calosci

w prawej czesci lub moze skladaé sie z maksymalnego fragmentu, ktory dotyka
prawej krawedzi lewej czesci, oraz maksymalnego fragmentu, ktéry dotyka lewej
krawedzi prawej czesci (por. tez rys. 4).

Zatézmy, ze n = 2% i zbudujmy drzewo przedziatowe (rys. 5). Drzewo bedzie
mialo wezly o numerach od 1 do 2V+! — 1. W wezle v = 2! +4, dla 0 < i < 2!,
tego drzewa beda znajdowaé sie informacje o przedziale [i - 2V =!, (i 4 1) - 2V,
a konkretnie: sum[v] — suma liczb w przedziale, naj[v] — maksymalny fragment
w przedziale oraz najr[v] i najp[v] — maksymalne fragmenty dotykajace
odpowiednio lewego i prawego konca przedzialu. Wartosci w wezltach najnizszego
poziomu (tzn. dla v > 2V) inicjujemy, przyjmujac sum|v] = afv — 2] oraz
naj[v] = najp[v] = najpv] = max(0,afv — 2™V]). Wartoéci w pozostatych
wezltach v wyznaczamy na podstawie warto$ci w weztach vy = 2v i vp = 2v + 1,
ktore odpowiadaja lewej i prawej potowie przedziatu:

sum|v] = sum[vg] + sum[vp],

naj[v] = max(najve], najlvpl, najplve] + najrlve]),

najr[v] = max(najpfvL], sumlvr] + najp[vp)),

najp[v] = max(najplvy] + sumlvp|, najplvpl).
Wyznaczenie wartosci we wszystkich wezlach zabiera czas O(n) i w takim czasie
dziala algorytm Ab5. Odpowiedzia jest, oczywiscie, warto$é naj[1].

Skonstruowane drzewo przedzialowe wyrdznia sie tym, ze umozliwia ono
znalezienie najwiekszego fragmentu dla dowolnego przedzialu tablicy w czasie
O(logn). W tym celu przypomnijmy, ze kazdy przedzial mozna podzieli¢ na
O(logn) przedzialéw bazowych, tzn. przedzialéw, ktére odpowiadaja weztom
drzewa przedzialowego (rys. 5). Niech vy, v9,...,vp beda kolejnymi wezlami
odpowiadajacymi takiemu podzialowi. Wtedy maksymalny fragment to bedzie
albo naj[v;] dla pewnego 4, albo

najplvi| + sumlvig1] + sumfvito] + ... + sum[vj_1] + najr[v;]
dla pewnych ¢ < j. Ponizsza petla wyznacza maksymalny fragment Naj
w czasie O(logn):

for i:=1 to B do
Naj := max(Naj, Najp + najr[v;], najlvi]);
Najp := max(Najp + sum[v;], najp(v;]);

Algorytm A6 jest nastepujacy: najpierw budujemy drzewo przedziatowe

(jak w algorytmie A5) oraz drugie drzewo przedzialowe, ktére bedzie liczylo
minimalne fragmenty. Oprécz wartosci najv] bedziemy potrzebowaé réwniez
koncéw fragmentow — odpowiednie wzbogacenie drzewa przedzialowego
zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnikéw. Wszystkie przedzialy trzymamy
w kolejce priorytetowej: przedziaty Fi,..., F,,_1 z priorytetami réwnymi
minimalnym fragmentom w tych przedziatach, za$ przedzialy G1,...,Gp,

z priorytetami réwnymi maksymalnym fragmentom.
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Rys. 6. Ciag po podziale na bloki,
powstaly z tablicy liczb z rysunku 1, oraz
ten sam ciagg po pierwszej fazie skracania.

al a2 a3 a4 a5 ag a7 ag a9

ap a2 a3 a4 a5 G ay ag ag

a1 a2 a3 a4 as ag ay as ag
-+ - + - + - + -

Rys. 7. Konstrukcja optymalnego
rozwigzania niezawierajacego
wyréznionych trzech liczb (linia
przerywana) na podstawie
dowolnego rozwigzania optymalnego
niezawierajgcego ktorejs z tych liczb
(szare obszary) dla przypadku
dodatniej srodkowej liczby.

= Kazdy krok algorytmu to wyciagniecie z kolejki przedziatu o priorytecie

o najwiekszej wartosci bezwzglednej, uaktualnienie wyniku o wartosé
bezwzgledna tego priorytetu, a nastepnie dodanie trzech nowych przedzialéw
do kolejki. Caly algorytm dziala w czasie O(n + mlogn).

x % x
Algorytm A6 jest efektywny, ale dos¢ skomplikowany w implementacji.
Przedstawimy teraz prostszy (cho¢ nieco zaskakujacy) algorytm, na ktéry autor
artykulu wpadl, prébujac udowodnié¢ poprawnosé algorytméw A4 i A6. Algorytm
ten korzysta z metody ,sprobujmy to zrobi¢ od konca”.

Wypiszmy liczby z tablicy w ciagu i podzielmy go na maksymalne bloki liczb
0 tym samym znaku (na potrzeby definicji bloku traktujemy 0 jako liczbe
dodatnia). Zauwazmy, ze w optymalnym rozwiazaniu kazdy fragment musi
zaczynaé sie 1 konczyé pelnym blokiem, ktéry zawiera liczby dodatnie (jesli
konczylby sie niepelnym blokiem dodatnim, to mogliby$my ten fragment
rozszerzy¢, uzyskujac nie gorsze rozwiazanie, a gdyby konczyt sie blokiem
ujemnym — mogliby$my go skrécié¢). Mozemy wiec zastapié¢ kazdy blok przez
jedna liczbe bedaca suma elementéw tego bloku. Dodatkowo dodajmy na obu
koncach ciagu liczbe-straznika —oo (rys. 6).

Jesli w nowym ciagu mamy co najwyzej m liczb dodatnich, to ich suma jest
rozwigzaniem zadania. W przeciwnym przypadku bedziemy iteracyjnie skracac
ciag, nie zmieniajac optymalnego rozwiazania.

Faza skracania jest nastepujaca: wybieramy liczbe w ciagu o najmniejszej
wartosci bezwzglednej, a;, a nastepnie zastepujemy ja i dwie liczby z nia
sasiadujace — ich suma. Zauwazmy, ze nowa liczba a;,_1 + a; + a;+1 bedzie
miala przeciwny znak do a;, wiec krotszy ciag nadal bedzie zawieral
naprzemiennie liczby dodatnie i ujemne. Faze skracania mozna wykonaé

w czasie O(logn) — wystarczy trzymaé elementy ciagu na lidcie, a poza tym
mie¢ kolejke priorytetowa z liczbami uporzadkowanymi wzgledem ich wartosci
bezwzglednych. Zatem algorytm A8 bedzie dzialal w czasie O(nlogn).

Pozostaje udowodni¢ poprawnos¢ operacji skracania. Powiedzmy, ze ciag
sklada sie z 9 liczb oraz ze liczba o najmniejszej wartosci bezwzglednej jest

a4 (dodatnia), wiec chcemy skrécié ciag, zastepujac as, aq, as przez ich sume
(rys. 7). Chcemy wykazaé, ze istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym kazdy
fragment albo zawiera wszystkie liczby as3, a4, as, albo nie zawiera zadnej z nich.
W tym celu pokazemy, jak z rozwigzania optymalnego niespelniajacego tego
warunku skonstruowaé¢ rozwiagzanie optymalne, ktore go spelnia. Rozwazymy
dwa przypadki:

(1) Rozwiazanie zawiera fragment, do ktérego naleza dwie sposrdd liczb
as, aq,as. Wyrzucajac z tego fragmentu obie te liczby, dostaniemy nie gorsze
rozwiazanie (bo ay4 < —as, —as).

(2) Rozwiazanie zawiera jedna liczbe (czyli fragment a4). Fragmentéw jest mniej
niz liczb dodatnich. Jesli zatem jaka$ z liczb dodatnich (powiedzmy ag)
nie nalezy do zadnego fragmentu, to zamieniajac ja z a4, dostaniemy
nie gorsze rozwiazanie (bo a4y < ag). W przeciwnym przypadku co najmniej
jeden fragment zawiera wigcej niz jedna liczbe (powiedzmy ag, az, ag).
Mozemy zatem wyrzucié¢ z niego jedna liczbe ujemna (ar), rozbijajac go
na dwa fragmenty. Wyrzucajac rowniez fragment a4, znowu dostaniemy
nie gorsze rozwiazanie (bo a4 < —az).

Dowdd, gdy liczba o najmniejszej wartosci bezwzglednej jest ujemna, jest
symetryczny i zostawiamy go jako ¢wiczenie dla Czytelnikdw.

I'wreszcie nadszed! czas na obiecana wskazowke do dowodu poprawnosci algorytmow
A4 i A6. Wykonujmy kolejne fazy tych algorytmoéw, do momentu, az wszystkie
fragmenty beda zawieraé liczby o tych samych znakach. Nastepnie wykonajmy
na tak uzyskanym ciggu algorytm A8. Poréwnujac podzial tablicy po i-tej fazie
algorytmu A4 i przed i-ta od konca faza algorytmu A8, mozemy doj$¢ do wniosku,
ze w zasadzie te algorytmy dzialaja tak samo, tylko w odwrotnej kolejnosci. Szkoda,
ze na gietdzie nie mozna najpierw sprzedaé, a potem kupic. ..
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Fot. 1. Fragment 100-metrowego
krateru na terenie rezerwatu Morasko
w Poznaniu.

Rozwigzanie zadania F 841.
Predkosci wyptywu wody skierowane

sg poziomo i wynosza, odpowiednio,

v? = 2g(h — h1) i v = 2g(h — ha).
Czasteczki wody poruszaja si¢ w pionie
ruchem jednostajnie przyspieszonym,
zatem czas ich lotu od otworu

do wysokosci podstawy zbiornika wynosi
t2 = 2h, /g i t3 = 2h2/g, odpowiednio
dla pierwszej i drugiej strugi. Zasiegi
obu strug sa réwne, tj. vft? = ’ugt%.
Liaczac uzyskane rezultaty, otrzymujemy
h =hi + ho = 70 cm.

*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu.

Superbolidy: obiekt tunguski
Tadeusz J. JOPEK™

W czasach wspoélczesnych katastrofy kosmiczne na powierzchni Ziemi

nie zdarzaja si¢ czesto. Zdaniem badaczy Ukladu Stonecznego cztery miliardy
lat temu sprawa wygladala inaczej — powierzchnie Merkurego, Wenus,

Ziemi, Ksiezyca oraz Marsa doznaly swoistego bombardowania przez obiekty
o rozmiarach od kilkumetrowych do olbrzymich, kilometrowych bryl. Slady
tego kataklizmu widoczne sg do dzisiaj m.in. na powierzchni Ksiezyca usianej
kraterami uderzeniowymi o $rednicach dochodzacych nawet do 600 km.

Na powierzchni Ziemi tego rodzaju kratery sa trudne do zauwazenia, bowiem
na skutek erozji atmosferycznej ich $lady zacieraja sie stosunkowo szybko.
Niektoére jednak przetrwaly, jak, na przyktad, znajdujacy sie w RPA najwickszy
ziemski krater uderzeniowy Vredefort o érednicy 300 km, powstaly okolo

2 miliardéw lat temu. W Europie najwigkszy krater Puczez-Katunski znajduje
sie w Rosji w rejonie Niznego Nowogrodu. Ma rozmiary 80 km, powstat
okoto 170 mln lat temu. Na terenie Polski srednica najwickszego krateru
uderzeniowego wynosi 100 m, powstal on okoto 5000 lat temu i znajduje

sie nieopodal dawnej wsi Morasko, obecnie wlaczonej w obreb Poznania.
Niektore ciata niebieskie nadal stanowig zagrozenie dla mieszkancéw Ziemi.

7 obserwowanych przez dawnych astronomoéw obiektéw najwiekszy lek budzity
komety. Na temat ich natury nawet Galileusz mial bledne poglady, nikt zatem
nie uswiadamial sobie, jakie rzeczywiscie moga stanowic¢ niebezpieczenstwo.

Pierwszym przedstawicielem innej grupy niebezpiecznych obiektow

byta odkryta w roku 1898 planetka Eros. Wkrétce podobnych obiektow
zaobserwowano znacznie wiecej i tacznie z kometami nadano im okreslenie —
obiekty NEO (ang. near-FEarth objects, obiekty bliskie Ziemi). Na nasze szczescie
obiekty NEO nieczesto wpadaja do atmosfery Ziemi. Jednak w Ukladzie
Stonecznym istnieje jeszcze jedna grupa groznych cial obejmujaca szeroki
zakres rozmiaréw i mas — od utamkéw mikrona do kilkudziesieciu metrow.

Sa to meteoroidy — bryly materii pochodzenia kometarnego albo planetkowego.
W Uktadzie Stonecznym ciatl o mniejszych rozmiarach jest znacznie wigcej

od ciat duzych, stad meteoroidy o rozmiarach mniejszych niz 1 cm bardzo
czesto wpadaja do ziemskiej atmosfery, wywotujac piekne zjawiska Swietlne
zwane meteorami. W kazda pogodna noc w ciagu godziny obserwujemy kilka
lub wiecej meteoréw. Kiedy do atmosfery wpada meteoroid o rozmiarach
metrowych, zjawisko meteoru jest niezwykle spektakularne. Okreslamy je
mianem bolidu, a w przypadku cial dziesieciometrowych lub wigkszych mianem
superbolidu. Meteoroidy wywolujace superbolidy niosa ogromna energie
kinetyczna, ktéra moze by¢ nawet 1000 razy wigksza od energii wybuchu bomby,
jaka eksplodowata nad Hiroszima. Oznacza to, ze w przypadku superbolidéow
mozemy mieé¢ do czynienia ze zjawiskiem, dla ktérego okreslenie ,katastrofa
kosmiczna” jest jak najbardziej adekwatne. Do takich wydarzen nalezata
katastrofa tunguska oraz, w mniejszej skali, niedawny superbolid obserwowany
w okolicy Czelabinska w Rosji.

Katastrofa tunguska wydarzyta sie 700 km na péinocny zachod

od jeziora Bajkal w niezamieszkalym rejonie Centralnej Syberii,

70 km na péinoc od wowcezas kupieckiej osady Wanawara potozonej nad
rzeka Podkamiennaja Tunguska. 30 czerwca 1908 roku, o godzinie 7.13
lokalnego czasu z poludniowego wschodu nadlecial z ponaddzwiekowa
szybkoscia obiekt wywotujacy niezwykle jasny superbolid, o blasku, ktory
swiadkowe zdarzenia poréwnywali ze Stoncem. Obiekt tunguski przebyt
w atmosferze odlegtos¢ blisko 1000 km, ale nie dotart do powierzchni
Ziemi, tylko eksplodowal nad tajga na wysokosci okoto 8 km. Niemal
natychmiastowym skutkiem eksplozji byl niezwykle potezny impuls
promieniowania widzialnego i podczerwonego wzniecajacy pozar tajgi.
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Fot. 2. Dziewicza tajga w Centralnej
Syberii w rejonie rzeki Podkamiennaja
Tunguska.

Fot. 3. Skutki eksplozji obiektu
tunguskiego.

Mapa powalonej na skutek eksplozji tajgi
z zaznaczonym kierunkiem ruchu bolidu.
Szerokosé obszaru wynosi okoto 50 km.
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Ruchowi meteoroidu, a w szczegdlnosci koncowej eksplozji, towarzyszyta
uderzeniowa fala balistyczna, ktéra w ciggu 10 sekund dotarta do epicentrum
(punktu na powierzchni Ziemi, nad ktérym nastapita eksplozja), powodujac
trzesienie ziemi o sile okolo 5 stopni w skali Richtera. W atmosferze natomiast
wygenerowane zostaly fale akustyczne o bardzo niskiej czestosci (0,003-0,03 Hz),
ktére, podobnie jak fale sejsmiczne, zarejestrowano w wielu nawet bardzo
odleglych stacjach sejsmicznych i barograficznych. Rejestracje te poshuzyty do
w miare precyzyjnego okreslenia momentu eksplozji oraz oszacowania jej energii.
Innym skutkiem fali balistycznej byl niszczycielski huraganowy podmuch,
ktéry na obszarze 2150 km? powalil rosnace na nim drzewa (dla poréwnania,
powierzchnia Warszawy wynosi okoto 520 km?).

Przepickna, dziewicza tajga blyskawicznie zamienita si¢ w pogorzelisko

i rumowisko. Powalone pnie w wigkszosci utozyly si¢ wzdtuz linii skierowanych
ku epicentrum, a usrednione kierunki orientacji pni naniesione na mape
mialty charakterystyczny ksztalt ,motyla”. Jego 08 symetrii umozliwila
oszacowanie azymutu trajektorii bolidu nad epicentrum katastrofy. Zniszczenia
lasu wykorzystano rowniez do oszacowania energii wybuchu. Rejestracje
sejsmiczne i barograficzne, jak i analiza zniszczen lasu sg obiektywnymi
zrédtami informacji. Relacje naocznych $wiadkéw (w latach 1923-1974
przestuchano okoto 650 0séb) nie stanowia wiarygodnego zrédla, a ich
interpretacja wymaga ostroznosci; na przyktad, zdaniem niektérych swiadkéw
tunguski bolid przelecial nad tajga nad ranem, zdaniem innych — po potudniu.
W rezultacie mozna byto jedynie ustali¢ zakres parametréw dynamicznych
obiektu tunguskiego:

Czas eksplozji 30 VI 1908, 00:13 UT
Miejsce eksplozji 61° N, 102° E
Azymut trajektorii =~ 97-127°

Nachylenie trajektorii 3-28°

Szybkosé 14-32 km/s

Ale jest jeszcze jedna obiektywna informacja o istotnym znaczeniu,
mianowicie fakt nieznalezienia w rejonie katastrofy cho¢by najmniejszego
meteorytu pozostatego po eksplodujacym obiekcie tunguskim. Mozna stad
wnioskowaé, ze kosmiczne ciato, ktére wtargneto do atmosfery, nie byto
bryta sktadajaca sie gléwnie z zelaza i niklu, czy tez fragmentem skalnym
podobnym do meteorytéw kamiennych. Meteoroid tunguski miat niewielka
wytrzymalo$¢ mechaniczna, dlatego zanim dotart do powierzchni Ziemi,

w wyniku oddzialywania z czasteczkami atmosfery ulegl gwaltownemu,
przypominajacemu eksplozje, rozpadowi na mikrodrobiny. Zdaniem niektérych
badaczy niewielka wytrzymalosé mechaniczna obiektu tunguskiego jest
silnym argumentem na rzecz jego kometarnej natury. Takiego zdania byt
m.in. Kresak [2] proponujacy komete Enke jako cialo macierzyste obiektu
tunguskiego. Sekanina [3] mial inne zdanie: gdyby obiekt tunguski byt
fragmentem komety, ulegtby rozerwaniu na znacznie wyzszej wysokosci.
Sekanina postulowal wigc planetkowe pochodzenie obiektu tunguskiego,

co poczatkowo nie znajdowato aprobaty. W miar¢ odkrywania coraz to
nowych planetek z grupy NEO hipoteza Sekaniny znalazta uzasadnienie

w badaniach orbitalnych. W stosunkowo niedawnych pracach [4, 5] autorzy
w oparciu o mozliwe zestawy parametréw dynamicznych obiektu tunguskiego
podane wyzej oraz na podstawie danych o obiektach typu NEO obliczyli
dwa dynamiczne niezmienniki, szybko$é¢ geocentryczna i jej odleglosé

katowa od kierunku ruchu Ziemi. Poréwnujac wartosci tych parametrow

dla hipotetycznych obiektéw tunguskich z analogicznymi wartosciami
odpowiadajacymiobiektom NEO, okazalo sig, ze mamy znacznie wigcej planetek
niz komet, ktore mogly by¢ cialem macierzystym obiektu tunguskiego.

Na drugg czes¢ opisu stynnych superbolidéw, dotyczaca niedawnego zjawiska
obserwowanego niedaleko Czelabinska, zapraszamy do nastepnego numeru.
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Informacje regulaminowe
1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach I stopnia (szkolnych) kazdy
uczestnik rozwiazuje dwie serie zadan, w tym zadanie obserwacyjne.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy nadestad,
do 11 pazdziernika 2013 r., rozwiazania 3 zadan dowolnie wybranych przez
uczestnika sposrdéd zestawu zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej serii, otrzymaja do

19 pazdziernika br., pod adresem prywatnym, tematy czterech zadan drugiej serii.
Zadania obydwu serii beda réwniez umieszczane na stronie internetowej olimpiady
astronomicznej: www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przesta¢ wraz z rozwigzaniami zadan
drugiej serii zawodow I stopnia, do 15 listopada 2013 r.

Nadestanie rozwiazania zadania obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego
udziatu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwiazan wiekszej liczby zadan z danego zestawu do
klasyfikacji zaliczane beda rozwigzania ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej
serii i jedno zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodow I stopnia nalezy przestaé¢ za posrednictwem szkoly
pod ponizszym adresem w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle, ale z wystarczajacym uzasadnieniem.
W przypadku polecenia samodzielnego wyszukania danych nalezy podac ich Zrédto.
Jako dane traktuje sie réwniez podrecznikowe state astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisa¢ na oddzielnym arkuszu papieru
formatu A4. Kazdy arkusz oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.)
nalezy podpisa¢ imieniem i nazwiskiem. W nagléwku zadania o najnizszej numeracji
nalezy umiesci¢ dodatkowo: pelng nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres
prywatny (z kodami pocztowymi).

Dodatkowo, do rozwiagzan pierwszej serii zadan nalezy dolaczy¢é wypelniong
ankiete uczestnika, dostepng na stronie internetowej olimpiady:
www.planetarium.edu.pl/oa.htm.

10. Zawody II stopnia odbeda si¢ 13 stycznia 2014 r. Zawody III stopnia odbeda sie
w dniach od 6 do 9 marca 2014 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodéw kolejnych stopni otrzymaja jedynie
uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie laureatéw i finalistow
olimpiady decyduja senaty uczelni. Informacje na ten temat sa umieszczane na ich
stronach internetowych.

Komitet Gléwny Olimpiady Astronomicznej
Planetarium Slaskie
41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10
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Pierwsza seria zadan zawodéw I stopnia

1. Uszereguj gwiazdozbiory, przez ktére przebiega ekliptyka, rosnaco, wedtug czasu
przebywania w nich srodka tarczy Stonca. Dla 2013 roku podaj momenty przejécia srodka
tarczy Stonca przez granice kolejnych gwiazdozbioréw i wyraz je w dniach julianskich.
Opisz metode, ktora pozwolita Ci okresli¢ te momenty i podaj zrédla, z ktérych
korzystatas/es.

2. Oblicz szacunkowy czas przebywania gwiazd na ciggu gtéwnym. W szczegélnosci oblicz

ten czas dla gwiazdy o masie 0,5 M, promieniu 0,6 R i temperaturze efektywnej 3 800 K

oraz dla gwiazdy o masie 60 M, promieniu 12 R i temperaturze efektywnej 44 000 K.

W obliczeniach przyjmij nastepujace uproszczenia:

— poczatkowo wodor stanowil 80% masy kazdej z gwiazd,

— w czasie przebywania na ciggu gléwnym gwiazda zuzywa 10% swojej poczatkowej masy
wodoru, a jej moc promieniowania jest stala,

— gwiazdy emituja promieniowanie jak ciala doskonale czarne,

— potaczenie czterech protonéw w czastke alfa dostarcza gwiazdom 25 MeV energii,

— masa protonu m, = 1,7 - 107" kg, Me =2,0-10% kg, Ry, = 7,0 - 10% m.

3. Jakie warunki powinny by¢ spetnione, by w Twojej miejscowoéci podczas catej doby
(liczonej od péinocy do péimocy wedtug czasu urzedowego) nie nastapilo gérowanie
Ksiezyca? Ile razy w ciggu roku sytuacja taka moze mie¢ miejsce?

Potrzebne informacje oraz dane liczbowe wyszukaj samodzielnie.

4. Gwiazda Gliese 667 jest uktadem potréjnym. Trzeci sktadnik tego uktadu (Gliese 667C)
jest czerwonym kartem typu widmowego M1,5 o promieniu réwnym 0,42 promienia Stonca.
Wokét tego sktadnika odkryto uklad planetarny, sktadajacy si¢ z co najmniej 6 planet
o masach rzedu kilku mas Ziemi.

Przeanalizuj problem mozliwoéci wystepowania na tych planetach wody w stanie cieklym,
przyjmujac upraszczajaco, ze woda moze wystapi¢ na planetach, ktérych temperatura,
rozumiana jako temperatura ciata doskonale czarnego, zawiera sie w przedziale:

0°C < T < 100°C.

Pomin wplyw pozostatych sktadnikéw (Gliese 667A i 667B).

Przyjmij, ze orbity planet charakteryzuja dane z ponizszej tabelki:

planeta b c d e f g
wielka po6tos [AU] | 0,050 (0,125 |0,275 | 0,212 0,155 | 0,538
mimosréd 0,112 0,001 | 0,019 | 0,001 | 0,001 | 0,107

Rozwigzania trzech dowolnie wybranych zadan pierwszej serii zawodéw
I stopnia nalezy nadestaé¢ do 11 pazdziernika 2013 r.

Zadania obserwacyjne

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac: dane dotyczgce przyrzgdow
uzytych do obserwacji i pomiaréw, opis metody i programu obserwacyji, standardowe dane
dotyczqce przeprowadzonej obserwacji (m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne, warunki
atmosferyczne), wyniki obserwacyi i ich opracowanie oraz ocene dokladnosci uzyskanych
rezultatow. Wykonang obserwacje astronomiczng nalezy odpowiednio udokumentowac.

1. W odstepie kilku dni wykonaj co najmniej dwie obserwacje komety C/2012 S1 (ISON).
Dla kazdej obserwacji okresl potozenie komety, oszacuj jej jasnos¢ i naszkicuj wyglad jej
gltowy i warkocza.

2. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna rowniez nadesta¢ opracowane wyniki
innych wtasnych obserwacji, prowadzonych w ostatnim roku.

Internetowe zadanie obserwacyjne

3. Korzystajac z obrazu pobranego z jednej z ponizszych stron internetowych:
http://sdo.gsfc.nasa.gov/assets/img/latest/latest_4096_HMII. jpg

(o rozdzielczosci 4096 x4096) lub
http://sohowww.nascom.nasa.gov/data/realtime/hmi_igr/1024/latest.html

(o rozdzielczoscei 1024x1024) dla dowolnie wybranej duzej plamy stonecznej (posiadajacej
cient otoczony poélcieniem), oszacuj w kilometrach kwadratowych powierzchnie cienia
oraz powierzchnie calej plamy i poréwnaj te wartosci z polem powierzchni przekroju
réwnikowego Ziemi.

Do rozwigzania zadania dotacz wydruk satelitarnego obrazu tarczy Stonica, z zaznaczonym
potozeniem analizowanej plamy.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadestaé wraz
z rozwigzaniami drugiej serii zadan zawodéw I stopnia — do dnia
15 listopada 2013 r.

13



Kacik przestrzenny (19):

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

)

)

Plaszczyzny przecinajgce sie w punkcie

W tym kaciku przyjrzymy si¢ metodom rozwiazywania zadan o przecinaniu sie
plaszczyzn. Jedna z nich jest wskazanie punktu przeciecia i udowodnienie, ze
nalezy do kazdej z rozwazanych ptaszczyzn.

1. (Zwardon 2002) Punkt P lezy wewngtrz czworoécianu ABCD. Przez kazdg
krawed? tego czworoscianu prowadzimy plaszczyzne rownoleglq do prostej lgczgceej
punkt P ze $rodkiem przeciwleglej krawedzi (rys. 1). Wykazaé, ze istnieje punkt
wspolny otrzymanych szesciu plaszczyzn.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze obraz symetryczny P’ punktu P wzgledem érodka
ciezko$ci G danego czworoscianu nalezy do kazdej z szesciu rozwazanych
plaszczyzn. Wystarczy, ze udowodnimy, iz punkt P’ nalezy do plaszczyzny m
przechodzacej przez punkty A i B oraz réwnoleglej do prostej taczacej punkt P
ze Srodkiem krawedzi C'D.

Niech M i N beda $rodkami krawedzi AB i CD (rys. 2). Punkt G jest srodkiem
odcinka M N, a wigc czworokat M P’ N P jest réwnoleglobokiem. Zatem proste
MP' i PN sa réwnolegle. Skoro punkt M lezy w plaszczyZnie m, to prosta M P’
takze. To dowodzi, ze punkt P’ nalezy do plaszczyzny .

Jednym z klasycznych chwytéw dowodzenia wspoétpekowosci trzech prostych
na plaszczyznie jest twierdzenie Cevy. Okazuje sie, ze ma ono swoj odpowiednik
w przestrzeni.

Twierdzenie Cevy. Dany jest czworoscian ABCD i punkty A', B',C", D’
lezgce odpowiednio wewngtrz krawedzi AB, BC,CD, DA (rys. 3). Wowczas
plaszczyzny ABC', BCD',CDA’', DAB’ przecinajq sie w jednym punkcie wtedy
i tylko wtedy, gdy

AA" BB’ CC' DD’

A'B BC C'D DA
Dowad. Zalézmy najpierw, ze dane plaszczyzny maja punkt wspélny P.
Poniewaz prosta A’C’ jest czeScia wspdlng plaszczyzn ABC' i CDA’, za$ prosta
B'D’ jest czescia wspdlna plaszezyzn BCD' i ADB’, wigc punkt P nalezy do
obu tych prostych (rys. 4). To dowodzi, ze punkty A’, B, C’, D’ leza na jednej
plaszczyznie 7.

Niech Ay, By, Cy, Dy beda rzutami prostokatnymi punktéw A, B, C, D
na plaszczyzne 7 (rys. 5). Punkty Ag, A’ i By sa wspdlliniowe, co na mocy
twierdzenia Talesa prowadzi do réwnoéci

AAT AAp

A'B BBy’

Analogicznie dowodzimy, ze
BB' BBy cc' CCy DD’ DDy
B'C  CC,” C'D DD, DA AAy’
Mnozac otrzymane stosunki, dostajemy teze.

Przyjmijmy teraz, ze
AA” BB CC' DD’
A'B B'C C'D DA~
Niech E bedzie punktem wspolnym odcinkéw AB’ i CA’, za$ P punktem
przeciecia plaszezyzny ABC’ z odcinkiem DE (rys. 6). Punkt P nalezy
do plaszczyzn ADB’, CDA’ i ABC'. Niech D}, bedzie punktem przeciecia
plaszczyzny BCP z krawedzia AD. Wtedy na mocy wezesniej udowodnionej
czesel twierdzenia dostajemy
AA" BB’ CC'" DDy
A'B B'C C'D DjA

1.

W takim razie
DD’ DDy
D'A~ DA
Stad wniosek, ze D’ = Dy, co konczy dowdd twierdzenia.
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Rys. 5

Rys. 6

Na koniec podajemy kilka zadan dla Czytelnikdw.

2. (Zwardon 2002) Przez Srodek kazdej krawedzi czworo$cianu prowadzimy
plaszczyzne prostopadle do przeciwleglej krawedzi. Wykazaé, Ze istnieje
punkt wspdlny otrzymanych szesciu plaszczyzn (punkt ten nazywa sie
punktem Monge’a).

3. Spodki wysokosci pewnego czworoscianu sg rézne od ortocentréow scian, do ktorych
zostaly poprowadzone. Wykazac, Ze plaszczyzny zawierajgce te wysokosci i ortocentra
scian, do ktorych zostaly poprowadzone, przecinajg sie w jednym punkcie.

4. Dany jest czworo$cian ABCD. Odcinki AN i CM sq dwusiecznymi

w trojkgcie ABC, odcinek BK jest dwusieczng w trojkgcie BCD, zas odcinek BL
jest dwusieczng w trojkgcie ABD. Wykazaé, Ze istnieje punkt wspolny plaszczyzn
ABK,BCL,ACM,ADN.

5. Twierdzenie Cevy (wersja trygonometryczna). Dany jest czworoscian
A1 As A3 Ay i punkty Bigiyyy leZgce na krawedziach A;y2A;y3 dlai=1,2,3,4
(przygmujemy, Ze Apya = Ag). Kazda z plaszczyzn A;Aip1Biiy1) tworzy
z plaszezyzng Ai—1 AjAip1 kat dwusScienny o mierze oy, zas z plaszczyzng
AijAip1Aiyo kgt dwuscienny o mierze ;. Wykazaé, ze plaszczyzny A;Aiv1Biiyr)
dla i =1,2,3,4 majg wspolny punkt wtedy i tylko wtedy, gdy

sina; sinap sinaz sinay

sin (1 . sin fo . sin O3 . sinfBy
6. Punkt P lezy wewngtrz czworoscianu A1 As AsAy. Wykazaé, Ze plaszczyzny
symetryczne do plaszczyzn A; A1 P wzgledem plaszczyzn dwusiecznych
kgtow dwusciennych przy krawedziach A; A;+1 dla i = 1,2,3,4 przecinajg sie
w jednym punkcie.

Michalt KIEZA

I
A
Rys. 1
h
ha
hy
Rys. 2

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1399. Dany jest trapez ABC'D. Ramiona AD i BC przecinaja sie

w punkcie E i sa $rednicami okregdw stycznych zewnetrznie w punkcie I (rys. 1).
Udowodni¢, ze I lezy na dwusiecznej kata AEB.

Rozwiazanie na str. 6

M 1400. Dana jest liczba pierwsza p > 3, taka, ze p 4 2 tez jest pierwsza.

Na tablicy napisano liczby 1,2,...,p. W kazdym kroku wybieramy jedna z nich,
powiedzmy k, po czym zmazujemy wszystkie dzielniki liczby & + p. Udowodnié,
ze w ten sposéb nigdy nie zmazemy wszystkich liczb napisanych na tablicy.
Rozwiazanie na str. 2

M 1401. Udowodnié, ze dla «, 8 € (0,7/2) prawdziwa jest nieréwnosé
1/cosa+ 1/cos B > 2+/tga + tg (.

Kiedy zachodzi réwnoséé?
Rozwiazanie na str. 22

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 841. Woda wyplywa ze zbiornika przez dwa lezace jeden nad drugim otwory,
jak to przedstawiono na rysunku 2. Jeden otwér znajduje sie na wysokosci

h1 = 20 cm, a drugi na wysokosci hy = 50 cm powyzej podstawy zbiornika.
Strugi wody wyplywajacej ze zbiornika przez te otwory trafiaja w to samo
miejsce na wysokosci podstawy. Ile wynosi poziom wody w zbiorniku?
Rozwiazanie na str. 10

F 842. Im wieksza jest energia kinetyczna pocisku w chwili uderzenia w cel,

tym wieksza jest ,skuteczno$é¢ strzalu”. Czy przy tym samym ladunku materiatu
wybuchowego naboju (tej samej energii poczatkowej pocisku) ,skutecznosé
strzalu” roénie z masa pocisku, czy maleje? Przyjmujemy, ze predko$é¢ pocisku
jest podczas calego lotu mniejsza od predkosci dzwigku.

Rozwiazanie na str. 17
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Zycle na
ZY \~m 37

Gdzie nas jeszcze nie bylo?

Na tej planecie mato juz jest takich miejsc. Do wejscia na najwyzszy szczyt
Swiata ustawiaja sie kolejki. Przez oba bieguny maszeruja coraz dziwniejsze
ekipy. W puszczach amazonskich odkrywane sg ostatnie plemiona, ktére
jeszcze nas nie spotkaly (i ich wiek niewinnosci wlasnie sie skonczyl).
Zaglebiamy sie w najgtebsze jaskinie. Wiercimy kolejne warstwy Ziemi, zeby
jej wyrwac jak najwiecej bogactw naturalnych.

Pare lat temu réznych odkryweéw podniecita informacja o istnieniu jednego
z najglebszych ziemskich jezior (czwarte z kolei), do ktérego jeszcze

nie dotarliSmy. Nic dziwnego — znajduje si¢ ono w najzimniejszych regionach
Ziemi, pokrywa je od 34 milionéw lat warstwa lodu (obecnie grubosci 3 km),
znajduje sie w depresji na Antarktydzie, utworzonej 60 mln lat temu

w trakcie przesuwania sie kontynentalnych platform. Topniejacy pod wielkim
ci$nieniem 16d dawal doptyw stodkiej wody, prawdopodobny kontakt

z oceanem — stonej. Niektorzy sadza, ze warunki w tym jeziorze moga
imitowa¢ warunki z innych, niezamieszkatych cial niebieskich. Niektérzy
sadzili, ze wody jeziora moga by¢ catkowicie pozbawione Sladéw zycia. Dzis
kierownik badan jeziora, dr Scott Rogers, mowi: ... nasze badania dowiodly,
ze organizmy mogq istnie¢ w warunkach, ktore jeszcze niedawno uwazalismy
26 wrogie Zyciu.

Bo czlowiek nie bylby czlowiekiem, gdyby nie postanowit sprawdzi¢

jeziora (nazywa sie ono Wostok). Pare lat temu rozpoczely sie wiercenia,

w dwu odleglych punktach, w gtab lodowca. Antarktyczne otoczenie
wymusito na badaczach poprzedzajacy prace trening w warunkach skrajnego
zagrozenia klimatycznego. Poczatkowo szukano zycia w wodzie, ale stworzenie
w laboratorium warunkéw podobnych do naturalnych okazato si¢ zbyt
klopotliwe (ci$nienie, ciemno$é, lokalna temperatura!). Zdecydowano sie
zatem na pobieranie prébek lodu na samej granicy z woda. W prébkach tych
szukano DNA i RNA (kwaséw nukleinowych dyktujacych cechy genetyczne
organizméw ziemskich). Opracowano oryginalna metode sterylizacji
pobranych probek lodu przez kapiel w nadchloranie sodu i usuniecie
zewnetrznej warstwy tak potraktowanego lodu kilkukrotnym ptukaniem

w sterylnej wodzie. W lodowym rdzeniu znaleziono tysiace rodzajow

kwasow nukleinowych pochodzacych z réznorodnych gatunkéw bakterii

(dzi$ zwiazanych i ze stodkowodnym, i z morskim §rodowiskiem), z réznych
gatunkéw ryb i skorupiakéw, a takze jednokomorkowe grzyby i archebakterie.
Zmaleziono DNA termofilnych mikroorganizméw, co sugeruje obecno$é

pod lodem zrédet geotermalnych. Bardzo doktadnie wyeliminowano probki,
co do ktorych mozna by mie¢ zastrzezenia metodyczne, choé szef ekspedycji
twierdzi, ze jest to ostroznosé¢ zastosowana w nadmiarze. Oznaczone sekwencje
nukleinowe zostaly udostepnione w $wiatowych zasobach danych.

Badacze wéd Wostoka twierdza, ze pobrane probki zawieraja materiaty
godne pracy catego zycia. My$la, ze poréwnujac wyniki z istniejacymi
w bazach danych, uzyskaja fascynujacy wglad w ewolucje.

Kto tam wiercil i analizowal? Uczeni z kilku réznych uczelni i instytucji
amerykanskich. Zebrali oni z r6znych zrodel fundusze — na razie kosztowato
to 250 000 dolaréw.

Niestety, nie znaleziono w Wostoku zadnych zielonych ludzikéw. A niepokoi
my$l o tym, czy na pewno niczego do tej ostatniej niszy na Ziemi

nie ,zawleczono” w trakcie wiercen. W Kosmos tez miato lecie¢ wszystko
doktadnie wysterylizowane, a — o ile wiem — nie do konca si¢ to zadanie
powiodlo. Poniewaz zycie potrafi przetrwaé¢ najdziwniejsze zasadzki:
chemiczne, promieniste i inne. I trwaé, nawet 3 kilometry pod lodem.

Magdalena FIKUS
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Matematyka z Mathematicg: automaty komorkowe

]

Rozwigzanie zadania F 842.
Podczas lotu pocisku z duzg predkoscia
sita oporu jest proporcjonalna
do kwadratu predkosci pocisku. Z dobrym
przyblizeniem mozna tez zalozy¢, ze
pocisk porusza sie po linii prostej.
Odpowiedz na pytanie postawione
w zadaniu wymaga zbadania, jak
zmienia sie energia pocisku z przebyta
droga. Dzialajaca na pocisk sita to
F = ka, gdzie v oznacza predkosé
chwilowa, a k to stala zalezna od ksztaltu
pocisku; zwrot tej sily jest przeciwny
do zwrotu predkosci. Poniewaz dla
ruchu jednowymiarowego silta jest
réwna zmianie energii dE na jednostke
dlugosci toru ds (w tym przypadku mamy
do czynienia jedynie z energig kinetycznag
E = %m,’uz% mozemy napisa¢ rownanie
ruchu w postaci

dE 2kE

ds m

Przy tej samej energii poczatkowej
i przebytej drodze pocisk ciezszy ma wiec
wigkszg energie.

W 2002 r. ukazala sie ksiazka

A New Kind of Science, oparta na
wynikach wieloletniej pracy Wolframa

— niewatpliwie najobszerniejsza

i najbardziej znaczaca praca poswigcona
automatom komoérkowym. Jak inne dziela
tego autora, ksigzka przyciggneta wielka
uwage nie tylko srodowisk naukowych, ale
takze mediow, i wywotala kontrowersje.
Jej gléwne idee majg pewien zwigzek

z Mathematicq.

*Instytut Matematyki,
**Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Galina FILIPUK ™, Andrzej KOZLOWSKI™

Systemy algebry komputerowej. We wspdlczesnym $wiecie komputery

maja coraz wiekszy wplyw zaréwno na sposéb uprawiania matematyki,

jak i na sama matematyke. Wielu waznych probleméw, zaréwno czysto
teoretycznych, jak i pochodzacych z zastosowan, nie mozna rozwiazac

bez pomocy odpowiednich programéw. Umiejetno$é¢ postugiwania sie komputerem
w obliczeniach numerycznych i symbolicznych nalezy dzis do podstawowego
wyksztalcenia matematyka.

Zwykle najbardziej efektywne jest uzycie programow zaprojektowanych specjalnie
do takich obliczen, czesto nazywanych CAS (Computer Algebra System — system
algebry komputerowej). Sa to np. Macsyma, Maple, Maxima, MuPad, MatLab,
Reduce, Axiom, Magma, Macaulay, Singular, i wiele innych — wsréd nich znajduja
sie zaréwno programy komercyjne, jak i darmowe oraz open source. Te programy
maja zaimplementowane najnowsze algorytmy z réznych dziedzin matematyki,

a takze udostepniaja jezyki programowania pozwalajace uzytkownikowi na pisanie
wlasnych programow. Odgrywaja wielka role w powstawaniu nowego dzialu nauki
zwanego matematykq eksperymentalng.

Mozna wyrézni¢ dwa typy systeméw algebry komputerowej: programy
wyspecjalizowane w szczegdlnych dzialach matematyki (np. algebra przemienna,
teoria grup, numeryczna algebra liniowa, réwnania rézniczkowe, statystyka itd.),
oraz programy ogdélne, stuzace ,,do wszystkiego”. Chcemy tu przedstawi¢ program
Mathematica [1], nalezacy do tej drugiej grupy. Jest on bardzo wszechstronny,

a jednoczesnie roézne jego funkcje dobrze wspétdziataja. Sprébujemy pokazaé zakres
mozliwosci zastosowania Mathematiki na przyktadzie automatéow komorkowych.
Jest to zagadnienie, w ktorym bez programu komputerowego bytoby bardzo
trudno otrzymac ciekawe wyniki. Ponadto nie tylko lezy w obrebie matematyki
eksperymentalnej, ale jest takze blisko zwiazane z historia Mathematiki oraz z osoba
jej pomystodawcy. Mathematica jest, oczywiscie, dzielem wielu os6b — nikt nie bytby
w stanie napisa¢ samodzielnie tak duzego, a przede wszystkim wszechstronnego
programu. Jednak glowna idea i istotna cze$¢ implementacji sa dzielem jednej
osoby: fizyka Stephena Wolframa.

Wolfram i jego dzieto. Wolfram, urodzony w 1959 r., jest niezwykla i wybitna,
choé¢ takze kontrowersyjna, postacia. Swoj pierwszy artykul opublikowal, majac
18 lat, jako student fizyki na uniwersytecie w Oxfordzie (gdzie zostal przyjety

w wieku 15 lat). Opuscil uniwersytet, formalnie nie ukonczywszy studidéw, jako
autor dziewieciu artykuléw. Uzyskal stopien doktora na Uniwersytecie Caltech

w Los Angeles, gdzie zostal zatrudniony. Byt jedna z pierwszych oséb, ktoérej
przyznano stynny ,grant dla geniuszy” (MacArthur Fellowship). Bedac w Caltech,
Wolfram wspéltworzyl system algebry komputerowej SMP, ktory stal sie pozniej
podstawa Mathematiki.

W 1983 r. w Institute for Advanced Study w Princeton Wolfram rozpoczat
badania automatéw komoérkowych, ktére staly sie gtéwnym obiektem jego
zainteresowan naukowych. Podstawowa metode stanowity symulacje komputerowe,
a pierwsze wersje Mathematiki byly ich gléwnym narzedziem. W 1987 r. Wolfram
stworzy! firme Wolfram Research, zajmujaca sie gléwnie rozwojem i marketingiem
Mathematiki i innych powiazanych z nig programéw. Rok pdzniej opuscil $wiat
akademicki, poswigcajac si¢ calkowicie prowadzeniu firmy oraz badaniom
dotyczacym automatéw komorkowych. W dalszej czedci tekstu przyjrzymy sie
obiektom tych badan i mozliwosciom, ktére przy pracy nad tym zagadnieniem
daje Mathematica.

Automaty komoérkowe. Pojecie automatu komoérkowego zostalo wprowadzone
przez Johna von Neumanna i Stanistawa Ulama w celu modelowania
samoreprodukcji wyidealizowanych systeméw biologicznych. Nadaje si¢ ono
jednak réwnie dobrze do modelowania dyskretnych systeméw fizycznych lub
chemicznych. Takie systemy mozna uwazac za przyblizenia uktadéw dynamicznych,
czyli systemow modelowanych za pomoca rownan rézniczkowych.
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Rys. 1. Dziewig¢¢ generacji
dwuwymiarowego automatu komérkowego
Gra w zycie.

Poniewaz Wolfram stworzyt Mathematice
w duzym stopniu w celu ulatwienia
badan automatéw komoérkowych, jest

to jedno z najwygodniejszych narzedzi
do tego celu. Badanie automatéw
komérkowych to jedna z dziedzin,

w ktérych bez specjalnego przygotowania
programistycznego i gltebokiej znajomosci
matematycznej strony tematu, mozna
(za pomocg Mathematiki, ale nie tylko)
dokonywaé oryginalnych odkry¢.

Oczywiscie, w kodzie obok jedynie
funkcja CellularAutomaton i jej argumenty
majg bezposredni zwigzek z automatami
komérkowymi — reszta kodu dotyczy
tworzenia grafiki.
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Rys. 3. Etap ewolucji tréjwymiarowego
automatu nr 14.

Automat komérkowy sktada sie z dyskretnej siatki komoérek w n-wymiarowej
przestrzeni. Kazda komoérka moze przyjmowaé skonczona liczbe stanéw. System
ewoluuje z pewnej konfiguracji poczatkowej, czas jest liczony dyskretnie. Nowy stan
kazdej komorki zalezy od jej otoczenia w poprzedniej chwili. Jest kilka naturalnych
definicji otoczenia, ale najczesciej przyjmuje sie, ze sklada sie ono z rozwazane;j
komorki i wszystkich z nia sasiadujacych. Stan wszystkich komérek zmienia sie
rownocze$nie, tworzac nowa generacje.

Najbardziej popularny przyktad, dwuwymiarowy, to wymyslona przez

Johna Conwaya Gra w Zycie. W grze Conwaya komorki przyjmujg dwa stany: sa
zywe lub martwe. Martwa komoérka, ktora ma doktadnie trzech zywych sasiadéw,
staje sie zywa w nastepnej jednostce czasu (rodzi sie), zywa komérka z dwoma
albo trzema zywymi sasiadami pozostaje nadal zywa, natomiast przy innej liczbie
sasiadéw umiera (z samotnosci albo zatloczenia).

Automaty w Mathematice. Wolfram przywiazuje wielka wage do badan
zlozonych systeméw za pomoca automatow komérkowych, okreslit to nawet jako
,howy rodzaj nauki” — cze$¢ wspomnianej wcze$niej matematyki eksperymentalne;.
Zatem trudno sie dziwié, ze w Mathematice istnieje funkcja CellularAutomaton.
Na przyktad kod tworzacy rysunku 1 wyglada tak:
GraphicsGrid[{ArrayPlot [#, ImageSize -> 80, Mesh -> True] &

/@CellularAutomaton[{224, {2, {{2, 2, 2}, {2, 1, 2}, {2, 2, 2}}},

{1, 13}, {{{0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 1, 1}}, O}, 81}]
By wyjasni¢ dziatanie tej funkeji (a takze uzyskaé pewne pojecie o jezyku
Mathematiki), postuzymy sie bardzo prostym przykladem automatu:
jednowymiarowym z tylko dwoma stanami, ktore bedziemy oznaczali cyframi 11 0.
Za otoczenie danej komorki bedziemy przyjmowali te komérke wraz z dwiema
sasiednimi. Takie automaty Wolfram nazywa elementarnymi. Regula ewolucji
takiego automatu moze by¢ zapisana w jezyku Mathematiki na wiele réznych
sposobow. Najczesciej uzywana jest metoda Wolframa, ktora przedstawia regule
ewolucji w postaci liczby.

W przypadku elementarnego automatu musimy zapisaé, jak w kolejnym kroku
ewolucji zmienia si¢ érodkowa cyfra w kazdej z 23 mozliwych tréjek (i, 7, k)
ztozonych z zer i jedynek. To jest rownowazne podaniu jednej liczby oémiocyfrowej
zapisanej w systemie dwojkowym (lub jej dziesietnego réwnowaznika). Kolejne
cyfry (dwéjkowe) tej liczby moéwia, na co zmieni sie srodkowy element w kolejnych
tréjkach ustawionych w ciag malejacy liczb w systemie dwéjkowym. Na przyktad
regula 30, czyli binarnie 00011110, oznacza automat, w ktérym

{1,1,1} —0, {1,1,0}—0, {1,0,1}+—0, {1,0,0} — 1,
{0,1,1} —1, {0,1,0}—1, {0,0,1}+—1, {0,0,0} — 0.

Dla automatéw w wyzszych wymiarach mozna zastosowaé¢ podobny zapis.

W najprostszej formie funkcja CellularAutomaton ma trzy argumenty: liczbe
oznaczajaca regule (w przykladzie z rysunku 1 jest to 224), stan poczatkowy
i liczbe krokow ewolucji.

Automat — generator liczb pseudolosowych. Rysunek 2 prezentuje
poczatkowe sto generacji rozwoju automatu komérkowego opisywanego przez
regule 30. Na tym automacie oparty jest jeden z generatoréw liczb pseudolosowych
uzywanych przez Mathematice. Ewolucje tego automatu mozna tez opisac
za pomocg formuty rekurencyjnej

bi = ai—1 + ait1 + a; + a;a;41 mod 2,
gdzie a; oznacza 0 (bialy piksel) lub 1 (czarny piksel) w kolumnie i pewnego wiersza
a b; w kolumnie j nastepnego. Stan poczatkowy okreslony jest w kodzie przez
{1,{0}}, co oznacza jedynke otoczona nieskoficzonymi ciagami zer (jak widaé
w pierwszym wierszu). Okazuje sig, ze wartosci w srodkowej kolumnie zachowuja
sie losowo. Otrzymujemy w ten sposoéb generator liczb pseudolosowych, ktory bardzo
dobrze sie sprawdza, mimo ze oparty jest na prostej i oczywiscie deterministycznej
formule. Jak widaé¢, nie tylko rozwdj Mathematiki stuzy badaniu automatow
komoérkowych, ale zachodzi réwniez zaleznosé odwrotna.
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Rys. 5. Rozwigzania réwnania (2) dla
K=1,...,20.
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Oczywiscie, ten automat mozna dosy¢ tatwo zaprojektowad i przedstawic graficznie
wlasciwie w dowolnym jezyku programowania, ale w Mathematice caty kod tworzacy
rysunek 2 to tylko jedna linijka:

ArrayPlot [CellularAutomaton[30, {{1}, 0}, 100]]

Dla bardziej ztozonych automatéw komorkowych wcale nie jest duzo trudniej.
Ponadto, za pomocg graficznych bibliotek Mathematiki mozna stworzy¢ wiele
spektakularnych ilustracji ewolucji automatéow komoérkowych — jedng z nich
pokazuje rysunek 3.

Automaty i rownania rézniczkowe. Jak wspomnielisémy, automaty komoérkowe
moga by¢ rozwazane jako skrajne przyklady dyskretyzacji réwnan rézniczkowych,
gdzie nie tylko czas i przestrzen sa dyskretne, ale takze rozwiazanie istnieje tylko
w skonczonym zbiorze mozliwych stanéw. Okazuje sie, ze wickszo$¢ zjawisk
opisywanych przy uzyciu teorii réwnan rézniczkowych ma swoje odpowiedniki

w teorii automatéw komorkowych. Miedzy innymi istnieja odpowiedniki

tzw. solitondw (pewnych fal o ciekawych wlasnodciach), ktére od wielu lat intryguja
badaczy. Symulacje solitonu, autorstwa Reiko Sakamoto, widzimy na rysunku 4.
Przy okazji, przyktad ten pokazuje tzw. dynamike, czyli rodzaj interaktywnosci,
bedacy jedna z najciekawszych cech Mathematiki od wersji 6 wtacznie.

Automaty (i uogélnienia), ktére mozna bada¢ (prawie) bez komputera.
Wprawdzie automaty komoérkowe bardzo trudno bada¢ metodami matematycznymi
— jest niewiele nietrywialnych twierdzen — ale, jak widzieliémy, doskonale nadaja
sie do symulacji komputerowych. Istnieja takze automaty komoérkowe, nazywane
catkowalnymi, dla ktérych mozna otrzymacé pewne wyniki za pomoca metod
matematyczno-fizycznych. Wladnie takim automatem jest ten na rysunku 4.
Ostatnio duze zainteresowanie budza uogélnienia automatéw komorkowych
nazywane réwnaniami ultradyskretnymi (ang. ultra discrete equations), majace
wlasnosé catkowalnosci. Powstaja one z réwnan dyskretnych przez pewne
przejscie graniczne.

Rozwazmy, na przyktad, réwnanie dyskretne

1
(1) Tp41Tp—1 = k+ —

gdzie k jest stala. Poniewaz
lim+ log(e?/% + eP/%) = max(A, B),
e—0

X;/e

wiec wprowadzajac nowe zmienne X; zdefiniowane wzorem z; = e iprzechodzac

do granicy przy € — 07, uzyskujemy réwnanie ultradyskretne
(2) Xpm+ X+ X1 = maX(Xn + K, 0)

Dla stalej K i poczatkowych wartosci X i X1 bedacych liczbami catkowitymi
wszystkie rozwiazania tego réwnania sa catkowite. Mozna wykazaé, ze przy
iteracjach réwnania (1) nie zmienia sie nastepujaca wielkosé:

k k 1

I=z,+2,1+—+ +

T Tp—1 Tpnlp—1

Odpowiadajacy jej niezmiennik dla réwnania (2) to
I=max(X,, X, - 1,K - X, 1, K — X,,,— X, — Xpn_1)-

Wiecej na ten temat mozna znalezé w artykule [2]. Wprawdzie Mathematica
nie jest w stanie znalezé ogdlnego rozwiazania tych rownan, ale za to mozemy

tatwo zilustrowac rozwiazania graficznie w przestrzeni X,,, X, 41, np. z wartosciami
poczatkowymi Xo =0, X; =1 dla K =1,...,20 (zob. rys. 5).

Ogoélnie szukanie rozwigzan réwnan ultradyskretnych jest bardzo trudne, ale
zdarzaja sie wyjatki. Nastepujacy przyklad pochodzi z pracy [2]. W réwnaniu
dyskretnym x,, 12,41 = 2z, wprowadzamy nowe zmienne X; = ¢log z;,
otrzymujac ultradyskretne réwnanie X,,_1 + X,,+1 = X, + n. Szczedliwie jest
to po prostu réwnanie liniowe, wiec Mathematica potrafi je rozwiazaé:

RSolve[X[n-1]+X[n+1] == X[n] +n, X[n]l, n] // Simplify
{{X[n] — c1e’5 + S et n}}.
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Informatyczny kacik olimpijski (65): Opdznione wyszukiwanie

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem Delayed search, ktére pojawito sie w 2004 r.
w konkursie Internet Problem Solving Contest, organizowanym co roku przez

Stowakéw. Zadanie jest wariacja na temat znanej zabawy ,zgadnij, o jakiej liczbie
mysle”: organizatorzy wybrali pewna liczbe naturalng m z przedziatu [1,n], a my

mamy ja wyznaczy¢, zadajac pytania ,jak sie ma wybrana liczba do liczby k7,
na ktore dostajemy odpowiedz, ze jest ona mniejsza, wieksza lub réwna k.
Zadanie ma jednak dodatkowe urozmaicenie: odpowiedz na i-te pytanie

dostajemy dopiero po zadaniu pytania numer d + i (w szczegdlnosci, pierwsza
odpowiedZ po zadaniu d + 1 pytan). Poniewaz za kazde zadane pytanie naliczane
sa nam punkty karne, chcemy znalezé liczbe m za pomoca jak najmniejszej
liczby pytan. Zabawa konczy sie, gdy ustyszymy odpowiedz ,wybrana liczba

jest réwna k7. Warto dodaé, ze chcemy zminimalizowaé liczbe pytan zadanych

w pesymistycznym przypadku — organizatorzy nie musza ustala¢ m zawczasu,

moga swa decyzje opiera¢ na naszych pytaniach tak, aby wymusi¢ na nas zadanie
jak najwiekszej ich liczby.

Dla d = 0 rozwiazanie jest znane: uzywamy wyszukiwania
binarnego. Kazde pytanie dzieli przedzial, w ktérym
moze znajdowaé sie m, na pol, potrzebujemy zatem
[logn| + 1 pytan. Pozyteczne bedzie przyjrzenie sie

tej strategii blizej. Zalézmy, ze mamy ustalona liczbe
pytan, k. Zastanéwmy sie, jaka jest najwiecksza

dhugo$éé przedziatu n, dla ktérej k pytan wystarczy

do wyznaczenia m? Oznaczmy te liczbe przez £4(k).

Oczywiscie, £o(1) = 1, bo musimy zadaé¢ jedno pytanie
o liczbe 1, by dostaé¢ odpowiedz, ze zgadlismy
poprawnie. Zalézmy, ze mamy k > 1 oraz przedzial
[1,n] i ze zadajemy pierwsze pytanie o liczbe i. Mamy
do rozwazenia trzy przypadki: albo mamy szczescie,
m =1 1 gra si¢ konczy, albo m < i, zostaje nam
k — 1 pytan i wiemy, ze szukana liczba znajduje sie
w przedziale [1,7 — 1], albo m > 4, mamy k — 1 pytan
i przedzial [i + 1, n]. Poniewaz k — 1 pytan wystarczy
dla przedzialu o dlugosci £p(k — 1), wiec zmieScimy
sie w limicie pytan, oile i — 1,n — i < {o(k — 1).
Optaca nam sie, zeby przedzialy [1,7 — 1] i [i + 1,n]
byly jak najdtuzsze, wiec mozemy przyjaé¢ dowolne
n <14 20(k—1) oraz i = [n/2]. Zatem

lo(k) =14 206(k —1).
Rozwiazujac te rekurencje, dostajemy, ze £o(k) = 2% — 1,
co dla ,klasycznych” 20 pytan daje nam przedzial
dlugosci £5(20) = 1048 575.

Dla d > 1 mozemy zastosowaé trywialna strategie:

po kazdym pytaniu czekamy na odpowiedz, zadajac

d ,ghipich” pytan. Taka strategia wymaga zadania
(d+ 1)(|logn] + 1) pytan. Nie jest zbyt dobrze,

gdyz w ten sposdb 20 pytan pozwoli nam dla d =1
jedynie na przedzial dlugosci 1023. Zdradzimy za$, ze
optymalna strategia daje ¢1(20) = 10945. Musimy wiec
umie¢ wyznaczaé kolejne pytania, zanim dostaniemy
odpowiedz na poprzednie.

Rozwazmy przypadek d = 1. Zatézmy, ze pierwsze dwa
pytania sa o liczby 4 oraz j (bez straty ogdlnosci i < j).
W tym momencie znamy juz odpowiedZ na pierwsze

z tych pytan. Jesli wiec gra sie nie skonczyla, to

albo m < i 1 wtedy pytanie o j jest stracone (wiemy
na pewno, ze m < j), zatem mamy k — 2 pytan
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i przedzial [1,i — 1]. Jesli zas§ m > 4, to zostajemy
z przedziatem [i + 1, n], w ktérym zadali$my
juz jedno pytanie j. MogliSmy wiec przewidziec¢
te sytuacje i uzy¢ jako j pierwszego pytania
z optymalnej strategii dla d = 1 i przedziatu dlugosci
n — ¢. Dzigki temu nie marnujemy tego pytania
i w sumie zostaje nam k£ — 1 pytan. Stosujac
rozumowanie jak poprzednio, mamy

(k) =1+ b1(k—2)+ 1 (k—1).
Poniewaz ¢1(1) =0, £1(2) = 1, wiec rozwigzaniem
rekurencji jest ¢ (k) = Fy, — 1, gdzie F}, jest k-ta liczba
Fibonacciego. Zatem strategia postepowania dla d =1
jest nastepujaca: zadajemy pytanie, dzielac najdluzszy
przedzial w zlotej proporcji.

Podobng strategie mozemy zastosowadé dla d > 2.
Zadajemy d pytan: pierwsze o liczbe 7, a nastepne
o coraz wigksze liczby zgodnie z optymalna strategia dla
przedziatu dlugosci n — 4. Jesli gra sie nie skonczyla,
to albo m < ¢ i mamy k — d — 1 pytan na przedziale
dlugosci ¢ — 1, albo m > ¢ i mamy k — 1 pytan
na pozostalej czedci przedziatu. Zatem

La(k) =1+ gk —d— 1)+ La(k —1).
Okazuje sie, ze powyzsza strategia jest optymalna.
Dowéd tego faktu jest nieco techniczny,
zainteresowanych Czytelnikéw odsylamy do pracy [1].
Jej autorzy podaja réwniez ,zyciowy” przyktad
zastosowania ,,op6znionego” wyszukiwania binarnego.
Chcieli oni mianowicie wyznaczy¢ optymalny poziom
trudnosci prac domowych dla grupy studentéw, zadajac
im prace i analizujac ich wyniki (tzn. sprawdzajac,
czy sobie z nimi poradzili, czy nie). Z uwagi jednak
na organizacje zaje¢ studenci dostawali nowa prace
domowsa co tydzien, a mieli ja oddaé¢ na nastepnych
zajeciach. Zatem profesorowie musieli przygotowac
zadania na zajecia w tygodniu ¢ + 1, zanim sprawdzili
zadania z tygodnia ¢ — zastosowali zatem powyzszy
algorytm dla d = 1.

Tomasz IDZIASZEK

[1] A. Ambainis, S.A. Bloch, D.L. Schweizer, Delayed Binary
Search, or Playing Twenty Questions with a Procrastinator,
SODA 1999.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fotoliza, anataz i rutyl oraz na co komu jak najlepsza rdza?

Fotosynteza jest czyms$ naprawde fascynujacym. Nas,
czyli zwierzat, bez niej nie byloby. Nie mielibySmy ani
czym oddychaé, ani co jes¢ (nawet jezeli ktos nie czuje sie
wegetarianinem). Nie byloby, co prawda, korkéw (nawet
gdyby samochody mogly jezdzié¢ rzeczywiscie same),

bo przeciez wegiel kamienny i weglowodory sa (prawie
wylacznie) pozostatodcia milionéw lat fotosyntezy wlasnie.

Puszczanie z dymem tego calego zapasu nie wyglada

na najrozsadniejsze. Dopdki jednak bedzie wygladato
na najtansze, to z niego (puszczania znaczy)

nie zrezygnujemy. A zeby wygladaé przestalo, to
mozliwoéci sa, zasadniczo, dwie. Albo ten tatwopalny
material zacznie si¢ konczy¢, albo co§ wymyslimy. Moim
zdaniem samo to drugie nie nastapi, co nie znaczy, ze
nie da sie na nim, czyli na wymyslaniu, skorzystac.

Fotosynteza zachodzi (w duzym uproszczeniu) za pomoca
dwodch podprocesow. W pierwszym odbywa sie fotoliza
wody. Pochlonigta energia promieniowania pojawia sie

w postaci elektronu oderwanego od wody, ktéra rozpada
sie na obojetny tlen oraz dodatnio natadowany wodér. Tlen
jest produktem ubocznym, natomiast elektrony i protony
sg transportowane réznymi drogami do miejsca, w ktorym
na koncu powstaje z nich oraz ditlenku wegla cukier (oraz
polowa wody, od ktérej fotolizy caly proces si¢ rozpoczat),
a takze odtwarzane sa wszystkie katalizatory.

Cukier to sposéb, jaki Natura wymyslita na
magazynowanie wodoru. Inaczej méwiac, w procesie
fotosyntezy energia $wietlna stuzy do odrywania wodoru
od wody, ktory dzigki reszcie energii jest magazynowany.
Dokladnie o to samo chodzi w procesie sztucznej fotolizy
(nazywanej tez sztuczna fotosynteza, nawet jezeli jedynym
produktem tej syntezy jest czasteczkowy wodor, oprocz,
jak w naturalnej fotosyntezie, odpadowego tlenu).

W maju ukazala sie praca [1]. Pracujacy w Kalifornii
naukowcy (o dalekowschodnio brzmiacych nazwiskach)
opisuja w niej nanostrukture, w ktérej zachodzi fotoliza
wody z efektywnoscia poréwnywalna do naturalnej
fotosyntezy. Autorzy wytworzyli nano-lasek z krzemowymi
pniami oraz galazkami z ditlenku tytanu, ktéry jest
jednym z ulubionych materiatéw w tej dziedzinie. Gatazki
wychwytuja promieniowanie ultrafioletowe, generujac
pare elektron-dziura. Ta ostatnia redukuje tlen do postaci
czasteczkowej, pozostawiajac jon wodorowy. Natomiast
pien pochtania promieniowanie widzialne, co tez prowadzi
do powstania pary elektron-dziura, ale tym razem to
elektron neutralizuje jony wodorowe, a dziura wedruje
na spotkanie z elektronem uwolnionym w poprzednio
opisanym procesie. W ten sposob obwdd fotolizy sie
zamyka. Do oderwania pojedynczego atomu wodoru

od wody oraz jego zneutralizowania potrzeba tylko
dwoch fotonow.

Jezeli chodzi o sam ditlenek tytanu TiOq, to wystepuje on
dos$¢ powszechnie (najwickszym dostawca jest Australia).
Znane s trzy odmiany alotropowe: rutyl, anataz oraz
brukit. Od czterdziestu lat wiadomo, ze zwiazek ten
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umozliwia fotolize wody. Dzieki temu znajduje coraz
wiecej zastosowan. Cho¢ i tak najpowszechniej jest
uzywany do produkcji bieli tytanowej, stosowanej
wszedzie, gdzie potrzebna jest jaskrawa biata
barwa, oraz do otrzymywania metalicznego tytanu.
Natomiast ze wzgledu na silne pochlanianie
promieniowania ultrafioletowego uzywa sie go do
produkcji filtréw przeciwstonecznych, a wlasnosci
fotojonizacyjne wykorzystywane sa do wykonywania
samoczyszczacych sie powtok.

Jezeli chodzi o fotolize, to z dwoch najpowszechniej
wystepujacych odmian skuteczniejszy jest anataz,

a mniej skuteczny rutyl. Jednak jeszcze lepiej dziala ich
mieszanka. Cho¢ na temat tego zwiazku chemicznego
ukazuje sie¢ kilka tysiecy artykutéw naukowych rocznie,
to ta wlasnos¢ pozostawala zagadka. Kilkanascie lat
temu (1996) wydawalo sig, ze zostala ona wyjasniona
poprzez stwierdzenie niewielkiego przesuniecia poziomu
(energii) pasm elektronowych tych odmian. Miatoby ono
powodowaé przeplyw elektronéw z pasma przewodnictwa
z anatazy do rutylu, a dziur z pasma walencyjnego

w odwrotnym kierunku. Ostatnio jednak coraz wiecej
pojawialo si¢ pomiaréw sugerujacych, ze jest odwrotnie.
W sierpniu ukazala si¢ praca [2] ostatecznie (?) to
potwierdzajaca, ktérej autorzy (artykul podpisato
pietnastu, co stanowi bardzo duza grupe w tej dziedzinie)
przeprowadzili zaawansowane symulacje zgadzajace sie

z pomiarami. Wygladana to, ze ,podreczniki trzeba bedzie
napisa¢ na nowo”.

W poszukiwaniu jak najtanszych i jak najefektywniejszych
katalizatorow fotolizy nie mozna pominaé rdzy, czyli
tlenkéw zelaza. Nie ma w tym nic dziwnego. Rdza zzera
stare zelastwo szczegdlnie skutecznie przy udziale wody,
miedzy innymi dzigki temu, ze ulega ona (woda) dysocjacji.

Zwiazkiem, ktéry teoretycznie mégtby byé rewelacyjny,
a praktycznie rowniez jest bardzo wydajny, jest
hematyt a-Fe, O3, czyli jeden ze skladnikéw rdzy. Zeby
fotoelektroda dobrze dzialala, nalezy ja odpowiednio
nano-spreparowaé. W lipcu ukazala sie praca [3],

w ktoérej autorzy donosza o rozpoznaniu wsrod
spreparowanych nano-porowatych struktur hematytu
fragmentow o wydajnoéci bliskiej przewidywaniom
teoretycznym. W dodatkowych materiatach
propagandowych napisano, ze zanurzona w wodzie
elektroda pokrywa sie pecherzykami gazu natychmiast
po wystawieniu na promieniowanie stoneczne.

Moze to bedzie nasza specjalno$é¢? Na tylu dachach
mamy juz przeciez zapuszczona podobng strukture.

Piotr ZALEWSKI

[1] C. Liu i inni, A fully integrated nanosystem of semiconductor
nanowires for direct solar water splitting, Nano Lett., 2013, 13
(6), str. 2989-2992.

[2] D.O. Scanlon i inni, Band alignment of rutile and anatase TiOg,
Nature Materials (2013), doi:10.1038/nmat3697.

[3] S.C. Warren i inni, Identifying champion nanostructures for solar
water-splitting, Nature Materials (2013), doi:10.1038/nmat3684.
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Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
657 (WT =1,71) i 658 (WT = 1,81)
z numeru 3/2013

Jerzy Cisto Wroctaw 44,58
Pawel Labedzki Kielce 43,50
Krzysztof Kamiriski ~ Pabianice 41,63
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55

Pawel Najman Krakéw 39,71
‘Wojciech Maciak Warszawa 36,72
Marek Spychata Warszawa 36,50

Znakomity uczestnik Ligi, Jerzy Cisto
— juz trzykrotnie Weteran — a teraz
dziesigty raz!

w

Rozwigzanie zadania M 1401.
7 nieréwnosci miedzy érednimi
i oszacowania sinz < x mamy

1/cosa+ 1/cos 3 >
>24/1/(cosacosfB) >

> 2\/sin(a + B)/(cos acos ) =

=24/tga+ tg .

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy cosa = cos B isin(a + 8) = 1, co jest

réwnowazne temu, ze o = 3 = 71'/4.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 667, 668
Redaguje Marcin E. KUCZMA

667. Kwadratowa plansza o rozmiarach n x n ma pola pokolorowane jak
szachownica; n jest ustalona liczba parzysta. Wykonujemy ciag ruchéw.

W kazdym ruchu wybieramy dowolny prostokat, ztozony z pél planszy,

i zmieniamy kolory wszystkich pél w obrebie tego prostokata (biale na czarne,
czarne na biale). Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe ruchéw wystarczajaca, by
wszystkie pola planszy uzyskaly jednakowy kolor.

668. Czy istnieje podzbiér wlasciwy zbioru liczb wymiernych dodatnich,

w ktérym wykonalne sa dzialania mnozenia i dzielenia, nie zawierajacy sie
w zadnym innym podzbiorze wlasciwym zbioru liczb wymiernych dodatnich,
w ktérym wykonalne sa powyzsze dziatania?

Zadanie 668 zaproponowal pan Michal Kremzer.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2013

Przypominamy tresé zadan:

663. Czy istnieje nieskonczony, écisle rosnacy ciagg liczb naturalnych kg, k1, k2, ... taki, ze dla
kazdego i > 0 iloczyn k3;k3i41k3;42 jest podzielny przez kazda z liczb k3; + 1, k3iy1 + 1, kzjpo +17

664. Dowiesé, ze jedli liczba rzeczywista x spelnia réwnanie 22 — z|lz] — 1 =0, to kazda potega
liczby = o wykladniku dodatnim nieparzystym takze spelnia to réwnanie.
663. Takie ciagi istnieja. Oto jedna z mozliwych konstrukcji. Zaczynamy
od liczb ky = 2, ky = 5, ko = 9. Przyjmijmy, ze wyrazy ko, k1, ..., ksp—1 sa juz
okreslone i tworza ciag rosnacy dlugosci 3n, spelniajacy wymagany warunek.
Oznaczmy dla wygody: ks,,—1 = m. Okreslamy kolejne trzy wyrazy:

kgn = 2m, k3n+1 =4m + ]., k3n+2 = (4m - 1)(2m + 1)
Jasne, ze ksn—1 < k3p < ksnt+1 < k3nto. Pozostaje sprawdzié, ze iloczyn trzech
wypisanych liczb, réwny 2m(2m + 1)(dm — 1)(4m + 1), dzieli sie przez kazda
z tych liczb, powiekszona o 1, czyli przez liczby 2m + 1, 4m + 2, 8m? + 2m;
a to jest oczywiste. Kontynuujac, otrzymujemy nieskoniczony ciag (k;)
o zadanych wlasnosSciach.
664. Skoro z(z — |x]) = 1, to # > 1. Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby nieparzystej n > 1 roznica y,, = ™ — ™" jest liczba catkowita.
Dzielac wyjéciowe réwnanie przez x, widzimy, ze y; = |2 (liczba calkowita).
Zatem takze liczba y3 = v + 3y; jest calkowita.
Ustalmy wyktadnik nieparzysty n > 3 i zatézmy, ze liczby y,,_o oraz y, sa
catkowite. Przeksztatcenie
Ynt2 + Yo = xn+2 + xn—2 _ x2—n _ x—2—n — (xn _ x—n)(x2 + x—2) _ yn(y% + 2)
pokazuje, ze wowczas liczba y, o tez jest calkowita. Przez indukcje wnosimy, ze
liczby vy1,ys,ys, Y7, . . . wszystkie sa catkowite.

Ponownie ustalmy wyktadnik nieparzysty n. Ze zwiazkéow x > 1, 2" =y, + ="

(yn calkowite) wynika, ze y,, = |z™]. Zachodzi wiec réwnosé 2™ — [2™] — 2~ ™ = 0.
Wystarczy ja pomnozy¢ przez x', by uzyskaé teze zadania.

22



Klub 44

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2013

Rys. 1

Vo

Rys. 2

+ + + + + + + +

A ¥ B
h
2
Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
552 (WT =1,95) i 553 (WT = 2,7)

z numeru 2/2013

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,72

Andrzej Idzik Bolestawiec 37,90
Krzysztof Magiera Losiéw 36,34
Michal Kozlik Gliwice 28,47

Zadania z fizyki nr 564, 565
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

564. Na nieruchomym walcu o promieniu R lezy niewazki pret o dlugosci 21,
na ktérego koncach znajduja sie male kulki o masach m (rys. 1). Znalezé
okres maltych drgan preta wokét potozenia réwnowagi. Nie ma poslizgu miedzy
walcem a pretem.

565. Po réwnoleglych, poziomych szynach spietych oporem R moze poruszaé

sie bez tarcia pret o masie m. Uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Linie pola magnetycznego sa prostopadtle

do plaszczyzny szyn (rys. 2). Odleglo$é miedzy szynami wynosi I. W chwili
poczatkowej pretowi nadano predkosé vy, rownolegta do szyn. Jaka droge
przebedzie pret do momentu zatrzymania? Jaki tadunek przeplynie w tym czasie
przez opor R? Opor szyn i preta zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

560. Jezeli w pewnym inercjalnym ukladzie odniesienia istnieje tylko pole elektryczne E, to

w ukladzie poruszajacym sie¢ z predkoscig ¢ wzgledem ukladu pierwotnego, gdy mozemy zaniedbaé
efekty relatywistyczne, istnieje réwniez pole magnetyczne B’ = —(7 x Fj)/CQ, gdzie ¢ jest predkosciag
Swiatta. Sprawdz prawdziwosé tego stwierdzenia na przyktadzie pola od tadunku punktowego,
rozwazanego w obu uktadach.

561. Kondensator ptaski umieszczono w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B (rys. 3).
Napiecie miedzy okladkami kondensatora wynosi U, odleglto$é¢ miedzy oktadkami h. Z punktu A
wylatuje elektron prostopadle do linii pola magnetycznego. Jaki warunek musi spelnia¢ predkosé
elektronu, zeby przelecial on przez kondensator bez kontaktu z jego okladkami? Silty ciezkosci
nie uwzgledniamy, efekty relatywistyczne mozemy zaniedbad.

560. Niech uktad K’ porusza sie z predkoscia ¥ wzgledem uktadu inercjalnego K.
Rozwazmy tadunek punktowy ¢ spoczywajacy w poczatku uktadu K. Pole
elektryczne od tego tadunku w punkcie opisanym wektorem polozenia ¥ ma postaé:
E = q7/ (4meor®). W uktadzie K’ tadunek ¢ porusza sie predkoscia — i w przyblizeniu
nierelatywistycznym mozemy go potraktowac jako staly prad elektryczny. Natezenie
pradu dane jest wzorem I = q/At, gdzie At jest czasem, w ktérym tadunek
przemieszcza si¢ o Al=—7- At. Stad IA] = —q?¥. Zgodnie z prawem Biota—Savarta
pole magnetyczne wytworzone w uktadzie K’ przez poruszajacy sic tadunek ma postaé:

— —

B = MOI&l X 47:? = —poq¥ X # = —mugegT X E=_%x CEQ
Gdy w pierwotnym uktadzie K obok pola elektrycznego wystepuje réwniez pole
magnetyczne é, pole magnetyczne w uktadzie K’ ma postaé: B =B—-ix E/CQ. Jest
to wzor przyblizony, stuszny jedynie dla v < ¢, kiedy mozemy zaniedbaé op6znienie
zwigzane ze skonczonym rozchodzeniem sie sygnatu elektromagnetycznego.
Otrzymany wzor pokazuje, ze w przyblizeniu nierelatywistycznym pole magnetyczne
nie zmienia si¢ przy przejsciu z jednego uktadu inercjalnego do innego.

561. W chwili poczatkowej na elektron dziala sita elektryczna skierowana w gore
i sita magnetyczna skierowana w dét. Rozwazmy przypadek, gdy sity te rownowaza
sie, czyli predkoséé elektronu wynosi vg = E/B = U/(hB). W ukladzie K zwigzanym
z kondensatorem elektron porusza sie wtedy ruchem prostoliniowym z predkoscia vo.
W uktadzie odniesienia K’ poruszajacym si¢ wzgledem K z predkoscig 9 elektron ten
spoczywa, czyli sita magnetyczna na niego nie dziala. Oznacza to, ze w uktadzie K’
nie moze réwniez dzialaé sita elektryczna, czyli w ukladzie tym nie ma pola
elektrycznego. Elektron wylatujacy z punktu A z predkoécia ¥ ma w uktadzie K’
predko$é ¥ — v 1 porusza sie po okregu o promieniu R = m|d — 45|/ (eB), stycznym
do prostej réwnoleglej do predkosci ¥ (m i e oznaczaja odpowiednio mase i wartosé
bezwzgledna tadunku elektronu). Poniewaz mamy do czynienia z przypadkiem
nierelatywistycznym, wektor indukeji pola magnetycznego w uktadzie K’ nadal
wynosi B (patrz zadanie 560). W uktadzie zwigzanym z kondensatorem ruch elektronu
jest ztozeniem ruchu po okregu oraz ruchu postepowego z predkoscia vg. Elektron
przeleci przez kondensator bez kontaktu z oktadkami, gdy 2R < h/2. Zatem predkosé
elektronu musi spelnia¢ warunki:

U  eBh U eBh U eBh . U eBh

2o esn o _esh 2o eBn > B il
VSaBT Im O U T am BV a2 o 1020 ey g <
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Prosto z nieba: Galaktyki jak zielony groszek

Wedlug oszacowan w naszej Galaktyce znajduje si¢ okoto
10'* gwiazd. Zbiegiem okolicznogci (o jedna liczbe mniej
do zapamigtania!) sto miliardéw to takze liczba galaktyk
w obserwowalnym Wszech$wiecie. Majac do dyspozycji
doskonatej jakosci wspélczesne obserwacje, np. z Teleskopu
Hubble’a, natychmiast mozna si¢ przekonaé, ze galaktyka
galaktyce nieréwna, nie tylko pod wzgledem rozmiaru,

ale takze koloru, jasnoéci i ksztattu. W klasyfikacji
Edwina Hubble’a morfologii galaktyk wyrdznia sig¢ trzy
podstawowe ksztalty: spiralny, eliptyczny oraz przejsciowy
miedzy tymi typami ksztalt soczewkowaty, a takze galaktyki
niepasujace do powyzszego schematu, tj. nieregularne.
Galaktyki spiralne, sktadajace sie z mtodych gwiazd,

sg podobne do Drogi Mlecznej i Galaktyki Andromedy.
Natomiast przedstawicielami typu eliptycznego,
zawierajacego starsze gwiazdy i pochodzacego, jak sie
uwaza, ze zderzen galaktyk spiralnych sa np. Centaur A
oraz gigantyczny Messier 87 w gromadzie Panny.
Sasiadujacy z nasza Galaktyka Wielki Oblok Magellana
uznaje sie, mimo skomplikowanego wygladu, za obiekt
»Spiralny z poprzeczka”. Maty Obtok jest sklasyfikowany
jako galaktyka nieregularna, chociaz takze ma

centralna poprzeczke, czyli cechy galaktyki spiralnej;

N ¢ x> r A A
] BARAN RYBY !_.
+10° = ;{-52 ] \ '
] /l' x o L-/--T---'—-% oy, | 7T
M : ICI 3 7 L
] . e WIELORYB - ‘] INL
L | - C e |
B . i [ n . : r
~10°] =" Il,;E P I X 93241 T -1
B . i . . l'. -
1.0 ERoAN | | | s
200 /,_ :__'____’T’_ ' ” . : ',' L[ o
I RIEBIRZ [ S [

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):
e2+3:4.56

o gwiazda zmienna o galakyka

obecny nieregularny ksztalt Oblokéw jest przypuszczalnie
wynikiem oddziatywania z Droga Mleczna.

Niedawnym przyktadem postepu w dziedzinie kosmologii jest
odkrycie ,zielonych groszkéw” (ang. green peas), typu galaktyk
zidentyfikowanego w 2007 r. w danych przegladu SDSS przez
wolontariuszy projektu Galaktyczne Zoo. Zielononiebieskie

w kolorze z powodu silnych linii emisyjnych tlenu oraz
eliptyczne w ksztalcie, groszki sg zwartymi galaktykami
charakteryzujacymi si¢ niespotykanie aktywnymi procesami
gwiazdotworczymi. Z punktu widzenia kosmologii mtodego
Wszech$wiata powstanie gwiazd wiaze si¢ z ponowna jonizacja,
neutralnego wodoru i helu, procesem, ktory rozpoczatl sie
okoto 500 mln lat po Wielkim Wybuchu i trwal przez

kolejne 500 mln lat. Zielone groszki znajdujg sie na tyle
blisko nas (poczerwienienie z = 0,1-0,36), ze badacze
uzywaja ich nie tylko do ogdélnej ilustracji wezesnych faz
ewolucji galaktyk, ale takze do szczegbltowego szacowania
caltkowitej ilosci wyemitowanego swiatta i jego wplywu

na jonizacje miedzygwiazdowego oraz pozagalaktycznego gazu.
7 przyjemnoscig odnotowujemy kolejny przyktad wspétpracy
amatoréw i profesjonalnych astronoméw studiujacych
ekscytujaca, bo stabo zbadana epoke ewolucji Wszechéwiata.

Michat BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Pazdziernik

Wieczorami potudniowe niebo tuz nad horyzontem zajmuje

(e Okazaly Wieloryb (tac. Cetus). Ten czwarty pod wzgledem
wielkosci, gwiazdozbiér znajduje sie w ,wodnej” czesci nieba,
obok rzeki Erydan i Ryb. W poprzednich miesiacach opisywalismy
sprzeczke pomiedzy krélows Etiopii, Kasjopeja, a bogiem

et oceanéw, Posejdonem; prawdziwg ofiara tej mitycznej historii

' jest, niestety, Bogu ducha winien Wieloryb (w starozytnosci
zwany Potworem Morskim), pozbawiony zycia przez Perseusza.
Pétnocno-zachodni rég gwiazdozbioru Wieloryba dotyka ekliptyki,
przez co czasami odwiedzaja go planetoidy i planety. Obecnie

w tej okolicy, w gwiazdozbiorze Ryb, znajduje sie Uran (6,06™)

— idealnie do obserwacji, bo w opozycji w stosunku do Stonca;

| w Wielorybie znajdzie sie na moment pod koniec roku. Najbardziej
. " T L f znang atrakcjg Wieloryba jest Mira, o Ceti, historycznie pierwsza
znana gwiazda zmienna. Pulsujacy z okresem 332 dni czerwony
olbrzym zmienia swéj promien z 300 do okoto 400 promieni
Stonica, co oznacza, ze w jego wnetrzu zmiescitaby sie orbita

Ziemi, a takze Marsa! Mira zmienia jasnosé od 2,2™ do okoto 10™ — przez pewien

Gwiazdozbiér Wieloryba. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

czas nie jest wiec widoczna gotym okiem. Najjasniejsza gwiazda Wieloryba jest
natomiast 3 Ceti, Deneb Kaitos (Ogon Wieloryba, inaczej Diphda czyli Zaba) $wiecaca
z 2,02™. Z powodu polozenia z dala od dysku Galaktyki gwiazdozbiér Wieloryba
pozwala na obserwacje obiektéw glebokiego nieba np. galaktyki spiralnej M77 oraz
mglawicy planetarnej NGC 246, zwang Pac-Manem lub Czaszka (w $rodku tréjkata
wyznaczonego przez (3, n i ¢ Ceti).

Pazdziernikowe deszcze meteoréw to Drakonidy (maks. 7-8 X, okoto 10 zdarzen/h)
oraz Orionidy (maks. 21-22 X, 20 zdarzen/h). Jako ze néw Ksiezyca nastapi 5 X,

a pelnia 18 X, $rednio jasne Orionidy maja szanse rywalizowaé z malejacym
Ksiezycem; dodatkowo, w trakcie pelni nastapi jego czesciowe zaé¢mienie. W pierwszej
polowie nocy w gwiazdozbiorze Bliznigt swieci Jowisz (—2,21™), wypatrywaé¢ mozna
takze Marsa (1,74™) we Lwie; Wenus (—3,9™, Waga, Skorpion i Wezownik) i Saturn
(0,85™) w Wadze znajduja sie nisko nad horyzontem po wschodniej stronie Storica.

9 X to moment maksymalnej elongacji wschodniej Merkurego (0,22™): planeta znajdzie
sie w najwiekszej odleglosci od zachodzacego Stonica, co znacznie utatwi jej obserwacje.
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Udowodnimy kilka ewidentnych bzdur, na przyktad istnienie okregu o dwoéch srodkach
czy réwnosé 90° = 110°. Zachecam Czytelnikéw do samodzielnego odszukania bltedéw
w tych dowodach przed lektura zamieszczonych na koncu wyjasnien.

“O l o Oszustwa Joanna JASZUNSKA

o\
'U 58 1. Istnieje okrag o dwoch srodkach.

D) D. Rozwazmy dwie nieréwnolegte proste k i [ oraz punkt A poza nimi (rys. 1). Punkty
B i C to rzuty punktu A odpowiednio na proste k i [. Proste te nie sg réwnolegtle, stad
odcinki AB i AC tez nie sa, wigc powstaje trojkat ABC.

Okrag opisany na tréjkacie ABC przecina proste k i [ odpowiednio w punktach

D i E. Wtedy <xABD = 90°, wigc odcinek AD jest $rednicg tego okregu, a srodek AD
— $rodkiem okregu. Analogicznie X ACE = 90°, wiec odcinek AFE tez jest $rednicg,
okregu, a srodek AE — drugim srodkiem okregu. [J

2. Istnieje trojkat o dwoch katach prostych.

D. Rozwazmy przecinajace si¢ okregi I i I (rys. 2). Niech A bedzie jednym z ich
wspélnych punktéw oraz niech AB i AC beda srednicami odpowiednio I'1 i I'>. Prosta
BC przecina okregi I'1 i > odpowiednio w punktach D i E.

W tréjkacie ADE kat ADE jest prosty jako wpisany w okrag I, oparty
na srednicy AB. Analogicznie kat AED jest drugim katem prostym w tym tréjkacie. [

3. Kazdy trojkat jest rownoboczny.

D. Przypusémy, ze AB # AC w pewnym trojkacie ABC (rys. 3). Dwusieczna

kata BAC nie jest wtedy wysokoscia tego tréjkata, wiec przecina symetralng boku BC
w pewnym punkcie S. Punkty X, Y, Z to rzuty punktu S odpowiednio na proste
BC,AC, AB.

Wéwezas AASZ = AASY (bo maja réwne katy i wspolny bok AS), stad AZ = AY
oraz SZ = SY. Ponadto S lezy na symetralnej odcinka BC, wiec SB = SC.

7 ostatnich dwéch rownosci wynika, ze trojkaty prostokatne SBZ i SCY tez sa
przystajace, wiec BZ = CY. Zatem AB = AZ — BZ = AY — CY = AC, sprzecznie
z zalozeniem. [J

4. 90° = 110°.

D. Rozwazmy prostokat ABCD (rys. 4). Punkt F, na zewnatrz tego prostokata,
spelia warunki BE = BC oraz <CBE = 20°. Symetralne odcinkéw AB i DE
przecinaja si¢ w punkcie F'. Wéwcezas FFA = F B oraz F'D = FE. Ponadto z zalozenia
AD = BC = BE. Wobec powyzszego trojkaty FAD i FBE sa przystajace, a stad
XFAD = XFBE.

Tréjkat FAB jest rownoramienny (FA = FB), zatem <FAB = <FBA.

Podsumowujac, mamy 90° = X BAD = XFAD — XFAB = <FBE — <FBA =
g = YABE = $ABC + <CBE = 90° + 20° = 110°. O

e Rozwigzania

R1. Rozwazany okrag przechodzi przez punkt przecigcia prostych k i [. Pokrywaja sie
punkty D i E, wiec réwniez srednice AD i AE, a takze ich srodki. O

Rys. 3 R2. Punkty D i E pokrywaja sie¢ (i znajduja si¢ w punkcie przeciecia okregéw I i I,
réznym od A). Tréjkat ADE jest wiec zdegenerowany do odcinka. O

D__ a2 c R3. Punkt S jest srodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na trojkacie ABC),
I ---_E do ktérego nie nalezy punkt A, bo érodek ten lezy i na dwusiecznej kata BAC,
i na symetralnej boku BC. Czworokat ABSC' jest wigc wpisany w okrag, stad
L LABS + £ ACS = 180°. Jesli oba te katy sa proste, to AABS = AACS, czyli
AB = AC. Zatem jeden z katéw ABS, ACS jest ostry, a drugi rozwarty. Przyjmijmy,
/R/ ze kat AC'S jest ostry. Wéwcezas punkt Y nalezy do boku AC, a punkt Z lezy poza
odcinkiem AB. Stad AB = AZ — BZ, ale AC = AY + CY. O

RA4. Symetralna boku AB jest jednocze$nie symetralna boku C'D. Punkt F'| jako
punkt przeciecia symetralnych odcinkow CD i DE, jest srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie CDE, wigc lezy takze na symetralnej odcinka C'E. Lezy na niej réwniez
punkt B. Oznacza to, ze tréjkat F'BE nie wyglada tak, jak na rysunku 4 — punkt F
lezy po przeciwnej stronie prostej F'B. Wobec tego kat FBE w tym tréjkacie nie jest
Rys. 4 suma katéw FBA i ABE, tylko jej dopelnieniem do 360°. OJ
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