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Moéwimy, ze podzbidér wierzchotkéw grafu
jest jego pokryciem, gdy kazda krawedz
zawiera co najmniej jeden z wierzchotkéw
tego podzbioru, tak jak zbiér kolorowych
wierzcholkéw na rysunku ponizej.

Minimalne pokrycie to pokrycie
wykorzystujace najmniejsza mozliwa
liczbe wierzchotkéw, na przyktad tak:

Instancja to egzemplarz problemu,
np. zadanego grafu.

*Instytut Matematyczny,
Uniwersytet Wroctawski

Demokracja i (NP-)trudne problemy
Andrzej DABROWSKI®

Podczas XXVII Kongresu Matematycznego, odbywajacego sie w Seulu miedzy
13 a 21 sierpnia 2014 roku, prestizowa Nagrode Nevanlinny (informatyczny
odpowiednik Medalu Fieldsa) otrzymal pracujacy w USA hinduski informatyk
Subhash Khot. W laudacji poswieconej wynikom Khota jego mentor i wspétautor
wielu prac, Sanjeev Arora, wspomnial o przelomowym wyniku uzyskanym
przez profesora Uniwersytetu Warszawskiego, Krzysztofa Oleszkiewicza

wraz z Elchananem Mosselem i Ryanem O’Donnellem. W pracy Noise stability
of functions with low influences: Invariance and optimality, opublikowanej

w Annals of Mathematics w 2010 roku, udowodniona zostatla, istotnie

zwigzana z wynikami Subhasha Khota, hipoteza Wiekszos¢ jest najbardziej
stabilna (MiS, Majority is Stablest). Hipoteze te mozna interpretowaé w jezyku
teorii zajmujacej sie systemami glosowania. Fascynujace jest jej powiazanie

z nalezacymi do informatyki teoretycznej wynikami Khota, ktére z kolei

sg Scisle zwigzane z nierozstrzygnieta hipoteza P # NP, wartego milion dolaréw
Problemu Milenijnego. Zostala ona postawiona na poczatku lat 70. niezaleznie
przez Stephena Cooka i Leonida Levina. Mimo uptywu przeszto 40 lat

nikomu nie udatlo si¢ ani jej udowodnié, ani obali¢. Jak kazdy wielki problem,
stata si¢ zrodtem wielu cennych wynikéw w réznych dzialach matematyki

i informatyki teoretycznej, szczegblnie w teorii zlozonosci obliczeniowe;j.

Problem P # NP jest zwiazany z konstrukcja efektywnych, czyli wykonywanych
w realistycznym czasie, algorytméw. Czas wykonywania algorytmu zalezy

od wielko$ci uzytych w nim danych. Méwimy, ze jest on wielomianowy, jesli
istnieja takie stale C'i k, ze dla danych o rozmiarze n algorytm potrzebuje

co najwyzej Cn* krokéw. Klase probleméw, dla ktérych istnieje algorytm
rozwigzania w wielomianowym czasie, oznaczamy przez P. Istnieja problemy,

o ktoérych nie wiadomo, czy naleza do tej klasy, mozna jednak w czasie
wielomianowym sprawdzi¢ poprawno$é¢ dowolnie zadanego rozwiazania. O takich
problemach moéwimy, ze naleza do klasy NP. Oczywiscie, gdy problem jest

klasy P, to jest réwniez klasy NP, gdyz w takim przypadku mozemy sprawdzi¢
poprawno$¢ rozwigzania w czasie wielomianowym, po prostu sami je rozwigzujac.
Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, oznaczajace, ze kazdy problem,
ktérego rozwiazanie mozna efektywnie sprawdzié¢, ma efektywny algorytm

jego rozwiazania? Gdyby umiejetnosé oceny poprawnoéci rozwigzania pociagalta
zdolnosé do jego konstrukeji, czyli gdyby NP C P, to, jak powiedzial profesor MIT
Scott Aaronson, kazdy, kto umialby docenié piekno symfonii, zostatby Mozartem.
Kazdy, kto potrafi sledzi¢ rozumowanie krok po kroku, zostalby Gaussem.

Przykladem zagadnienia $cidle powigzanego z ta problematyka jest préoba
znalezienia minimalnego pokrycia grafu niezorientowanego. W roku 1972
Richard M. Karp z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley wykazal, ze jesli

P # NP, to nie istnieje efektywny (czyli dzialajacy w wielomianowym czasie)
sposob rozwiazania tego zadania. Rozwazmy jednak nastepujacy, prosty algorytm:

1. Wybierz krawedz grafu. Dolacz do pokrycia oba wierzcholki potaczone ta
krawedzia.

2. Usun z grafu te wierzcholki i wszystkie krawedzie zawierajace co najmniej
jeden z tych wierzchotkow.

3. Powtarzaj kroki 1-2 az do wyczerpania krawedzi grafu.

Nietrudno zauwazy¢, ze ten algorytm znajduje pokrycie grafu. Nie musi by¢ ono
minimalne, zawiera jednak co najwyzej dwukrotnie wiecej wierzchotkéw niz
rozwiazanie idealne (wéréd kazdej pary usuwanych wierzcholtkéw musi znalezé sie
co najmniej jeden nalezacy do pokrycia minimalnego). SkonstruowaliSmy zatem
przyktad algorytmu przyblizonego ze wspdlczynnikiem 2. Ogdlnie;j:

Algorytm rozwigzania problemu minimum jest przyblizony ze wspolczynnikiem
a > 1, jedli znalezione za jego pomoca rozwiazanie = speinia dla kazdej
instancji warunek f(z) < af(zg), gdzie f jest minimalizowana funkcja,

a x( rozwiazaniem optymalnym.



Analogicznie mozemy zdefiniowaé przyblizony algorytm rozwiazania problemu
maksimum ze wspotczynnikiem « < 1. Takie rozwiazania maja wielkie znaczenie
praktyczne — skoro nie mozna osiagnaé efektywnego rozwiazania optymalnego,
siega sie po prostsze rozwiazania przyblizone. Powstaje naturalne pytanie, czy
aktualnie funkcjonujace rozwiazania mozna jeszcze cho¢ troche polepszy¢, a wiec
dla jakich « istnieja przyblizone rozwiazania efektywne o tym wspélczynniku.
Okazuje sie, ze istnienie takich granic efektywnosci réwniez zwiagzane jest

z omawiang hipoteza. W roku 2002 Irit Dinur i Shmuel Safra pokazali, ze jesli
P # NP, to dla problemu minimalnego pokrycia grafu nie istnieje nawet
przyblizony algorytm o wielomianowym czasie dzialania o wspélczynniku
mniejszym niz o = 10v/5 — 21 ~ 1,36.

W roku 2001 pojawit si¢ inny ciekawy problem optymalizacyjny, ktéry
przedstawil swojemu promotorowi, Sanjeevowi Arorze, 23-letni student
Uniwersytetu Princeton, Subhash Khot. Zadanie jest wariantem problemu
kolorowania wierzchotkéw grafu na k koloréw w taki sposob, aby wierzcholki
potaczone krawedzig mialty rézne kolory. Istnieje prosty i efektywny algorytm
rozstrzygajacy, czy pokolorowanie jest mozliwe dla k =11k =2. Dla k > 3
jest to problem NP-trudny, czyli problem, do ktérego mozna w czasie
wielomianowym przeksztalcié¢ kazdy problem NP. Oznacza to, ze gdy P # NP,
to nie istnieje efektywny algorytm kolorowania.

To, co odréznia przypadek k < 3 od przypadku k > 3 i co jest jednym
z powodow tak naglego wzrostu ztozonoéci, to fakt, ze w tym drugim przypadku
o—o kolor wierzcholka nie wyznacza jednoznacznie koloru jego sasiadéw. Khot
o—o zaproponowal, by dla kazdej krawedzi wyznaczony byl zestaw dopuszczalnych
pokolorowan koncéw, zwanych ograniczeniami, w ktéorym kolor jednego konca
krawedzi jednoznacznie wyznacza kolor drugiego. Czasami taki zestaw ograniczen
jest sprzeczny — nie istnieje pokolorowanie grafu spelniajace wszystkie
ograniczenia. I tu Khot zazadal, aby znalez¢ pokolorowanie spelniajace
Powy#szy graf z zadanym zestawem maksymalna liczbe ograniczen. Innymi stowy, dla kazdego grafu z ograniczeniami
ograniczefi ma rozwigzanie — i to nawet poszukuje sie¢ pokolorowania o maksymalnej wartoéci, czyli ulamka liczby
trzy. Jednym z nich jest ponizsze. N .. . . . .
krawedzi grafu, spelniajacych przypisane im ograniczenia. Ta maksymalna
warto$¢ wynosi 1 w grafie, dla ktérego istnieje pokolorowanie spelniajace
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o—e wszystkie ograniczenia, jesli natomiast nie istnieje pokolorowanie spelniajace
— ktoérekolwiek z ograniczen, wynosi 0. Maksymalna warto$¢ w grafie z drugiego

1]

przyktadu wynosi % .

Gdy maksymalna warto$é¢ grafu jest réwna 1, to szybko mozna znalezé wlasciwe
pokolorowanie. Wystarczy rozpatrze¢ wszystkie przypadki pokolorowania jednego
wezla, gdyz determinuja one jednoznacznie pokolorowanie calego grafu. Takie
Dla takiego samego grafu z innym grafy tatwo rozpoznaé, jest to jednak znacznie trudniejsze dla grafow

systemem ograniczen (ponizej) mozliwe k 1 , . . . .. k c . .

jest spelnienie co najwyzej trzech z nich. 2 Maksymalna wartosciag nawet nieznacznie mniejszag od 1. Okazuje si¢ bowiem,
ze odréznienie dwoch skrajnych typow graféw:

N/

e

e graf, dla ktérego najlepsze pokolorowanie ma warto$é¢ co najmniej réwng 1 — ¢
dla danego z gory € > 0 (przypadek TAK),

e graf, dla ktérego najlepsze pokolorowanie ma wartos¢ co najwyzej rowna ¢ dla
danego z géry § > 0 (przypadek NIE),

Il

jest bardzo problematyczne, jesli dysponujemy duza liczba koloréw (i tym samym
duza liczba ograniczen dla krawedzi). Trudnosé te formalnie wyraza sformulowana
przez Khota w 2002 roku hipoteza Unique Games Conjecture (UGC).

Dla kazdej pary ¢,d > 0 istnieje taka liczba koloréw n = n(e, d), ze odréznienie
grafu spelniajacego przypadek TAK od grafu spelniajacego przypadek NIE
jest NP-trudne.

Hipoteza UGC do dzi$ nie zostala rozstrzygnieta. Jej istnienie pozwala jednak
spojrzeé na znane problemy z nowego punktu widzenia. Gdyby byla prawdziwa,
to znalezienie nawet przyblizonego rozwiazania dla wielu probleméw okazatoby sie
niezwykle trudne. Wiemy juz, na przyktad, ze w problemie minimalnego pokrycia
grafu nie ma nawet przyblizonego efektywnego rozwiazania o wspoétczynniku
mniejszym niz 1,36. Znamy za to proste rozwiazanie o wspotczynniku 2.

2
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Rozmiar cigcia na ponizszym rysunku
wynosi 6.

W 2003 roku Khot i Regev wykazali, ze

gdy hipoteza UGC' jest prawdziwa, to znalezienie przyblizonego rozwiazania
o dowolnym wspétczynniku mniejszym od 2 jest NP-trudne.

Oznacza to, ze zaproponowane przez nas proste rozwigzanie przyblizone jest
najlepszym nietrudnym sposobem podejscia do zadania.

Kolejnym znanym problemem jest znalezienie maksymalnego ciecia w grafie
(problem MAXCUT). Polega on na podziale wierzchotkéw grafu na dwa
podzbiory (tzn. dokonaniu ciecia). Jego rozmiarem nazwiemy liczbe krawedzi
ygranicznych” | ktorych wierzchotki nalezg do réznych podzbioréw. Nalezy
oczywiscie znalezé ciecie o najwiekszym rozmiarze. MAXCUT jest problemem
NP-trudnym, a wigc (o ile P # NP) nie istnieje efektywny spos6b znalezienia
maksymalnego ciecia. Sensownym rozwiazaniem jest znalezienie algorytmu
przyblizonego. Pierwszy algorytm o wspolczynniku oo = % znaleziono w roku
1976. Po 18 latach Goemans i Williamson znalezli lepszy algorytm, oparty
na rozumowaniu czysto geometrycznym, co wprawilo w zdumienie znawcéw
zagadnienia. Wyznaczony przez nich wspoélczynnik o wynosi
. 20

agw = 0<01£17T m ~ 0,878567.
Podobnie, jak w przypadku minimalnego pokrycia grafu, hipoteza UGC' wyjasnia
sprawe do konica, to znaczy

Jezeli hipoteza UGC jest prawdziwa, to kazdy przyblizony algorytm
w problemie MAXCUT o wspolczynniku wigkszym niz agw jest NP-trudny.

Rezultat ten zostal opublikowany w 2005 roku, ale przy dodatkowym zalozeniu
o prawdziwosci woéwczas jeszcze nierozstrzygnietej hipotezy MiS. Dowdd jej
prawdziwosci ogloszono jednak jeszcze w tym samym roku w materiatach pewnej
konferencji po$wieconej podstawom informatyki — jednym ze wspdtautoréow tego
wyniku jest wspomniany juz Krzysztof Oleszkiewicz. Najlepsze przyblizone
rozwiazanie problemu MAXCUT zalezy wiec tylko od prawdziwosci

hipotezy UGC.

Przyjrzyjmy sie blizej hipotezie MiS. Jest ona zwigzana z analizg harmoniczna
funkcji boolowskich. Definicje i twierdzenia w tej dziedzinie zazwyczaj
formulowane sa w jezyku polityki i teorii wyboru socjalnego (np. wsp6lezynnik
sily koalicji Banzhafa czy twierdzenie Arrowa o dyktaturze). Hipoteza dotyczy
stabilnodci systemu glosowania, w ktérym glosuje si¢ na jedna z alternatyw, tak
jak w wyborach prezydenckich w Stanach Zjednoczonych. System wyboréw

w tym kraju jest posredni: wyborcy glosuja na kolegium elektorskie, a nastepnie
elektorzy dokonuja wyboru prezydenta. W wielu krajach panuje bezposredni
system wickszosciowy, gdzie wigkszosé gtosow wyborcow decyduje o wyborze.

Spektakularnym przyktadem wystepowania niestabilnosci systemu elektorskiego
byl przypadek wyboréw prezydenckich w roku 2000. Rywalizowali wtedy

George W. Bush i Al Gore. Jezyczkiem u wagi w tych wyborach okazalo sie
glosowanie na Florydzie. Wyniki we wszystkich stanach, bez Florydy,
wskazywaly na wygrana Busha w wiekszosci stanéw, ale Gore mial wiecej gloséw
elektorskich. Réznica gloséw na Florydzie byla niewielka, a co wiecej,
niestarannie przygotowana karta do glosowania mogta spowodowaé bledne
zakwalifikowanie glosu przez maszyne zliczajaca. Walka toczyla sie o decydujace
25 gloséw elektorskich Florydy. Ostatecznie Bush otrzymal na Florydzie
2912790 glosow, Al Gore 2912253 glosy. Przewaga Busha wyniosta tylko

537 gloséw (przewaga 0,009%). Gdyby w Stanach Zjednoczonych panowal
system wiekszoSciowy bezposredni, wybory wygratby Gore. W obowiazujacym
systemie elektorskim wygral jednak Bush.

Niestabilno$¢ systemu objawila si¢ zbytnia wrazliwoscig systemu elektorskiego
na niepewne wyniki u niewielkiej liczby gtosujacych. W tym przypadku wady tej
nie mial system bezpoéredni. Sprébujmy ja opisaé¢ za pomoca matematycznego

formalizmu. Niech x1, zs, ..., x, beda wynikami gtosowania na jednego z dwdch
kandydatéw, ktore koduje sie jako —1 i 1. System glosowania jest funkcja
n zmiennych f(xzq,x2,...,2,) o wartosciach w zbiorze {—1,1}. System,

3



System wigkszo$ciowy okreslony jest tylko
dla n nieparzystego, co w praktyce
nie jest zadnym ograniczeniem.

Autor artykutu nie wie, czy nazwa ta
wiaze sie z piosenky Lenniego Kravitza
o tym samym tytule.

w ktérym istnieje taki wskaznik 1 < d < n, ze f(z1,22,...,2Tn) = Tq, Nazywa sie
dyktaturg, a wyborca o indeksie d — dyktatorem. System opisany funkcja
Maj,, (z1, T2, ..., xy) = sgn(x1 + x2 + ... + xp)
nazywany jest wiekszo$ciowym. Wplywem i-tego wyborcy na wynik glosowania
jest liczba
Inf;(f) =P(f(x) # f(z")),
gdzie x' = (z1,..., i1, —Ti, Tis1,---,Tn) jest glosowaniem, w ktérym i-ty
wyborca zmienil swoja decyzje. Wplyw i-tego wyborcy jest zatem
prawdopodobienstwem zauwazenia skutku zmiany decyzji tego wyborcy. Dla
dyktatury Inf;(f) = 0, gdy i # d oraz Inf,(f) = 1. Dyktator ma absolutny
wplyw na wynik wyboréw, inni wyborcy nie maja zadnego. System uwaza si¢ za
daleki od dyktatury, gdy dla pewnego malego T > 0 zachodzi Inf;(f) < 7 dla
kazdego wyborcy i. O liczbie 7 mozna zatem mysleé jako o poziomie
niezaleznosci od dyktatury. Dla systemu wiekszoSciowego
()
. oot 1
Infi(Maja) = =5 =~ e
Whplyw kazdego z wyborcéw jest taki sam i jest niewielki, gdy liczba wyborcéw
jest duza — przy takiej liczbie wyborcéw system wiekszoéciowy jest zatem daleki
od dyktatury.

Badanie jakosci systemu glosowania prowadzi sie poprzez analize jego wlasnosci
w najbardziej nieprzewidywalnych warunkach, to znaczy wtedy, gdy wyborcy
glosuja niezaleznie i z tym samym prawdopodobienstwem na kazdego

z kandydatow. Jesli wowczas Ef(z) = 0, to méwimy, ze system wyborczy jest
zrownowazony. Aby zbadaé jego podatnos$é na zmiany, rozwazymy sytuacje,

w ktérej kazdy z wyborcéw zmienit decyzje z ustalonym prawdopodobienstwem.
Niech zatem x = (z1, 3, ..., z,) bedzie wektorem wynikéw glosowania oraz
niech y = (y1,¥2,- .., yn) bedzie wektorem, jaki powstalby z wektora z, gdyby
kazdy z wyborcéw losowo i z prawdopodobienstwem p < % zmienit swoja decyzje.
Wtedy P(y; = —x;) =p i P(y; = ;) = 1 — p. Wektory « i y sa ze soba $cisle
zwiazane. Ich wspotezynnik korelacji wynosi p = 1 — 2p, jest nieujemny i jest
malejaca funkcja p. Funkcjonat

Sp(f) = P(f(z) = f(y)) —P(f(2) # f(y))

nazywa si¢ stabilnosciq na poziomie p systemu f. Wartosci S, zblizone do zera
charakteryzuja systemy stabilne. Dla dyktatury S,(f) = p. Dla systemu
wiekszosciowego stabilnoéé jest skomplikowana funkcja p, mozna jednak obliczy¢
granice
lim §,(Maj,) = 22resn(0) sin(p)
n— 00 ™
Teraz wreszcie mozna sformutowaé hipoteze MiS.

Zadane sa: wspélezynnik korelacji p i mata liczba € > 0. Istnieje wtedy takie

7 > 0, ze dla wszystkich zréwnowazonych systeméw wyborczych o poziomie

niezaleznosci od dyktatury 7 zachodzi

S,(f) < Qarc;ln(p) L

Hipoteza zostala udowodniona we wspomnianej pracy Mossela, O’Donnella
i Oleszkiewicza. W tej samej pracy zostala udowodniona jeszcze jedna niezwykle
interesujaca hipoteza, wystepujaca pod barokowa nazwa It Ain’t Over Till It’s
Over. Mowi ona, ze dla zréwnowazonych systeméw wyborczych istnieje taki
poziom niezaleznosci od dyktatury, ze nawet gdy ujawni sie frakcje p < 1 glosow
losowo wybranych wyborcéw, to niezaleznie od wartosci p z duzym
prawdopodobienstwem wynik wyboréw jest jeszcze niezdecydowany.
W systemach dalekich od dyktatury ujawnienie nawet duzej frakcji wynikow
wyboréw jeszcze nie daje pewnosci co do ostatecznego rezultatu. Bolesnie
przekonal sie o tym Al Gore i zapewne niewielkim pocieszeniem bylaby dla niego
Swiadomo$é¢, z jak doniostym matematycznym problemem zwiazana byta jego
porazka w walce o prezydencki fotel.
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Matematyka jest jedna: metoda probabilistyczna

Tomasz KOBOS

W pierwszej czesci cyklu (Delta 2/2015) mieliémy okazje
przyjrzeé¢ sie wybranym przyktadom zaskakujacych
potaczen, z ktérymi mozemy spotkaé sie w $wiecie
matematyki. W drugiej czesci zapoznamy sie z jednym

z takich polaczen duzo dokladniej. Mowa tu o metodzie
probabilistycznej, wiazanej czesto z nazwiskiem

Paula Erdosa, ktory w trakcie swojej kariery naukowej
korzystal z niej niezliczona liczbe razy. Wigkszosé uczniéw
szkél $rednich, nawet tych startujacych w konkursach

i olimpiadach, rachunek prawdopodobienstwa kojarzy
gltéownie z niezbyt porywajacymi zadaniami typu: , Rzucamy
3 razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia,

w ktérym. ..”. Sytuacja zmienia si¢ na studiach wylacznie
odrobineg, gdy dochodza pojecia zmiennej losowej i jej
rozkladu czy wartosci oczekiwanej. Repertuar poszerza sie
wiec o zadania, w ktérych trzeba znalezé rozktad czy
wartos¢ oczekiwana pewnej zmiennej losowej, ale dalej

nie powoduje to u wigkszosci okrzykéw zachwytu.

Moéwiac krétko — rachunek prawdopodobienstwa
przecietnemu uczniowi czy studentowi nie kojarzy sie

z niczym fascynujacym.

Jezeli tak jest i w Twoim przypadku, Drogi Czytelniku, to
ten artykul jest wlaénie dla Ciebie. Jego celem jest bowiem
ukazanie zupekie zaskakujacych mozliwosci zastosowania
rachunku prawdopodobienstwa w zagadnieniach, ktore

nie tylko nie maja zwiazku z zadnymi kostkami i monetami,
a nawet nie ma w nich stowa o jakimkolwiek
prawdopodobienstwie. Jedno z najbardziej typowych
zastosowan metody probabilistycznej dotyczy sytuacji,

w ktorej chcemy udowodnié¢ istnienie obiektu o pewnej
zadanej wlasnosci. Czesto taki obiekt skonstruowaé jest
bardzo trudno. Zamiast tego mozemy udowodnié, ze. . .
prawdopodobienstwo jego istnienia jest dodatnie! Brzmi to
by¢ moze na tyle nieprawdopodobnie (!), Ze lepiej bedzie
zobaczy¢ to na przyktadzie.

Zadanie 1. Dowie$¢, ze mozna pokolorowaé kazdy element
zbioru {1,2,3,...,2015} na jeden z czterech koloréw w taki
sposob, ze zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag arytmetyczny
o wyrazach z tego zbioru nie sklada sie z elementow

o jednakowym kolorze.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze jezeli kazdy element zbioru

{1,2,3,...,2015} pokolorujemy na jeden z czterech koloréw

w sposob losowy, to prawdopodobienstwo zdarzenia,

w ktérym zaden rosnacy 10-wyrazowy ciag arytmetyczny

o wyrazach z tego zbioru nie sklada sie z elementéw

o jednakowym kolorze, jest dodatnie. Zakladamy przy tym,

ze kazdy element malujemy na dowolny z czterech kolorow
1

z prawdopodobiefistwem 3 i ze losowania sa niezalezne.

Ustalmy chwilowo pojedynczy 10-wyrazowy ciag
arytmetyczny. Jest 419 wszystkich mozliwych pokolorowan
tego ciagu, z ktorych dokladnie 4 sktadaja sie wytacznie

z elementéw o jednakowym kolorze. Prawdopodobienstwo
tego, ze ustalony ciag sklada sie z elementow o jednakowym
kolorze, wynosi zatem 4%. Oszacujmy od gory liczbe N
wszystkich rosnacych 10-wyrazowych ciagéw
arytmetycznych o wyrazach w danym zbiorze. Kazdy taki
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ciag jest wyznaczony przez swoj wyraz poczatkowy a oraz
réznice r > 0. Spelnione sa przy tym nieréwnosci

1 < a <2006 oraz a+ 9r < 2015, czyli r < 2013=¢_Dla
ustalonego a istnieje wiec co najwyzej 2015”“ ciggdw,
ktérych pierwszym wyrazem jest a. Otrzymujemy zatem
nieré6wnosc¢

N<2015_1+2015_2+2015_3+ +2015—2006_
X 9 9 9 .o 9 ==
_ 2014 + 2013 +2012+...+10+9 _ 2006 - 2023

911, 911 9 2-9
< =y
2.23

Ponumerujmy wszystkie N z rozwazanych ciagéw w sposéb
dowolny i dla 1 < i < N oznaczmy przez A; zdarzenie,

w ktorym i-ty ciag zawiera elementy wylacznie jednego
koloru. Z podstawowej wtasnosci prawdopodobienstwa

(tzw. subaddytywnosci) otrzymujemy wowczas

P(A1UA2U. . .UAN) < P(A1)+P(A2)+ . +P(AN) = % < 1.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, w ktérym pewien cigg
pomalowany zostal z uzyciem wyltacznie jednego koloru, jest
mniejsze niz 1. Prawdopodobienstwo dopelnienia tego
zdarzenia jest wiec dodatnie, co oznacza, ze w pewnym
kolorowaniu zaden z rozwazanych ciagéw nie jest
jednokolorowy. Konczy to dowod.

W tym przykladzie wyraznie rzuca si¢ w oczy bardzo
istotna cecha metody probabilistycznej: za jej pomoca

z reguty dowodzimy, zZe cos istnieje, ale nie wskazujemy
tego. Ten schemat rozumowania w zadnym wypadku

nie wyczerpuje jednak wszystkich jej mozliwych zastosowan.
Aby to zademonstrowaé, przyjrzyjmy sie, jak korzystajac

z rachunku prawdopodobienstwa, mozna udowodni¢ réwnosé
dotyczaca wielokatow wypuktych, ktérych wierzchotki
znajdujg sie w ustalonym zbiorze punktéw na plaszczyznie.

Zadanie 2. Na plaszczyznie dany jest skonczony zbiér
punktéw, wsrdd ktérych zadne trzy nie leza na jednej
prostej. Niech § oznacza zbidr wszystkich wielokatow
wypuklych o wierzchotkach w tym zbiorze (jako wielokaty
wypukte traktujemy réwniez zbior pusty, pojedyncze punkty
oraz odcinki). Dla dowolnego wielokata P € S przez
a(P) i b(P) oznaczamy odpowiednio liczbe punktéw
z danego zbioru, ktére leza na obwodzie i na zewnatrz
wielokata P. Wykazad, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi réwnosé

Z xa(P)(l _ m)b(P) = 1.

PeS

Rozwigzanie. Dla ustalonego, skonczonego zbioru punktdw
na plaszczyznie wyrazenie

Z 24P (1 — 2)PP)

Pes
jest wielomianem zmiennej x. Aby wykazaé, ze jest to
wielomian stale réwny 1, wystarczy sprawdzié, ze zadana
réwno$é zachodzi dla liczb x w przedziale (0, 1).

Rozwazmy losowe kolorowanie kazdego z danych punktow
na bialo lub czarno. Zalézmy przy tym, ze dowolny punkt
malujemy na bialo z prawdopodobienstwem x, na czarno



z prawdopodobienstwem 1 — x oraz ze wszystkie losowania
odbywaja sie niezaleznie. Zauwazmy, ze woéwczas dla
ustalonego wielokata P € S liczba 2*F) (1 — z)2(F) jest
prawdopodobienstwem zdarzenia, w ktérym wszystkie
wierzchotki P zostaly pomalowane na biato, a punkty lezace
na zewnatrz P na czarno. Co wiecej, dla dwoch réznych
wielokatéw P, P» € S tego typu zdarzenia wykluczaja sie
wzajemnie. Dla dowolnych dwéch réznych wielokatéw
wypuktlych istnieje bowiem wierzcholek jednego z nich,
ktéry nie nalezy do drugiego. Gdyby opisane zdarzenia

nie byly roztaczne, to wierzcholek ten musialby by¢é
pomalowany na dwa kolory, co jest, oczywiscie, niemozliwe.

Z 24PV (1 — 2)P(P)

PeS
jest w tej sytuacji prawdopodobienstwem zdarzenia,
w ktorym wierzcholki jednego z wielokatéw P ze zbioru S
zostaly pomalowane na bialto, za$ punkty lezace
na zewnatrz P na czarno. Do rozwigzania zadania wystarczy
wiec stwierdzié, ze jest to zdarzenie pewne — co oznacza, ze
w dowolnym pokolorowaniu taki wielokat istnieje.

Suma

Szukanym wielokatem jest wielokat P bedacy otoczkq
wypuklqg bialych punktéw — czyli najmniejszym wielokatem
wypuklym, ktéry zawiera punkty biale (w przypadku gdy
liczba punktéw biatych jest rowna 0, 1 lub 2 ich otoczka
wypukla jest odpowiednio zbiér pusty, punkt i odcinek).
Jego wierzcholki sa koloru bialtego, a kazdy inny punkt biaty
znajduje si¢ w jego wnetrzu. Konczy to dowdd.

W dalszych przyktadach wykorzystamy pojecia zmiennej
losowej oraz jej wartosci oczekiwanej. Precyzyjne definicje
Czytelnik znajdzie bez problemu w Internecie lub

w dowolnym podreczniku rachunku prawdopodobienstwa,

a wiec jedynie pogladowo przypomnimy znaczenie tych
poje¢. Na zmienng losowa mozemy patrze¢ jako na funkcje
liczbowa zwiazana z losowaniem. Na przyklad rzucamy
trzy razy kostka. Zmienna losowa jest wowczas, powiedzmy,
suma wyrzuconych oczek, iloczyn wyrzuconych oczek, liczba
kostek, na ktorych wypadla széstka i tak dalej. Wartoscia
oczekiwana E[X] zmiennej losowej X jest jej wartosé
HSrednia” — czyli jezeli zmienna losowa X przyjmuje
warto$¢ ¢ z prawdopodobiefstwem x;, to E[X] =" ix;.
Nietrudno udowodnié, ze wartos¢ oczekiwana jest liniowa,
tzn. E[X +Y] = E[X] + E[Y] dla dowolnych zmiennych
losowych X, Y. Dla nas jest jeszcze istotna jej inna
oczywista wlasnosé: zmienna losowa zawsze przyjmuje
pewna warto$é nie mniejsza (i pewna nie wieksza) niz jej
warto$¢ oczekiwana.

Zadanie 3. W 1600-osobowym stowarzyszeniu dziata 16000
komisji, z ktorych kazda ztozona jest z 80 os6b. Udowodnié,
ze pewne dwie rézne komisje maja przynajmniej czterech
wspolnych cztonkow.

Rozwigzanie. Rozwazmy takie losowanie par réznych
komisji, ze dla dowolnych dwéch par prawdopodobienstwo
ich wylosowania jest jednakowe. Wylosujmy w ten sposéb
pewna pare komisji i oznaczmy przez X liczbe wspolnych
czlonkéw tej pary. Niech X; € {0,1} bedzie funkcjq
charakterystyczng i-tej osoby, czyli X; = 1, jezeli i-ta osoba
nalezy do obu wylosowanych komisji oraz X; =0

w przeciwnym przypadku. Funkcje X oraz X; sa zmiennymi
losowymi. Poniewaz X = Z;i(io X;, wiec zachodzi réwnoéé
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E[X] = 321% E[X,]. Jednoczesnie wprost z definicji
wartodci oczekiwanej wynika, ze liczba E[X;] jest
w rzeczywistosci prawdopodobienstwem tego, ze i-ta osoba
nalezy do obu z wylosowanych komisji. Jesli przez x;
oznaczymy wiec liczbe komisji, do ktorych nalezy i-ta osoba
ze stowarzyszenia, to zachodzi réwnosé

(5)
(16200) :
Skoro kazda komisja zawiera 80 cztonkow, to mamy ponadto
Ziﬂo xz; = 16000 - 80. Wykorzystujac nieréwnos¢ miedzy
Sredniag arytmetyczna a kwadratowa, otrzymujemy

E[X;] =

1600 1600 (121) 1600 22— p
i 7
BIX] =) EXi] =} (To000) ~ > 16000 - 15999 ~
i=1 i=1 i=1

(i) i) Sl w

16000 - 15999 - 1600 16000 - 15999

_ 802 - 16000 80 64000 — 80 63920 3

T 15099-1600 15099 15999 15999 ~
Zmienna losowa X przyjmuje wylacznie wartosci catkowite,
a wiec skoro jej warto$é¢ oczekiwana jest wigksza niz 3, to
co najmniej raz przyjmuje ona wartos¢ nie mniejsza niz 4.
Istnieje wiec para réznych komisji, ktéra ma przynajmniej
czterech wspolnych czlonkéw.

Na zakonczenie rozwazymy przyklad o bardziej
teorioliczbowym charakterze.

Zadanie 4. Dana jest liczba catkowita dodatnia n > 1.
Niech A bedzie ustalonym zbiorem n reszt z dzielenia
przez n?. Udowodnié, ze istnieje zbiér B zlozony z n reszt
z dzielenia przez n?, ktéry spelnia nastepujacy warunek:
co najmniej polowa reszt z dzielenia przez n? przystaje
do liczby postaci a + b dla a € A oraz b € B.

Rozwigzanie. Dokonajmy n niezaleznych losowan ze zbioru
reszt z dzielenia przez n?, zakladajac przy tym, ze
prawdopodobienstwo wylosowania dowolnej z reszt jest
rowne # 7 uzyskanych reszt tworzymy zbiér B. Poniewaz
losowania sa niezalezne, moze on sktadaé sie z mniej niz

n reszt, gdyz pewna reszta mogla zosta¢ wylosowana wiecej
niz jeden raz. Jezeli spelniony jest jednak warunek,

w ktérym co najmniej potowa reszt moze byé zapisana

w postaci a + b dla a € A oraz b € B, to mozemy dopelnié
zbiér B do zbioru n-elementowego w dowolny sposéb

i warunek ten pozostanie spelniony.

Niech X bedzie liczba reszt, ktére przystaja do liczby
postaci a + b dla a € A oraz b € B. Wystarczy udowodnié,
ze wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi

co najmniej ”72 Ustalmy dowolna reszte 0 < i < n? — 1.
Poniewaz zbiér A sklada si¢ z n elementéw, wige istnieje
dokladnie n takich reszt b, ze i = a + b (mod n?) dla
pewnego a € A. Prawdopodobienstwo tego, ze ustalona
reszta ¢ nie moze by¢ zapisana w zadanej postaci,

wynosi zatem (1 — %)n = (1 — %)n Co za tym idzie,
prawdopodobienstwo tego, ze moze by¢ ona tak zapisana,
wynosi 1 — (1 — %)n Korzystajac z definicji wartosci
oczekiwanej oraz nieréwnosci e” > 1+ z dla z € R,
dostajemy

E[X] = n2(1—(1—i>n) >n?(l—et) >n? (1—;) = ”;

To konczy dowdd.



Chociaz metoda probabilistyczna stynie przede wszystkim
ze swoich zastosowan w kombinatoryce, jej mozliwosci sg
duzo wieksze. Na stronie angielskiej Wikipedii zebrane
zostaly przyklady powaznych twierdzen, ktére mozna
udowodnié¢ z uzyciem rachunku prawdopodobienstwa. Lista
jest doprawdy imponujaca i zawiera przyktady z dziedziny
analizy, algebry, teorii liczb czy nawet topologii.

Do najbardziej fascynujacych ilustracji tej metody na pewno
mozna zaliczy¢ twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji
funkcji ciggtych wielomianami, ktére mozna udowodnié¢

z uzyciem tzw. prawa wielkich liczb. Bardzo intrygujacy
moze by¢ réwniez dowdd zasadniczego twierdzenia algebry
z uzyciem dwuwymiarowych ruchéw Browna.

Metoda probabilistyczna nie jest jedynie kolejna technika
rozwigzywania zadan olimpijskich, a poteznym narzedziem
stosowanym wspotczesnie w wielu dzialach matematyki.
Bardzo duza cze$¢ obecnie intensywnie badanej
wielowymiarowej geometrii wypuklej opiera sie na
metodach losowych.

Czytelnik zainteresowany bardziej zaawansowanymi
zastosowaniami tej metody moze zajrzeé¢ do

doskonalej ksiazki Nogi Alona i Joela H. Spencera:
The Probabilistic Method oraz sprébowaé swoich sit

m Z.adania

w dwdch interesujacych zadaniach pozostawionych do
samodzielnego rozwigzania.

Zadanie 5. Dwustu uczniéw wzieto udzial w konkursie
matematycznym. Mieli oni do rozwiazania 6 zadan. Kazde

z zadan zostalo rozwiazane przez przynajmniej 120 uczniéw.
Udowodnié, ze istnieja tacy dwaj uczniowie, ze kazde z zadan
zostalo rozwigzane przez przynajmniej jednego z nich.

Podpowiedz. Rozwaz dwbch losowych uczniéow i oszacuj
prawdopodobienstwo tego, ze nie rozwigzali oni oboje
zadania pierwszego. Postap podobnie dla pozostatych zadan
i wykorzystaj fakt, ze prawdopodobienstwo sumy
mnogosciowej nie przekracza sumy prawdopodobienstw.

Zadanie 6. W kole o promieniu 16 znajduje si¢

650 punktéw. Mamy do dyspozycji pierscien, ktéry powstat
przez usuniecie kola o promieniu 2 ze wspéltsrodkowego

z nim kota o promieniu 3. Wykazaé, ze é6w pierscien mozna
umieéci¢ na plaszczyznie w taki sposéb, ze przykrywa on
przynajmniej 10 z danych punktéow.

Podpowiedz. Rozwaz losowy punkt w kole o promieniu 19,
ktére jest wspélérodkowe z danym. Udowodnij, ze jezeli
Srodek pierscienia umiescimy w tym punkcie, to wartos$¢
oczekiwana liczby przykrytych punktéw jest wieksza niz 9.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1453. W trapezie ABC'D boki AB i CD sa réwnolegte oraz AB =2-CD.

Punkt E jest srodkiem boku BC. Udowodnié, ze jesli AB = BC, to w czworokat

AECD mozna wpisaé okrag.

D ¢ Rozwigzanie na str. 17
M 1454. Niech z1, ...,z beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi, przy czym n > 3.
E Dla wygody przyjmijmy dodatkowo, ze n+1 = 1, Tnt+2 = x2. Udowodnié, ze
n
Rt
= Thtr t Tht2 4
A B Rozwigzanie na str. 9

M 1455. 12 rycerzy siedzi przy okraglym stole. Kazdy z nich ma dokladnie dwéch
wrogéw, jednego po swej prawej i jednego po swej lewej stronie. Na ile sposobéw krél
moze wybraé¢ druzyne sktadajacy sie z 5 rycerzy, w ktorej nie bedzie wrogdw?

Rozwiazanie na str. 18

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 877. Jednakowe atomy o masach M i predkosciach ug
tworzg réwnolegls wiazke. Wiazka ta zderza sig

z przeciwbiezng, monochromatyczna wigzka fotondéw
($wiatta laserowego) o energiach réwnych energii
wzbudzenia atomoéw ze stanu podstawowego do jednego
ze stanéw wzbudzonych o naturalnym czasie zycia 7.

Jak dluga droge przebedzie kazdy z atoméw od pierwszego
zderzenia z fotonem do zatrzymania? Dlugo$é fali Swiatla
laserowego wynosi A\. Wiazka $wiatta jest wystarczajaco
intensywna. Obliczenia wykonaj dla atoméw magnezu.
Rozwiazanie na str. 14

F 878. Atom w stanie wzbudzonym, po pewnym czasie
przechodzi do stanu o nizszej energii, emitujac przy tym

foton. Sredni czas zycia T w stanie wzbudzonym wyznacza
tzw. naturalna szerokos¢ linii widmowej, czyli doktadnosé,
AF, 7 jakag mozliwe jest wyznaczenie energii stanu
wzbudzonego: TAE > h/(27), gdzie h oznacza stala Plancka.
Obserwowane linie widmowe gazu w temperaturze T sa
dodatkowo poszerzone ze wzgledu na termiczny ruch
atoméw emitujacych fotony. Miara szerokosci linii widmowej
jest potowa szerokosci rejestrowanego rozktadu natezenia

w polowie wysokosci tego sygnatu (tzw. FWHM — full width
at half mazimum). Oszacuj, do jakiej temperatury nalezy
ochtodzié¢ gaz atoméw magnezu, aby termiczna szerokosé
linii widmowej (FWHM) odpowiadajacej dtugosci fali
$wietlnej byla réwna naturalnej szerokosci tej linii, AFE.
Rozwiazanie na str. 10

Wartosci stalych wystepujacych w obu zadaniach: dlugosé fali $wiatta laserowego A\ = 2852,1 A,

czas zycia stanu wzbudzonego 7 = 2- 107 s, masa atomu magnezu M = 2,264 - 101° eV/c27

predkosé termiczna atoméw magnezu w temperaturze 600 K to up = 800 m/s, stata Plancka h = 4,136 - 10715 eV -5,
stata Boltzmanna k = 8,617 - 10~° eV /K, predkoéé $wiatta ¢ = 2,998 - 10% m/s.
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Pudetko Smoluchowskiego,
losowe ruchy w grafie i egzopeptydazy
Wojciech NIEMIRO*

Marian Ritter von Smolan Smoluchowski — swiatowej stawy polski fizyk,

pionier fizyki statystycznej, alpinista i taternik, zyt w latach 1872-1917.
Egzopeptydazy to specjalny typ enzymoéw. Co moze mie¢ wspolnego
Smoluchowski z egzopeptydazami, skoro ani on, ani nikt z jego wspdlczesnych
nie wiedzieli o ich istnieniu? I co do tego maja grafy? Postaram sie wszystko
wyjasni¢ w odpowiedniej kolejnoéci. Zaczne od uproszczonego modelu fizycznego.
Podobno zblizony model rozpatrywal Smoluchowski, ale, niestety, nie udato mi
sie dotrze¢ do Zrodet i sprawdzi¢ tej informacji.

Wyobrazmy sobie ,pudetko” (okre$lony obszar przestrzeni), do ktérego losowo
wpadaja czastki i z ktorego losowo wypadaja. Mdéwiac nieco doktadniej,
zakladamy, ze w ,krétkim” odcinku czasu, powiedzmy [t, ¢ + h],

e do pudetka wpada 1 czastka z prawdopodobienstwem w przyblizeniu
réwnym a.h; prawdopodobienstwo wpadniecia 2 lub wiecej czastek jest tak
male, ze mozemy je zaniedbad,

e kazda sposréd czastek znajdujacych sie w pudetku wypada z niego
z prawdopodobienstwem w przyblizeniu réwnym a;h, niezaleznie od
pozostalych czastek.

Zeby to sformutowaé jeszcze dokladniej, wprowadzimy wygodna terminologie

i kilka oznaczen. Zamiast méwié¢ ,w pudeltku jest n czastek”, powiemy, ze ,uklad
znajduje si¢ w stanie n”. Niech P"(n,n’) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze
uklad w chwili ¢ + h bedzie w stanie n’, jesli w chwili ¢ jest w stanie n. Rozumie
sie, ze n,n’ € {0,1,2,...}. Zalézmy istnienie granic

1
(1) }1}{16 EPh(n,n’) =Q(n,n) (n#n).
Nazwiemy Q(n,n’) intensywnoscig przejécia z n do n’. Sciste sformulowanie
zalozen modelu Smoluchowskiego jest takie:

Qn,n +1) = a.,
(2) Q(n7n - 1) = nag,

Q(n,n') = 0, (R n nt £, n—14n).
Uktad znajduje sie w réwnowadze, jesli prawdopodobienstwa poszczegdlnych
stanéw nie zmieniaja sie w czasie (méwimy tu o réwnowadze probabilistycznej,
ktéra nie oznacza bezruchu, tylko zréwnowazone losowe fluktuacje). Niech 7(n)
bedzie prawdopodobienstwem stanu n. Ogdlny warunek rownowagi jest

nastepujacy:
(3) m(n) Z Q(n,n') = Z m(n")Q(n',n)  dla kazdego n.

n’:n'#n n’:n'#n
Wzér (3) méwi tyle, ze prawdopodobiefistwo wyjscia ze stanu n jest réwne
prawdopodobienstwu wejécia do stanu n. Jesli rozktad prawdopodobienstwa m
spelnia (3), to méwimy, ze jest rozkladem réwnowagi lub inaczej stacjonarnym.
Chwila zastanowienia wystarczy, zeby zrozumie¢, ze to dobra definicja. Silniejszy
od ogolnego warunku réwnowagi jest nastepujacy warunek réwnowagi
szczegotowey:

(4) 7(n)Q(n,n') = 7(n)Q(n',n)  dla wszystkich n # n'.

Pozostawiamy Czytelnikowi tatwe sprawdzenie, ze (4) implikuje (3). Warunek (4)
mozna interpretowaé jako odwracalnosé w czasie. Film, pokazujacy stan uktadu,
powiedzmy n(t), w pewnym odcinku czasu, t € [tg, t1], wyglada tak samo, jak
tenze film ,puszczony wspak”: n(t; + to — t). To dlatego, ze przejécia n — n’
zdarzaja sie jednakowo czesto jak przejécia n’ — n (przy réwnowagowym
rozkladzie prawdopodobienstwa 7).

8



Zastanéwmy sie, jaki jest rozktad réwnowagi w modelu Smoluchowskiego.
Odpowiedz jest latwa, jedli wpadniemy na pomyst, zeby szuka¢ rozktadu =
spelniajacego warunek réwnowagi szczegdlowej. Istotnie, jesli zachodzi (4), to
m(n—1)a, =7w(n)nay dlan=1,2,....
Stad w(n) = w(n — 1)A\/n, gdzie X = a, /a4, a wiec
—1 1 A"

) _mn=1) 7w gy N
mn—1)w(n—2)  «(0)
Aby wyznaczy¢ stalg 7(0), wystarczy skorzystaé z oczywistego réwnania
o2 om(n) = 1. Poniewaz Y oo A\"/n! = e*, wiec 7(0) = e~*. Otrzymali$my
nastepujacy wynik.

m(n) = T

Twierdzenie 1. W modelu Smoluchowskiego rozklad prawdopodobieristwa dany
wzorem "
A

m(n) = n!

(n=0,1,...)
jest rozkliadem réwnowagi.

Mozna pokazaé, ze wychodzac z dowolnego stanu poczatkowego, w dlugim
okresie czasu zblizamy si¢ do rozktadu réwnowagi: lim; o, Pt(ng,n) = w(x) dla
wszystkich ng i n. Stawny rozklad wystepujacy w Twierdzeniu 1 zwigzany jest
(jak wiele innych wspanialych obiektéw matematycznych) z nazwiskiem
francuskiego fizyka i matematyka Siméona Denisa Poissona (1781-1840).

Zastanéwmy sie, jaka jest srednia liczba czastek w pudetku Smoluchowskiego
ﬁ (znajdujacym si¢ w réwnowadze). Jesli te Srednia liczbe oznaczymy chwilowo
Rozwiazanie zadania M 1454. przez m, to mozemy przeprowadzi¢ nastepujace rozumowanie. W krétkim okresie
Nlccll ”I‘;\l oznat?za. llajxvl?ksyz:%”z h.CZb. . dhlgOéCi h7 W przybliZeniu,
Z1,...,%Tn. Popatrzmy na wyraz ki naszej
Ik‘,l ) ) L .
sumy: ———————— i oznaczmy wickszy o do pudetka wpada Srednio a.h czastek,
Thy+1 + Thy+2 / ;
ze skladnikéw z mianownika, e 7z pudeltka wypada $rednio maTh czastek.
Thy41 lub Ty 42, PIZEZ T, - Popatrzmy
teraz na wyraz ks naszej sumy: Poniewaz $rednio tyle samo czastek wpada, co wypada (réwnowagal) to
ko . .
——— i oznaczmy wigkszy — _ — ; : 3
Thp 11 + Thyto a.h = math, skad m = a,/ay = A. Tak wiec zmienna losowa o rozktadzie
ze skladnikéw z mianownika, ~ Poissona ma wartosé¢ srednia (nieszczesliwie nazywana tez ,wartoscia
Thko+1 1UD Tp, 42, przez Ty - Kontynuujac ki 3 , . Koled ¢ ¢ . ‘ot .
to postepowanie, otrzymujemy ciag oczekiwana”) réwna . Koledzy matematycy nie uznaja tego rozumowania za
indeksow Ky, ko, . ... dowdd, ale moim zdaniem to ciekawe wyprowadzenie.

Zwréémy uwage na zaskakujacy fakt. Poniewaz model (2) spelnia warunek (4),
to jest on odwracalny w czasie. Ogladajac nasze pudetko znajdujace sie

w rownowadze probabilistycznej, nie mamy mozliwoéci rozpoznania, w ktorym
kierunku ptynie czas.

Przejdzmy do graféw. WyobraZzmy sobie wiele pudelek Smoluchowskiego,
oznaczonych numerami 1,...,4,..., k. Czastki wpadaja do pudetek z zewnatrz
uktadu, wypadaja na zewnatrz oraz przemieszczaja sie z jednego pudetka

do drugiego. Zaktadamy, ze w ,krétkim” odcinku czasu [t,t + h],

Poniewaz nieréwnosé, ktéra chcemy

udowodnié, jest cykliczna, mozemy e do pudetka i wpada z zewnatrz 1 czastka z prawdopodobienstwem
bez utraty ogdlnosci przyjaé, ze k1 = 1. W przybliieniu r(’)wnym a*ih’
7 definicji mamy k; = k; + 1 lub . L, . . . . .
k; = k; + 2. Zatem po pewnej liczbie e kazda sposréd czastek znajdujacych sie w pudetku ¢ wypada z niego
:rokow po Iiai Izlerwszyr;')trzylltn‘rn;l}; P na zewnatrz z prawdopodobiefistwem w przyblizeniu réwnym a;+h lub
g = n — ub ky, = n. Ponadto £ > n/2, . . k ., .. X
bo w kazdym kroku przesuwamy sie przemieszcza si¢ do pudetka j z prawdopodobienstwem w przyblizeniu
§ comalyze) dwa. Zauwazmy tez, ze réwnym a;;h, niezaleznie od pozostalych czastek.
41 = 1 = K1.
Stosujac teraz nieréwnoéé miedzy Mozemy interpretowaé¢ pudetka jako wierzcholki grafu. Z wierzchotka ¢ do j
$rednimi, otrzymujemy prowadzi strzatka opatrzona liczba a;;. Dodatkowo mozna sobie wyobrazi¢ dwa
z”: Tk - fikcyjne pudelka oznaczone symbolami * i T (4rédlo czastek przybywajacych
Thpr+ Thy2 z zewnatrz i miejsce gromadzace czastki opuszczajace uktad). Jesli a;; = 0, to
k=1 . . . ce . . . .
, ) . me.ma strzalki miedzy i 1 j. .Nasz m’odel Jes.t z.zlltem. opisany przez.sklferowany,
S 2 : Tk > Z k. wazony graf. Dla uproszczenia wzoréw przyjmijmy jeszcze umownie, ze a;; = 0
Thj+1 + Thjto p— 2Tk 44 dla wszystkich i.
- . C ey .
/Tt Stan ukladu opisuje wektor (lub ,konfiguracja”) n = (n1,...,n;,...,nk), gdzie
= 2t — 3 71 m; oznacza liczbe czastek w pudetku i. Definicja intensywnosci przejécia

w wektorowym przypadku pozostaje taka sama, wzér (1) pozostaje w mocy.
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Rozwigzanie zadania F 878.

Energia fotonu odpowiadajacego
promieniowaniu o czestotliwosci f
wynosi hf. Naturalna szerokosé linii
widmowej AE odpowiada wiec
przedzialowi czestotliwosci

Af = (2r7) 1. Fali $wiatta o dlugosci A
odpowiada czestotliwo$é f = ¢/, gdzie ¢
oznacza predkosé swiatta. Jesli zrédto
emitujace swiatlo o czestotliwosci f
porusza sie z predkoéciag v w kierunku
odbiornika, to ze wzgledu na zjawisko
Dopplera, odbiornik zarejestruje
czestotliwoéé f' rézna od f,

z dokladnos$cia do wyrazéw liniowych

w /e, f' = f(1+ v/c). Sktadowa
predkosci termicznego ruchu atoméw

w kierunku odbiornika podlega
rozktadowi Maxwella o gestosci:

Plo) M Mv®
()= (m) oxp <7 2kT> :

Réznica czestotliwodci emitowanej

i rejestrowanej (f' — f)/f = v/c, podlega
wigc rozktadowi P(f"), ktéry jest
proporcjonalny do:

( Mc2(f’ff>2>
exp | ——————— |,
2kT 2

co odpowiada
8kT In 2
FWHM = 4 f

Tak obliczona wartos¢ FWHM jest réwna
naturalnej szerokosci Af = (27x7) 7, dla
temperatury

MN?
472 - 8k72¢2In2’
Dla podanej linii magnezu T' = 0,18 K.

T =

Potrzebujemy jeszcze kilku oznaczen. Niech n_; oznacza wektor n z pominietym
elementem n;, czyli (n1,...,n,—1,Mit1,...,n%). Co oznacza n_,_;, mozna si¢
tatwo domysli¢. Mozemy teraz przetlumaczy¢ nasze zalozenia na Scisty jezyk
intensywnosci przejscia:

(5) Qi jeSlin’ , =n_;,n; =n; + 1 dla pewnego 1,

Q') = nia;j iefl? n,_;=n_i_j,n;=n;—1,n;=n, + 1 dla pewnych 7 # j,
nia;+  jeslin’ , =n_;,n; =n; — 1 dla pewnego ¢,
0 we wszystkich pozostalych przypadkach.

Twierdzenie 2. Rozpatrzmy proces zdefiniowany powyzej, w ktorym
intensywnodci przejécia sq dane wzorem (5). Zalézmy, Ze uklad liczb \; spelnia
nastepujgce ,rownania réwnowagi Sredniej”:

(6) Z Nj@ji + Qg = )\Z—(Zaij + aiT> dla kazdego 1.
J J
Wtedy rozktad prawdopodobieristwa m dany wzorem

w(n) = H e N A

jest rozkladem réwnowagi.

Zanim podam dowdd, skomentuje zalozenia i teze. Pézniej opowiem o swojej
przygodzie zwiazanej z tym twierdzeniem.

Zalozenie (6) dotyczy w istocie $rednich przeplywéw w grafie. Jesli w pudetku 4
$rednio znajduje si¢ A; czastek, to $rednio A;a;;h czastek przemieszcza sig

z 1 do 7 w kréotkim odcinku czasu h. Podobna interpretacja stosuje sie do

ay; 1 a;+. Warunek (6) méwi zatem tyle, ze srednio tyle samo czastek wplywa do ¢
co wyplywa z i. Stabilizowanie sie wartosci $rednich jest warunkiem koniecznym
dla stabilizowania si¢ rozkladéw prawdopodobienstwa.

W tezie Twierdzenia 2 jest zawarty fakt, ze poszczegdlne komponenty n;
wektora n sa, w rozkladzie réwnowagi, statystycznie niezalezne
(prawdopodobienstwo stanu n jest iloczynem czynnikéw zaleznych od
pojedynczych n;). Ot6z ten fakt jest zadziwiajacy i przeczy naiwnej intuicji!
Rozwazmy bardzo prosty graf naszkicowany ponize;j.

a a az
N N

Do pudetka 2 czastki moga wpas¢ tylko z pudetka 1. Trudno uwierzy¢, ze
zawartos¢ pudetka 2 nie zalezy od liczby czastek w 1. Zeby ten pozorny paradoks
wyjasni¢ (przynajmniej w pewnym stopniu), zauwazmy, ze twierdzenie méwi

o niezaleznosci ny i ny w tej samej chwili. Nie wyklucza wplywu ng

w momencie t na wartoS¢ ny w poézniejszym czasie t + h. Przy okazji zauwazmy,
ze model z dwoma pudetkami Smoluchowskiego (potaczonymi tak, jak pokazano
powyzej) w oczywisty sposéb nie jest odwracalny w czasie.

Dowdd Twierdzenia 2. Mamy wykazac, ze dla dowolnego stanu n zachodzi
warunek (3). Napiszmy

. . n;
m(n) = W(n_i)e_/\l)il = W(n,i,j)e_)‘iille_’\j I

Mozemy uznaé, ze powyzszy wzor czysto algebraicznie definiuje

m(n—;) i m(n—;—;). Przypomnijmy jeszcze stale obowigzujaca umowe, ze a;; = 0.
We wszystkich ponizszych wzorach indeksy 4, j przebiegaja zbiér {1,..., k}

i nie bedziemy tego powtarzaé. Biorac pod uwage postaé¢ intensywnosci Q(n,n’),
wnioskujemy, ze lewa strona wzoru (3) (odpowiadajaca wyjsciu ze stanu n)

jest réwna

) A A\
WYJIJSCIE = E E m(n_;)e Ai n:!maij—}- E m(n_;)e Ai n’i!nia”—i—
4 7 %
A
—)\7, 1 .
+ EZ m(n_;)e m!a*l'
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Pierwszy wyraz odpowiada takim przejsciom z n do n’, ze n, =n; — 1

inj =n; +1 (czastka przemieszcza si¢ z pudetka i do j). Drugi wyraz — to
przejécia n; = n; — 1 (czastka ucieka z pudelka i na zewnatrz). Trzeci — to

przejécia n; = n; + 1 (czastka przychodzi z zewnatrz do pudelka ). Laczac
pierwszy i drugi wyraz, otrzymujemy

WY JSCIE = Zw(n_i)e% AT (Za” T azT)

n—l

n) Z G-

Podobnie, prawa strona wzoru (3) (odpowiadajaca wejsciu do stanu n) jest réwna

PV ni-1
WEJSCIE = ZZ n_j_:) '(njﬂH)!e—Ai (n)\;— 57+ D +
)\ni—l
—i—Zw(n,i)e_ ii(n;— 1)!a*i +
; o

+ Zﬂ'(n_i)e*)‘im(m + 1ais.

Pierwszy wyraz odpowiada takim przejsciom z n’ do n, ze n; =n/; — 1

in; =n} 41 (czastka przemieszcza sie z pudelka j do ). Drugi wyraz — to
przejécia n; = n + 1 (czastka przychodzi z zewnatrz do pudelka 7). Trzeci — to
przejscia n; = n, — 1 (czastka ucieka z pudelka ¢ na zewnatrz). Analogicznie jak

poprzednio,
. )\nlfl
WEJSCIE = Z A ] (Z Njaji + aui) +

Z)\ Q.

Réwnania (6) implikuja
WEJSCIE = WYJSCIE,

co konczy dowdd. O

Proces zdefiniowany réwnaniem (5) pojawia sie przy modelowaniu pewnych
zjawisk biologicznych. Popatrzmy na graf na rysunku. Wierzchotki odpowiadaja
peptydom, ktére w uproszczeniu identyfikujemy z ciggami liter z 20-elementowego
alfabetu. Fgzopeptydazy to enzymy, ktére ,odrywaja jednag literke z prawej lub
lewej strony ciggu”. Kazda krawedz grafu odpowiada dziataniu specyficznej
egzopeptydazy. Stan ukladu opisuje wektor, zawierajacy liczby czastek peptydow,

n=ny,...,ng).

Oderwanie literki jest réwnowazne przejsciu czastki z jednego wierzchotka

do drugiego wzdluz krawedzi grafu. ,,Dlugie ciagi” naplywaja z zewnatrz,

ze zrédla oznaczonego symbolem *. Ciagi zlozone z pojedynczych literek sa
nieobserwowane (pochlania je stan umownie nazwany ). Jestedmy w sytuacji
przedstawionej poprzednio.

Pare lat temu pracowatem nad tym modelem wraz z dwojgiem mtodych,
wspaniatych bioinformatykéw, Anng Gambin i Bogustawem Kluge. W pewnej
chwili uswiadomiliSmy sobie, ze symulacje komputerowe sugeruja fakt
sformulowany w Twierdzeniu 2. Dlugo nie mogliSmy w prawdziwosé¢ tego faktu
uwierzy¢, tak sie¢ wydawal nieintuicyjny i... podejrzanie prosty. Jak tylko
przetamalidmy bariere psychologiczna, to szybko i tatwo znalezliSmy dowdd
(przytoczony powyzej). Kilka miesiecy po opublikowaniu naszej pracy
dowiedzielidmy sig¢, ze Twierdzenie 2 bylo juz wczesdniej znane. Nasz gtowny
wynik zawarty w publikacji polegal jednak na czyms innym.
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Szerokosé figury — odleglo§é miedzy
takimi prostymi réwnoleglymi, ze figura
miesci si¢ w ,,pasie” wyznaczonymi przez
te proste (wraz z nimi samymi) i gdy
kazda z tych prostych ma co najmniej
jeden punkt wspélny z ta figura.
Przykladowo najmniejsza szerokoscia
kwadratu jest jego bok, a najwicksza
jego przekatna.

Konstrukcja trojkata Reuleaux.

Trojkat Reuleaux w otoczce o szerokoéci a
ma teraz szeroko$é¢ 2a plus dlugosé boku
wyjsciowego tréjkata.

Maia aelld

PozbadzZzmy sie kola

Dawno, dawno temu za gorami, za lasami na Euklidesowych Rowninach zZylo
sobie kolo. Niezmiernie bylo dumne ze swej stalej szerokosci. Chadzalo
Sciezkami, ktore mialy szeroko$é rowng jego Srednicy, i jako jedyna figura
zamieszkujgca rowniny moglo krecié sie przy tym jak szalone, stale podpierajgc
obie krawedzie Sciezki.

Fakt, Ze jak dotgd Zaden zamieszkujgcy réowniny wielokgt nie mial obwodu
réwnego obwodowi kola (problem znany jako wyprostowanie okregu) — gdyz
wszystkie one zostaly stworzone jedynie przy uzyciu cyrkla i linijki bez podziatki —
napawal kolo jeszcze wiekszqg dumg. I tak spacerowato krecgce sie kolo,
przekonane o swej wyjgtkowosci.

Gdy w 1882 roku fakt niemoZliwosci kwadratury kola zostal udowodniony,
dotkniety tym kwadrat wyznaczyl nagrode (w postaci matematycznej stawy) dla
tego, kto jako pierwszy udowodni, Ze kolo nie jest tak wyjgtkowe, jak mu sie
wydaje. A kolo bylo niezmiernie rade, Ze zainteresowanie nim ro$nie. . .

Wesprzyjmy kwadrat i poszukajmy figury, ktérej szerokosé (zdefiniowana

na marginesie) jest stala niezaleznie od kierunku, w jakim bedzie mierzona

(ang. curve of constant width). Bierzemy pod uwage tylko figury wypukle,
poniewaz w innym przypadku koto z dowolnym otworem w Srodku spelniatoby
nasze wymagania. Figura, ktéra zdobyla nagrode wyznaczona przez kwadrat, byl
tréjkgt Reuleauz (od nazwiska jego tworey). Zeby go otrzymaé, skonstruuj
tréjkat rownoboczny, a nastepnie poprowadz tuk okregu o $rodku w jednym

z jego wierzchotkéw i promieniu réwnym dlugosci boku tréjkata, taczacy dwa
pozostate wierzchotki. Po powtdrzeniu owej procedury w kazdym z jego
wierzcholkéw, otrzymasz zwycieska figure. Zeby zrozumieé jej okraglosé, pomimo
nie do konca okragltego ksztaltu, wyobrazmy sobie deske podpierang przez te
trojkaty. Podczas ich toczenia deska nie zmienia wysokosci nad ziemia,

nie nastepuja ,skoki”, a znajdujacy sie¢ na desce ludek nie jest w stanie
rozpoznad, czy pod nim obracaja sie kota, czy zwycieskie trojkaty.

~

PN —

EXCRVED.

Figur z rodziny Reuleaux jest duzo wiecej, kolejna bedzie pieciokat Reuleaux,
siedmiokat Reuleaux itd. (figury o nieparzystej liczbie tukéw). Ich konstrukeja
za kazdym razem polega na zakresleniu tukéw okregu pomiedzy sasiadujacymi
wierzchotkami wielokata foremnego o nieparzystej liczbie katéw, gdzie srodkiem
okregu jest wierzcholek najbardziej oddalony od tego boku, a promien to
najdtuzsza przekatna. Drogi Czytelniku, samodzielnie wyznacz szerokosci tych
figur w zalezno$ci od dtugosci boku wyjéciowego wielokata.

Tak uzyskane figury maja pewna ceche nie przez wszystkich uwazana za zalete —
maja rogi. Ale, oczywiscie, rogéw mozna sie¢ pozbyé. Wystarczy zrobié¢ dla takiej
rogatej figury otoczke: dolaczyé do niej wszystkie punkty odlegte od niej

nie wiecej niz o dowolnie ustalony dystans — tak opatulona figura bedzie miata
gladki brzeg, a poniewaz w kazdym kierunku przybedzie jej tyle samo, wiec
nadal bedzie miala stala szerokosc.
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Konstrukcja figury o stalej szerokosci
na bazie tréjkata o bokach 5, 4, 3; jeden
z promieni przy C okazal si¢ zerowy.

Figury o stalej szerokosci obracaja sie
bez luzu w kwadracie.

Figury z rodziny Reuleaux oraz monety
w ksztalcie bardzo do nich zblizonym —
50 penséw brytyjskich oraz
jednodolaréwka kanadyjska.

Chinski konstruktor Guan Baihua nie dal
kotu za wygrang i w 2009 roku
skonstruowal rower o nieokragtych kotach
przystosowany do prostych drég. Zeby
rowerzysta mégt znajdowac si¢ na statej
wysokosci nad ziemia, zmienit on
konstrukcj¢ roweru. Jego rama jest
niejako polozona na ,kotach” (tak jak
deska z ludkiem na tréjkatach Reuleaux),
a nie umocowana do osi obrotu kota jak
w standardowym rowerze.

Zrédto: http://www.china.org.cn/china/

photos/2009-05/07/content_17738257_4.htm.

Figury o statej szerokosci mozna tworzy¢ na wiele réznych sposobéw — oto
jeszcze jeden, w ktérym za punkt wyjécia wezmiemy tym razem dowolny trojkat
o bokach a > b > ¢. Niech k = a + b. Kreslimy dwa tuki o érodku w A i promieniu
k — a z tej strony, gdzie jest trojkat oraz promieniu k — b — ¢ z przeciwnej strony.
Podobnie kreslimy dwa tuki o érodku B i promieniach k — b oraz k —a — c.

No i wreszcie rysujemy tuki o $rodku C' i promieniach k — ¢ oraz k —a — b (czyli
zero). Prosze sprobowaé: kazdy dostrzeze, jak z tych tukéw powstaje figura

o stalej szerokosci (jakiej?). Dla leniwych konkretny przyklad jest na marginesie.

Do tej pory brzeg otrzymanych figur sktadat sie z tukow okregéow. Mozna
zbudowad figure o stalej szerokoéci niemajaca na brzegu zadnego takiego tuku
(ale to juz robota dla zawodowcow).

Figury o stalej szerokosci mozna réwniez zdefiniowaé na inne sposoby,
na przyktad:

— jest to figura, ktéra, obracajac sie¢ wewnatrz kwadratu, w dowolnym momencie
dotyka kazdego z jego bokéw (tj. obraca sie w nim ,bez luzu”);

— jest to figura, do ktérej nie mozna dotaczyé ani jednego nowego punktu
bez zwigkszania jej szerokosci.

Co ciekawe, wszystkie figury o stalej szerokosci d maja obwdd réwny md.
Méwiace o tym Twierdzenie Barbiera ubodto koto do kosci. Czytelnika
Whikliwego odsylamy do dowodu tegoz twierdzenia zawartego

m.in. w Okruchach matematyki Jarostawa Gornickiego. Wérdd figur o danej
szerokosci najwieksze pole ma kolo, a najmniejsze trojkat Reuleaux.

Mozemy uznaé, ze figury o stalej szerokosci zostaly rozpracowane, a kolo
zdetronizowane. Moze w takim razie udatoby sie kolo catkiem pozbawi¢ wkladu
w rzeczywisto$é i skonstruowaé nieokragte koto (dzigki czemu wszystkie uzywane
w pojazdach kola mozna by zastapié¢ figura o stalej szerokosci). Przychodzace
na mys$l umiejscowienie osi obrotu w srodku figury o stalej szerokosci

nie przyniesie oczekiwanego rezultatu. Rowerzysta na kotach w postaci trojkatow
Reuleaux, nie znajdowalby sie na stalej wysokosci nad ziemia, co po dluzszej
podroézy mogltoby przyprawi¢ go o mdtosci. Podejmijmy probe raz jeszcze:
chcemy znalezé nieokrggle kola, w ktorych odlegtosé osi obrotu od poziomu

(a tym samym rowerzysty od poziomu), bylaby stala — czyz to nie jest zywcem
wzieta definicja okregu? Mamy jednak pewne wyjscie: czy zostaly narzucone
jakie$ ograniczenia dotyczace podlogi? Nie!

Wybierzmy ,kolo” o dowolnym ksztalcie, na przyklad kwadrat (zeby wzmocnié
w nim poczucie wlasnej wartosci) i skonstruujmy dla niego odpowiednia podloge.
Podloga pomiedzy ,wglebieniami” ma ksztalt krzywej tanicuchowej, czyli taki
jak, na przyklad, zwisajace przewody linii wysokiego napiecia (oczywiscie,

do géry nogami). Rowerzysta, majac taki ksztalt k61" i jadac po tej podlodze,
bedzie na stalej wysokosci. Okazuje sie, ze dla dowolnego ksztalttu kél mozna
skonstruowaé taka podloge, zeby rowerzysta czul si¢ komfortowo. Jednak
zdecydowanie lepiej jest (mimo wszystko) zostaé przy standardowym okraglym
ksztalcie koét, niz modernizowaé trasy rowerowe, ulice i autostrady. Jednak jakies
uznanie dla kota mieé nalezy.

Podloga przystosowana do kwadratowych két.

Malg Delte przygotowala Kamila £YCZEK
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Rozwigzanie zadania F 877.
Atom w stanie podstawowym pochtonie
foton (wigzki laserowej) o energii
odpowiadajacej stanowi wzbudzonemu,
a nastepnie, $rednio po czasie T,
wyemituje go w losowym kierunku.
W kazdym akcie absorpcji foton
przekazuje atomowi swéj ped p = h/A,
w wyniku czego atom zmniejsza swa
predkos$é (ped fotonu jest przeciwnie
skierowany do pedu atomu)
o Au = h/(MM). Proces powtérzy sie
po wyemitowaniu pochlonietego fotonu,
tj. po czasie 7. Ze wzgledu na losowy
kierunek emisji $sredni ped emitowanego
fotonu wynosi zero. Atomy poruszaja sie
wigc ze §rednim opéznieniem a = Au/T,
a droga przebyta do zatrzymania wynosi
s =ul/(2a) = uirMA/(2h) = 11 cm.
Opisang tu metode ,chlodzenia” atoméw
zaproponowali T. W. Hansch (nagroda
Nobla 2005) i A. L. Schawlow (Nagroda
Nobla 1981) w pracy w Optics
Communications 15, 68 (1975) skad
zaczerpniete zostaly takze dane liczbowe
zadania.

Jestedmy juz gotowi zaproponowaé pierwsze rozwiazanie
naszego zadania. Poniewaz waga podzbioru jest

réwna wadze jednej z krawedzi grafu, wiec mamy

O(n?) mozliwoéci wyboru kazdej z liczb d4 i dp.
Sprawdzenie dla wszystkich tych wybordéw, czy istnieje
podzial, i wybranie podzialu dla najmniejszej sumy

da + dp daje rozwiazanie dzialajace w czasie O(nS).
Jednak wybory te nie sa zupelnie niezalezne. Zauwazmy,
ze jesli dla pewnej pary da, dg podzial istnieje, to
istnieje tez dla pary o wiekszych wartosciach. Zatem dla
ustalonej wartosci dp, ktéra wybierzemy na O(n?)
sposobow, mozemy znalez¢ najmniejsza warto$é dg,
uzywajac wyszukiwania binarnego w czasie O(logn).

Informatyczny kacik olimpijski (80): Podzial grafu

Jednym z najtrudniejszych zadan, z ktérym mierzyli si¢ uczestnicy $wiatowych
finatéw konkursu ACM ICPC w roku 2014, byto zadanie pt. Metal Processing
Plant. W zadaniu mamy dany n-wierzchotkowy (n < 200) nieskierowany graf
pelny. Dla kazdej krawedzi uv grafu znamy jej wage d(u,v). Waga podzbioru
wierzcholtkéw S nazwiemy maksymalna wage krawedzi po wszystkich parach
wierzchotkéw z tego podzbioru, tzn. d(S) = max, veg d(u,v). Nalezy znalezé
podzial wierzchotkéw grafu na dwa podzbiory A, B, ktérych sumaryczna waga
d(A) + d(B) jest jak najmniejsza.

Zalézmy na poczatek, ze zdecydowaliSmy, iz podzielimy graf na dwa podzbiory
o wagach nie wigkszych niz ustalone liczby d4 i dp, i chcemy stwierdzié, czy
da sie to zrobié. Innymi stowy, chcemy znalezé dwa podzbiory A i B, ze

d(A) < da id(B) < dp. Dla kazdego wierzcholka u wprowadZmy zmienna
logiczng x,, ktéra oznaczaé bedzie, czy wierzcholek u nalezy do podzbioru B.
Skonstruujemy teraz liste zdan logicznych, ktore zakoduja ograniczenia

na wartosci zmiennych.

Kazda z krawedzi uwv laczy dwa wierzcholki z podzbioru A (wtedy d(u,v) < da),
dwa wierzcholki z podzbioru B (wtedy d(u,v) < dg) lub wierzcholki nalezace do
réznych podzbioréw (i wtedy nie mamy ograniczenia na wage tej krawedzi).
Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze da < dp.

(1) Jesli d(u,v) < da, to wierzcholki u, v moga znajdowaé sie gdziekolwiek.

(2) Jesli dy < d(u,v) < dp, to co najmniej jeden z wierzchotkéw u, v musi
znajdowaé si¢ w podzbiorze B, czyli musi by¢ spelniona alternatywa x,, V x,,.

(3) Jedli dp < d(u,v), to wierzcholki u, v musza znajdowaé sie¢ w réznych
podzbiorach, czyli musza by¢ spelnione obie alternatywy x,, V x, oraz
Ly, V Xy,

Kazda z alternatyw zawiera dwie zmienne (lub ich negacje), zatem do znalezienia
takich wartosci zmiennych, ktére spelniaja wszystkie alternatywy, mozemy uzyé
algorytmu 2-SAT. Algorytm ten dziala w czasie liniowym od liczby zmiennych

i alternatyw, w naszym przypadku bedzie to zatem czas O(n?).

Zalézmy, ze dg = d(u,v) nie jest réwne wadze

zadnej krawedzi z maksymalnego drzewa rozpinajacego,
w szczegblnoéci krawedZ wewnetrzna uv nie nalezy

do drzewa. Jesli ta krawedz wyznacza cykl dtugosci
parzystej, to na tym cyklu znajduje sie jeszcze jedna
krawedz wewnetrzna xy. Ale wtedy dp > d(z,y) > d(u,v),
co daje sprzecznosé. Zatem krawedz uv wyznacza cykl
dlugosci nieparzystej. Rozwazmy krawedz niedrzewowsa
xy wyznaczajaca nieparzysty cykl, taka ze waga d(z,y)
jest maksymalna; zatem d(z,y) > d(u,v). Poniewaz
d(z,y) jest minimalna waga na tym cyklu i cykl ten
zawiera krawedz wewnetrzna, to dg > d(z,y). Tak wiec
w tym przypadku d(u,v) = d(z,y).

To da nam rozwiazanie dzialajace w czasie O(n*logn).

Okazuje sie, ze mozemy istotnie zmniejszy¢ liczbe

Z tego wynika, ze mamy O(n) kandydatéw na
wartos¢ dg. Sa to wagi wszystkich krawedzi nalezacych

kandydatow na wartoéé¢ dp. Powiemy, ze krawedz uv jest
wewnetrzna, jesli oba wierzchotki u, v znajduja sie w tym
samym podzbiorze. Zal6zmy, ze znalezliSmy maksymalne
drzewo rozpinajace grafu. Kazda krawedZ uv nienalezaca
do tego drzewa wyznacza cykl (w ktérym pozostale
krawedzie naleza do drzewa). Jesli cykl ten ma
nieparzysta dhugosé, to co najmniej jedna z jego krawedzi
musi by¢ wewnetrzna. Z kolei jesli cykl ten ma parzysta
dtugosé i zawiera jakas krawedz wewnetrzna, to musi
zawiera¢ co najmniej dwie takie krawedzie (a wiec

co najmniej jedna krawedZ drzewowa).
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do drzewa oraz maksimum z wag krawedzi
niedrzewowych tworzacych cykle o nieparzystej dtugosci.
Drzewo rozpinajace mozna znalez¢ algorytmem Kruskala
w czasie O(nlogn). Jesli wykonamy dwukolorowanie
tego drzewa w czasie O(n), to bedziemy mogli dla kazdej
niedrzewowej krawedzi odpowiada¢ w czasie stalym, czy
tworzy ona cykl nieparzystej dtugosci.

Ostatecznie dostajemy algorytm dzialajacy w czasie
O(n3logn).
Tomasz IDZIASZEK
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Piotr Francuz wydal ksigzke Imagia
nagrodzong nagroda Teofrasta

za najlepsza ksiazke z zakresu psychologii
2014, o swoich badaniach moéwit

w Kawiarni Naukowej Festiwalu Nauki

w Warszawie 15 grudnia 2014.

O osobliwosciach iluzji stuchu rozmawiala
Katarzyna Paluch z Diang Deutsch

w Tygodniku Powszechnym 11 1 2015.

O chorobach neurologicznych ksiazke
POMYLENI. Chorzy bez winy napisata
Irena Cieslinska (PWN 2014).

Nauka 1 sztuka

Pare lat temu w Centrum Nauki Kopernik odbyla si¢ sesja ,gadana” i wystawa
z zakresu Bioart. Byloby latwo, gdyby to wtasnie bioart realizowal potrzebe
sojuszu sztuki z nauka, ale jest to jedynie nietrwala ciekawostka,
wykorzystywanie materialéw biologicznych do tworzenia réznego typu instalacji.
Kolorowe bakterie, kolorowe biatka, kultury tkankowe, rosliny sterujace (?)
dzwigkami.

O sposobie odbioru sztuk wizualnych, $cidlej barwnych, méwi i pisze psycholog

z KUL, Piotr Francuz. Zeby ten problem zglebia¢, badacz musi stosowaé¢ wiedze
z zakresu biochemii, fizjologii, genetyki, z zakresu informatyki — zeby wiedziec,
jak to modelowaé i opisaé, z zakresu psychologii — zeby komunikowaé sie

z tworcami i odbiorcami. Z tych badan w najwiekszym skrécie wynika, ze odbiér
dziet malarskich czy tez muzycznych ma charakter osobniczy i zalezy od
warunkéw percepcji. Rézne sposoby wplywania na percepcje uzywane byty
intuicyjnie przez artystéow wieki temu, dzi§ nauka moze je przeanalizowac.

W procesie widzenia nasz mozg stosuje rézne sztuczki do analizy tego, co
widza oczy.

O wyodrebnieniu stéw lub zdan z kakofonii dzwiekéw decyduje indywidualna
ypodéwiadomos¢” stuchacza, dowodzi Diana Deutsch, psycholozka

z Uniwersytetu Kalifornijskiego w San Diego, zainteresowana badaniami
dzwigkowych iluzji. W stuchawkach stereo emitowane réwnocze$nie dwa dzwieki
w odstepie oktawy odbierane sa jako dwa odrebne dzwieki, wysoki i niski. To, jak
styszymy muzyke, zalezy od tego, kim jestesmy.

To, jak widzimy obraz modernistyczny — takze.

Nasze receptory roznie odbieraja rézne dziatania zewnegtrzne. Czym to si¢
konczy? Tym, ze nie ma uniwersalnych ocen jakosci dziel sztuki. Nawet
profesjonalni recenzenci w gruncie rzeczy pisza o tym, ,czy im sie podobato?”,
cho¢ takich okreslen unikaja.

W wyolbrzymionym wymiarze problemy z percepcja wida¢ w przypadkach
pewnych choréb neurologicznych. Sa np. tacy ludzie, ktorzy stysza kolory albo
przypisuja kolory liczbom. Czy nie tak tworzyli obrazy malarze, ktérych
kolorystyki zwykle nie rozumiemy? Niektérzy chorzy na otepienie czotowo
skroniowe (choroba Picka) odbieraja w wyjatkowo intensywny sposéb kolory,
ksztalty i dzwigki. Na chorobe te cierpial Maurycy Ravel, co moze ttumaczy¢
niezwyklosé jego ,Bolera”. Dzieci z zespolem Williamsa (delecja

w chromosomie 7) maja znakomity shuch i wrazliwo$¢ na dzwieki.

Najwigkszych klopotéw interpretacyjnych dostarcza tzw. sztuka wspdlczesna.
Komu sie podoba? Zaryzykuje twierdzenie, ze tym, ktorzy staraja sie zrozumieé
artyste, a nie ,odbiera¢” go spontanicznie. Dlatego utwér muzyczny trzeba
wystuchaé kilkakrotnie, a na wystawe wspolczesnego malarza tez kilka razy
powrdcicé. Zetknetam sie z tym problemem zaproszona do skomentowania
wystawy Postep i Higiena. Wystawa odwoluje sie do dwudziestowiecznych
osiagnieé¢ nauki i wyraza to srodkami artystycznymi. Wybrnetam z ktopotu,
rozgraniczajac sfere nauki (poszukiwanie odpowiedzi na pytania, ktérych to
odpowiedzi nie znamy), od wiedzy, ktéra sformulowaliémy na podstawie, jak
sadzilisSmy, osiagnie¢ nauki. Wystawa w Zachecie pokazuje poprzez dziela sztuki
zastosowania wynikéw badan, bez wzgledu na to, czy osiagnieto pelne
zrozumienie istoty badanego problemu. Nie nalezy obarczaé¢ nauki
konsekwencjami wyznawania eugeniki, réznic rasowych, eutanazji.

I sztuka, i nauka sa produktami ludzkich umystéw i zgodnie z wlasciwodciami
ludzkich mézgéw sa analizowane i oceniane. W poszukiwaniach tacznika miedzy
naukg i sztuka najblizszy jest mi sposéb myslenia Piotra Francuza.

Magdalena FIKUS

15



Liczby wesote, choé bez tej nazwy,

sg tredcig zadania 2 w ksigzce

Hugona Steinhausa 100 zadan,
wydanej w 1958 roku. Jest tam tez
dowdd (troche inny) twierdzenia
zamieszczonego w tym artykule dwie
strony dalej. 100 zadan zostalo wydane
w wielu jezykach. Ostatnio w Polsce

w 1993 roku.

Nie wiemy, czy zdefiniowane zostaly juz
liczby krnabrne, ale nie przypisywaliby$my
im zadnych specjalnych wlasnosci.

Redakcja

Triskaidekafobia (gr. triskaideka — 13,
phébos — strach, lgk) — irracjonalny strach
przed liczbg 13. Ludzie cierpiacy na te
fobig twierdza, ze liczba 13 jest
powszechnym zrédtem pecha w ich zyciu.
Na triskaidekafobig cierpieli migdzy
innymi Napoleon Bonaparte, Mark Twain
czy Richard Wagner. Wiele réznych
wydarzen historycznych zwigzanych jest

z liczbg 13. Misja Apollo 13 wystartowata
11 kwietnia o godzinie 13:13:00, wybuch
zbiornika z tlenem nastgpil dwa dni
poézniej, 13 kwietnia. W XIX wieku
wierzono, ze jezeli trzynascie oséb
zasigdzie do jednego stolu, jedna z nich
umrze w ciggu roku. Aby obali¢ ten
przesad, w 1881 roku powstal ,Klub
Trzynastki”. Pierwsze spotkanie cztonkéw
nastgpitlo w pigtek, 13 stycznia, o godzinie
8:13. Goscie wchodzili pod drabing

do pokoju numer 13 i rozsiadali si¢
pomiedzy stosami rozsypanej soli.

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Wesotle liczby Karol GRYSZKA®

Czy jest co$ weselszego na twarzy drugiego czlowieka od jego usmiechu?

To w pewnym sensie filozoficzne pytanie potrafi wzbudzi¢ wiele zainteresowania
u kazdego czlowieka. Wszak kazda osoba posiada swdj wlasny kanon piekna oraz
szczedcia. Dodwiadcza wielu sytuacji wywoltujacych Smiech. Zna osoby,

w towarzystwie ktorych chetniej sie Smieje. Rodzina, przyjaciele, kolezanki

i koledzy — kazdy z nich moze byé¢ potencjalnym zrédltem usmiechu, zamieniajac
nasz smutek w rado$¢. Nasza ulubiona komedia, ulubiony skecz kabaretowy
potrafia nas rozbawi¢ do lez. Wielokrotnie sposéb, w jaki sie Smiejemy, wywoluje
$miech u innych. Gdy przegladamy stare gazety, czasem natrafiamy na dowcipy.
Komiksy czytane w czasach dziecifistwa niejednokrotnie nas bawily (niekt6rych
zapewne dalej bawia). Czasem pojawiaja sie sytuacje okolicznodciowe, tak
niepowtarzalne, ze juz nigdy nie beda nas bawi¢ tak dobrze, jak to robity

za plerwszym razem.

Wszystkie wymienione sytuacje taczy jedno stowo — wesolty. Matematyka dtugo
pozostawala w cieniu i nie miata swoich ,wesolych” pojeé. Sytuacja ulegta
znaczacej zmianie w 1994 roku, gdy Richard K. Guy w ksiazce Unsolved
Problems in Number Theory zdefiniowal liczby wesole oraz postawit liczne
problemy dotyczace tychze liczb. Nazwa ta jest o tyle intrygujaca, ze w pierwszej
kolejnosci kojarzy nam si¢ z liczbami, obiektami matematycznymi, ktére z natury
swojej nazwy powinny by¢ w jaki$ sposéb wesole, radosne, moze nawet zabawne.
Ta subiektywna intuicja musi jednak pozostaé¢ w tyle, gdyz jak sie za chwileg
okaze, jest ona nietrafiona.

Czym wiec sg liczby wesote? Wybierzmy liczbe naturalng N > 0 i rozwazmy
nastepujacy algorytm.

(1) Oblicz sume kwadratéw cyfr wchodzacych w sklad zapisu liczby ag := N
i oznacz ja przez aj.
(2) Jezeli a; = 1, zakonez algorytm. Jezeli ay # 1, przejdZ do nastepnego kroku.
(3) Majac juz ag, ay, ..., a; dla pewnego k > 1, zastosuj krok pierwszy
do liczby aj — otrzymasz liczbe ajy1.
(4) Jezeli agy1 = a; # 1 dla pewnego i € {0,...,k}, zakoncz algorytm.
W przeciwnym przypadku kontynuuj algorytm, przechodzac do kroku (2),
ktéry stosujesz dla liczby agy1-

Jezeli w kroku (2) dla pewnego k > 1 zachodzi aj, = 1, to liczbe N nazwiemy
wesola. Jezeli prawdziwy jest warunek ap41 = a; # 1 dla pewnego

i €{0,...,k}, to liczbe N nazwiemy smutng. W celu lepszego zrozumienia
postawionej wyzej definicji przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.

WeZmy liczbe 133. Krok (1) méwi nam oblicz sume kwadratéw cyfr”.

W naszym przypadku jest to 12 + 32 + 32 = 19, a wiec liczba rézna od 1.
Warunek z kroku (2) nie jest spelniony, przechodzimy wiec do kroku (3). Zgodnie
z krokiem (3) obliczamy teraz sume kwadratéw cyfr liczby 19. Otrzymujemy

12 + 92 = 82. Przechodzac do kroku (4), stwierdzamy, ze warunek nie jest
spelniony, a wiec nalezy wrécié do kroku (2). Wykonujac algorytm, otrzymujemy
kolejno 68, 100, 1. Ostatecznie po pigciu powtérzeniach otrzymalidmy jedynke,
co oznacza, ze liczba 133 jest wesola.

Niech teraz N = 13. Nie bez powodu wybralidmy te liczbe. Jest ona powszechnie
uwazana za liczbe pechowa, co wiecej, wiele 0s6b czesto wstydzi sie zwiazku
wlasnej osoby z liczba 13. W niektorych hotelach nie ma oficjalnie trzynastego
pietra — jezeli numery pokojow rozpoczynaja sie od numeru pietra, to moze sie
okazaé, ze po ulozeniu wszystkich numeréw w porzadku rosnacym po 1266
nastapi 1400. Na niektérych konkursach na miss/mistera nie odnajdziemy
uczestnika noszacego numer 13. Czy jednak te wszystkie obawy wobec liczby 13
sg zawsze w pelni uzasadnione?

Sprawdzmy, czy 13 jest wesola, a wiec z naszego punktu widzenia ciekawa.
Po kroku (1) otrzymujemy 12 + 32 = 10, a po powtdérzeniu operacji sumowania
kwadratéw cyfr dostajemy 12 + 0% = 1. Okazalo sie, ze 13 jest liczba wesota!
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Odpowiedzi na zagadki ze strony 20.
I. 13 miesigcy; kosztowalo to 40 000 USD.

II. Wedlug Lipmana Bersa 10 lat.

Rozwigzanie zadania M 1453.
Wybierzmy na prostej C'D punkt F'

w taki sposéb, aby czworokat ABCF byl
réwnolegtobokiem.

F D C

E

L

A B

Z zaltozonej rownoséci AB = BC' mozemy
wywnioskowaé, ze ABCF jest rombem.
Ponadto, skoro CF = AB =2-CD, to
punkt D jest srodkiem boku C'F.
Poniewaz punkt E jest $rodkiem boku
BC, wiec punkty E i D sa symetryczne
wzgledem prostej AC. Oznacza to, ze
czworokat AECD jest deltoidem, zatem
w szczegblnosci mozna w niego wpisaé
okrag.

Odnalezliémy wiec pozytywny aspekt tej liczby. Kazdy z nas moze wreszcie
przestaé¢ wstydzi¢ sie zwiazku z nia, gdyz niezaleznie od tego, jak Zle réznym
osobom moze sie kojarzy¢ nasz numer mieszkania, dzien miesiaca, w ktorym sie
urodziliSmy czy tez numer z dziennika szkolnego, mozemy im powiedzie¢ , Hej,
moja liczba jest wesota!” i z duma wytlumaczyé¢ zainteresowanym te wlasnosc.

Dwa przyklady zaprezentowane powyzej dawaly wynik pozytywny — liczby

w kilku krokach redukowaly sie do jedynki. Przyjrzyjmy si¢ teraz odmiennemu
przypadkowi — wezmy niegroznie wygladajaca liczbe 4. Wykonujac algorytm,
szybko okaze sie, ze jedynki nie osiagniemy. Mianowicie, dostaniemy kolejno

16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4. Dalej nie musimy juz liczy¢, gdyz otrzymalismy
liczbe, ktora wczesniej wystapita w procesie sprawdzania wesolosci naszej liczby.
To zapetlanie oznacza, ze nie otrzymamy nigdy jedynki, a co za tym idzie,
liczba 4 jest liczba smutng. Ale nie ma powodu do obaw — zapewne kazdy z nas
potrafi znalez¢é w tej liczbie pozytywne aspekty.

Zauwazmy istotne wnioski wysuwajace sie z badania wesoltosci danej liczby. Jezeli
liczba N jest wesola, to kazda liczba powstata podczas wykonywania algorytmu
rowniez jest wesota. 19, 82, 69 oraz 100 sa wiec liczbami wesolymi i nie musimy
dla nich wykonywaé osobnych obliczen. Podobnie bedzie z liczba 1880 (Czytelnik
zechce sprawdzié, iz jest ona istotnie liczba wesola) oraz wszystkimi, jakie
otrzymamy przy wykonywaniu algorytmu — wszystkie one beda wesote. Gdy
natomiast wezmiemy liczbe smutna, na przyklad 4, to rowniez liczby 16, 37, 58,
89, 145, 42 oraz 20 beda smutne. Dzigki tym uwagom bedziemy w stanie znacznie
szybciej wyznaczy¢ wszystkie liczby wesote mniejsze lub réwne 1000. Kompletne
zestawienie 143 takich liczb reprezentuje ponizsza tabela.

1 7 10 13 19 23 28 31 32 44 49 68 70 79 82 86 91 94 97100
103 109 129 130 133 139 167 176 188 190 192 193 203 208 219 226 230 236 239 262
263 280 291 293 301 302 310 313 319 320 326 329 331 338 356 362 365 367 368 376
379 383 386 391 392 397 404 409 440 446 464 469 478 487 490 496 536 556 563 565
566 608 617 622 623 632 635 637 638 644 649 653 655 656 665 671 673 680 683 694
700 709 716 736 739 748 761 763 784 790 793 802 806 818 820 833 836 847 860 863
874 881 888 899 901 904 907 910 912 913 921 923 931 932 937 940 946 964 970 973
989 998 1000

Przygladajac si¢ jej, dostrzegamy kilka regularnosci. Zauwazmy, ze obok 19

w tabeli znajdziemy takie liczby, jak 109 oraz 190. Podobnie mamy 82, 802

oraz 820. W kazdym przypadku dopisaliémy jedno zero w wybranym przez nas
miejscu i tak mozemy zrobi¢ dla dowolnej wybranej z tabeli liczby. Dopisanie zer
do liczby wesolej nie zmienia sumy kwadratow jej cyfr, wiec do liczby 82 mozemy
dopisa¢ dowolna ilosé zer, na przyktad dostajac liczbe 80002000 000 i jest to inna
liczba wesota. Zwréémy tez uwage na to, ze w tabeli obok 82 jest rowniez 28.
Podobnie odnajdziemy liczby 133, 313 oraz 331 — one wszystkie sa wesote i rézni
je tylko kolejno$é cyfr. Zmiana kolejnosci cyfr (permutacja cyfr) réwniez

nie zmienia sumy kwadratow cyfr. Mozemy to réwniez potaczy¢ z dopisywaniem
zer i tak startujac od liczby 133, dojsé do liczby 3001 030. Naturalne moze
wydawac sie to, ze zestawienie dwéch liczb wesolych daje liczbe wesola.

Tak jednak nie jest — liczba 7 jest wesola, natomiast liczba 77 jest smutna.

W zwiazku z regularnodcia wystepowania liczb wesolych, to jest tworzenia jednej
liczby wesolej z juz istniejacej przez dopisanie zera lub przepermutowanie cyfr,
mozna z powyzszego zestawienia wyrdznié tylko te liczby wesote, ktére nie maja
w swym zapisie zera i sa najmniejsze sposrod liczb otrzymanych przez
permutacje ich cyfr, wsrdd liczb mniejszych od tysiaca.
1 7 13 19 23 28 44 49 68 79 129 133 139 167 188
226 236 239 338 356 367 368 379 446 469 478 556 566 888 899

Wiéréd liczb wesolych wyrézniamy inne znane nam rodzaje liczb naturalnych.

Do najczesciej wymienianych naleza wesole liczby pierwsze — liczby, ktore sa
jednoczesnie wesote i pierwsze:

7,13,19,23,31,79,97,103, 109, 139, 167, 193, 239, 263, 293, 313, 331, 367, 379, 383, . ..

Mozemy poj$¢ w inna strong i wsréd wesotych liczb poszukaé liczb Fibonacciego.
To zadanie wymaga wigkszego nakladu pracy, najmniejsza wesola liczba
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Rozwigzanie zadania M 1455.
Ustalmy jednego z rycerzy; powiedzmy, ze
ma on na imie Lancelot. Rozwazmy dwa
przypadki.

1° Lancelot zostal wybrany do druzyny.
Woéwczas zaden z jego dwéch sasiadéw
nie bedzie w druzynie. Z pozostalych

9 0s6b musimy wybrac¢ 4, ktére nie siedza
na sasiadujacych miejscach. Mozemy to
zrobi¢ na (2) sposobéw, poniewaz
wybrane osoby jednoznacznie
odpowiadaja miejscom, a wigc wstawieniu
pomiedzy 5 miejsc oséb spoza druzyny
(lub przed pierwszym z nich, lub

za ostatnim) 4 miejsc dla 0séb z druzyny.

2° Lancelot nie zostal wybrany. Sposréd
pozostatych 11 oséb musimy wybracé 6,
niebedacych wrogami. W tym przypadku

druzyne¢ mozna wybrac¢ na (,ﬁ) sposobéw:

5
pomigdzy 6 miejsc dla oséb spoza druzyny
(lub przed pierwszym z nich, lub

za ostatnim) wstawiamy 5 miejsc dla oséb
z druzyny.

Odp. Druzyne mozna wiec wybraé na
15 + 21 = 36 sposobdw.

Fibonacciego jest liczba Fy = 13; dla n = 7, 83, 359, 433, 509, 569, 35999,
104911, 397379, 590041, 593 689, liczby F;, sa wesole. Sadzi sie, ze poza Fx
nie ma innej wesolej liczby pierwszej, ktora jest rowniez liczba Fibonacciego.

Mozemy réowniez zapytaé¢ o najwieksza liczbe wesola, ktéra mozna zapisaé przy
wykorzystaniu kazdej cyfry co najwyzej jeden raz. Rozwiazania tego problemu
niech poszuka Czytelnik — jest to proste i pouczajace ¢wiczenie.

Poznane przez nas wczesniej metody otrzymywania nowych liczb wesoltych
pozwalaja wyciagnaé jeden istotny wniosek — liczb wesotych jest nieskoniczenie
wiele. Nie jest zatem mozliwe wypisanie skonczenie wielu liczb i stwierdzenie:
»Wypisalem juz wszystkie liczby wesote, wiecej nie mal”, gdyz zawsze
znajdziemy wieksza liczbe wesola. Aby zobaczy¢ to dokladniej, przyjrzyjmy sie
ciagowi liczb postaci 10" 4 3 dla n > 1. Mamy wiec kolejno 13, 103, 1003, 10003
i tak dalej. Wiemy juz, ze dopisywanie zer nie zmienia wartoéci sumy kwadratow
cyfr, wiec wszystkie te liczby dadza po pierwszym kroku 12 + 32 = 10, a nastepnie
12 + 02 = 1. Otrzymujemy wiec prosty wniosek — wszystkie takie liczby sa wesote.
Zwroémy uwage na to, co zrobiliémy — pokazaliSmy wtlasnie, ze liczb wesotych
jest nieskonczenie wiele. Dlaczego? Ot6z w miejsce n w liczbie 10™ + 3 mozemy
podstawi¢ dowolna liczbe naturalng wieksza od zera, a poniewaz liczb naturalnych
jest nieskonczenie wiele, stad tez liczb wesolych musi by¢ nieskonczenie wiele.

W zwiazku z tym nasuwa si¢ pytanie o to, jak czesto wsrdéd liczb naturalnych
pojawiaja sie liczby wesote. Sprawdzono przy uzyciu komputeréw, ze wérdd liczb
naturalnych nie wiekszych niz 1022 jest okoto 15,5% liczb wesotych. Przypomnijmy
— liczb wesolych nie wigkszych od 1000 bylo 143, natomiast nie wigkszych

od 500 jest 76, co w istocie jest bardzo bliskie 15,5% wartosci liczby 500.

Liczby wesote pozostawiaja miedzy soba bardzo wiele liczb smutnych.

Jak widzieliémy na przykladzie liczby 4, od pewnego momentu ciag cyfr zaczat
sie powtarzaé. Zauwazmy, ze startujac od liczby 2, w drugim kroku otrzymamy 4
i po pewnym czasie do 4 wrocimy. Oznacza to w szczegdlnosci, ze jezeli liczby zaczna
sie powtarzaé, to wérdd tych liczb, ktére sie powtarzaja, nie musi wystepowaé
oryginalna liczba. Ale skad wlasciwie wiemy, ze wszystkie liczby, ktére nie sa
wesole, zaczng tworzy¢ ciagi liczbowe okresowe, a wiec beda liczbami smutnymi?
Mianowicie o tym méwi wazne twierdzenie dotyczace liczb naturalnych:

Kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest albo liczbg wesolq, albo jest liczbg smutng.

Ten fakt jest tylko pozornie trudny do uzasadnienia. Naszkicujemy teraz jego
dowdd. Wezmy na poczatku liczbe ztozona z n cyfr. Gdy zsumujemy kwadraty jej
cyfr, otrzymamy liczbe nie wigksza od 81 - n, gdyz kazda z cyfr jest nie wigksza
niz 9. Z drugiej strony liczba ztozona z n cyfr jest mniejsza od 10", wiec jezeli tylko
81-n < 10", to w wyniku wykonywania algorytmu nigdy nie przekroczymy 10™.
Tak jest istotnie dla wszystkich n > 3. Dla n = 1 oraz n = 2 mozemy sie latwo
przekonaé, ze nie dostaniemy nigdy liczby wiekszej od 162 (jaka dwucyfrowa
liczba realizuje to szacowanie?). Dla n = 3 moze si¢ zdarzy¢, ze suma kwadratéw
jest liczba zlozona z takiej samej ilosci cyfr jak liczba wyjsciowa. Dla n > 4
zawsze dostaniemy liczbe majaca mniej cyfr niz liczba wyjsciowa. W pierwszej

z wymienionych sytuacji (n > 3) wiemy, ze dostaniemy zawsze nie wigcej

niz 81 - n, wiec po wykonaniu 81 - n razy algorytmu otrzymamy 81 -n + 1

liczb. Wéréd nich jest albo jedynka, albo zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta
musza sie pojawi¢ dwie takie same liczby, co oznacza, ze tworzy sie okresowy
ciag liczb. W pozostalych przypadkach mozemy albo sprawdzi¢ wszystko

recznie, albo poshuzy¢ si¢ podobnym rozumowaniem z pierwszego przypadku.
Wykazalismy tym samym podstawowe twierdzenie dotyczace liczb wesotych.

Gdy pierwszy raz stykamy sie z liczbami wesolymi, mozemy zapytaé, dlaczego
wlasciwie podnosimy cyfry do kwadratu? Dlaczego nie podnosimy ich do trzeciej
potegi, czwartej, piatej lub innej potegi naturalnej? To ograniczenie przyszto
wraz z definicja liczby wesolej — pomystodawca wybral druga potege.
Wyobraznia matematyka jednak tutaj sie nie konczy, wszak mozemy sprawdzac,
czy liczby sa wesole w innym sensie — czy sumowanie szesciandéw cyfr
wchodzacych w sklad liczby da nam jedynke. Taka liczbe nazwiemy 3-wesola,
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Any number that reduces to one when
you take the sum of the squares of its
digits and continue iterating until it
yields one is a happy number; any
number that doesn’t, isn’t. A happy
prime is a number that is both happy
and prime.

gdzie trojka oznacza potege, do jakiej podnosimy cyfry danej liczby. Jezeli
zamiast 3 wybierzemy dowolng potege k, to otrzymamy liczby k-wesote. Jezeli
liczba nie jest k-wesota, to jest k-smutna.

Wezmy ponownie liczbe 13. Mamy 1% + 3% = 28 i kolejno:

23 483 =84 512 =520; 5% +23 =125 + 8 = 133;

13433 4+3%=1427+27=55; 534+ 5% = 125 4+ 125 = 250;

23 4+ 53 = 8 4 125 = 133. Dalsze obliczenia sprowadza nas do znanej nam

z poprzednich rozwazan okresowosci liczb, co przeklada si¢ na to, ze liczba 13 jest
3-smutna. A co ze szczesliwg siddemka? Otrzymamy kolejno: 343, 118, 514, 190,
730, 370. Zadziwiajace, liczba 370 bedzie sie caly czas powtarzaé (jaka inna liczba
ma te wlasno$é, ze suma szedcianéw jej cyfr jest réwna tej liczbie?). Ale

nie zakonczylidémy na jedynce, wiec liczba 7 jest 3-smutna. Zauwazmy natomiast,
ze liczby postaci 10™ sa liczbami k-wesotymi dla wszystkich k > 2. T podobnie —
do liczby k-wesolej mozemy dopisa¢ dowolng ilo$¢ zer bez zmiany wlasnosci tej
liczby oraz mozemy permutowac jej cyfry, zachowujac k-wesotosé. Czytelnik
zechce poszukaé liczb 3-wesolych oraz 4-wesolych innej postaci niz 10™.

O liczbach wesolych mozemy réwniez méwi¢ w systemach pozycyjnych innych niz
dziesietny. Liczba 7 staje sie liczba wesola w siddemkowym systemie pozycyjnym
— ma w nim reprezentacje rowna 10, a wiec juz po pierwszym kroku dostajemy
jedynke. W systemie binarnym (dwéjkowym) bardzo szybko odnajdujemy
najmniejsza liczbe wesola rézna od jedynki — jest nia 10 (w reprezentacji
dziesietnej odpowiada ona liczbie 2). Prowadzac dalsze obliczenia, stwierdzamy, ze
réwniez 11, 100, 101, 110 oraz 111 (w reprezentacji dziesietnej sa to kolejno: 3, 4,
5, 6 oraz 7) sa liczbami wesolymi. Okazuje sig, ze zachodzi znacznie ogélniejszy

i bardzo zaskakujacy fakt: w systemie binarnym wszystkie liczby sa wesote.
Podobnie jest w systemie czwérkowym i... na tym trop urywa sie, gdyz wsréd
podstaw mniejszych od 500000 000 nie znaleziono innej majacej taka wlasnosc.

Wracajac do klasycznej definicji, mozemy zadac jeszcze wiele pytan dotyczacych
liczb wesotych oraz liczb smutnych. Jezeli liczba jest smutna, to ile co najwyzej
roznych liczb bedzie sie powtarzaé¢ przy wykonywaniu algorytmu? Odpowiedzi
dostarcza nam przyktad z liczba 4 — okazuje sie bowiem, ze dla dowolnej liczby
poczatkowej N proces sumowania kwadratéw liczb albo zakoniczy sie na liczbie 1,
albo wejdzie w jedno z miejsc cyklu liczb 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20. Liczba 229
wkroczy w cykl poczawszy od liczby 89, 24 od 20, a 11 od 4 i w kazdym z tych
przypadkéw doswiadczymy powtarzajacego sie cyklu ztozonego z o$miu réznych
liczb, wymienionych wyzej. Innym problemem jest istnienie dowolnie dlugich
ciagdéw kolejnych liczb naturalnych wesotych. Odpowiedz pozytywna na to
pytanie przedstawil w roku 2000 Esam El-Sedy wraz z Samirem Siksekiem. Ich
dowdd polegal, miedzy innymi, na pokazaniu, iz liczba
233192

> 9-107 + 20958 + u

r=1
jest liczba wesola dla dowolnego u € {1,4, 16,20, 37,42, 58,89, 145}. Wspomnimy
jeszcze o najwickszej znanej wesolej liczbie pierwszej: 242643801 _ 1 Jest to
trzecia najwieksza znana liczba pierwsza, odkryta w roku 2009, ktérej rozwiniecie
dziesietne sklada sie z 12837064 cyfr. Jako (niekoniecznie trudne) éwiczenie
niech Czytelnik sprawdzi, ile co najwyzej sumowan kwadratéw cyfr dla tej liczby
nalezy wykona¢, aby otrzymac 1.

Wesole liczby pierwsze pojawily sie w popularnym serialu ,,Doctor Who”.
Zamieszczony obok tekst jest definicja wesolej liczby pierwszej podanej przez
Doktora (granego przez Davida Tennanta) w odcinku pt. ,42”. W tym odcinku
liczby wesote pojawily sie jako zabezpieczenie do jednych z drzwi blokujacych
dostep do maszynowni silnika statku kosmicznego. Aby otworzy¢ drzwi,
bohaterowie musieli odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie:

Znajdz nastepnag liczbe w ciagu: 313,331, 367,...7
Tytutowy Doktor podal natychmiast odpowiedz ,,379”, wyjaéniajac nastepnie
definicje wesotej liczby pierwszej. Jego opis zwienczylo zdanie: ,,Czy nie ucza juz
matematyki rekreacyjnej?”.
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

Wszystkie zadania z zawodéw pierwszego
stopnia wraz z rozwigzaniami sa dostgpne
na stronie internetowej Olimpiady
www.om.edu.pl.

Wigcej o tym zadaniu pisze
w http://www.mimuw.edu.pl/ krych/

odczyty/ocenianie-w-0M.pdf.

Dwie zagadki

I. Jak dtugo w laboratorium Edisona
pracowano nad zaréwka, zanim uzyskano
taka, ktora mogta Swieci¢ przez
kilkadziesiat godzin (wcze$niejsze od kilku
do trzydziestu minut)?

II. Jak dlugo Johannes Kepler pracowat
nad trzecim prawem ruchu planet?

(odpowiedzi w numerze)

OpLlicZe

Oblicze jest ogdlnopolska konferencja
matematyczng odbywajaca sie
w Poznaniu w dniach

8-10 maja 2015

po raz drugi. Bedzie mozna na niej
wystuchaé oraz wygtlosi¢ referaty
wchodzace w zakres ogdlnie pojetej
matematyki i informatyki. Podczas niej
poszerzysz kontakty, podzielisz si¢
zainteresowaniami, wymienisz
doswiadczeniami.

Liczymy na udzial w konferencji
studentéw od pierwszego roku
do doktoratu.

Wiegcej informacji:
http://oblicze.wmi.amu.edu.pl;
https://www.facebook.com/0Oblicze2014

www.sem.edu.pl

O LXVI Olimpiadzie Matematycznej

W LXVI Olimpiadzie Matematycznej wziglo udzial 895 uczniéw, wiec az o 272 osoby
mniej niz w pierwszym stopniu poprzedniej Olimpiady. Nizej podpisanemu, ktéry

nie jest w tym osadzie osamotniony, wydaje sie, ze jest to zwigzane z trudnoscia zadan,
ktérych rozwiazanie zaproponowalismy uczestnikom biezacej OM.

Zwyczajowo przyjmujemy, ze zadanie pierwsze powinno by¢ tatwe. Na 895 uczestnikdw
nadestato je 554. Tymczasem bylo ono trzecie w kolejnosci: rozwiazania drugiego
przystato 767 oséb, a trzeciego — 646 os6b.

Srednie za te zadania to 2,97, 2,81 i 3,43 punktu.

Zatrzymam si¢ chwile przy zadaniu pierwszym:

Dane sq takie liczby calkowite a, b i c rézne od zera, ze liczba 3 + ? + < jest calkowita.
Wykazaé, ze iloczyn abce jest szescianem liczby calkowitej.

Zatézmy wiec, ze liczby catkowite o, 8 1 v sa niepodzielne przez liczbe pierwsza p, oraz
ze dla pewnej tréjki liczb catkowitych nieujemnych k, m,n zachodza réwnosci a = p*a,
b=pmB1ic=p"y (w dalszym ciagu mysle, ze zadanie nie jest trudne). Aby wykazad,
ze iloczyn abc jest szeScianem pewnej liczby catkowitej, wystarczy przeciez wykazaé, iz
kazdy czynnik pierwszy wystepuje w rozkltadzie tej liczby z wyktadnikiem podzielnym
przez 3. Mamy ¢ + % +<= %. Mianownik tego utamka jest podzielny przez
liczbe p*+™+™ i niepodzielny przez p"*™*+"+1. Zastapienie uporzadkowanej trojki liczb
(a,b,c) trojka (b, c,a) lub (¢, a,b) powoduje, ze liczba % +E+¢lub S+ 2+ % — wiec
ta z tresci zadania — ma by¢ catkowita (tréjka b, a, c to jednak co$ innego, bo na ogdt
g + % + % #* % + % + g) Mozna wiec zatozy¢, ze k > m,n.

Mamy a’c + b%a + ¢2b = p?* a2y + p?™FFG2a + pPn T MA 24,

Jedli k =m = n, to p"T™m+" = pP* wiec p wystepuje w rozkladzie iloczynu abe
na czynniki pierwsze z wyktadnikiem 3k.
Jeslik=m>n,to2k+n=k+m+n,2m+k=3k>k+m+n

i2n+m < n+k+ m, wiec dwa z trzech sktadnikéw licznika dziela sie przez p
a trzeci nie, co oznacza, ze liczba ¥ + % + < nie jest catkowita, whrew zatozeniu.
Jeslik=n>m,to2k+n>k+m+n,2m+k<m+n+ki2n+m=k+m+n,
wigc znéw liczba ¢ + % + ¢ nie jest calkowita.
Jeslik>m2>2n,to2k+n>k+m+n,2m+k>2k+m+ni2n+m<k+m+n,
wigc znéw liczba 7 + % + £ nie jest calkowita.
Jesik>n>m,to2k4+n>k+m+n,2m+Ek<k+m+ni2n+m<k+m-+n,to
teraz dwa sktadniki nie dziel sie przez p*+m™T".

Ich suma moze dzieli¢ sie¢ przez p*T™+" tylko wtedy, gdy

2m+k=2n+m & k+ m+ n = 3n, wigc w tym wypadku liczba abc jest podzielna
przez p°".

k+m-+n
)

Wykazalismy, ze jesli liczba ¢ + % + £ jest catkowita, to liczba pierwsza p wchodzi

w rozktad liczby abc na czynniki pierwsze z wyktadnikiem podzielnym przez 3.

To rozumowanie nie zawiera zadnych skrétéw, ani pomystéw poza rozpatrywaniem
podzielnosci, co jest oczywiscie konieczne. Dowdd zostal wymeczony. Zadanie, jako
domowe powinno by¢ rozwiazane przez wigksza liczbe startujacych w OM. Co$ jednak
powoduje, ze rozpatrzenie kilku przypadkéw (w braku lepszego pomystu) staje sie dla
wielu uczniéw trudne.

Jeszcze dwa stowa o réwnaniu kwadratowym w zwigzku z rozwigzaniem jednego
z zadan II stopnia 65 OM:
Jesli A(x)z? + B(z)z + C(x) =0 i A(z) #0, to B(z)? > 4A(x)C(z).

Uczestniczka OM tak rozumowala nie dowodzac, ze w jej sytuacji A(x) # 0, co byto
nieomal oczywiste. Najpierw chciano jej postawié¢ 2 p., ale skoficzyto sie na 5 p. Réwniez
wigkszos¢ nauczycieli, z ktérymi rozmawiatem na ten temat w pierwszej chwili méwita,
ze to nie réwnanie kwadratowe (jesli ktérys ze wspdlczynnikéw jest zmienny). Ale

0= A(z)z* + B(z)z + C(z) = A(z) (m B(f”))> _ B(z)” - 4A(2)C(2)

- 2A(x 4A(z) ’

wiec tak rozumowaé wolno (zalozenia szkolne nie sg spelnione,

ale dowdd twierdzenia dziatal). Michal KRYCH
icha
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Wakacyjne
Warsztaty
Wielodyscyplinarne
(11)

Jeste$ pasjonatem matematyki,
informatyki, fizyki lub astronomii?

Chcesz podzieli¢ sie swoimi
zainteresowaniami i poprowadzié¢ ciekawe
zajecia dla zdolnych, pelnych pasji
licealistow?

WWW

to coroczna impreza organizowana przez
studentéw Uniwersytetu Warszawskiego
i innych uczelni, skierowana do mtodych
pasjonatéw nauk $cistych.

Podczas warsztatéw odbywa sie
kilkanascie blokéw zajeé w malych
grupach. Dawniej prowadzone byly
zajecia podwigcone m.in. réwnaniom
diofantycznym, mikrokontrolerom AVR,
czarnym dziurom i inzynierii wstecznej.
Wieczorami odbywaja sie luzne wyktady,
a takze gramy planszéwki, go i RPGi.

Szukamy chetnych do prowadzenia
trzydniowych warsztatéw (po 3 godziny
dziennie) lub wygloszenia luznego
wyktadu (takze spoza nauk $cistych).

Od kadry oczekujemy zapalu i pomystu
na interesujace zajecia. Jezeli juz masz
pomysl, albo chcesz zasiggnac

dodatkowych informacji — napisz na adres:

warsztatywww@gmail.com
Wiegcej informacji pod adresem:
http://warsztatywww.wikidot.com

Jesli znasz innych Pasjonatéw — podziel
si¢ z nimi informacjg o Warsztatach!

[1] R.N. Grass, R. Heckel, M. Puddu,
D. Paunescu, W.J. Stark; Robust
Chemical Preservation of Digital
Information on DNA in Silica with
Error-Correcting Codes; Angewandte
Chemie International Edition; 2015;
DOI: 10.1002/anie.201411378.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pamieta¢ po wieczne czasy

Wéréd wielu wyréznikéw rozwoju cywilizacyjnego wybija sie sposéb
przekazywania informacji. Pozornie obserwujemy, wygladajacy na wyktadniczy,
wzrost we wszystkich aspektach tego przekazu.

Linia rozwoju przypomina jednak lini¢ srubowa, co jest zwiazane z praktyczna
niezmiennoscia podmiotu przekazu. Mozna twierdzié, ze wlasnie rado$nie
powracamy do przekazu ustnego. Z jednej strony, wiekszos$¢ ludzi jedynie mota
sobie ulotne wrazenia na wtasnych uprzedzeniach. Z drugiej strony,
przechowujemy informacje na nosnikach o trwalosci rzedy wielkosci gorszej

od papieru. Zachowuje sie tylko to, co jest stale kopiowane, tak jak kiedys
zachowywalo sie tylko to, co bylo stale powtarzane.

Zawsze znajduja sie tacy, ktérzy pragna przeciwstawié¢ sie naturalnej erozji
informacji. Malowidla naskalne oraz ,tu bylem Gienek” to tylko dwa odlegte
w czasie przyklady uzyskanych efektéw.

Niektorzy podchodza jednak do sprawy bardziej naukowo. Od mniej wiecej
dekady wiadomo, ze ciekawym nosnikiem informacji moze by¢ DNA. Jednym

z argumentow jest to, ze jest to jedyny sposob zapisu, ktory zostal juz
przetestowany na okolicznos¢ prawdziwej dtugowiecznosci. Takim sprawdzianem
jest udane sekwencjonowanie DNA pozyskanego ze szczatkdéw kopalnych.

Wilasénie ukazala sie praca [1], ktdérej autorzy przekonuja o potencjalnej milenijnej
trwalosci tak zapisanej informacji cyfrowej. Efekt jest uzyskiwany poprzez
potlaczenie znanych technik w jedna calosc.

Po pierwsze, trzeba umie¢ zapisywaé, a nastepnie odczytywaé. W dobie
sekwencjonowania DNA nie ma z tym wiekszego problemu. (Mozna sie jedynie
zastanawiac¢, jak uwieczni¢ sama metode odczytu, ale takimi filozoficznymi
pytaniami autorzy sobie glowy nie zawracali.) Ciekawostka jest moze to, ze

po drodze przechodzi sie z zapisu dwdjkowego na tréojkowy.

Po drugie, nalezy skutecznie zabezpieczy¢ sie przed przeklamaniami. Algorytmy
zapisu z korekcja bledow sa jednak znane od ponad pét wieku i od dawna
stosowane sa na masowg skale (CD, DVD, WiFi etc.). Idea takiego zapisu polega
na zakodowaniu informacji np. o prostej (czyli zakodowania dwdch liczb)

nie za pomoca zapisania wspotrzednych tylko dwoch, lecz az czterech punktéw,
przez ktore ona przechodzi.

Ostatnim elementem jest zmniejszenie tempa naturalnej degradacji DNA.
Okazuje sie, ze po wyeliminowaniu lub ograniczeniu tego, co ograniczy¢ tatwo
($wiatlo, promieniowanie kosmiczne) pozostaje woda, tlen i temperatura.
Pierwsze dwa czynniki zostaly ograniczone poprzez zamkniecie DNA w silikonie,
czyli wytworzenie sztucznych skamielin.

Jezeli chodzi o temperature, to wykorzystano jej podwyzszenie do przyspieszenia
degradacji DNA, w celu sprawdzenia, jak dlugo tak zachowana informacje da sie
przechowaé¢. Na podstawie wynikéw wygrzewania w 70. stopniach Celsjusza
oszacowano, ze w —18 stopniach informacje da sie przechowaé przez milenium.
Do tego testu uzyty zostal tekst Aktu Konfederacji Szwajcarskiej z 1291 roku
(autorzy pracuja w Zurychu) oraz angielskie thumaczenie tzw. traktatu

O metodzie, czyli fragmentu Kodeksu Archimedesa, ktory do konca XX wieku byt
uwazany za zaginiony. Jego Sredniowieczna kopia odnalazta sie jako palimpsest,
czyli jako dajacy sie odczytaé tekst przebijajacy sie spod pdzniejszego o kilka
wiekow modlitewnika. Jak widac, traktat zachowal sie nie dlatego, ze kto$ uznal
go za wazny, tylko dlatego, ze zostal zapisany na deficytowym nosniku.

Jezeli uznamy, ze przechowywanie istotnych informacji opracowana metoda jest
dobrym pomystem, pozostanie tylko zastanowié sie, ktore informacje sa istotne.
Na uznanie noénika za deficytowy raczej nie ma co liczy¢.

Piotr ZALEWSKI
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KlU.b 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegblowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 596, 597
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

596. Od prostoliniowego fragmentu brzegu odplynely jednoczesnie dwa statki
A1 B, ktére w chwili poczatkowej znajdowaly sie w odleglosci a. Statek A
poruszal sie po prostej prostopadlej do brzegu. Statek B przez caly czas trzymat
kurs na statek A. Wartoéci predkosci obu statkow byty stale i jednakowe. Jaka
byla odleglo$¢ miedzy statkami, gdy mozna byto juz uznaé, ze statek B zaczal
plynaé za statkiem A7

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2015
597. Trzy plytki metalowe o powierzchniach S ustawiono réwnolegle. Pierwsza
11 21 3 naladowana jest tadunkiem @, druga i trzecia polaczone sa drutem
przewodzacym (rys. 1). Rozmiary liniowe plytek sa duzo wieksze od odleglosci
miedzy nimi. Jaka sila dziala na $rodkowa plytke?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2014

Przypominamy tresé zadan:

588. Procesy 1-2 oraz 3-4 na wykresie p-V (rys. 2) sa przemianami izotermicznymi. Proces 1-3 jest
przemiang adiabatyczng. Procesy 2-3 oraz 4-1 to izochory. Sprawnosé¢ cyklu 1-2-3-1 wynosi 71,

p Rys. 1 sprawno$é¢ cyklu 1-3-4—1 wynosi 72. Oblicz sprawnoéé¢ cyklu 1-2—-3-4-1.

589. Na poziomej podlodze leza dwa réwnolegle walce o réznych promieniach. Na walcach potozono
ciezkg deske, ktéra tworzy z poziomem kat « (rys. 3). Znalezé przyspieszenie deski. Nie ma poslizgu
miedzy walcami i deskg oraz miedzy walcami i podtoga. Masy walcéw sa zaniedbywalnie mate

w poréwnaniu z masa deski.

588. Oznaczmy przez ()1 ciepto pobrane na izotermie 1-2, a przez @3 wartosé

4 bezwzgledna ciepta oddanego na izotermie 3—4. Na wykresie p-V sa one réwne polu
pod odpowiednig izoterma, bo w przemianie izotermicznej energia wewnetrzna

nie zmienia si¢. Zatem praca uzyskana w cyklu 1-2-3-4-1 wynosi W = Q1 — Q3.

3 Sprawno$é tego cyklu n = , gdzie Q2 jest cieptem pobranym

_w_
Q1+ Q2
na izochorze 4-1. Jest ono rowne wartosci bezwzglednej ciepta oddanego na izochorze
V' 2-3, bo obie izochory laczg na wykresie p-V punkty o tych samych temperaturach.
Rys. 2 Sprawno$¢ cyklu 1-2-3-1 dana jest wzorem 71 = 1 — Q—Q, stad Q1 = 1627217
1 —m

%7 stad Q3 = Q2(1 — 12). Ostatecznie

2

n+n2 —mn2

2—m ’
589. Poniewaz nie ma poslizgu, predkos$é¢ deski wzgledem ziemi vp jest taka sama jak
punktéw na powierzchni walcéw, ktére w danej chwili stykajg sie z desks. Niech A
bedzie jednym z takich punktéw. Jego predkosé wzgledem ziemi jest ztozeniem
poziomej predkosci ruchu postepowego walca v i predkosci ruchu obrotowego
wzgledem srodka walca o tej samej wartosci (rys. 4). Wektor predkosci deski

Sprawnos¢ cyklu 1-3-4-1 tonz =1 —

szukana sprawno$¢ cyklu wynosi n =

wzgledem ziemi tworzy z poziomem kat 7 Tarcie jest statyczne, mozemy wiec

korzystaé z zasady zachowania energii mechanicznej, zaniedbujac zmiane energii
M 2
kinetycznej walcéw: % = Mgh = Mgssin %, gdzie M jest masag deski a h jej

przesunieciem w kierunku pionowym. Droga s przebyta przez deske od chwili
2

. . UpD . .
rozpoczgcia ruchu dana jest wzorem s = —=— . Deska porusza si¢ wigc ruchem
Rys. 4 2gsin 3

jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem a = gsin 7
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Klub 44

VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2015

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
685 (WT = 1,85) i 686 (WT = 1,53)
z numeru 9/2014

Jerzy Cisto Wroctaw 46,97
Tomasz Wietecha Tarnéw 44,78
Michal Miodek Zawiercie 43,68
Marek Spychata  Warszawa 42,75
Wojciech Maciak Warszawa 41,18
Piotr Kumor Olsztyn 36,47
Wojciech Tobis Praszka 36,15

I znéw dwa nazwiska, jakze dobrze znane.
Lini¢ 44 przekraczaja jednoczednie

dwaj wytrawni wielokrotni Weterani:
Jerzy Cisto (po raz jedenasty)

i Tomasz Wietecha (po raz dziesiaty).

7 zalem zegnamy
ANDRZEJA IDZIKA
Nadweterana Klubu 44F

i dwukrotnego
Weterana Klubu 44M

Zadania z matematyki nr 699, 700
Redaguje Marcin E. KUCZMA

699. Cztery rézne punkty na plaszczyZnie wyznaczaja sze$é odcinkéw. Zalézmy,
ze trzy sposrod tych odcinkéw maja jednakowa dlugosé a, zas pozostale trzy
maja jednakowa diugosé b, przy czym a < b. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe
wartosci stosunku b/a.

700. Czy dla kazdej funkcji g: N — N, spelniajacej warunek g(1) = 1, istnieje
funkcja f: N — N| spelniajaca warunki f(n) > g(n) dla n € N oraz

f(mn) = f(m)f(n) dla kazdej pary liczb wzglednie pierwszych m,n € N?

(N to zbior wszystkich liczb catkowitych dodatnich).

Zadanie 700 zaproponowal pan Jedrzej Garnek z Poznania.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2014

Przypominamy tresé¢ zadan:

691. Mamy skonczong liczbe koszykéw, w kazdym z nich skonczona liczbe kamieni; znamy wage
kazdego kamienia. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym ruchu przektadamy jeden kamien z jakiegos
koszyka K do innego koszyka K’; musi byé¢ przy tym spelniony warunek, ze laczna waga kamieni

w koszyku K’ po wykonaniu ruchu jest mniejsza niz laczna waga kamieni w koszyku K przed
wykonaniem ruchu. Czy ciag ruchéw moze by¢ nieskonczony?

692. Dany jest tréjkat ABC. Rozwazamy trzy elipsy: kazda z nich ma ogniska w dwéch
wierzchotkach tego tréjkata i przechodzi przez trzeci wierzcholek. Pokazac, ze te trzy elipsy maja
punkt wspélny wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ABC' jest prostokatny.

691. Ponumerujmy koszyki: Ky, ..., K,. Niech W; bedzie waga koszyka K;

(tj. laczna waga kamieni w tym koszyku) w ustalonej chwili. W kolejnym ruchu
przektadamy kamien z koszyka K; do koszyka K;. Niech x bedzie waga tego
kamienia; postulowany warunek:

Wl + < Wj.
Suma kwadratow wag koszykéw po wykonaniu ruchu wynosi

SOWEH (W —a)? + (W + )’ =
i#4,l
=Y WP+ 2m(x+ W - W) <Y W2

Suma kwadratéw wag jest wiec (Scistym) péiniezmiennikiem: maleje w kazdym
kroku procedury. Jest tylko skonczenie wiele mozliwych rozlokowan kamieni

w koszykach, wigc wartosci tego pélniezmiennika przebiegaja zbiér skonczony.
Proces musi si¢ zakonczy¢.

692. Zalézmy, ze trzy elipsy, o ktérych mowa, maja punkt wspolny X, lezacy

w odlegtosciach z, y, z odpowiednio od wierzchotkéw A, B, C' zadanego tréojkata,
o bokach dtugosci |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c. Elipsa o ogniskach B, C
przechodzi przez punkty A, X, wiec y + z = b+ ¢. Analogicznie z + x = ¢+ a,

x +y = a+b. Ten uktad réwnan z niewiadomymi x, y, z ma jedyne rozwigzanie
xr =a, y=>b, z=c. Odlegloéci punktu X od B oraz C wynosza wiec,
odpowiednio, b oraz ¢ — czyli przeciwnie niz odlegtosci punktu A od B oraz C.
To wyznacza dwa mozliwe polozenia punktu X — moze to byé¢ punkt
symetryczny do A wzgledem symetralnej odcinka BC' lub punkt symetryczny

do A wzgledem $rodka odcinka BC.

W pierwszym przypadku punkty X, A, B, C sa wierzchotkami trapezu
réwnoramiennego (BC || AX); w drugim — tworza réwnolegtobok ABXC.
Dodatkowa informacja, ze a = x, czyli |BC| = |AX]|, daje w obu przypadkach
wniosek, ze éw czworokat jest prostokatem. A zatem trojkat ABC jest
prostokatny.

Na odwrét, gdy tréjkat jest prostokatny, wowczas wystarczy go uzupelnié
do prostokata czwartym wierzchotkiem; widac, ze éw wierzcholek bedzie
wspélnym punktem trzech omawianych elips.
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Prosto z nieba: W sprawie orientacji

Przestrzen pomiedzy gwiazdami Galaktyki, jesli tylko
jest dostatecznie przejrzysta, neci astronomow
posiadajacych dostatecznie duze i czute teleskopy.
Jednym z miejsc zachecajacych do spogladania

tak daleko, jak tylko sie da, jest stynne Glebokie Pole
Hubble’a (Hubble Deep Field). Rzut oka na ten
niewielki kawatek nieba ujawnia niestychane bogactwo
— w istocie jest bowiem tak, ze w jakim kierunku by$my
nie spojrzeli, znajdziemy na niebie chaotycznie
rozrzucone miliony galaktyk réznych rodzajow, kolorow
i ksztattéw. Od dawna zadawane jest pytanie, czy ich
rozklad oraz parametry (np. wzgledne nachylenie
plaszczyzn dyskéw) sa w jaki$ spos6b powiazane.
Pytanie nie jest trywialne; po chwili zastanowienia
mozna réwnie latwo argumentowac za, jak i przeciw
takim korelacjom.

Nowych danych do dyskusji dostarczaja niedawne
obserwacje urzadzenia FORS (UV FOcal Reducer)
teleskopu VLT (Very Large Telescope), badajacego
kwazary, czyli odlegle galaktyki zawierajace aktywne
jadro. Znajdujaca si¢ w centrum kazdej z nich
supermasywna czarna dziura otoczona jest dyskiem
akrecyjnym, a wzdluz osi obrotu uktadu emitowany jest
relatywistyczny wyplyw materii i promieniowania

o ogromnej energii: tzw. dzet. FORS stuzy, miedzy
innymi, do obserwacji linii widmowych i polaryzacji,

Niebo w kwietniu

W tym miesigcu ominie nas znowu za¢mienie Ksiezyca,
widoczne 4 IV dla mieszkancéw przeciwnej do Polski
strony Ziemi — w pasie przechodzacym przez wschodnia
Azje, Australie, Pacyfik, az do Ameryki Péinocnej.

Na szczgscie i na pocieszenie mamy jednak kilka innych
astronomicznych atrakcji do wyboru, na przyktad
sposérod obiektéw z Katalogu Messiera.

12 IV bedzie miala miejsce koniunkcja Wenus z obiektem
M45, czyli najstynniejsza chyba gromada otwarta:
Plejadami. Zjawisko to mozemy swobodnie podziwiac¢
nawet nieuzbrojonym okiem albo lornetka. Wenus

i Plejady zbliza sie na odleglo$¢ 2,5 stopnia. Okoto
godziny 19:45, po zmroku, para pojawi si¢ nad
zachodnim horyzontem na wysokosci okoto 30°

i widoczna bedzie przez nastepne trzy godziny. Wenus
osiagnie jasnos¢ —4,5™, natomiast M45 jasnos¢ 1,6™.

Dobre warunki do obserwacji M104, czyli Galaktyki
Sombrero, ktéra najtatwiej obserwuje sie z pétkuli
poludniowej, bedziemy mieli 1 IV. Tego dnia po péinocy
M104 osiagnie najwyzszy punkt na naszym niebie, znajdzie
sie na wysokosci 24° ponad poludniowym horyzontem.
Jej jasnosé¢ wyniesie okolo 9, wiec bedzie to obiekt
doskonaly do obserwacji lornetka lub matym teleskopem.
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czyli spektropolarymetrii; z prébki prawie 100 kwazarow
wybrano 19, ktoérych dane polarymetryczne byty
dostatecznie pelne, i na tej podstawie (oraz przy
zalozeniu modelu dzetu z dyskiem akrecyjnym,

w ktérym kierunek polaryzacji jest okreslony)
wywnioskowano, ze kierunki dzetéw sa skorelowane,
mimo ze galaktyki te dziela astronomiczne odlegtosci
miliardéw lat $wietlnych.

Rozklad swiecacej kosmicznej materii jest tylko

w przyblizeniu jednorodny; w skalach miliardéw lat
$wietlnych gromady galaktyk grupuja sie¢ w ,kosmiczna
sie¢” Scian i wlokien, otaczajaca kosmiczne pustki.
Orientacja badanych kwazarow jest zwiazana z ta
wielkoskalowa struktura — kierunki osi rotacji dyskéw
akrecyjnych otrzymane za pomoca obserwacji polaryzacji
Swiatla chetniej ustawiajg sie réwnolegle do widkien
kosmicznej sieci, w ktérych sie znajduja (zapewne
powodem jest zasada zachowania momentu pedu

w poszcezegblnych widknach). W przypadku przebadanej
probki oszacowano, ze czysto losowe ulozenie orientacji
moglo wystapi¢ z prawdopodobienstwem mniejszym

niz 1%. Mimo ze wynik obserwacji FORS/VLT zostal
otrzymany przy uzyciu niewielkiej liczby kwazarow, jest
interesujaca nowa informacja dla kosmologow
modelujacych powstawanie struktur we weczesnych
etapach zycia Wszechswiata.

Michat BEJGER

Kwiecien to takze $wietny czas na obserwacje kolejnego
obiektu katalogu Messiera — galaktyki spiralnej M94,
ktoéra bedzie widoczna wtedy przez cala noc.

M94 pojawia sie po zmroku 48° nad wschodnim
horyzontem, a zniknie w $wietle wschodzacego Stonca
na takiej samej wysoko$ci nad horyzontem zachodnim.
Jej jasnosdé to 9. Kolejna bardzo piekna galaktyka
spiralna — M51, czyli Galaktyka Wir — znajdzie sie

w sprzyjajacych warunkach do obserwacji 14 IV. Bedzie
ona widoczna rowniez przez cala noc na niebie i bedzie
miala jasno$é¢ podobna do poprzednich obiektéw.
Polecamy takze gromade kulista gwiazd o nazwie M3,
na ktéra rowniez warto ,zapolowaé¢” w polowie miesiaca.
Przyktadowo, w dniu 17 IV okoto godziny 20:00 pojawi
sie na wysokosci 44° nad wschodnim horyzontem,

okolo péinocy osiagnie najwyzszy punkt na niebie

i zniknie o $wicie 45° ponad zachodnim horyzontem.

Jej jasnoscé to 6,2™.

Na kwietniowym niebie zagoszczg tez meteory
pochodzace z kilku rojéw, przede wszystkim z Lirydow,
ktoérego radiant znajduje si¢ w okolicach Wegi

w gwiazdozbiorze Lutni. Maksimum tego roju wypada
23 IV z 10-15 meteorami na godzine.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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k Nl — punkt przecigcia prostych k i [.

Rysunki 1 i 2 przedstawiajg po jednej
z wielu mozliwych konfiguracji.

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3. Kolejno$é rysowania prostych
oznaczono liczbami.

f

Rys. 4. Kolejno$é rysowania prostych
oznaczono liczbami.

Zadanie 3 pochodzi z XLIX Olimpiady
Matematycznej.

Desargues i nozyce Joanna JASZUNSKA

W geometrii rzutowej przyjmujemy, ze kazde dwie proste rownolegte przecinaja sie
w pewnym ustalonym punkcie w nieskoniczonosci, odpowiadajacym ich kierunkowd,
oraz ze wszystkie takie punkty w nieskoficzonosci tworza prosta (,horyzont”).
Ponizej przedstawiamy przyktady pojeé i twierdzen rzutowych oraz ich zastosowan;
dopuszczamy w nich takie wlasnie punkty przeciecia ,na horyzoncie”.

Dane sa trojkaty ABC oraz A’B'C’ (rys. 1). Jedli proste AA’, BB', CC' przecinaja
sie w jednym punkcie S, to punkt ten nazywamy Srodkiem perspektywicznym
danych tréjkatéw. Jesli punkty ABN A'B’, BCNB'C', CANC'A’ leza

na jednej prostej k, to nazywamy ja osiq perspektywiczng danych tréjkatow.

Twierdzenie Desarguesa. Dwa trojkgty majg Srodek perspektywiczny wtedy
1 tylko wtedy, gdy majg os perspektywiczng.

Kazda taka plaska konfiguracja jest rzutem pewnej konfiguracji tréjwymiarowej, mozna wiec
dowodzié tego twierdzenia przestrzennie (dow6éd w jedna strone opisano w deltoidzie 5/2010).

Twierdzenie o nozycach. Pek prostych o wierzchotku S przecieto dwiema
prostymi, po czym narysowano przekgine uzyskanych w ten sposéb czworokgtow,
jak na rysunku 2. Wowczas kolorowe punkty sq wspotliniowe.

Dowdd. Tréjkaty AB'C' i A’ BC’ maja $rodek perspektywiczny S, wiec

z twierdzenia Desarguesa maja tez oS perspektywiczna, co konczy dowdd dla
peku trzech prostych. Gdy jest ich wiecej, wystarczy rozwazaé kolejne tréjki
spoérod nich. O

1. Na kartce znajduja sie punkty A, B oraz plama oleju pomiedzy nimi. Poprowadz
prosta przez punkty A i B, uzywajac tylko linijki i nie brudzac jej w oleju.

2. Na kartce narysowano dwie proste, przecinajace si¢ w pewnym punkcie S poza
kartka, oraz punkt A pomiedzy nimi. Korzystajac wylacznie z linijki, narysuj te
czesé prostej AS, ktéra miesci sig na kartce.

3. Pieciokat wypukly ABCDE jest podstawa ostrostupa ABCDES. Plaszczyzna
przecina krawedzie SA, SB, SC, SD, SE odpowiednio w punktach A’, B/, C’,
D', FE’ (réznych od wierzchotkéw ostrostupa). Udowodnij, ze punkty przeciecia
przekatnych czworokatéw ABB'A’, BCC'B', CDD'C’', DEE'D’', EAA'E’ leza
na jednej ptaszczyznie.

Rozwiazania
R1. Rysunek 3 ilustruje konstrukcje wykorzystujaca twierdzenie o nozycach. [J

R2. Rysunek 4 przedstawia konstrukcje korzystajaca z twierdzenia
Desarguesa. [

R3. Spdjrzmy na dany ostrostup z boku, w kierunku rownolegltym do plaszczyzn
ABCDE i A’B'C'D'E’ (rysunek podobny do rys. 2). Na mocy twierdzenia

o nozycach, rozwazane punkty przecigcia przekatnych widzimy wowczas jako
wspoélliniowe, wiec w rzeczywistosci leza one na jednej plaszczyznie. [

Zadania domowe
4. Rozwiaz zadanie 2, korzystajac z twierdzenia o nozycach, tak jak w zadaniu 1.

5. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze punkty ABN DE, BCNEF,
CAN DF leza na jednej prostej.

Wskazowka. Wykaz, ze proste AD, BE, C'F sg wspOlpekowe i wykorzystaj twierdzenie
Desarguesa. Inne rozwigzanie opisano w deltoidzie 9/2014.

6. Dany jest trojkat ABC. Punkty F i G leza na boku BC, punkty F'i H
—na boku AC. Punkty AGN BH, AE N BF oraz punkt C lezg na jednej prostej.
Wykaz, ze jesli proste EF' i GH nie sa réwnolegle, to przecinaja sie na prostej AB.

Wskazowka. Rozwaz tréjkaty AEG oraz BFH.
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