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Co to jest zycie? — 42 lata pdZnie]j
Magdalena FIKUS

Czytanie wlasnego tekstu powstalego w tak odleglym czasie jest fascynujace.
Bytam mloda osoba, 9 lat po doktoracie, rok przed habilitacja. Pracowatam

w dziedzinie juz wtedy oficjalnie nazywanej biofizyka, cho¢ fizykiem nie bylam.
Swoja odpowiedz na tytulowe pytanie konfrontowatam z pogladami fizykéw na
ten temat, gdyz mam wielki szacunek dla ich sposobu myslenia.

Odpowiedz na kazde pytanie musi zawiera¢ definicje, a ta wspolczesnie
akceptowana to unik w strone niewiedzy: najczesciej powolujemy sie na
definicje... NASA. Dla nich jest ona wazna, bo chca wiedzieé¢, co zrobimy, gdy
znajdziemy jakikolwiek slad ,czegos” w Kosmosie. Trzeba wtedy podja¢ decyzje,
czy to ,co$” jest zyciem.

NASA odpowiada na to pytanie w punktach. Zycie, a doktadniej ,co§” zywego:

pobiera energie i uzywa jej do wzrostu i reprodukcji,
termodynamicznie jest ukladem zamknietym,

dazy do utrzymania rownowagi wewnetrznych proceséw (homeostaza),
przechowuje i przetwarza informacje,

replikuje, mutuje, podlega doborowi naturalnemu,

umiera.

Od 1974 roku w poznawaniu molekularnych podstaw zycia nastapily liczne
rewolucje. Przyznano wiele waznych Nagrod Nobla. Zasoéb wiedzy przyprawia
i przyprawilby 6wczesna dr Magdalene Fikus o zawrot gtowy i niedowierzanie.
Ale na ile zbliza do wiedzy, czym jest zycie?

Przede wszystkim weszliémy na wyzszy poziom: poznalismy wlasciwosci
chemiczne i fizyczne czasteczek uznawanych za nosicieli dziedzicznosci i proceséw
zyciowych. W tamtych czasach wiedzielismy tylko tyle, ile nam wizjonerzy
molekularni, Watson i Crick, wymodelowali: podziwialiSmy ogélny ksztalt
eleganckiej, pieknej czgsteczki — DNA — oraz mieliSmy dosé¢ szkolne wyobrazenie
o budowie przestrzennej wykonawcéw metabolicznych zadan — biatek. Na dobra
sprawe cala wiedza molekularna o zyciu sprowadzata sie do jednej bakterii,
Escherichia coli.

Przez 42 lata rozszyfrowano strukture (w oparciu o wiedze biochemiczna

i badania krystalograficzne) nie tylko kwaséw nukleinowych i wielu biatek,
ale, co bylo znacznie trudniejsze, co zapiera dech — strukture przestrzenna,
z dokltadnoscia do potozenia atomoéw, ztozonych struktur komoérkowych —
np. rybosomoéw, nukleosoméw. Poznano dokladnie budowe i strukture
czasteczkowsa organelli — mitochondriéw i chloroplastow.

W drugiej polowie dekady lat 70. wymyslono dwie rézne metody oznaczania
kolejnosci (sekwencjonowania) nukleotydow. Ale nawet wtedy ustalenie
kolejnosci okoto 1500 nukleotydow (tyle ma najmniejszy wirus ®X174) byto
zadaniem heroicznym i angazujacym przez co najmniej rok kilkudziesieciu
badaczy. Dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku zaangazowanie fizykow

i technologow (dysponujacych na dodatek znacznymi srodkami), konstrukcja
automatycznych przyrzadow sekwencjonujacych, modyfikacje, zminiaturyzowanie
i wyostrzenie czulosci metod sekwencjonowania, doprowadzity do prawdziwej
lawiny oznaczen genomoéw, czyli pelnych sekwencji DNA charakterystycznych dla
danego gatunku. Ogromnie wazne, poznawczo zasadnicze, okazalo sie wykazanie
zasadniczych réznic w dzialaniu i regulacji aktywnosci genéw miedzy bakteriami
a cala reszta $wiata komorkowego.

Poznalismy budowe genomoéw, ktére wydaja sie nam najwazniejsze: cztowieka
(2004) i nawet pelnego genomu jedynego innego od Homo sapiens ludzkiego
gatunku — Neandertalczyka. Znamy genom naszych bliskich kuzynow
genetycznych — szympanséw i goryli. A na drugim biegunie — genomy tysiecy
gatunkow bakterii, setek wiruséw. Dzieki badaniom genomicznym potwierdzamy
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Rozwigzanie zadania M 1501.
Przyporzadkujmy polom szachownicy
w naturalny sposob pary liczb
catkowitych (a,b), gdzie 1 < a,b < 9.
Pomalujmy pola o obu wspoélrzednych
parzystych na niebiesko, pola o obu
wspoélrzednych nieparzystych — na
czerwono, a pozostale pola — na zotto.

Przypusémy, ze pionki moga poruszac sie
dowolnie dlugo w taki sposdb, by zadne
dwa nie spotkaly sie na jednym polu.

W takim razie w kazdej chwili na

16 niebieskich polach moze znajdowac sie
co najwyzej 16 pionkow. Kazdy pionek

z czerwonego pola znajdzie si¢ po dwoch
ruchach na niebieskim polu, wiec na
czerwonych polach moze przebywac

w kazdej chwili réwniez co najwyzej

16 pionkéw. Ponadto kazdy pionek

z z6ltego pola po jednym ruchu znajdzie
sie na polu niebieskim lub czerwonym.
W takim razie na zo6ltych polach moga
przebywacé naraz co najwyzej 32 pionki.
Stad na szachownicy moga by¢ tacznie
najwyzej 64 pionki.

Jesli pionkéw jest 65, to po pewnym
czasie dwa z nich musza znalezé sie na
jednym polu.

i czasem korygujemy ,drzewa’” ewolucyjne, znane z innych odkry¢ i postulatow.
Dowiedzielismy sie o przepltywie gendéw miedzy réznymi gatunkami bakterii.

Opracowano wiele metod in silico przewidywania struktur przestrzennych
biatek, porownano je z wynikami badan krystalograficznych, wreszcie otworzono
droge do planowanej modyfikacji biatek. Rozbudowano i ulepszono metody
syntezy in vitro kwaséw nukleinowych i biatek, czego ukoronowaniem byto
wprowadzenie syntetycznego genomu bakteryjnego do komorki pozbawionej
wlasnego materialu genetycznego — powstata syntetyczna bakteria. Przypisano
role fizjologiczng wielu sekwencjom DNA niekodujacym biatek. Zaproponowano
teoretycznie i sprawdzono doswiadczalnie wielosktadnikowe modele regulacji
aktywnosci genow, wykrywajac dziesiatki, jesli nie setki matych czasteczek
RNA i przypisujac im bardzo réznorodne funkcje regulacyjne. Udoskonalono
wiedze o blonie komoérkowej, a takze zbudowano wiele wersji sztucznych blon
komérkowych.

Zdefiniowano przyczyny wielu dysfunkcji i choréb genetycznych ludzi, zwierzat
i roslin, identyfikujac mutacje genowe oraz wzajemne sieciowanie takich

genéw. W oparciu o te wiedze opracowano metody klinicznej diagnostyki
chorob, zaproponowano — tam, gdzie to mozliwe — terapie zachowawcze lub
zachowania terapeutyczne — przez modyfikacje zachowan pacjentow, a takze
stosowanie nowych generacji lekow i szczepionek. Zbudowano wiele technicznych
medycznych ,protez” zastepujacych narzady. Rozwinely sie nauki neurologiczne
oraz wiedza o mozgu, do tego stopnia, ze rozwazamy mozliwos¢ powstania
niezaleznej syntetycznej inteligencji.

Odbytly sie na calym $wiecie debaty na temat genetycznie modyfikowanych
roslin, terapii genowych i perspektyw tworzenia genetycznie modyfikowanych
ludzi. Genetyka na wysokim technicznym poziomie pojawita sie w Japonii,
Korei Poludniowej i Chinach, a wiec w spoteczenistwach wyznajacych rézne od
europejsko-amerykanskich systemy wartosci.

Zblizylismy sie tez do poszukiwani odpowiedzi na pytanie JAK powstato zZycie?
W tym pytaniu kryje sie dla mnie réwniez rozwazanie o tym, czym zycie jest.

Na poczatek: musimy sie zgodzié¢ z pogladem, ze zycie podlegalo ewolucji i NA
PEWNO nie powstalo we wspotczesnej formie kwaséow nukleinowych, bialek

i wielosktadnikowych struktur oraz w formie wielu gatunkéw organizmoéw.
Bardzo wielu przyrodnikéw sadzi, ze skoro sposoby syntezy i zuzycia energii,
wzrostu, reprodukcji, przechowywania informacji, mechanizmy mutagenezy,
wreszcie indywidualnej Smierci (por. definicja NASA) sa na poziomie
molekularnym wspoélne dla wszystkich poznanych na Ziemi istot, to mialy one
kiedy$ wspolnego przodka. Ocenia sie, ze pojawil si¢ mniej wiecej 4 miliardy
lat temu. Uzyskal wdzigczne imi¢ LUCA (Last Universal Common Ancestor).
Kilku noblistow (a przed nimi Karol Darwin) przewidzialo takze, ze pierwsza
czasteczka — nosicielem dziedzicznosci, byl nie DNA, a twor przypominajacy
dzisiejszy RNA, i czas ten nazwali ,$wiatem RNA”. Pewnosci co do ksztaltu
tamtego $wiata mie¢ nie bedziemy, nigdy zaden paleontolog nie wykopie
skamieniatosci LUCA. Cztery miliardy lat to okres niewyobrazalny dla istoty
zyjacej lat 70, dlatego czesciowo obracamy sie w kregu nauki, czesciowo
zachwycajacych naukowych hipotez w stylu SF. Ziemia byla inna, oceany lezaly
gdzie indziej, klimat byt inny, nie bylo tlenu w atmosferze, walilty w Ziemie rozne
kosmiczne ciata, wszystko byto inaczej. A jednak sa ludzie o wielkich umystach,
ktorzy, rozmyslajac na ten temat, zadaja coraz bardziej niezwykte pytania.
Mozna ich fantastyczne wyktady obejrze¢ dzi§ w Internecie (w 1974 roku takich
mozliwosci dr MF nie miala).

Od wyktadu jednego z tych natchnionych noblistéw, Jacka Szostaka, trudno sie
oderwaé, a takze trudno nie dazy¢ za kolejnymi odnosnikami. Zostawiam zatem
wybor zrodet Czytelnikom, zacza¢ moga od: J. Szostak, Reconstructing the First
Cells (www.youtube. com/watch?v=jmMUOb20FSg).

Wychodzac z wiedzy wspolczesnej o zyciu, trafiamy na problem ,.jajka
i kury”: DNA koduje bialka, a bez bialka nie ma syntezy DNA — jak ten
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*licealista, III LO im. Marynarki
Wojennej RP w Gdyni

krag rozplata¢? Zegarek spontanicznie nie zlozy si¢ ze Srubek, spiralek

i sprezynek, ale bieg czasu mozna mierzy¢ patykiem i jego cieniem na piasku.
Takze pre-komorki musialy by¢ skrajnie proste, dazy¢ spontanicznie do
odgrodzenia sie najprostszymi blonami od $rodowiska, gromadzié¢ proste zwiazki
organiczne, takze takie, ktére sa zdolne do samoorganizacji w bardziej ztozone
struktury. Wtedy przewidzie¢ mozna réwniez pojawianie sie¢ nowych funkcji

i samoreplikacje niektérych z takich uktadéw. Juz na tym poziomie pojawia

sie zjawisko pre-ewolucji, utrwalenie w wyniku doboru najbardziej wydajnych,
najszybszych, funkcjonalnych wersji komorek.

Tacy badacze jak Jack Szostak probuja dzis zbudowaé swoje wersje
procesu/proceséw powstania zycia, swoje modele. Szukaja chemicznych
spontanicznych proceséw do tego prowadzacych. Postuluja proste modele,
spetniajace postulaty definicji zycia z NASA. Aby doj$¢ moglo do ewolucji
komorek, zaczaé sie musiato od ewolucji czasteczek. Nie bylo wielkich
komplekséw makromolekul, ztozonych strukturalnie bton komoérkowych. Proste
pre-czasteczki pakowaly sie do prostych pecherzykéw otoczonych prostymi,
polprzepuszezalnymi blonami. Pewne przypadkowe zmiany w chemicznej naturze
tych czasteczek skutkowaly replikacja takich czasteczek, ktore moglyby zawieraé
chemiczng informacje (pre-kwasy nukleinowe). I tak, po powstaniu zaczatkow
zycia rozpoczela sie jego ewolucja.

Czym jest zycie? Do definicji NASA dodatabym jeszcze dynamike wszystkich
jego zjawisk. Stala realizacje wszelakiego rodzaju zmian. A czasu mialo to zycie
duzo — ponad 4 miliardy lat.

Dzi§ problem istoty zycia rozpatrujemy na poziomie czagsteczek i czaséw rzedu
sekund. Te procesy czekaja na interpretacje kwantowa — podobno jeszcze nam do
niej daleko.

A jednak mam nadal wrazenie, ze aktualna jest pewna stara piosenka:
zycie jest formgq istnienia biatka, tylko w kominie czasem co$ zatka. . .

Teoria grup w kombinatoryce
Pawet BURZYNSKI*

Ten artykul bedzie poswiecony zliczaniu réznych kolorowan obiektéow, ktore
podlegaja symetrii. Wyobrazmy sobie, ze Kalina chciataby pokolorowaé¢ rogi
kwadratu za pomoca m koloréw. Ile roznych figur moze w ten sposéb otrzymac?
Ponizszy rysunek przedstawia wszystkie mozliwe kolorowania dwoma kolorami,
podzielone na zbiory kolorowan identycznych wzgledem izometrii.

“luul SIS
mufsnl"SIS"IN =i= | "*
“ufn" Il

Jak wida¢ istnieje 16 kolorowarni dwoma kolorami, ale tylko 6, gdy dopuscimy
obracanie kwadratem i odbicia symetryczne. Aby obliczy¢ liczbe kolorowan
wieksza liczba koloréw, przyjrzyjmy sie dokladnie izometriom naszego obiektu.
W przypadku kwadratu jest ich 8:

e identycznosé,
e obroty o 90°, 180°, 270°,
e odbicia wzgledem przekatnych, osi pionowej oraz osi poziome;j.
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Rozwigzanie zadania M 1502.
Tak!
Taka liczba jest na przyktad
1 2 23 2016
a=10" +10% +10% +...+10° .
Jej zapis sklada sie wylacznie z zer
i jedynek, a suma cyfr to 2016. Ponadto
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a? = (Z 10? ) =
i=1
2016 i
5
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=S 102" 42
i=1

7 jednoznacznosci zapisu liczb w systemie
dwojkowym w powyzszych sumach potegi
liczby 10 maja parami rézne wykladniki.
Stad a? ma w zapisie dziesigtnym 2016

; . (2016 P .

jedynek i ( 5 ) dwojek, czyli suma

102'+27

1<i<j<2016

cyfr a? jest réwna
-

% — 2016°.
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2016 + 2 - 2016 -

102 +% =

Dodatkowo izometrie dowolnego obiektu mozna sktadaé¢. Oznaczmy te operacje o.
Przyktadowo: jezeli odbijemy kwadrat wzgledem osi pionowej, a nastepnie
obrocimy go o 180°, otrzymamy odbicie wzgledem osi poziomej. Zbiér izometrii
wraz z operacjg o ma ponizsze podstawowe wlasnosci, dzieki ktorym tworza one
grupe, ktorg od teraz bedziemy oznaczaé przez G

ztozenie dowolnych dwoch izometrii rowniez jest izometria;

dziatanie o jest taczne, czyli dla dowolnych p, ¢, 7 € G mamy (pogq)or = po(qgor);
istnieje element neutralny e nazywany identycznoscia, taki ze dla dowolnego
p € G zachodzi poe =cop=p;

dla dowolnego p € G istnieje izometria odwrotna nazywana p~!, taka ze
pop t=pltop=e.

Zachecam Czytelnika, aby samodzielnie uzasadnil powyzsze wtasnosci grupy
izometrii.

Jezeli oznaczymy teraz zbior wszystkich kolorowan kwadratu m kolorami
(dla pewnego ustalonego m) przez A, bedziemy mogli zdefiniowaé¢ dziatanie
grupy G na zbior A. Zauwazmy, ze dowolna symetria g z G moze dzialac¢

na kazdy element z A, przeksztalcajac go na pewien inny. Méwiac formalnie,
jest to funkcja spelniajaca dwie wtasnosci:

* (g91092)(a) = g1(g2(a)),

e c(a) =a.

Aby lepiej zrozumieé¢ dziatanie grupy izometrii na kolorowaniach obiektu,
warto przyjrzeé si¢ rysunkowi kolorowan kwadratu i zastanowi¢ sie, ktorymi
izometriami trzeba dziataé¢ na kolorowania z kazdej grupy, aby otrzymaé
pozostate.

Zanim przejdziemy do kluczowego twierdzenia, potrzebujemy jeszcze trzech
nowych poje¢. Dla dowolnej izometrii g zbiorem jej punktow statych beda
wszystkie kolorowania a, takie ze g(a) = a — bedziemy ten zbior oznaczaé
przez £ix(g). Dla dowolnego kolorowania a zbiorem jego stabilizatorow beda
wszystkie symetrie g, takie ze g(a) = a — ten zbior bedziemy oznaczaé przez
stab(a). Ostatecznie, dla pewnego kolorowania a orbita, do ktorej ono nalezy,
bedzie zbiér wszystkich innych kolorowan, ktére mozna otrzymacé z a dzialajac
pewna izometria z G. Ten zbior bedziemy nazywaé orb(a). Zauwazmy teraz, ze
na rysunku wszystkich kolorowan kwadratu (poprzednia strona) zostaly one
podzielone wlasnie na orbity. Kazda orbita odpowiada jednemu sposobowi
kolorowania obiektu, zatem naszym celem jest obliczenie ich liczby.

Niech a oraz b beda dwoma kolorowaniami nalezacymi do tej samej
orbity. Ponadto niech H oznacza zbior wszystkich takich izometrii h, ze
hoa = b; zauwazmy rowniez, ze h~1(b) = a. Wybierzmy dowolng izometrie
h € H. Sktadajac ja lewostronnie ze wszystkimi izometriami ze zbioru
stab(a), otrzymamy |stab(a)| réznych izometrii nalezacych do H. Zatem
|H| > |stab(a)|. Ponadto a mozna sktadaé¢ z odwrotnosciami wszystkich
izometrii z H, otrzymujac |H| izometrii nalezacych do stab(a). Z tego wynika,
ze |H| < |stab(a)l, wiec:

|H| = |stab(a)| = |stab(d)].
Jezeli zadzialamy na kolorowanie a wszystkimi izometriami z G, to kazde
z kolorowarn ze zbioru orb(a) otrzymamy doktadnie tyle samo razy w wyniku
dziatania grupy. Mozna zatem wywnioskowaé¢ bardzo wazny lemat:

Vacal|stab(a)| - |orb(a)| = |G].
Teraz jestesmy gotowi, aby wyprowadzi¢ kluczowy wzoér. Oznaczajac zbior
wszystkich orbit poprzez 2, otrzymujemy:
> gec |Tix(9)]

1 [stab(a)]
Q= ——=>_ -
2 forv(a)] ~ 2+ [ Gl

Ostatnia rownosé¢ wynika z faktu, ze zaréwno ) _ , [stab(a)|, jak

1> ,cc |fix(g)| sa réwne liczbie par (g,a), takich ze g(a) = a. Wyprowadzona
powyzej tozsamosé nazywana jest lematem Burnside’a. Zbior A jest
niejednokrotnie ogromny, przez co nie ma mozliwosci badania wszystkich
orbit. Dzieki tej rownosci wystarczy sklasyfikowaé izometrie z grupy G,
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Na tylnej stronie okladki znajduja sie
kwadraty z pokolorowanymi
wierzchotkami. Sprawdz, ilu i jakich
pokolorowan brakuje, jesli dwa
pokolorowania uwazamy za jednakowe,
gdy dadza si¢ natozy¢ przez obroét lub
symetri¢ kwadratu.

Rozwiazanie mozesz tez znalez¢ w tym
numerze.

ktorych jest stosunkowo niewiele. Jedyna trudnoscia, jaka pozostala, jest
obliczenie dla kazdej izometrii, ile ma ona punktow statych. Aby to zrobié,
musimy spojrzeé, ktore sposrod rogow kwadratu dana izometria przeksztatca
na ktore. W ten sposob rozbijemy je na cykle, a kazdy z nich bedzie musial
byé¢ w tym samym kolorze. Jezeli izometria ma k cykli, to ma ona mF punktow
statych, poniewaz kazdy z nich kolorujemy jednym kolorem.

Dla utatwienia ponumerujmy rogi kwadratu od 1 do 4 tak, jak numeruje sie
¢wiartki uktadu wspolrzednych. Ponizsza tabela przedstawia, jakie cykle
powstang dla wszystkich izometrii kwadratu. Zachecam do jej doktadnego
przeanalizowania.

izometria g cykle liczba cykli | |£fix(g)|
identycznosé (1)(2)(3)(4) 4 m?
90° (1,4,3,2) 1 m
obrét 180° (1,3)(2,4) 2 m?
270° (1,2,3,4) 1 m
o$ pozioma | (1,4)(2,3) 2 m?
odbicic o$ pionowa | (1,2)(3,4) 2 m?
przekatna 1 | (1,3)(2)(4) 3 m?
przekatna 2 | (1)(2,4)(3) 3 m?

Podsumowujac dane z tabeli i wstawiajac je do otrzymanego wzoru, mozemy
wyprowadzi¢ wzor na liczbe roéznych kolorowan kwadratu m kolorami:

m* +2m? + 3m? + 2m

3 .

Sprobujmy teraz zmierzy¢ sie z trudniejszym problemem. Wyobrazmy sobie,
ze Kalina chciataby pokolorowaé wszystkie Sciany szesciennej kostki, majac
do dyspozycji kredki w m kolorach. Ile réznych kostek mogltaby w ten sposob
otrzymac¢? Tym razem nie bedziemy wypisywaé wszystkich izometrii szescianu,
musimy to zrobi¢ sprytniej. Zacznijmy od tego, ze obracajac szescian, mozemy
go postawi¢ na dowolnej ze $cian, a nastepnie obrocié na cztery sposoby, zatem
mamy 6 -4 = 24 izometrie. Sprobujmy je teraz sklasyfikowac.

2 2

e Identycznos$é. Kazda Sciana przechodzi sama na siebie, tworzac osobny cykl,
zatem ma ona m® punktéow stalych.

e Obrot o 90° lub 270° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych
Scian. Jest 3 -2 = 6 takich izometrii. Dla kazdej z nich dwie Sciany, przez ktore
przechodzi o$ symetrii, przechodza same na siebie, natomiast pozostale Sciany
tworza jeden cykl, zatem mamy m? punktow statych.

e Obrot o 180° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwleglych $cian.
Sa trzy takie izometrie. Cykle zachowuja sie podobnie jak w poprzednim
przypadku, ale cykl dlugosci 4 rozbija sie na 2 cykle dlugosci 2. Mamy zatem
m?* punktéow statych.

e Obrot o 120° lub o 240° wzgledem osi przechodzacej przez pare przeciwlegtych
wierzchotkow. Mamy 4 - 2 = 8 takich izometrii. Kazda z nich tworzy dwa cykle
dtugosci 3 przy obu wierzchotkach, tworzac m? punktéw statych.

e Obrot o 180° wzgledem osi przechodzacej przez srodki przeciwlegltych
krawedzi. Jest 6 takich izometrii. W kazdej z nich 2 pary $cian potaczone
krawedziami, przez ktoére przechodzi o$, oraz pozostale 2 Sciany, przechodza
na siebie nawzajem. Mamy trzy cykle diugosci 2, wiec jest m? punktow
statych.

Zauwazmy, ze rozpatrzyliSmy juz wszystkie 24 izometrie. Po podstawieniu
otrzymanych danych do wzoru otrzymujemy wzoér na liczbe nieizometrycznych
kolorowan $cian sze$cianu m kolorami:

mS + 3m* + 12m? + 8m?

24 '

Po przeczytaniu tego artykulu warto spréobowaé wlasnych sit i ustalié, na ile
sposobow Kalina mogtaby pokolorowaé czworoscian, a na ile odmioscian foremny
za pomoca m koloréw.
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Uklady podwodjne gwiazd z czarnymi dziurami

w
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Wiekszosé typowych gwiazd (tzw. gwiazd ciagu gltéwnego) znajduje sie

w uktadach podwo6jnych lub wielokrotnych, co jest spowodowane samym
przebiegiem procesu formowania sie gwiazd. Przykladem gwiazdy podwdjnej
moze by¢ chociazby Syriusz, ktory ogladany goltym okiem wyglada na gwiazde
pojedyncza, ale juz na obrazie z kosmicznego teleskopu Hubble’a widaé, ze ma
towarzysza.

Najbardziej podstawowy parametr fizyczny gwiazdy, jakim jest jej masa, mozna
wyznaczy¢ jedynie w przypadku uktadu podwéjnego. Mase pojedynczej gwiazdy
mozemy oszacowac, znajac jej jasnosé absolutna i typ widmowy, ale wczesniej
taka relacje nalezy ,wykalibrowa¢” w oparciu o dane innych znanych gwiazd.

Z punktu widzenia obserwatora uktady podwoéjne mozna podzieli¢ na wizualne,
za¢mieniowe oraz spektroskopowe. Nie rozwazamy tutaj uktadow, w ktorych
dwie gwiazdy sa widoczne obok siebie na niebie, cho¢ faktycznie ich wzajemna
odleglos¢ jest duza, a blisko$¢ na niebie jest przypadkiem.

W uktadach wizualnie podwojnych gwiazdy musza by¢ w wystarczajacej
odleglosci od siebie, aby mozna je bylo rozdzieli¢ w obserwacji — typowo

musi byé¢ to wiecej niz 2 sekundy tuku. Uklady za¢mieniowe pozwalaja
zmierzy¢ wzgledne zmiany jasnosci powierzchniowej, a stad mamy informacje

o rozmiarach gwiazd, stosunku ich jasnosci, a takze o ich ewentualnie
niesferycznym (splaszczonym) ksztalcie. Na przebieg za¢mienia wplywa rowniez
ekscentryczno$é orbity uktadu podwojnego i jej nachylenie do linii widzenia.

W uktadach spektroskopowo podwojnych widmo promieniowania gwiazdy
widocznej wykazuje okresowe przesuniecia dopplerowskie linii widmowych

w kierunku niebieskim lub czerwonym, zwiazane z ruchem orbitalnym
sktadnikéw uktadu podwojnego. Z krzywych predkosci radialnych w takich
uktadach mozna wyznaczy¢ parametry orbity, takie jak jej mimosrod, poétos
wielka orbity oraz nachylenie (dokladniej iloczyn potosi orbity i sinusa kata

jej nachylenia). Jesli dysponujemy krzywymi zmian predkosci radialnych
obydwu sktadnikéw uktadu, to mozemy wyznaczyé tez masy sktadnikow, jednak
z dokltadnoscia do kata nachylenia orbity.

Jesli uktad jest jednoczes$nie spektroskopowo podwojny i zaémieniowy, to
mozemy wyznaczyé¢ rozmiary oraz masy jego skladnikéw. Jesli jednak nie
mamy krzywej zmian blasku, a jedynie zmiany predkosci radialnych, to wowczas
mozna wyznaczy¢ jedynie tzw. funkcje mas, ktorej warto$é¢ stanowi dolny limit
masy sktadnika niewidocznego. W przypadku, gdy podejrzewamy, ze jest to
gwiazda zwarta (czarna dziura lub gwiazda neutronowa), funkcja mas pozwala
rozstrzygnaé, z jakim typem gwiazdy zwartej mamy do czynienia.

Tworca modelu opisujacego uktad podwojny gwiazd byt Edouard Albert Roche
(1820-1883), francuski astronom i matematyk. Z punktu widzenia teorii budowy
i ewolucji gwiazd uklady podwojne mozna w ogdlnosci podzieli¢ na trzy typy:
uklady rozdzielone, gdzie rozmiary obydwu sktadnikéw sa duzo mniejsze od
rozmiaréw ich powierzchni Roche’a, uktady poélrozdzielone, gdzie jeden ze
sktadnikéw wypelnia swoja powierzchnie Roche’a, oraz uktady kontaktowe.

Powierzchnie stalego potencjatu (w skrocie ekwipotencjalne) sa zblizone
ksztaltem do sfer w dwoch obszarach: w poblizu kazdego ze sktadnikow

uktadu oraz daleko od catego uktadu podwoéjnego. Dzieje sie tak dlatego, ze

w poblizu danej gwiazdy efektywna sita (tj. sita w uktadzie wspolobracajacym
sie z gwiazdami) dzialajaca na materie jest zdominowana wlasna grawitacja
gwiazdy i ma kierunek radialny ku srodkowi gwiazdy. Daleko od uktadu
podwojnego efektywna grawitacja jest zdominowana sita od$rodkowsa skierowana
na zewnatrz. Pomiedzy tymi dwoma skrajnymi przypadkami mamy sytuacje
posrednia, a ksztalt powierzchni Roche’a jest bardziej skomplikowany. Przejscie
graniczne nastepuje poprzez tzw. krytyczna powierzchnie Roche’a, ktora sktada
sie z dwoch prawie sferycznych powierzchni potaczonych w jednym punkcie
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Rozwigzanie zadania M 1503.

Niech A" bedzie punktem symetrycznym
do C wzgledem $rodka okregu. Wowczas
A’C jest $rednica okregu, wiec cieciwa
AA’ jest prostopadta do odcinka AC,

a wiec réwniez rownolegta do odcinka BD.

W takim razie AA’BD jest trapezem
réwnoramiennym, w szczegolnosci

A'D = AB = 6. Z twierdzenia Pitagorasa
dla trojkata A’ DC' otrzymujemy

(2r)2 = 6% + 82, astad r = 5.

Model Roche’a

Rozwazamy uklad podwojny gwiazd, ktére poruszaja sie

po orbitach kotowych wokoét srodka masy. Powierzchnie
ekwipotencjalne mozna zdefiniowa¢ w uktadzie odniesienia
wspoélobracajacym sie z gwiazdami. Normalne do tych powierzchni
wyznacza kierunek efektywnej grawitacji, czyli ztozenia

sity grawitacyjnej i odsrodkowej. Przyjmijmy nastepujace
oznaczenia: m — masa sktadnika pierwotnego, m’ — masa
sktadnika wtornego, R — odleglo$é pomiedzy skladnikami,
[((m'R)/(m +m’),0,0] — wsp6lrzedne polozenia srodka masy,

w ukladzie kartezjanskim, ktérego os = jest osia laczaca skladniki
uktadu, a 0§ z przechodzi przez srodek masy, prostopadle do

m'R \? o2
m+m/ Y
jako calkowity potencjal sit dzialajacych na punkt (z,v, 2), gdzie:
r2 =22 +y2 + 22 oraz (r')2 = (R — x)? + y? + 2? sa odleglosciami
S§rodkéw obydwu sktadnikéw od srodka masy, w jest predkoscia

katowa rotacji uktadu gwiazd W.Zngdem Os.i prostopadlej do U gory: trojwymiarowa struktura powierzchni Roche’a. Rotacja
plaszczyzny xy (uklad obraca sie wokol osi z). Predkosé katowa odbywa sie wokol osi prostopadtej do plaszczyzny ukladu

plaszczyzny orbitalnej. Definiujemy

/r/

Gm Gm' w?
d;: _ + — T —
r 2

rotacji wynika z prawa Keplera,

w2 =G(m+m)/R5.

Przechodzac do sferycznego ukladu wspoélrzednych, mamy:

(przekroj powierzchni krytycznej zawierajacy punkt stycznosci ma ksztalt
podobny do 6semki). Punkt ten nosi nazwe punktu Lagrange’a Ly. W tym
miejscu efektywna sita grawitacji dzialajaca na mase probna znika.

Powierzchnie ekwipotencjalne gwiazd sa powierzchniami stalego cisnienia

i gestosci gazu, co wynika z warunku réwnowagi hydrostatycznej.

W szczegolnosci taka powierzchnie wypelnia fotosfera gwiazdy synchronicznie
rotujacej w ukltadzie podwdjnym. Jesli zatem w pewnym momencie ewolucji
rozmiar gwiazdy wzrosnie na tyle, ze wypelni ona krytyczna powierzchnie
Roche’a, to materia zacznie odczuwaé¢ wplyw grawitacji towarzysza. Nastepuje
wowczas wyplyw masy z gwiazdy i transfer przez wewnetrzny punkt
Lagrange’a L.

Tempo ewolucji gwiazdy jest zdeterminowane przez jej mase. Zatem gwiazda
masywniejsza, ktéra ewoluuje szybciej, wczedniej znajdzie sie na etapie, gdy jej
jadro zacznie sie kurczy¢ na skutek przemian termojadrowych, a otoczka zacznie
ekspandowac.

Tego typu uktad stanie sie w pewnym momencie uktadem pétrozdzielonym, gdy
jeden ze sktadnikéw przekaze materie towarzyszowi, ten ostatni zas znajdzie

sie gleboko wewnatrz swojej krytycznej powierzchni Roche’a. Dwa pozostale
rodzaje uktadéw podwodjnych, ze wzgledu na potozenie sktadnikow wzgledem
ich krytycznej powierzchni Roche’a, to uktady rozdzielone oraz kontaktowe.

Te ostatnie sa gwiazdami w fazie tzw. wspolnej otoczki, ktéra utrudnia ich
obserwacje. Sa one niezwykle trudne do analizy i interpretacji teoretycznej.

W czasie ewolucji uktadu podwdjnego, po zaciesnieniu jego orbity, powszechnym
zjawiskiem jest transfer masy miedzy sktadnikami. Ciasny uktad podwdjny to
taki, w ktorym sktadniki znajduja sie na tyle blisko siebie, ze mozliwa staje

sie wymiana masy miedzy nimi. Rola powierzchni Roche’a w ewolucji takich
uktadow zostala przewidziana po raz pierwszy w 1941 roku przez Kuipera.

Obserwacyjnego potwierdzenia zjawiska wymiany masy miedzy sktadnikami
uktadu gwiazd dostarczy?t tzw. paradoks Algola. Najpierw zauwazono, ze jedna
z gwiazd w tym ukladzie nie spelnia zaleznosci masa—jasnosé dla gwiazd ciagu
glownego — jest jasniejsza, nizby to wynikalo z jej masy. Wytlumaczono to tym,
ze gwiazda ta spalita caly wodér w swoim jadrze i opuscita ciag gltowny,

i przechodzacej przez srodek masy. Na dole: przekrdj powierzchni
Roche’a w plaszczyznie orbitalnej xy. Zaznaczone sa punkty
Lagrange’a L1, Lo, L3.

r=rcos¢sind =r\, y=rsingsinfd =ry, z=rcosh =rv

AV
i mozemy przepisa¢ wzoér na potencjal w jednostkach gdzie Q= Ry _ (m') oraz q=m'/m.
bezwymiarowych: Gm  2m(m+m/)
Q= 1 +q (7 _ r) T g+ 1r2(1 —?), Powierzchnie statego 2 sa zwane powierzchniami
r 1—2\r + 12 2 ekwipotencjalnymi, czyli powierzchniami Roche’a.
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‘Wktad do zagadnienia teorii ciasnych
ukladow podwojnych profesora Bohdana
Paczyriskiego (1940-2007), jednego

z najwybitniejszych astrofizykow na
$wiecie, byt fundamentalny w wielu
aspektach. W latach 60. sformulowal on
w serii prac teorie ewolucji gwiazd

w ciasnych ukladach podwojnych. Jako
pierwszy pokazal, ze utrata energii

w wyniku emisji fal grawitacyjnych przez
ciasny uklad moze mie¢ znaczacy wplyw
na jego ewolucje. Praca Paczynskiego,
opublikowana w 1967 roku, a wiec na
wiele lat przed odkryciem podwdjnego
pulsara PSR B1913+4-16, dotyczyta
ukladéow typu WZ Sge, czyli nowych
kartowatych; para taka w przyszlosci
stanie si¢ para dwoch biatych kartow,
gdzie promieniowanie grawitacyjne moze
by¢ znaczace.

Bohdan Paczyriski rozwinal znaczaco
teorie dyskéw akrecyjnych w zwartych
ukltadach podwdéjnych, badajac m.in.
spadek materii z wewnetrznego brzegu
dysku na obiekt zwarty i powstawanie
grubych dyskéow. Wprowadzit tez bardzo
doktladne formutly na warto$é¢ promienia
sfery Roche’a, dobrane dla duzego
zakresu mas obu skladnikow. Uzywajac
jedynie prostych zaleznosci fizycznych,
oszacowal tez z duza dokladnoscia masy
czarnych dziur i parametry ukladow
podwojnych Cygnus X-1 i LMC X-3.

stajac sie tzw. olbrzymem, ale nadal zagadka bytlo, ze olbrzym w tym uktadzie
ma mniejsza mase niz druga gwiazda, ktora jest nadal na ciagu gtéwnym. Stoi to
w sprzecznosci z teoria budowy gwiazd, zgodnie z ktorg gwiazda ewoluuje tym
szybciej, im wigksza jest jej masa.

Paradoks Algola mozna byto wyjasni¢ jedynie faktem utraty czesci masy przez
olbrzyma i pozyskania jej przez mniej zaawansowanego ewolucyjnie towarzysza.
Transfer 6w nastapit po tym, jak pierwotnie bardziej masywna gwiazda stala
sie olbrzymem, znacznie tez zwiekszajac swoj rozmiar w tym stadium ewolucji.
Wypehita wtedy swoja powierzchnie Roche’a, co spowodowalo utrate masy

w wyniku przeplywu materii przez wewnetrzny punkt Lagrange’a L, na gwiazde
poczatkowo mniej masywna. Uklad osiagnal obecny stan w wyniku tego
przeplywu.

Uktady potrozdzielone dostarczaja astrofizykom niezwykle ciekawych

i rozmaitych tematow badawczych. W szczegdlnosci mamy do czynienia

z roznymi rodzajami tych ukladéw w zaleznosci od tego, jaka gwiazda

jest sktadnik rozdzielony, czyli ten, ktory odbiera materie. Moze by¢ nim
gwiazda ciagu gléwnego, bialy karzel, gwiazda neutronowa albo czarna dziura.
W pierwszej sytuacji, jesli gwiazda jest masywna, to mamy do czynienia

ze wspomnianym wyzej uktadem typu Algol, a jesli jest to bialy karzel,
obserwujemy tzw. nowa kartowata.

W przypadku gwiazd neutronowych i czarnych dziur ich grawitacyjna energia
potencjalna jest ogromna. Obserwujemy wowczas rentgenowskie uktady
podwojne, w ktorych materia opadajaca w formie dysku akrecyjnego na obiekt
zwarty nagrzewa sie tak mocno, ze emituje wysokoenergetyczne promieniowanie.
Jego miejscem powstawania moze by¢ albo sam dysk, albo réwniez powierzchnia
gwiazdy, jesli jest to gwiazda neutronowa.

Mikrokwazar GRS 19154105 to przyktad ukladu pétrozdzielonego, w ktérym
sktadnikiem zwartym jest czarna dziura. Obiekt ten to jest wyjatkowy z szeregu
powodoéw. Jest to uklad z niestabilna akrecja, ktérego wybuch zaobserwowano
w 1992 roku. Zroédlo znacznie wowczas pojasniato w zakresie rentgenowskim,
ale zamiast przej$é z powrotem do stanu spokojnego po roku czy dwoch, tak
jak to ma miejsce w przypadku innych przejsciowych (czasowo aktywnych)
rentgenowskich uktadoéw, pozostato bardzo jasne do dzisiaj i nie wida¢, by
miato wkrotce przestaé¢ swieci¢. Tak dlugotrwata emisja jest zapewne zwiazana
z dlugim (jak na uklady z czarnymi dziurami) okresem orbitalnym, wynoszacym
34 dni. Rozmiar orbity jest znaczny, co wynika z prawa Keplera (zobacz wzory
w tekscie o modelu Roche’a na stronie 7), a otaczajacy czarng dziure dysk
akrecyjny ma podobnie duzy rozmiar. W zewnetrznej czesci takiego dysku mogto
sie zakumulowaé bardzo duzo masy przed wybuchem (zobacz klasyfikacja na
stronie obok).

Akrecji czesto towarzyszy wyrzucanie czesci spadajacej materii na zewnatrz

w postaci dwoch strug prostopadtych do ptaszczyzny dysku, czyli tzw. dzetow.
GRS 1915-+105 jest pierwszym gwiazdowym ukladem w naszej Galaktyce,

w ktérym zaobserwowano pozornie ponadswietlne predkosci dzetow (wezesniej
zjawisko to odnotowano w przypadku kwazaréow). Odkrycie to zostalo dokonane
w 1994 roku w zakresie radiowym. Taka pozornie nadswietlna predko$é¢ mozemy
obserwowac, jesli emitujacy radiowe promieniowanie dzet porusza sie pod
pewnym malym katem do linii widzenia, z predkoécia bliska predkosci $wiatta
(lecz oczywiscie ponizej tejze).

Obecna masa gwiazdy donora (czyli dajacego) w tym ukladzie wynosi okoto
0,3 masy Storica, natomiast masa czarnej dziury to 10 do 12 mas Stonca. Tak
mato masywny donor wypelnia swoja powierzchnie Roche’a dzieki temu, ze
jest olbrzymem, tj. gwiazda, ktéra zuzyta juz caly wodér w swoim jadrze.
Dalsze reakcje termojadrowe na powierzchni jadra tego olbrzyma prowadza do
powstania bardzo duzej otoczki (taki los czeka nasze Stonice za okolo 6 mld lat).

Mikrokwazar GRS 19154105 jest tez jednym z ukladow, gdzie obserwacje
rentgenowskie sugeruja, ze czarna dziura bardzo szybko rotuje. Jej moment
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pedu (spin) moze by¢ bliski maksymalnej mozliwej wartosci, dla ktorej
grawitacyjny horyzont zdarzen na réwniku rotuje z predkoscia swiatta. Wiedze
o rotacji czarnej dziury w uktadach rentgenowskich opieramy na dwdéch
metodach. W pierwszej interpretujemy obserwowane poszerzenie i asymetryczny
profil linii emisyjnej zelaza Ko (odpowiadajacej przejsciu elektronu

z powloki L na powloke K po jonizacji atomu, co daje lini¢ widmows, o energii
okoto 6,4 keV). Charakterystyczny profil tej linii emisyjnej jest skutkiem efektow
relatywistycznych w poblizu najciasniejszej stabilnej orbity wokét czarnej dziury.
Potozenie tej orbity zalezy od wartosci spinu czarnej dziury: wewnetrzna orbita
stabilna zmienia sie od 6 promieni grawitacyjnych dla nierotujacej czarnej dziury
do jednego promienia grawitacyjnego dla maksymalnie rotujacej. W drugiej
metodzie mierzymy ciagle widmo energetyczne dysku akrecyjnego w stanach,

w ktorych dysk ten siega do najbardziej wewnetrznej stabilnej orbity i emituje
promieniowanie ciata doskonale czarnego.

Mozliwe, ze czarna dziura wirowalta bardzo szybko od poczatku swojego
istnienia, czyli od czasu jej utworzenia w wyniku wybuchu supernowej, ale opinie
badaczy na temat szczegotow takiego wybuchu sg rozbiezne. Rozkrecenie czarnej
dziury juz po jej powstaniu jest rowniez trudne, gdyz wymagatoby co najmniej
dwukrotnego zwiekszenia jej masy poczatkowej. Poczatkowa masa gwiazdy
towarzyszacej musiataby wowczas wynosié co najmniej 5 mas Storica, a ponad 4
masy Stonica zostalyby przechwycone przez czarng dziure, aby mogto nastapic¢

jej rozkrecenie. Taki scenariusz wymaga jednak, by 100% materii gwiazdy
donora przepltyneto na czarna dziure, podczas gdy akrecja, szczegblnie przy

duzym jej tempie, jest zwykle potaczona z wyrzutem czesci materii na zewnatrz

(tworza sie wowezas dzety, ale rowniez tzw. wiatr dyskowy). Z kolei jesli za
bardzo zwiekszylibySmy w naszych rozwazaniach poczatkowa mase donora,
to jego ewolucja stataby sie zbyt szybka, aby mogta doprowadzi¢ do obecnie
obserwowanego stanu. Na zrozumienie wszystkich wlasnosci tego zagadkowego
uktadu przyjdzie nam zatem jeszcze poczekaé.

Klasyfikacja ukladéw rentgenowskich zawierajacych
czarne dziury

Ze wzgledu na mase gwiazdy donora uklady z czarnymi dziurami
dzielimy na masywne, czyli takie, gdzie masa donora jest wicksza
niz kilka mas Slonca, oraz matomasywne, o masie mniejszej niz
masa Stonca. W ukladach malomasywnych donorem jest gwiazda
ciggu gléwnego lub olbrzym, a w ukladach masywnych jest to
zwykle gwiazda zaawansowana ewolucyjnie typu nadolbrzyma.
Moze to by¢ réwniez masywna gwiazda ciagu gltéwnego.

W uktladzie podwéjnym z czarna dziura gwiazda masywna
najczesciej oddaje mase wskutek emisji wiatru gwiazdowego. Nie
zachodzi wiec przepltyw przez wewnetrzny punkt Lagrange’a L1,
charakterystyczny z kolei dla matomasywnych podwdéjnych
ukladow rentgenowskich.

Znamy jednak uklady masywne, w ktorych akreujacym obiektem
zwartym jest gwiazda neutronowa, a przeplyw masy zachodzi
mimo to przez wyplyw z powierzchni Roche’a. Sa to SMC X-1,
LMC X-4 (uktady zaobserwowane w Malym i Wielkim Obloku
Magellana) oraz Cen X-3. Ten ostatni znajduje sie w naszej
Galaktyce, a jego skladnik optyczny, nadolbrzym o masie okolo
20 mas Storica, zostal zidentyfikowany przez polskiego astronoma,
Wojciecha Krzeminskiego.

Nastepny wazny proponowany podzial to zréznicowanie ze
wzgledu na ciaglos¢ emisji rentgenowskiej. Prawie wszystkie
znane uklady z masywnym donorem i czarna dziura emituja

w sposob ciagly, a prawie wszystkie takie uktady z donorem

o malej masie przez wiekszosé czasu przebywaja w fazie spokojnej,
nie wykazujac znaczacej emisji, wybuchaja zas co kilka, kilkanascie
lub kilkadziesiat lat. Jest to zwigzane z niestabilnoscia akrecji na
zewnetrznym brzegu dysku akrecyjnego. Jezeli wodor jest w tym
obszarze neutralny, to akrecja zachodzi zaniedbywalnie wolno

i materia z przeplywu przez L; akumuluje sie¢ w dysku powoli.

W pewnym momencie jednak temperatura wzrasta na tyle, ze
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dziurami w poréwnaniu do rozmiaréow ukladu Stonce-Merkury
(lewy gorny rog). Czarne dziury znajduja si¢ w srodku swoich
dyskoéw akrecyjnych.

wodor ulega czeSciowej jonizacji. Nagromadzona materia spada
na czarng dziure w bardzo szybkim tempie, a zrédlo ,wybucha”.
Charakterystyczny czas trwania takiego wybuchu to okoto roku.




Rozwigzanie zadania F 909.
Zgodnie z prawem Faradaya spadek
napiecia na cewce
AD AT
Up=—-——=L—,
At At
gdzie A® /At — szybkos§¢ zmian
strumienia pola magnetycznego przez
cewke, AI/At — szybko$¢ zmian
natezenia pradu w cewce (At male).
Poniewaz prad w cewce ma rosnac
proporcjonalnie do czasu, napiecie Uy, nie
zmienia sie w czasie i w dowolnym
momencie wynosi Uy, = LI/t. Napiecie na
kondensatorze, ktore jest réwne napieciu
na cewce, takze pozostaje state i wynosi
Uo = g0 _ QU*(I’
C[) C
gdzie qo — poczatkowy ladunek na
kondensatorze, ¢ — tadunek, ktory
wyplynal z kondensatora w czasie t,
C-pojemnos$¢ kondensatora
w momencie t. Z réwnosci LI/t = qo/Co
dostajemy I = got/LCy. Ladunek, ktory
wyplynal z kondensatora w czasie t
wynosi

It qot?
q=Isrt = = —,
2 21Cy
gdzie I, — $rednia warto$¢ natezenia

pradu w czasie t. Z warunku statosci
napiecia na kondensatorze znajdujemy
szukana zalezno§é¢ pojemnosci od czas

q— g 1—¢2

C=0Col=% —co——.
q0 2LCo

Zauwazmy, ze wynik jest prawdziwy dla
q < qo-
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Redakcja Delty

Anioly, demony, fizyka
Krzysztof TURZYNSKI

Kiedy pewna dwudziestoletnia absolwentka zeriskiego kolegium Vassar wysylata
w 1948 roku podanie o przyjecie na studia doktoranckie na Uniwersytecie

w Princeton, nie robita sobie zapewne wielkich nadziei. Nic dziwnego,
réwnouprawnienie plci dotarto na ten szczebel edukacji dopiero w roku 1975.
Nie zniechecilo to naszej bohaterki, ktéra ostatecznie zdecydowala sie ksztatci¢
na Uniwersytetach Cornella i Georgetown pod kierunkiem takich tuzow
wspolczesne]j fizyki jak Hans Bethe, Richard Feynman czy George Gamow.

Po uzyskaniu stopnia naukowego Vera Rubin, bo o niej tu mowa, zostala
astronomem w Instytucie Carnegiego. Tam poznata Kenta Forda, konstruktora
niezwykle czutego spektrofotometru, czyli przyrzadu pozwalajacego rozdzielaé
Swiatto gwiazd na poszczegodlne kolory.

Kiedy zrédto zmiennych, ale powtarzalnych w czasie zaburzen, takich jak
Swiatlo (zaburzenie pola elektromagnetycznego) czy dzwiek (zaburzenie
cisnienia) oddala sie od obserwatora, obserwuje on zmniejszenie czestotliwosci
tych zaburzen w poréwnaniu z sytuacja, gdy zrodto jest nieruchome. Podobnie,
przyblizanie si¢ zrodta zaburzen do obserwatora prowadzi do zwigkszenia
czestotliwosci odbieranych przez niego zaburzeri. Zjawisko to nazywamy efektem
Dopplera. Gdy zrodlem jest gwiazda, wysylane przez nia $wiatto zawiera
pewien zakres czestotliwosci, wystepuja w nim jednak malerikie przerwy

(linie absorpcyjne) bedace skutkiem pochlaniania $wiatla przez materiat,

z ktorego gwiazda jest zbudowana. Poniewaz czestotliwosci linii absorpcyjnych
spoczywajacej gwiazdy sa dobrze okreslone, ich zwiekszenie badz zmniejszenie
bedzie $wiadczy¢ o ruchu gwiazdy. Oznacza to, ze mierzac zmiane czestotliwosci
linii absorpcyjnych, mozna wyznaczy¢ predkosé oddalania sie badz przyblizania
gwiazdy.

Majac dostep do odpowiednio czulego sprzetu, Vera Rubin rozpoczeta program
pomiaru predkodci, z jakimi gwiazdy w pobliskich galaktykach obiegaja ich
centra. Hipoteze badawcza, ktora testowala, da sie w uproszczeniu przedstawié
nastepujaco. Sadzac po intensywnosci Swiecenia galaktyk, mozna przypuscié,

ze w zasadzie cala ich masa skupiona jest w niewielkim (w galaktycznej

skali) centralnym zgrubieniu; oznaczmy jego mase przez M. Rozwazmy
pojedyncza gwiazde o masie m, obiegajaca to zgrubienie w sporej w poréwnaniu
z jego rozmiarami odlegtosci r. Sila grawitacji wywierana na te gwiazde

przez zgrubienie, rowna F, = GMm/r?, gdzie G jest newtonowska stala
grawitacyjna, powinna powodowaé jej jednostajny ruch po okregu, czyli stanowic¢
site dosrodkowa, okreslona wzorem F, = muv?/r, gdzie v jest predkoscia
gwiazdy. Poréwnanie tych dwoéch wyrazen prowadzi do wniosku, ze predkos$é¢ v
powinna byé odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z odleglosci r, a wiec

w szczegblnosci maleé przy zwickszajacej sie odleglosci gwiazdy od centralnego
zgrubienia. Uzyskiwane od lat 60. XX wieku pomiary Very Rubin przeczyly
tymczasem tej intuicji — predko$¢ stabilizowata si¢ na pewnym poziomie i wcale
nie my$lata spada¢ ze wzrostem 7.

Mijaly lata. Ilos¢ danych zgromadzonych przez Vere Rubin rosta, jej pomiary
zostaly powtorzone przez innych badaczy i srodowisko astronoméw uswiadomito
sobie, ze opisana wyzej niezgodnosé trzeba jako$ wyjasni¢. Przy okazji
przypomniano sobie o pewnych starych obserwacjach, ktére w chwili ich
opublikowania zostaly zlekcewazone. Ich autorem byt Fritz Zwicky, urodzony

w Warnie syn szwajcarskiego kupca; wystany do Zurychu w celu studiowania
prawa i handlu, dziedzin wiedzy potrzebnych do kontynuacji rodzinnego interesu,
poswiecil sie tymczasem zglebianiu matematyki i fizyki, po czym wyjechal do
Kalifornii, gdzie uzyskatl angaz w zespole Roberta Millikana. Ten ostatni byt juz
odkrywca elementarnego tadunku elektronu i laureatem Nagrody Nobla z fizyki;
wspoOlpracownicy robili sobie po cichu zarty z jego nazwiska, mowiac, ze jeden
kan to najmniejsza, niepodzielna ilos¢ skromnosci, jaka moze charakteryzowac
sie cztowiek. Zwicky potrafil wszakze o$wiadczy¢ swojemu pryncypatowi,
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Rozwigzanie zadania F 910.

Przy odbiciu dzwieku od muru kat
odbicia jest rowny katowi padania.
Mozemy wiec zastosowa¢ metode, ktora
znamy z analizy odbicia §wiatla od
zwierciadla plaskiego. Zamiast
rozpatrywac rzeczywiste polozenie zrodla
dzwieku i odbicie od muru —
rozpatrujemy sytuacje, w ktorej fikcyjne
zrédlo znajdowaloby sie po drugiej
stronie muru, w punkcie B, polozonym
symetrycznie wzgledem muru w stosunku
do rzeczywistego polozenia zrodla
(punkt A).

Jezeli t jest czasem, po ktorym
w punkcie C kierowca ustyszy echo, to
samochod przez ten czas przebedzie droge
x = vt, a dzwiek droge ct. Z trojkata
ABC mamy

2?2 = (2¢ + vtsin Q)2 + (vt cos a)z.
Podstawiajac @ = vt, dostajemy rownanie

2 .
((—2 — 1)302 — dzlsina — 4% = 0,
v

z ktoérego znajdujemy

ze nie mial on (znaczy sie, pryncypal) nigdy zadnego ciekawego pomystu

na fizyke i dopiero on (znaczy sie, Zwicky) mu pokaze. Millikan tolerowal
jakos wybryki swojego asystenta, trudno sie jednak dziwié, ze inni koledzy
traktowali Zwicky’ego jako lekko szalonego oryginata, co przektadalo sie takze
na odbior jego badan naukowych (ktorych zakres rozciagal sie od kosmologii
do konstrukeji silnikow odrzutowych). Dlatego pewnie nikt nie potraktowal
do$¢ powaznie uzyskanego przez Zwicky’ego w latach 30. XX wieku wyniku,
ze galaktyki w gromadzie obserwowanej w gwiazdozbiorze Warkocza Bereniki
nie poruszaja sie tak, jakby tego chciala grawitacja newtonowska wspomagana
dodatkowym, rozsadnym, zdawato sie, zalozeniem, ze rozktad intensywnosci
$wiecenia odzwierciedla rozklad masy.

Wyniki Rubin i Zwicky’ego swiadczyly o tym, ze jesli chciato sie uratowaé
wiare w newtonowska grawitacje (a doda¢ nalezy, ze efekty wynikajace z teorii
wzglednosci powinny by¢ w tym przypadku znikomo mate), nalezato przyjac,

ze w kosmosie znajduje sie jakas materia, ktora nie Swieci i nie pochlania
Swiatla, stanowiac jedynie dodatkowe zrodlo przyciagania grawitacyjnego.
Gdyby znajomos¢ klasycznej taciny czy greki nalezala jeszcze w owym czasie do
ogolnego wyksztalcenia, nadano by pewnie owej substancji jakas uczona nazwe,
a tak zaczeto moéwi¢ po prostu o ciemnej materii. Powolanie — na razie na
poziomie spekulacji — do zycia takiego bytu sprowokowalo astronomoéw i fizykow
do zadawania dalszych pytan o jego nature. Czy istnieja niezalezne od pomiardéw
predkosci gwiazd i galaktyk argumenty na rzecz istnienia ciemnej materii? Czy
odpowiednia jej ilos¢ mogla powstaé podczas ewolucji wszechswiata? Wreszcie,
czy datoby sie stanowiace ja czastki jako$ ,ztapa¢” w laboratorium i zbadac¢?

Na pierwsze z tych pytan mozna bylo po dziesigtkach lat badan udzielié¢
odpowiedzi twierdzacej. Okazuje sie bowiem, ze wlasnos$ci wypelniajacego
wszechswiat mikrofalowego promieniowania tta oraz rozktad we wszechswiecie
wielkich struktur, takich jak galaktyki czy gromady galaktyk, zgadzaja sie

z uzywanymi przez fizykow i kosmologéw modelami tylko pod warunkiem
uwzglednienia w nich sporej ilodci ciemnej zimnej materii, tj. nieoddzialujacych
ze Swiattem czastek poruszajacych sie wolno w poréwnaniu z predkoscia
Swiatla. Takze drugie pytanie doczekalo sie odpowiedzi twierdzacej, w tym
wypadku obudowanej dodatkowymi warunkami. Przypu$émy bowiem,

ze mozliwe sa procesy, w ktorych dwie czastki ciemnej materii o masach
poréwnywalnych z masami najciezszych znanych czastek, tj. kwarka top lub
bozonoéw W i Z, znikaja (anihiluja) i powstaja dwie znane czastki (na przyktad,
para elektron—pozyton), przy czym prawdopodobieristwo zachodzenia tych
procesow jest zblizone do prawdopodobieristwa zachodzenia jadrowych przemian
beta. Wowczas, w miare jak wszechswiat stygl i sie rozszerzal, spotkanie

dwoch czastek ciemnej materii, prowadzace do ich anihilacji, stawato sie

coraz mniej prawdopodobne, az w koncu procesy te praktycznie ustaty,

a ilo$¢ ciemnej materii ustabilizowata sie wlasnie na takim poziomie, jaki jest
potrzeby do wyjasnienia zaréwno obserwacji Rubin i Zwicky’ego, jak i wlasnosci
mikrofalowego promieniowania tla [1].

Jesli wyrazone wyzej przypuszczenia maja co$ wspolnego z rzeczywistoscia,
pozwala to na ostrozny optymizm w kwestii udzielenia odpowiedzi twierdzacej
na trzecie pytanie — skoro bowiem ciemna materia moze anihilowaé¢ w pare
czastka—antyczastka, to zgodnie z prawami mechaniki kwantowej moze sie
takze zderzaé z czastkami. Jak jednak wykry¢ takie zderzenia w laboratorium?
Przylatujaca z kosmosu czastka ciemnej materii mogtaby oddziata¢ z atomem
substancji wypelniajacej detektor i — pod warunkiem, ze bedzie to odpowiednia
substancja i odpowiedni detektor — zjonizowaé ten atom, uwalniajac swobodne
tadunki elektryczne, pobudzié¢ do $§wiecenia lub wprawié¢ w drgania zawierajaca
ten atom sie¢ krystaliczna. Trzeba jednak pamietaé, ze istnieje wiele czynnikow
utrudniajacych rozpoznanie takiego zjawiska: promieniowanie kosmiczne,

czyli przylatujace na Ziemie z kosmosu wysokoenergetyczne czastki zwyktej
materii oraz promieniowanie radioaktywne otoczenia detektora i materiatu
samego detektora. Z niedogodnosciami tymi mozna walczy¢, zakopujac
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Podsumowanie wtasnosci czastek ciemnej
materii zgodnych z wynikami cytowanych
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eksperymentow poszukujacych ciemnej

materii. Na osi poziomej zaznaczono mase
czastek ciemnej materii, na osi pionowej —

przekrdj czynny na oddzialywanie

z nukleonem,

ktory jest miarg

prawdopodobienstwa oddzialywania
czastki ciemnej materii ze ,zwykla”
materia. Zamkniete kontury ograniczaja
obszary dozwolone przez eksperymenty
DAMA /LIBRA, CoGeNT, CRESST-II
i CDMS-II. Linie ciagle oznaczone

SuperCDMS, XENON100 i LUX obrazuja

parametry wykluczone przez te
eksperymenty; obszar wykluczony
znajduje si¢ nad linig. Linia przerywana
obrazuje parametry wykluczone przez

nowsze wyniki eksperymentu CRESST-II.

Parametry zgodne z wynikami PAMELA
znajduja si¢ poza obszarem rysunku. Na
podstawie cytowanych prac.

Na tylnej stronie okltadki brakuje jednego

pokolorowania, ktére ma na jednej
przekatnej wierzchotki czerwone,
a na drugiej niebieski i czarny.

detektor glteboko pod ziemia, w szybie nieczynnej kopalni, obudowujac go
gruba oslona oraz stosujac wielostopniowy proces oczyszczania materiatu
detektora z radioaktywnych domieszek. Prowadzone przez naukowcow symulacje
wskazuja, ze przy wspolczesnych mozliwosciach technologicznych mozna liczy¢
na zbudowanie detektora dostatecznie czulego, by dalo sie w nim wykry¢ czastki
ciemnej materii pomimo wystepowania tla pochodzacego od innych czastek.

Co ciekawe, ruch obiegowy Ziemi wokét Stonica stanowi znaczng dodatkows,
pomoc dla towcoéw ciemnej materii. Storice obiega bowiem centrum naszej
Galaktyki z predkoscia okolo 220 km/s. Predkos¢ Ziemi, wynoszaca mniej wiecej
30 km/s, jest latem skierowana mniej wiecej zgodnie z tg predkoscia, zima

za$ — w strone przeciwna. Powoduje to, ze latem Ziemia ,przeciska sie” przez
ciemna materie z wieksza predkoscia niz zima i efekt tego powinien byé¢ mozliwy
do zaobserwowana jako roczna zmiennosé liczby oddziatywan czastek ciemnej
materii w detektorze.

Co na to eksperymentatorzy? Od 2001 roku zesp6t eksperymentu

DAMA /LIBRA konsekwentnie twierdzi, ze zliczenia blyskow swiatta

w wypeklionym jodkiem sodu (Nal) detektorze wykazuja odpowiednia modulacje
roczna wskazujaca na oddzialywania czastek ciemnej materii [2]. Zaufanie do
tych wynikow zmniejsza jednak fakt, ze badacze owi nie udostepnili ogotowi
fizykoéw swoich surowych danych, a zjawisk wystepujacych w cyklu rocznym
nawet zupelny laik bedzie w stanie wskazaé¢ niemato. W 2009 roku zespot
eksperymentu CoGeNT, uzywajacego wielkiej ,diody germanowej” do rejestracji
potencjalnych oddzialywan z ciemng materig rowniez oglosit [3] obserwacje
rocznej zmiennosci czestosci zliczen potencjalnych oddzialywan ciemnej materii —
okazalo sie, niestety, ze parametry czastek mogacych wywolywaé¢ odpowiedzi

w DAMA/LIBRA i CoGeNT musiatyby by¢ znaczaco inne. W 2011 roku
badacze uzywajacy detektora CRESST-II ogtosili podczas — o tempora! o mores!
— konferencji prasowej, ze takze zobaczyli w swoim detektorze, rejestrujacym
btyski §wiatta i drgania sieci krystalicznej, niewyjasnione oddzialywania,
najprawdopodobniej pochodzace od ciemnej materii [4]. Korzystnie wygladal
przy tym fakt, ze majac bardzo niewielkie tto w detektorze, nie musieli sie
odwolywaé¢ do obserwacji zmiennosci rocznej; problemem byto wszakze to,

ze ewentualna czastka ciemnej materii zgodna z wynikami doswiadczenia
musialaby mieé¢ wlasnosci jeszcze inne niz te wyjasniajace dwa poprzednie
eksperymenty. Trzy niewyjasnione oddzialywania zostaly tez zaobserwowane

w 2013 roku w eksperymencie CDMS-II, wykorzystujacym wielki krysztat
krzemu [5]; oczywiscie, wyniki byly w zasadzie niezgodne z dowolnym innym

z omoéwionych dotad eksperymentow. Cala sprawe zaciemnialo zas to, ze kilka
innych zespolow doswiadczalnych (w tym XENON100 i LUX) poszukujacych
oddzialywan czastek ciemnej materii nie zaobserwowalo [6, 7| praktycznie nic,
co wykluczalo wlasnosci czastek ciemnej materii zgodne z DAMA /LIBRA,
CoGeNT, CRESST-II lub CDMS-II.

Skoro oparte na prostym pomysle, wykonywane na Ziemi eksperymenty
doprowadzity do takiego pomieszania, nalezato zabraé sie za obserwacje
jakich$ innych proceséw z udziatem czastek ciemnej materii. Centrum

naszej Galaktyki jest zrédlem poteznych sit grawitacyjnych, ktore moga
efektywnie ,wylapywac¢” czastki ciemnej materii, co powinno prowadzi¢ do
zwiekszenia ich koncentracji w tym rejonie i wznowienia proceséw anihilacji,
w ktorych produkowane sa czastki antymaterii o energiach zblizonych do
energii spoczynkowej czastek ciemnej materii. Jesli udatoby sie dostrzec takie
czastki na tle antymaterii wytwarzanej przez pulsary i wybuchy supernowych —
a nie jest to tatwe, gdyz kierunek ruchu takich czastek jest co rusz zmieniany
przez niejednorodne pole magnetyczne naszej Galaktyki — mozna by mieé¢
dodatkowe informacje pozwalajace na rozstrzygniecie wynikéw ziemskich
eksperymentéw. W 2008 roku zespot satelitarnego detektora PAMELA
poinformowal o zaobserwowaniu w dochodzacym do Ziemi promieniowaniu
kosmicznym nadwyzki wysokoenergetycznych pozytonow, ktora mogtaby by¢
sladem po anihilacji ciemnej materii [§].
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(Po wystaniu wynikow do publikacji w prestizowym czasopi$mie ,Nature”,
badaczom zespolu PAMELA nie wolno byto ich przed publikacja udostepniaé
kolegom, ale nie mogli wytrzymaé¢: zdecydowali sie w koncu pokazaé je na
konferencji naukowej, ale nie przewidzieli, ze jeden ze stuchaczy ich wyktadu,
Alessandro Strumia przyjdzie z aparatem fotograficznym; nastepnego dnia
ukazala sie bazujaca na danych PAMELA praca [9] Cirellego i Strumii, ktory
zostal okrzykniety ,fizycznym paparazzo”.) Nie zdziwimy zapewne Czytelnikow,
stwierdzajac, ze wlasnosci czastek ciemnej materii niezbedne do wyjasnienia
obserwacji PAMELA byly calkiem inne niz te wywiedzione z omowionych
wcezesniej doswiadczen.

Dopiero w 2014 roku sytuacja zaczela sie nieco (?) wyjasnia¢. Ponowna analiza
danych z eksperymentu CoGeNT (np. [10]), wykonana niezaleznie przez

trzy zespoly naukowcow, wskazata na zanizenie btedéw systematycznych,

co doprowadzito do falszywie pozytywnych wnioskow. Analiza ulepszonego
eksperymentu SuperCDMS, uwzgledniajaca takze dane CDMS-II, wykluczyla
mozliwos¢é, ze obserwacje tego ostatniego detektora byly czyms wiecej niz
fluktuacja statystyczna [11]. Zespol eksperymentu CRESST-II zebral zas
dodatkowe dane w ulepszonej i lepiej oczyszczonej, ale mniejszej wersji
detektora [12], wykluczajac swoje wezesniejsze konkluzje. Pozostate konflikty
interpretacyjne nie zostaly, jak dotad, wyjasnione pomimo konstruowania

i projektowania kolejnych generacji detektorow. Starozytna chiniska klatwa ,,Obys
zyt w ciekawych czasach!” niewatpliwie odnosi sie dzi§ szczegdlnie do fizykow
zajmujacych sie poszukiwaniem ciemnej materii.

Redagugje Urszula PASTWA

M 1501. Na szachownicy 9 x 9 umieszczono 65 pionkéw, kazdy na innym polu.
Co minute kazdy pionek wykonuje ruch na pole sasiadujace bokiem z polem, na
ktorym sie znajduje, w taki sposob, ze kazde kolejne dwa ruchy pionka maja
prostopadle kierunki. Wykazaé¢, ze po pewnym czasie dwa pionki znajda sie na
jednym polu.

Rozwiazanie na str. 2

M 1502. Czy istnieje taka liczba a, ze jej suma cyfr w systemie dziesietnym jest
réwna 2016, a suma cyfr liczby a? jest réwna 201627
Rozwiazanie na str. 4

M 1503. Punkty A, B, C, D leza kolejno na okregu w w taki sposob, ze cieciwy
AC' i BD przecinaja sie pod katem prostym. Obliczyé¢ promieni r okregu w, jesli
cieciwy AB i CD maja odpowiednio dlugosci 6 i 8.

Rozwiazanie na str. 7

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 909. Okladki natadowanego kondensatora o pojemnosci Cy polaczono cewka
o indukcyjnoéci L. Jak nalezy zmniejsza¢ pojemnosé kondensatora w zaleznosci
od czasu, aby prad w obwodzie rést wprost proporcjonalnie do czasu?
Rozwiazanie na str. 10

F 910. Samochdd jedzie obok muru, oddalajac sie od niego pod katem a.

W momencie, gdy odleglosé pomiedzy murem i samochodem wynosita £,
kierowca zatrabit. Jaka odleglos¢ przejedzie samochdéd do momentu gdy kierowca
ustyszy echo? Predkos¢ dzwieku w powietrzu wynosi c.

Rozwiazanie na str. 11

13



Filmik demonstrujacy opisane w tekscie
doswiadczenie mozna odnalezé na stronie
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*uczenn V LO im. Ksiecia Jozefa
Poniatowskiego w Warszawie

e z gumy Bartosz SMOCZYNSKI*

Jak znalez¢ e na gitarze? Nawet poczatkujacy gitarzysta wie, ze przy
standardowym nastrojeniu wladnie taki dzwiek wydaja dwie skrajne struny.
My jednak bedziemy szuka¢ innego e, a mianowicie pewnej znanej i przydatnej
statej matematycznej. Powiedzmy, ze z jakiego§ powodu chcemy poddaé probie
wytrzymalo$é strun. W tym celu krecimy kotkiem do momentu, w ktérym
dlugos¢ nawinietej na niego czedci struny bedzie taka sama, jak dtugo$é czesci
nienawinietej. Pytanie brzmi: ilukrotnie w takim procesie musialaby rozciagnaé
sie struna? Aby udzieli¢ na nie odpowiedzi, rozwazymy analogiczna sytuacje,

w ktorej zamiast strun przygladamy sie gumie.

Uzbréjmy sie zatem w dlugi pas rozciagliwej gumy, ktorej jeden koniec
unieruchamiamy w poczatkowym punkcie zaczepienia O. Drugi koniec
wyposazamy w uchwyt, by dalo sie ja swobodnie rozciagaé. Potrzebna tez
bedzie powierzchnia (np. st61), na ktorej ktadziemy gume tak, aby mozna
byto wygodnie mierzyé¢ odlegtosci. Zwr6émy uwage, ze rozciaganie gumy nie
zmienia stosunku odleglogci miedzy umieszczonymi na niej punktami. Scislej, dla
pewnego punktu P, zaznaczonego na gumie, jesli d(t) oznacza jego odlegtosé od
punktu zaczepienia O w chwili ¢, a L(t) dtugo$¢ gumy, to zachodzi proporcja
(1) Z((ill)) = Z({Z)), dla dowolnych t1,t2 > 0.
Mozna wiec wprowadzi¢ wielkosé¢ ¢ = %, opisujaca umiejscowienie punktu
na gumie, niezalezng od rozciagniecia gumy. Rozniczkujac rownanie d = gL
wzgledem ¢, mozna otrzymaé wyrazenie na predkosé d punktu P
(2) d(t) = qL(t) = Z((?)L(t) =d(t)(In L(t))".
W odlegtosci 7 od O umiesémy teraz nad guma stykajacy sie z nia, swobodnie
obracajacy sie walec, ktorego os przytwierdzona jest do stolu. Rozciagajaca
sie pod nim guma bedzie powodowala jego obrét. Za pomoca wstegi materiatu
umieszczonej miedzy walcem a guma mozemy zmierzy¢ dlugo$é drogi, jaka
przebyl punkt dowolnie ustalony na obwodzie walca (rys. 2) i wielkos¢ te
oznaczymy przez Ax. Przyjmijmy, ze rozcigganie przebiega w przedziale
czasowym (to,t1). Okazuje sie, ze wygodnie bedzie obliczy¢ szukana wartosc,
zaczynajac od wyznaczenia predkosci v(t) przesuwania sie gumy pod walcem
w dowolnej chwili ¢. Z (2) mozna wywnioskowaé, ze
o(t) = r(In L(t))".
Aby wyznaczy¢ przesuniecie Az, pozostaje scatkowaé funkcje v(t) wzgledem
czasu w przedziale (g, t1), otrzymujac Az = rln (Ll/LO)7 gdzie Ly = L(tp)
i Ly = L(t1). Zapiszmy uzyskany wynik w postaci
Azx L1
(3) = In Iy
Pasek materialu mozemy teraz wyposazy¢ w skale, na ktorej za jednostke
przyjmujemy r. W ten sposéb odczytana tam niemianowana warto$é¢ x bedzie
wynosila %. Umie$émy tez w punkcie koncowym K wskaznik, ktorego
przesuniecie bedziemy mierzy¢ na drugiej skali, nierucilomej wzgledem O,
1

o jednostce L. Jej wskazanie D bedzie wiec wynosi¢ - (rys. 3). W ten sposob

zalezno$¢ (3) mozna uprosci¢ do postaci

r=InD czytez D =¢e".
Powyzszy zwiazek miedzy wskazaniami na skalach pozwala nam wiec na
doswiadczalne wyznaczenie liczby e (poprzez rozciaganie do chwili, gdy wartosé
na skali pierwszej wyniesie 1 i odezytanie wyniku na skali drugiej) lub, na
przyklad, In 2 (poprzez dwukrotne rozciagniecie gumy i odczytanie wyniku na
skali pierwszej).

Zaleznos$¢ (3) mozna rowniez wyznaczy¢ za pomoca mniej formalnego
rozumowania, ktore nie wymaga catkowania funkcji. Polézmy walec na koricu
gumy, a miedzy nim a poczatkiem gumy umiesémy w réwnych odstepach N
punktéw pomiarowych i oznaczmy je, zaczynajac od tego najblizej O, przez
a1,as,...,ay (rys. 4). Niech 7; bedzie momentem przejscia punktu a; pod
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walcem. Obrot walca Ax bedziemy wyznaczaé, sumujac sktadowe obroty dx;,
z ktorych kazdy mierzony jest od chwili 7,41 do chwili ;. Przez L; oznaczymy
dlugos¢ gumy w chwili 7;. Zauwazmy, ze dla wystarczajaco duzej liczby N
warto$é¢ dx; mozna przyblizyé przez LW Oczywiste jest, ze w chwili 7; miedzy
walcem i poczatkiem gumy znajduje sie ¢ punktéw pomiarowych, co z uwagi
na rownomierne rozmieszczenie punktow pomiarowych na gumie (rys. 5)

daje proporcje: i/N =~ Lg/L;. Jesli koricowa dlugos¢ gumy wyniosta Ly, to

: z powyzszej proporcji W.ynlka7 ze rozciaganie zakoriczyto si¢ w chwili ¢ = LNT?J'
! Wobec tego mozemy obliczyé
T as N N L. N Lo N 1
. (2
TES— D VT WIS SIS ol
o © i=IN7] i=IN72] i=|N72) i=|N 2]

.. . , . N .
W tym miejscu mozemy zastosowaé oszacowanie » ;" % ~ In N, skad wreszcie,
pomijajac znak czesci catkowite;j:

Axr = Ly lnN—lanL;O),

1
co jest rownowazne z (3).

Powstaje naturalne pytanie, czy nasze urzadzenie mozna ulepszy¢ w taki sposob,
by demonstrowalto dziatanie funkcji wyktadniczej dla argumentéw zespolonych.
Teoretycznie jest to mozliwe. Pas gumy zastepujemy kwadratowa, gumowa
plachta, unieruchomiona w jednym punkcie, wzgledem ktérego moze sie ona
obracac. Jej rozciaganie bedzie sie odbywaé rownomiernie w obu kierunkach,
rownolegtych do krawedzi ptachty. Takze pas materiatu uzywany do pomiaru
nalezy zamienié¢ na materiatlows ptachte. Obie skale uzupelniamy o o$ urojona,
a w miejscu walca umieszczamy kule dociskajaca material do gumy. Podczas
ruchéw gumy material ma sie przesuwaé, ale nie obraca¢. Zatdézmy, ze w wyniku
pewnego obrotu i rozciagniecia gumy znajdujacy sie na niej wskaznik zostal
przemieszczony do punktu z, a wynik odczytany na skali materiatowej wyniost x.
Wykorzystujac wczedniejsze rozwazania oraz fakt, ze obrot gumy o kat ¢
przekltada si¢ na zmiane odczytu na skali materiatowej o i@, mozna stwierdzic,
ze wowczas z = e*. Nasza konstrukcja w naturalny sposob rozszerza wiec
definicje funkcji wyktadniczej na zespolone argumenty. Niestety, jej wykonanie
w warunkach domowych nie wydaje sie mozliwe i nalezy ja rozpatrywaé raczej
w kategoriach doswiadczenia myslowego niz propozycji do samodzielnego

Mam nadzieje, ze niniejszym tekstem cho¢ na chwile wyprowadzitem e z krainy
matematycznych abstraktéw i przekonalem Czytelnika, ze nie trzeba wielkiego

e® = e e = |z|(cos o + ising)
i .
(cosp +isinp) = e'?
4 %,(0)
-1 0 1 ! wykonania.
1)
- \(l‘ =a+ip)
Rys. 7

Brzydka prawda

Wielo$cian wypuktly, ktérego $ciany sa jednakowymi
wielokgtami foremnymi, moze mie¢ Sciany trojkatne,
czworokatne lub pieciokatne. Ostatnie dwa przypadki

wysitku, aby samemu je ,upolowa¢” w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Poniewaz na dodatek w = w3 4+ w4 + ws, wiec wstawiajac
to do wzoru Eulera: w — k + s = 2, dla wygody
pomnozonego przez 6, otrzymujemy
6(wstws+ws)—3(Bws+4ws+5ws ) +2(3ws+4ws+5ws) = 12,
czyli

realizuja sie tylko w postaci szescianu i dwunastoscianu.
Pozostate trzy wielosciany foremne reprezentuja pierwszy
przypadek (czworoscian, oSmioscian i dwudziestoscian),
ale nie sg one jedynymi wielo$cianami wypuklymi,
ktorych $ciany sa tréjkatami rownobocznymi — np.
»gorna” i ,dolna” piatka Scian dwudziestoscianu sktada
sie na dziesiecioscian przypominajacy dysk.

Oznaczmy przez w liczbe wszystkich wierzchotkow wieloscianu,

w; — liczbe tych wierzcholkéw, w ktorych zbiega sie 4 Scian (oczywiscie
it =3, 4 lub 5), przez k liczbe krawedzi i przez s liczbe Scian.

Aby znalez¢ wszystkie takie wielo$ciany, mozna
rozumowaé tak:

3s = 2k = 3wz + 4wy + dws,

bo kazda $ciana ma trzy krawedzie, a kazda krawedz
nalezy do dwoch $cian, a takze taczy dwa wierzcholki.
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3ws + 2wy + ws = 12.

To rownanie ma 19 rozwigzan w liczbach naturalnych:
4,0,0; 3,1,1; 3,0,3; 2,3,0; 2,2,2; 2,1,4; 2,0,6; 1,4,1; 1,3,3;
1,2,5; 1,1,7; 1,0,9; 0,6,0; 0,5,2; 0,4,4; 0,3,6; 0,2,8; 0,1,10;
0,0,12.

Niestety, tylko osiem z nich (zaznaczone sa kolorem)
odpowiada wielo$cianowi wypuklemu (te grubsza
czcionka to foremne).

I tu jest miejsce na zwrot brzydka prawda: fakt ten nosi
dumng nazwe twierdzenie Freudenthala—van der
Waerdena, ale mimo naturalnej materii, jakiej dotyczy,
nie ma dotad naturalnego i eleganckiego dowodu.

Wiec moze ktorys z Czytelnikow?



*uczen XIV LO im. Polonii Belgijskiej
we Wroctawiu

Okrag dowpisany
Mieszko KOMISARCZYK*

Problem, ktory opisze, zostal zaproponowany przez Amerykanow
na LV Miedzynarodows Olimpiade Matematyczna, a jego tresé¢ brzmi
nastepujaco:

Zadanie 1. Dany jest trajkqgt ABC. Niech Q bedzie okregiem nan opisanym,
a I $rodkiem okregu wpisanego w ten trajkat. Prosta, przechodzgca przez I,
prostopadta do CI, przecina odcinek BC' i tuk BC' (niezawierajgcy punktu A)
okregu Q w punktach U oraz V. Niech prosta réwnolegta do Al, poprowadzona
przez U, przecina odcinek AV w punkcie X, a prosta réwnolegta do Al,
poprowadzona przez V , tnie odcinek AB w'Y . Oznaczmy kolejno przez W, Z
Srodki odcinkow AX, BC. Udowodnié, ze jezeli punkty I, X,Y sq wspdtliniowe,
to rowniez punkty W, 1,7 sq wspotliniowe.

Tres¢ tego zadania wyglada bardzo skomplikowanie. Poczyniono wiele zatozen,
ktore na pierwszy rzut oka trudno ze soba potaczy¢. Pokaze jednak, ze

to zadanie mozna rozwiaza¢ w bardzo elegancki sposob, uzywajac kilku
lematow zwiazanych z tzw. mixtilinear incircle. Jest to okrag, ktéory nie ma
fachowej nazwy po polsku, dlatego pozwole sobie zaproponowaé¢ dosé luzne
tltumaczenie tego terminu na okrqg dowpisany. Jego definicja jest nastepujaca:
okrag dowpisany do trojkata ABC' dla wierzchotka A jest to okrag styczny
wewnetrznie do okregu opisanego na ABC oraz styczny do prostych AB i AC.
Zaprezentuje 3 lematy, ktore przybliza nam jego wlasnosci.

Lemat 1. Dany jest trajkat ABC, okrqgg nan opisany ) oraz don dowpisany dla
wierzchotka A. Przez I oznaczmy Srodek okrequ wpisanego w ABC' i niech D, E
bedg punktami stycznosci okregu dowpisanego z bokami AB, AC. Wdéwczas I jest
Srodkiem odcinka DE.

Dowdd. Wykaze, ze punkty D, I, E sa wspotliniowe. Wtedy to, ze I jest
srodkiem odcinka DFE, bedzie wynikato z tego, ze AE = AD. Niech P bedzie
punktem stycznosci okregu dowpisanego z 2. Korzystajac z tezy zadania M1468
z Delty 9/15, otrzymujemy, ze PD i PE potowia tuki AB, AC, niezawierajace
kolejno C, B. Oznaczmy wiec §rodki tych tukéw przez Mi, M. Widzimy teraz,
ze C'M; jest dwusieczng X AC B, a BM, jest dwusieczng < ABC. To implikuje
wspotliniowos¢ punktéw My, I, C oraz M, I, B. Wspoétliniowos¢ D, I, E

jest teraz konsekwencja twierdzenia Pascala zastosowanego do sze$ciokata
ABM,PM,C. O

Lemat 2. Przyjmiymy oznaczenia z poprzedniego lematu. Przez M
oznaczmy drugi punkt przeciecia PI z Q. Wtedy M jest srodkiem tuku BC
zawierajgcego A.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci zatozmy, ze AB < AC (gdy AB = AC, teza lematu
jest trywialna, bo A = M). Musimy wykazaé, ze X BPM = xCPM. Zauwazmy,
ze

XBPM = xBPM; + <M PA+ xAPM,

xCPM = xCPMsy + xMsPM.
7 racji tego, ze AP jest zawarty w symedianie DPFE, a z poprzedniego lematu
wiemy, ze I jest srodkiem odcinka DE, mamy rownosé¢ <M PA = xMsPM
(o symedianach mozna przeczytac¢ wiecej w Delcie 2/2015 i 5/2015). Ponadto

*BPM; + xAPM = xMPA + xAPM = xM>PM + xAPM =
= xMyPA = xCPMs,,

co w polaczeniu z poprzedniag réwnoscia daje teze. (Il
Lemat 3. Ponownie przyjmijmy oznaczenia jok w poprzednich lematach.

Niech F bedzie punktem stycznosci okregu dopisanego do ABC' naprzeciw
wierzchotka A. Wynika sted, Ze XxCAF = X BAP.
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Dowdd. Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie A i promieniu v AB - AC
ztozong z symetria wzgledem dwusiecznej xBAC. Obrazem B w tym
przeksztalceniu jest C, czyli obraz C to B. Zatem () przechodzi na prosta

BC, a BC na . Widzimy wiec, ze okrag dowpisany przejdzie na wspomniany
okrag dopisany, skad wynika, ze obrazem P w tym przeksztalceniu jest F', co
implikuje, ze AP i AF sa symetryczne wzgledem dwusiecznej xBAC'. To juz jest
réwnowazne z teza lematu. (I

Do rozwiazania zadania przyda sie nam jeszcze pewien olimpijski fakt,
ktorego znajomos$é moze okazaé sie bardzo uzyteczna na réznych konkursach
matematycznych.

Lemat 4. Niech I bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkgt ABC),
a Z $rodkiem boku BC'. Punkt F jest punktem stycznosci okregu dopisanego
do ABC' do boku BC. Wéwczas odcinki AF oraz IZ sq réwnolegte.

Dowadd. Niech G bedzie punktem stycznosci okregu wpisanego do boku BC,

a H punktem przeciecia prostej AF z okregiem wpisanym (tym, ktory jest
blizej A). Rozwazmy jednoktadnosé o srodku w A, ktora przeksztalca okrag
dopisany do boku BC' trojkata ABC na okrag wpisany w ten trojkat. Prosta
BC, styczna w punkcie F' do okregu dopisanego, przechodzi pod dzialaniem tej
jednokltadno$ci na prosta styczna do okregu wpisanego w punkcie H, réwnolegta
do BC. W tej sytuacji HG jest srednica okregu wpisanego. Pozostaje zauwazyé,
ze CF = BG (Czytelnikom, ktorzy nie spotkali sie z ta rownoscia, pozostawiamy
ja jako sympatyczne zadanie), w zwiazku z czym Z jest $rodkiem F'G i dlatego
7z twierdzenia Talesa wynika AF || IZ. O

Przystapmy teraz z powyzszym arsenatem do rozwiazania naszego gtoéwnego
problemu. Przez %A, ¥ B, <C bede oznaczal kolejno katy przy wierzchotkach
A, B, C. Niech prosta VI przecina Q w M (réznym od V). Zauwazmy, ze
XAIC = 180° — (XA + xC) = 90° 4+ 3xB. Z kolei xMIC = 90° pociaga
za soba SXMITA = %{B, a poniewaz VY || Al, wiec %%:B =xYVI=<xYBI,
co oznacza, ze czworokat Y BV I mozemy wpisa¢ w okrag. Niech P = XU N AB.
W podobny sposéb pokazujemy, ze czworokat BUIP mozna wpisa¢ w okrag.
Laczac te spostrzezenia, otrzymujemy nastepujace zaleznosci:
XIUP = xIBP = <xIBU = <IPU, zatem PI = UI. Stosujac teraz twierdzenie
Talesa do katow /Y A1 <Y IV, dostajemy:

XrP Xy UV UX

TA Iy IV TA°
skad wynika, ze XP = UX, czyli X jest srodkiem PU. Mamy wiec
IX L PU || AI. Wynika stad, ze

90° — %@:A = ¥AYT = ¥BVI,

skad otrzymujemy, ze M jest srodkiem tuku BAC'. Na mocy lematu 2.
wiemy wiec, ze V jest punktem stycznosci okregu dowpisanego do ABC

dla wierzchotka A. Jezeli teraz przez F' oznaczymy punkt stycznosci okregu
dopisanego do ABC naprzeciw A z BC| to z lematu 3. dostaniemy, ze
XBAV = xCAF. Wynika stad, ze Al zawiera sie w dwusiecznej kata F'AV,
co w polaczeniu z tym, ze trojkat AIX jest prostokatny, pozwala prosto
wywnioskowaé, ze WI || AF. Z drugiej strony, na mocy lematu 4. dostajemy
I1Z || AF, tak wiec WT || IZ, co oczywiscie pociaga za soba teze zadania.

Czytelnikoéw zatrwozonych stopniem skomplikowania powyzszego rozumowania
pociesze tym, ze problem zostal uznany przez jury za najtrudniejszy

z geometrycznych. Wida¢, ze znajomosé faktéw dotyczacych okregu dowpisanego
byta kluczowym elementem naszego rozwigzania. Czytelnik Uwazny moze

sie zastanawiac¢, czy wspoltliniowos¢ punktow X, I,Y daje jakies konkretne
zaleznosci, ktore musi spetnia¢ ABC. Okazuje sie, ze istotnie jego boki spelniaja
zaleznosé 3AB = BC + AC. Wykazanie tego faktu pozostawiam Czytelnikom
Ambitnym jako olimpijskie ¢wiczenie.
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Krotki dowod twierdzenia Routha

Niech ABC bedzie dowolnym trojkatem, a P, @, R punktami lezacymi
odpowiednio na bokach BC, CA, AB (rys. 1). Przyjmijmy, ze D = BQ N CR,
E=CRNAP, F = AP N BQ oraz niech

BP _
PC

AR

cQ_ AR _
RB ~

04~ .

b, q,

Oznaczajac przez [F] pole figury F, mamy nastepujacy wzor
[DEF)

(pqr —1)?

[ABC]

znany pod nazwa twierdzenia Routha.

Pod nazwa twierdzenie Routha rozumie
sie na ogo6t dwie réwnosci: opisujaca pole
trojkata [DEF] (ktorej dowod znajduje
si¢ obok) i bardziej znana, opisujaca pole
trojkata [PQR], a mianowicie

[PQR] _ pgr +1

[ABC] ~ D+ DE+ 1)

Inaczej o calym twierdzeniu pisaliSmy
w Delcie 3/2012 1 6/2011.

Redakcja .
/ Talesa, uzyskujemy

1

A+p+p)A+q+qgr)1+r+71p)

Dowody tego wzoru, ktore mozna znalezé w dostepnej literaturze, uzywaja na
0g6! rachunku wektorowego lub geometrii analitycznej. Podamy tutaj krotki
geometryczny dowod tego twierdzenia.

Poprowadzmy przez punkt C prosta [ rownolegta do prostej AB. Niech ponadto
X =APNI, Y = BQNI, a takze S = CFNAB (rys. 2) Korzystajac z twierdzenia

PC  CQ CX CY XY XF CF

(*) p U BP QAT AB TAB_ AB  FA  FS’
Wobec tego
[ABC] CS CF 1 1+p+pq
ABF| FS T Fs - Tpte »

Analogicznie otrzymujemy
[ABC]  1+4q+qr

[ABC]  1+r+rp

[BCD] ~ ¢ o 1CAE) r
Stad ostatecznie obliczamy:
[DEF] [ABF] [BCD] [CAE]
[ABC] ~ = [ABC] [ABC] [ABC]

co konczy dowod.

p q r

:1— —_ —_ =
I+p+pg 1+qg+qr 1+r+rp

(pqr — 1)?
A+p+p))(I+q+qr)(d+r+rp)

Uwaga. Udowodniona tozsamosé (x) nosi nazwe twierdzenia van Aubela.

Polecamy bardzo trudne zadanie

W znakomitych 100 zadaniach Steinhausa jako zadanie
szesnaste znajdujemy:

Mamy dowolny trojkgt. Mozemy go oczywiscie przecigé
linig prostq tak, zZeby przepotowic¢ jego obwaod. Mozemy
nawet z gory przypisaé kierunek linii przecinajgcej. Gdy
zrobimy to dwa razy, uiywajgc dwu roznych kierunkow,
linie proste przetng sie w pewnym punkcie Q. Wtedy
przez punkt QQ wiodg dwie linie proste przepotawiajgce
obwad.

Czy istnieje punkt, przez ktory wiodq trzy takie linie?
Jesli tak, to jak go znalezé?

Odpowiedz jest zaskakujaca: przez kazdy punkt,
przez ktory przechodza dwie proste potowiace obwod,
przechodzi tez trzecia majaca te wlasnosc.
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A trudno$é¢ w znalezieniu odpowiedzi lezy w tym, ze
trzeba jakos scharakteryzowa¢ mozliwe polozenia
punktu @, o ktérym jest mowa w zadaniu — okazuje sie,
ze sa to punkty trojkata krzywoliniowego zawierajacego
w brzegu tuki trzech paraboli stycznych do dwoch
sposrod prostych zawierajacych boki trojkata.

Ciekawe jest to, ze wynik jest mocniejszy: przez kazdy
punkt trojkata przechodzi albo doktadnie jedna, albo
doktadnie trzy proste polowiace obwdd; to samo dotyczy
czworokata niebedacego réwnoleglobokiem (a jak jest dla
niego?).

Nie watpie, ze Czytelnik Ambitny podejmie to
wyzwanie.
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Dolnoslaskt
=

www.festiwal.wroc.pl

Dolnoslaski Festiwal Nauki jest impreza
popularnonaukowa organizowana co roku
we wrzesniu (Wroctaw) i pazdzierniku
(sesje wyjazdowe w Bystrzycy Klodzkiej,
Dzierzoniowie, Glogowie, Jeleniej Gorze,
Legnicy, Lubinie, Walbrzychu,
Zabkowicach Slaskich i Zgorzelcu).

Festiwal jest tworzony przez panstwowe
uczelnie wyzsze Wroclawia, dwa instytuty
Polskiej Akademii Nauk oraz stale
rosngce grono Wspodlorganizatorow.
Festiwal Nauki to wielka pigutka
edukacyjna, dzieki ktorej mozna
wystuchaé ciekawych wyktadow, wziac
udzial w dyskusjach z uczonymi, zwiedzac
na co dzien niedoste¢pne laboratoria

i warsztaty badawcze przyrodnikow,
lekarzy, inzynieréw, humanistow oraz
artystow.

Organizatorzy Festiwalu staraja sie, aby
nauka byla przyjazna i zrozumiala.

W atrakcyjny i przystepny sposéb
przedstawiaja problemy, ktore nauka
rozwiazuje, i korzysci, jakie z niej ptyna.
Nie unikaja przy tym spraw trudnych,

a podejmowane tematy sg czesto proba
odpowiedzi na wazne dylematy spoleczne.
Wydarzenie adresowane jest do
wszystkich interesujacych si¢ nauka,
kultura, sztuka, ciekawymi zjawiskami
otaczajacego nas swiata, bez wzgledu na
wiek czy poziom wyksztalcenia.

Wstep na wszystkie wydarzenia
organizowane w ramach Dolnoslaskiego
Festiwalu Nauki jest BEZPLATNY!

Zapraszamy!

Kto za, kto przeciw?

Polaryzacja opinii, kontrowersyjne i przeciwstawne opinie istnieja w humanistyce,
naukach spotecznych, polityce i politologii; a my pelni dobrej woli nazywamy

te dziedziny nauka, cho¢ metody naukowej nie stosuja i stosowac nie moga.
Inaczej w naukach Scistych — fizyce, chemii, biologii molekularnej: ogtaszaja
swoje osiagniecia w oparciu o sprawdzone dane, poddane obrébce statystycznej.
Tu hipotezy sa hipotezami, teorie teoriami. Niemniej jednak za coraz czestsze
zjawiska w naukach Scistych trzeba uznaé rosnace liczby przypadkéw sprzeciwu
wobec weryfikowanych teorii naukowych — zwykle odnoszacych si¢ w koncowym
wyniku do zycia spotecznego i politycznego.

Jednak okazuje sie, ze mozna, ignorujac fakty, oswiadczaé, ze ,to nie tak,

bo NIE”. To chytry sposob przeczenia faktom. Doswiadczalnicy wykonuja

wiele pomiarow (tym wiecej, im wazniejsze stawiaja pytanie), aby wykazac,

ze badane zjawiska sa realne i prawdziwe. Zmieniaja warunki, robia

dodatkowe eksperymenty kontrolne, sprawdzaja podejscia przeciwstawne.

Ale WSZYSTKICH mozliwych probkowan odkrycia nie moga wykonaé¢, wiec
oceniaja PRAWDOPODOBIENSTWO przyjetej hipotezy. Moga czekaé, az ktos
ja obali, nie na drodze zwyktej negacji, ale dostarczajac przeczacych hipotezie
danych (wystarczy jedna), uzyskanych metoda naukowa.

Kiedy wymyslono pierwsze doswiadczenia z zakresu inzynierii genetycznej
(1973), natychmiast po ich ogloszeniu zjawili sie tacy, ktorzy nie to, ze glosili
obawy (takie zastrzezenia zglaszali sami tworcy), tylko z gory wiedzieli, ze
zdarzy sie co§ strasznego, cos ztego nie do skontrolowania. Na ulicach pojawia
sie potwory, rozprzestrzenia sie nowe choroby. Zmienione genetycznie bakterie
wybija do nogi cata ludzkosé . ..

Nie bylo danych. Byto szerzenie niewiedzy i strachu (czesto wzajemnie sobie
towarzyszacych).

Co zrobili naukowcy? Sami opublikowali apel do wlasnego srodowiska,
proszac o kontrolowanie bezpieczenstwa biologicznego zwiazanego z kazda
nowa ,konstrukcja’ genowa. Mimo wysokich kosztow zbudowali laboratoria
zabezpieczone przed réznego stopnia potencjalnym zagrozeniem przez nowe
geny, nawet chroniace przed genami w wyzszym stopniu niz dotad stuzace do
badan wszelakich patogenéw wywolujacych nieuleczalne i §miertelne choroby.
Nie zakazujac inzynierii genowej, wybrano ,rozwiazanie B”: skoncentrowanie
do$wiadczen — o znaczeniu utylitarnym w duzej skali — na prostych organizmach
jednokomorkowych i rozwijanie genetyki organizméw wyzszych na poziomie
bezpiecznych badan podstawowych. Mineto juz ponad 40 lat takich
eksperymentow, stopniowo komplikowanych w tysiacach pracowni przez

setki tysiecy pracownikéw i nigdy nigdzie nie zdarzyto sie nic z przepowiedni
przeciwnikow wcezesnej ery inzynierii genetycznej. I ci zamilkli. Po kilku
latach pojawil sie dlugo oczekiwany pierwszy lek tej technologii i pierwsze
modyfikowane szczepy przemystowych drozdzy. Nie byto Armagedonu, byty
pozytki.

A ja w tych i kolejnych zdarzeniach tego typu widze powtarzajace sie dowody
na cywilizacyjne opdznienia mojego kraju. Protesty przeciw inzynierii odbyty
sie w Polsce kilka lat pézniej i byly do$¢ mizerne, choé¢ nie rozumiem dlaczego
ignorowano rezultaty debaty prowadzonej w krajach o wyzszym poziomie
naukowym. Do podobnego sporu wrociliémy pod hastem ,,GMO” na poczatku
lat osiemdziesiatych. Znowu nasze argumenty przeciw wynikom naukowym bytly
tej samej tresci i brzmialy tak samo jak w USA czy Francji, tylko ze w Polsce
gloszono je o kilka lat p6zniej. Tam juz rozwiazali pozorne kontrowersje, my
nadal bez podstaw rzeczowych — dyskutujemy.

A obecnie do Polski nadciagaja te same grozne w skutkach debaty, w swoim
czasie toczone w bardziej zaawansowanych naukowo krajach, co do oceny
szczepienn ochronnych. O tym waznym, wazniejszym od kwestionowania inzynierii
genetycznej problemie, opowiem nastepnym razem.

Magdalena FIKUS
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Rys. 1. Przyktadowa siec¢

dla n = 3, m = 2 o czasach przejazdu
a=1[7,2,5,6]1ib=1[5,3,7]. Optymalna
trasa o czasie 5+2+4+3+3+6 =19
zostala przedstawiona kolorowymi
strzatkami. Zauwazmy, ze na
skrzyzowaniu (1, 1) wybrany zostal
odcinek alei o czasie przejazdu 3, zamiast
ulicy o czasie przejazdu 2. Algorytm
zachtanny (strzaltki przerywane) znalaziby
trase o czasie 5+ 2+ 2+ 747 = 23.

Citey

A 4

bjtk

Rys. 2. Ilustracja do dowodu, ze przy
pewnych zalozeniach mozemy zablokowaé
ulice 1.

a; Aitlo Aiteg+Lg
by — > Z
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Rys. 3. Ilustracja dziatania algorytmu
zachlannego.

Informatyczny kacik olimpijski (96): Oblodzone drogi

W tym miesiagcu oméwimy zadanie Icy Roads z obozu w Petrozawodsku z roku 2013.
Sie¢ drogowa w miescie sktada sie z n + 1 pionowych ulic oraz m + 1 poziomych
alei. Chcemy jak najszybciej dostac sie ze skrzyzowania (0,0) do skrzyzowania

(n, m), pokonujac n + m odcinkéw drog. Niestety, drogi sa oblodzone i jezdzi sie

po nich do$¢ wolno: przejechanie jednego odcinka i-tej ulicy zajmuje czas a;, za$
przejechanie jednego odcinka j-tej alei zajmuje czas b;. Nalezy wyznaczy¢ najszybsza
trase przejazdu. Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowa sie¢ i wyjasniono, dlaczego
algorytm zachlanny, ktory na kazdym kolejnym skrzyzowaniu wybiera te ulice/aleje,
ktora ma mniejszy czas przejazdu, nie jest poprawny.

Pomimo prostego sformulowania, zadanie jest trudne i wymaga kilku pomystowych
obserwacji. Gléwna idea rozwiazania bedzie opiera¢ sie na sukcesywnym blokowaniu
tych ulic/alei, ktorymi nie optaca sie jezdzi¢. Na poczatek pokazemy, ze jesli jakas
ulica ¢ znajduje si¢ pomiedzy dwiema ulicami o mniejszych czasach przejazdu, to
mozna ja zablokowaé. Zalézmy, ze w pewnym optymalnym rozwigzaniu przejezdzamy
odcinkami tej ulicy pomiedzy alejami j oraz j + k (rys. 2). Niech i — ¢1 oraz i + {2 beda
numerami tych niezablokowanych jeszcze ulic, pomiedzy ktérymi znajduje sie ulica 7
(przy plerwszym czytaniu mozna przyjac¢ {1 = {2 = 1). Zgodnie z zalozeniem mamy
Qi—p; < Qi = Qitry. Czas przejazdu wynosi C; = bj - €1 +a; - k+bjyp - f2. Natomiast czasy
przejazdu, gdybysmy zamiast ulicy ¢ wybrali ulice 4 — ¢1 lub i + ¢2 wynosza odpowiednio
Cifgl = Qe * k+ bj+k . (Z1 +€2) oraz Ci+42 = bj . (El —‘réz) + Qiyo, k. Widaé¢ jednak, ze
co najmniej jedna z tych tras ma czas nie wiekszy niz optymalny:

min(Ci_gl,CHb) < min(bj, bj+k) . (61 + 62) + max(ai_gl,ai+42) -k <.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie, mozemy zablokowaé czesé ulic w miescie tak,
ze czasy przejazdu pozostalych beda tworzyé ciag unimodalny (najpierw beda maleé,
osiagajac minimum na pewnej ulicy i, a potem rosna¢). Zauwazmy, ze blokowanie
ulic powoduje, ze odleglosci miedzy kolejnymi niezablokowanymi ulicami moga sie
zwiekszaé (stad koniecznosé uwzglednienia wartosci ¢1 1 f2 w powyzszym dowodzie).
Caly argument mozemy niezaleznie zastosowaé do alei (ktore zatem tez beda tworzyc
ciag unimodalny, osiagajac minimum na pewnej alei j. ).

Druga obserwacja jest nastepujaca: optymalna trasa bedzie przechodzita przez
skrzyzowanie (i, j«) najtanszej ulicy z najtansza aleja. (Jesli tak nie jest, to
rozwazamy punkt przeciecia trasy z ulica i, oraz punkt przeciecia trasy z aleja j..
Przejscie pomiedzy tymi punktami po odcinkach ulicy i, oraz alei j,. nie pogorszy
rozwiazania.) Zatem mozemy nasz problem podzieli¢ na dwa niezalezne problemy
szukania trasy ze skrzyzowania (i, j.) do skrzyzowania (0,0) oraz trasy ze
skrzyzowania (i, j«) do skrzyzowania (n,m). Bez straty ogblnosci mozemy wiec
zalozy¢, ze ciagi a i b czasow przejazdu dla niezablokowanych ulic i alei sa rosnace.

Po6jdziemy jeszcze krok dalej i pokazemy silniejszy warunek na te ciagi, a mianowicie,

ze funkcje i — a; oraz i — b; dla niezablokowanych ulic/alei sa wypukte. Przez Aa;

oznaczmy Sredni przyrost czasu na odcinek od ulicy ¢ do nastepnej niezablokowanej

ulicy (analogicznie Ab; dla alei). Zatem dla rysunku 2 mamy (przy dodatkowym

zalozeniu, ze aleje j i j + k sa sasiednie):

a; — ai—g, Agy = Yitts — i _ bjtk — by

_— a; = ———— Ab; = ———.

4y Ly ’ k

Ponownie rozpisujac wzory na czasy przejazdu trasami Cj, Cs—g, i Ciye,, dostajemy, ze
07;741 < C; wtw. Abj < Aai,gl, C¢+g2 < C; wtw. Abj > Aa;.

Jesli Aa;—¢, = Aa;, to co najmniej jeden z powyzszych warunkow jest spelniony, wiec

min(Ci—¢,, Cite,) < C; 1 mozna zablokowa¢ i-ta ulice. Powtarzajac to rozumowanie,

powodujemy w koricu, ze ciagi Aa oraz Ab dla niezablokowanych ulic/alei sa rosnace.

Aai—el =

Pora na ostatnia obserwacje: na tak poblokowanej sieci
drogowej mozemy juz stosowaé algorytm zachlanny, tzn.
na kazdym skrzyzowaniu wybieraé te ulice/aleje, ktora

ma mniejszy wspolczynnik sredniego przyrostu czasu.

A konkretnie: bedac na skrzyzowaniu i-tej ulicy z j-ta aleja
wybieramy ulice, jesli Ab; < Aas, a aleje, jesli Ab; > Aas.
Dowdd poprawnosci tego algorytmu przeprowadzimy przez
indukcje po i + j. Dla ¢ + 7 = n 4+ m teza jest oczywista

(jestesmy na ostatnim skrzyzowaniu i nie mamy co wybierac).

Zalozmy zatem, ze algorytm zachlanny dziata poprawnie,
jesli startujemy z dowolnego skrzyzowania (', j') dla ktérego
i’ +j' > i+ j. Ponadto zalézmy (rys. 3), Ze jest spelnione
Ab; < Aa;, ale w rozwiazaniu optymalnym wybieramy aleje,
zatem jedziemy do skrzyzowania (i + f2,7). Z wypuklosci
mamy Aa; < Aaiye,, zatem tym bardziej jest spelnione
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Abj < Aaite,, wiec z zalozenia indukcyjnego wynika,

ze w drugim ruchu wybierzemy ulice, przesuwajac sie do
skrzyzowania (i + 2, j + k). Te dwa ruchy kosztowaly nas czas
O’ = by -ls + a1 - k. Jednakze rozwigzanie, w ktéorym dostajemy
sie do skrzyzowania (i+{2,j+k) najpierw jadac ulica, a potem
aleja, ma czas C”' = ag - k + b1 - £2. Nietrudno sie przekonaé,
ze warunek Ab; < Aa; jest réwnowazny temu, ze C” < C'.
To pokazuje, ze istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym
pierwszym ruchem jest wybér ulicy, co koiczy dowod.

Mysle, ze Czytelnicy, ktorzy przebrneli przez powyzszy opis

algorytmu nie beda mieli trudnosci, by zaimplementowaé¢ go
w optymalnej ztozonosci czasowej O(n + m).

Tomasz IDZIASZEK



11 czerwca 2016 r. zmarl nagle Henryk Pawlowski,

jeden z najwybitniejszych nauczycieli matematyki

w kraju. Wychowat wielu uczniéw, byt autorem
cenionych zbiorow zadan olimpijskich oraz podrecznikow
szkolnych. Prowadzit kotka matematyczne w Toruniu,
Poznaniu oraz Bydgoszczy, na ktore przyjezdzali
uczniowie z odleglych miejscowosci. Wielu Jego

uczniéw zdobyto najwyzsze nagrody w Olimpiadzie
Matematycznej, rowniez w Miedzynarodowej
Olimpiadzie Matematycznej.

Byt czltonkiem Komitetu Gléwnego OM od 43 OM do 54 OM, czyli od 1991 do 2003 r.
Pozniej, nie bedac juz czlonkiem KG OM, wspolpracowal z KG. Dostarczal tez
zadania na OM od wielu lat (ostatnio w tym roku szkolnym); wiele z nich uczniowie
rozwiazywali w czasie zawodow. Liczni cztonkowie KG bardzo cenili Jego uwagi

na temat zadan i przebiegu olimpiad.

Wspottworzyt Olimpiade Matematyczna Gimnazjalistéw, od poczatku jej istnienia
kierowal komitetem okregowym w Toruniu. Zapewnial wysoki poziom sprawdzania
prac uczestnikow tych zawodow.

Byt jednym z organizatoréw 10 Malych Olimpiad Matematycznych, w ktorych
uczestniczyli uczniowie szkoét srednich z wielu miejscowosci w Polsce. Dla mlodych
ludzi byt to nie tylko doskonaly trening przed zawodami Olimpiady Matematycznej, ale
tez znakomita okazja do nawiazania kontaktow z réwiesnikami dzielacymi te sama
matematyczna pasje. Wielu z nich zostalo laureatami Olimpiady Matematycznej

i Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Henryk Pawlowski organizowal tez
lokalne zawody matematyczne w Toruniu i okolicach.

Jako nauczyciel i wychowawca zachecal swych uczniéw do myslenia zadawanymi
pytaniami oraz odpowiednio dobieranymi zadaniami. Widzial sens w rozwiazywaniu
zadan trudnych. Wiedzial, ze nauczyciel powinien stawia¢ przed uczniem problemy
na granicy jego mozliwosci.

Chodzito Mu przede wszystkim o intelektualny rozwoj
uczniéw, bo doskonale rozumiatl, ze dobre wyniki

na egzaminach sa rzecza wtorna i naturalng konsekwencja
glebszych przemyslen.

Ksiazki Henryka z r6znymi zadaniami z olimpiad staty sie
juz klasyka wéréd os6b powaznie myslacych o uczestnictwie
w takich zawodach — dzi§ juz trudno wyobrazié¢ sobie
przygotowania do olimpiady matematycznej bez nich.
Podreczniki dla licedéw, ktore napisal, wyrdzniaja sie sposrod
innych tym, ze sa w nich pelne dowody twierdzen, zadania,
ktorych rozwiazanie dostarcza zdolnym uczniom satysfakcji.
Autor omawia w nich wiele twierdzeni z elementarnej
matematyki, ktore nie sa przewidziane podstawa programowsa,
jednak sa interesujace, wiec uczniowie zainteresowani
matematyka maja nad czym pracowaé. Ci, ktorzy z nich
korzystaja, sa na og6l znacznie lepiej przygotowani do
studiowania niz uczniowie uzywajacy ksiazek napisanych
zgodnie z panujaca moda na minimalizm.

Wielokrotnie rozmawialiSmy o zadaniach. Jedna taka krotka
i w miare niedawng rozmowe chciatbym tu opowiedzieé.
Henryk powiedzial mi, ze na jakiej$ probnej maturze
pojawilo sie nastepujace zadanie: Dowiesé, ze jesli ramiona
BC i DA trapezu ABCD lezqg na prostych prostopadtych, to
AC? + BD? = AB* + BD?. Zostalo szybko rozwigzane. Mniej
wiecej tak. Zalézmy, ze AB > CD. Jesli E jest punktem
przeciecia prostych AD i BC, to

AC? + BD? = AE* + EC? + BE? + ED? =
= (AE® + BE?) + (EC? + ED*) = AB*> + CD?.
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Zadanie rozwigzane. I co dalej zrobit Henryk w czasie lekcji,
ktorej czesé¢ poswiecit temu zadaniu? Ano zapytal swych
ucznioéw, w ktérym miejscu skorzystali z rownolegtosci
bokéw AB i CD. Poniewaz nie skorzystali w zadnym
miejscu, wiec okazalo sie, ze twierdzenie jest prawdziwe

dla kazdego czworokata. I to jeszcze nie byt koniec. Padto
pytanie o odwrécenie twierdzenia. Okazalo sie, ze mozna
odwrdcié. Pisze o tym, bo bardzo mi sie to podejscie

do zadania podoba. Ale i tak zadalem — po jakims czasie —
pytanie: a gdzie korzysta sie z tego, ze punkty A, B,C, D leza
w jednej plaszczyznie? Niby korzysta sie, méwiac o przecieciu
prostych AD i BC. No dobrze, ale po co? Przeciez mozna
napisaé, ze proste AD i BC' sa prostopadle (rowniez wtedy,
gdy sa skosne) wtedy i tylko wtedy, gdy (A— D)-(B—C) =0,
kropka oznacza iloczyn skalarny. Te rownos¢ mozna przepisaé
w postaci A-B+C-D = B-D+ A-C. Réwnosé, ktoérg nalezalo
dowies¢, ma postaé (A—C)?+(B—D)* = (A— B)?>+(B—D)?,
podnoszenie do kwadratu polega na mnozeniu skalarnym
wektora przez siebie. Ostatnia rownosc¢ jest rownowazna temu,
7e A-C+B-D = A-B+ B- D, wiec wywnioskowanej
poprzednio z zalozenia. Co wiecej, w ostatniej wersji dowod
geometryczny zaczyna juz czegos od ucznia wymagac.

Tu algebra jest rzeczywiscie pomocna. A moze Czytelnicy
zechca rozwiazaé ostatnia wersje zadania bez algebry?

Odszed! jeden z najlepszych nauczycieli matematyki

w Polsce. Henryk Pawlowski na dlugo pozostanie

w pamieci wielu swych uczniow, czytelnikow swych ksiazek,
wspotpracownikéw i kolegow.

Michat KRYCH
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Klub 44

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kornca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe o0sob,
ktore nadestaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2016
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé zadan:

616. Uktad zlozony z dwoch jednakowych plytek o masach m potaczonych niewazka sprezyna

o wspotczynniku sprezystosci k, znajduje sie w stanie rownowagi (rys. 1). Goérng plytke nacisnieto
7 tak, ze opudcila sie ona o x, a nastepnie puszczono. Na jaka maksymalna wysokosé podniost sie

srodek masy ukladu?

Rys. 1
617. Na zewnatrz powierzchni walcowej o promieniu r warto$¢ wektora indukcji pola magnetycznego
roénie liniowo w czasie: By = «t. Linie pola magnetycznego sa rownolegle do osi walca (rys. 2). Jak
musi zmieniaé si¢ w czasie wartos¢ jednorodnego pola magnetycznego wewnatrz tej powierzchni, aby
elektron poruszal si¢ po okregu o promieniu R > r? W chwili ¢ = 0 elektron spoczywa.

616. Ciagla linia na rysunku 3 oznacza polozenie rownowagi — sprezyna jest
Scisnieta o mg/k. Dolna plytka oderwie sie od podloza, gdy sita F' powodujaca
dodatkowe $cisniecie sprezyny o x bedzie wicksza od ciezaru uktadu, czyli
spelniony bedzie warunek = > 2mg/k. W chwili oderwania sprezyna bedzie
wydtuzona o y = mg/k. Predkos¢ v gornej plytki w chwili oderwania dolnej
znajdujemy z zasady zachowania energii:

kx?  mo? ky? ) m
21 :T+2mg(gc1+y)+%7 gdz1ex1:7g+w

Stad

_______________ ? 5  ka?
Ve = — —
Y m k

Predkosé srodka masy uktadu w momencie oderwania to V' = v/2. Po oderwaniu
srodek masy porusza si¢ ruchem jednostajnie op6éznionym i wznosi sie na
wysokos¢

Y I V2 kx? mg

29 8mg 2k’
Wysoko$é, na jaka wzniesie sie §rodek masy uktadu od chwili rozpoczecia
ruchu, wynosi H = h + (z1 + y)/2. Jesli x < 2mg/k, dolna plytka pozostaje
w spoczynku, a gérna porusza sie ruchem harmonicznym wokoét potozenia
rownowagi z amplituda =, czyli wznosi si¢ na maksymalna wysokos$¢ 2z. Zatem
odpowiedz na postawione pytanie jest nastepujaca: maksymalna wysokosé, na
jaka wzniesie sie srodek masy uktadu, dana jest wzorem:

4mg?

Rys. 3

2

H:x<1+kfﬂ>+mg
dmg

617. Szukane pole magnetyczne ma linie réwnolegle

do By , poniewaz wewnatrz powierzchni walcowe;j

nie plynie zaden prad. Jezeli elektron porusza sie po
okregu o promieniu R i ma w danej chwili predko$é v, to
dziatajaca na niego sila dosrodkowa jest sita Lorentza:
mv? /R = evBy, zatem jego predko$é v = eRat/m rosnie
liniowo w czasie. Predko$¢ te uzyskuje elektron dzieki
sile elektrycznej Fp = ma = eRa. Wektor natezenia pola

elektrycznego o dltugosci F = aR jest styczny do okregu.

7 prawa Maxwella wiemy, ze krazenie pola elektrycznego
wzdhuz okregu o promieniu R ma warto$¢ bezwzgledna

|Adp, + Adp, |
At ’
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2mg

mg
d .
gdy r > ——;

H=uz, gdy z < 27

gdzie Agp, = maAt (R? —r?) jest zmiang w czasie At
strumienia pola By przez powierzchnie objeta okregiem,
A¢p, jest zmiang strumienia szukanego pola Bj.
Poniewaz E nie zalezy od czasu, B; musi by¢ liniowsa,
funkcja czasu:

B, = Bta

2k’

A¢p, = mr’BAL.

Wartos$é szukanego pola magnetycznego dana jest
wzorem:
at (R? 4 r?)
By = 5
r

zwrot linii pola magnetycznego jest zgodny z By.



Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
713 (WT = 3,51) i 714 (WT = 1,20)
z numeru 1/2016

Stanistaw Bednarek  Lodz 44,55
Grzegorz Karpowicz ~ Wrocltaw 42,77
Janusz Fiett Warszawa 42,24
Pawel Kubit Krakow 38,74
Marek Gatecki USA 37,76
Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,29
Witold Bednarek Lodz 33,95
Janusz Olszewski Warszawa 33,36

Stanistaw Bednarek — to juz 44 po raz
drugi.

Rozwiagzania zadann z matematyki z numeru 4/2016
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

719. Czternascioro ludzi prezentowalo swoje umiejetnosci w serii wystepow (TV-show?);

w pojedynczym wystepie mogla uczestniczy¢ dowolna liczba osob. Byto to siedem par malzenskich —
ale malzonkowie nigdy nie wystapili razem. Za to kazda inna para oséb (dowolnej plci) uczestniczyla
jednoczesnie w dokladnie jednym wystepie. Wiadomo ponadto, ze pewna osoba uczestniczyta

w dokladnie dwoch wystepach. Jaka jest minimalna liczba wystepow, przy ktorej te warunki mogty
byé spelnione?

720. Dla ustalonej liczby naturalnej n > 1 znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista s taka, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej @ spelniona jest nieréwnosé

(@ — 1D + (24 1)*" < 2(2? + )",

719. Niech Ag bedzie ta osoba, ktora uczestniczyta w doktadnie dwoch
wystepach. Przyjmijmy, ze to pani; jej maz otrzymuje oznaczenie By. Pozostale
pary malzonkow: (A4;,B;);i=1,...,6. W jednym swoim wystepie pani A
musiala sie pokaza¢ w towarzystwie potowy tych ludzi; w drugim — z pozostala
polowa. Ustalmy oznaczenia tak, ze w jednym z tych wystepéw uczestniczyty
osoby Ag, A1,...,Ag, a w drugim Ay, By, ..., Bg. I znow, bez straty ogoélnosci,
mozemy przyjaé (dla wygody jezyka), ze osoby A; to panie, a B; panowie

(w kontekscie tego zadania szybka zmiana plci to nie problem).

W kazdym z pozostatych wystepéw mogly uczestniczyé, oprécz pana By, co
najwyzej dwie osoby — bo gdyby wiecej, to bylyby/byliby wsrod nich dwie panie
lub dwaj panowie; a przeciez one/oni juz sie pokazali wspoélnie, wraz z pania Ay.

Kazda para (A;, Bj), gdzie ¢, > 1, i # j, musiala raz wspolnie wystapi¢; i byly
to rozne wystepy. Jest 30 takich par. Uwzgledniajac dwa wystepy z udzialem
pani Ag, widzimy, ze liczba wystepow musiala wynie$é¢ co najmniej 32.

Czy realizacja tej wartosci jest wykonalna? Trzeba zapewni¢ panu By wspoélne
uczestnictwo z kazda osoba poza pania Ag. Uzyskamy to, dotaczajac go (na
przyklad) do par (AlaBQ)v (AQ’B1)> (A3aB4)’ (A43B3)a (A5vBG)a (AﬁvB5)'
Zostana przez to spelnione wszystkie wymagane warunki. Tak wiec szukane
minimum wynosi 32.

720. Oznaczmy przez Ls(x) oraz Ps(x) lewa oraz prawa Teza indukcyjna (ci41 > 0) ma analogiczna postaé, z k

strone napisanej nieréwnosci. Poniewaz

" /2
Ly(z) = 22 (2Z> m2n_2k,
k=0

zastapionym przez k + 1. Piszemy wiec to wyrazenie
i zaczynamy je przeksztalcac:

~1
2 .
" /n (kn1)<2kn2) s =
Py(z) =2 Z (k) g2k gk + +
k=0

zatem potowa ich réznicy to wielomian parzysty

zmiennej x (z parametrem s)
Py(z) — Ly(x) _
2
o wspotczynnikach

k) k+1 \2k 2n — 2k)(2n — 2k — 1)

n\ /2n\ ! & 2k +1
. sh.
122" e L o2+ ey k) \2k 2n—2k—1

stad i z zalozenia indukcyjnego,

n 2n

Ck(k>sk<2k>, k=1,....n. ( " >< on >—1 . %1 y
Aby ten wielomian przyjmowal wylacznie wartosci k+1)\2k+2) ° Tom—2k-1"7
nieujemne, musi by¢ spelniony warunek ¢; > 0, czyli (2k+1)(2n —1)
ns—n(2n—1) >0, czyli s > 2n — 1. >m L,
Pokazemy, ze jest to jednoczesnie warunek dostateczny. i mamy teze indukcyjna. Tak wiec ¢, > 0 dla
Wystarczy wykazaé, ze jesli s > 2n — 1, to wszystkie k=1,...,n, wobec czego Pi(x) — Ly(x) >0 dla
wspotezynniki ¢ sa nieujemne. Indukcja: baza (c; > 0)  wszystkich z € R.
juz gotowa. Ustalmy k£ > 1 i przyjmijmy zalozenie
indukcyjne ¢ > 0, czyli Otrzymalismy odpowiedZ: najmniejsza warto$é

n\ /2n\ ! k parametru s, dla ktorej Ps(z) > Ls(z) (dla z € R),
(k) (2k> st =21 wynosi s =2n — 1.

23

:<n) n—k (2n)‘1'( (k+1)(2k+2) gy _



Prosto z nieba: Nowy rekord teleskopu Hubble’a

Stynny teleskop kosmiczny Hubble’a agencji kosmicznych
NASA i ESA, ktory w 1990 roku zostal umieszczony na
niskiej orbicie okotoziemskiej 540 km nad powierzchnia
Ziemi, wciaz dziala i, co wiecej, jest w dobrej formie.
Niskie orbity okoloziemskie znajduja sie¢ pomiedzy powierzchnia Ziemi
a pasami van Allena (obszarami magnetosfery ziemskiej, w ktérych
wystepujg naladowane czastki o duzej energii), czyli w odlegtosciach od
200 do 2000 km nad Ziemia.

Hubble obserwuje Kosmos w nadfiolecie, $wietle
widzialnym i podczerwieni. Obserwacje te czesto
wykorzystuje sie do pomiaréw odleglosci, uzywajac
réznych metod, np. mierzac przesuniecie ku czerwieni
fotonow. Niedawno miedzynarodowy zespotl teleskopu
Hubble’a zarejestrowat swiatto pochodzace od rekordowo
odleglej galaktyki. Uzywajac danych z kamery Hubble’a
WFC3 (Wide Field Camera 3), roztozono obraz
galaktyki nazwanej GN-z11 na skladowe kolory, co
pozwolito na pomiar jasnoéci w réznych barwach, a co za
tym idzie, na obserwacje widma, czyli spektroskopowy
pomiar odlegtosci. Galaktyka GN-z11 istniala juz

400 milionéw lat po Wielkim Wybuchu i, jak na tak
wezesny moment w zyciu Wszech$wiata, jest (byta?)

Niebo w sierpniu

Sierpieni jest doskonalym miesiacem do prowadzenia
obserwacji spadajacych gwiazd. Najbardziej
spektakularny deszcz meteoréw zapewnia znane i lubiane
Perseidy, ktorych mozna wypatrywaé od 17 do 24 VIII,
a ich maksimum przypada na 12 VIII. R6j ten znany jest
juz od starozytnosci. Charakteryzuja go biate meteory,
ktoére mozna obserwowaé w grupach po 5-15 obiektow
w odstepach 2-3 minut. Perseidy maja swoj radiant dla
rektascensji 3,2 h i deklinacji +58° i mozna ich szukaé
w okolicach gwiazdy n Persei na tle gwiazdozbioru
Perseusza, a ich spodziewana aktywnosé ksztaltuje sie
na poziomie 150 meteoré6w na godzine. Roj ten jest
zwiazany z kometa 109P /Swift Tuttle, odkryta w XIX
wieku i majaca okres obiegu 133 lat.

Mniej znanym rojem o nieco mniejszej aktywnosci
(okoto 6 meteoréw na godzine) sa o Aurigidy zwiazane
z kometa C/1911 N1 Kiess, charakteryzujace sie
szybkimi meteorami poruszajacymi sie z predkosciami
okoto 66 km/s. Ich aktywnos¢ przypada na przetom
sierpnia i wrzesnia (28 VIIT-5 IX), a maksimum na
ostatni dzien wakacji, 31 VIII. Radiant tego roju
wystepuje dla rektascensji 6,1 h i deklinacji +39°,

a szukac ich mozna na tle gwiazdozbioru Woznicy.

Tym, ktorzy maja szanse przebywaé w sierpniu

na potkuli potudniowej polecamy takze jeden

z najbogatszych strumieni nieba potudniowego:
potudniowe § Akwarydy. Aktywnosé tego roju
przypada od 12 VII do 23 VIII, ma on radiant

o rektascensji 22,6 h i deklinacji —16° i mozna go
znalez¢ w gwiazdozbiorze Wodnika. Cho¢ szacowana
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bardzo jasnym obiektem. Przesuniecie ku czerwieni
wynosi z = 11,1, co jest praktycznie limitem zdolnosci
obserwacyjnych teleskopu Hubble’a; poprzedni rekord
nalezal do galaktyki EGSY8p7, ktorej przesuniecie
ku czerwieni wynosi 8,68. Na szczescie wiekszy
i technologicznie bardziej zaawansowany kosmiczny
teleskop Jamesa Webba, ktory zastapi wystuzonego
Hubble’a, zostanie umieszczony na orbicie w najblizszych
latach. Odlegtos¢ do GN-z11 starano sie okresli¢ juz
wezesniej podczas wspolnych obserwacji teleskopow
Hubble’a i Spitzera. Dzieki nim wiadomo, ze galaktyka
ta jest 20 razy mniejsza od Drogi Mlecznej, jednak
tempo powstawania gwiazd jest w niej 20 razy wicksze.
Odkrycie galaktyki tak sumiennie produkujacej gwiazdy
juz w 200-300 milionéw lat po zakoniczeniu ,wiekdw
ciemnych” intryguje badaczy wczesnego Wszechswiata —
wczesniej uwazano, ze obiekty takie jak GN-z11 nie maja
prawa istnie¢ tak wczesnie. Wspomniany wczesniej
teleskop Webba z pewnoscig odkryje duzo wiecej
podobnych ciekawostek.

Michat BEJGER

aktywnosé tego deszczu wynosi okoto 16 meteoréw na
godzine, to w latach 30. XX wieku przekroczyta 30
obiektow na godzine, a poltudniowe § Akwarydy znane
byly w Chinach juz w 714 roku p.n.e.

Kto lubi bliskie spotkania planet Uktadu Stonecznego,
powinien spojrze¢ w niebo 27 VIII, kiedy Wenus
znajdzie sie jedynie 0,06° od Jowisza. W obserwacjach
nie powinna przeszkadzaé¢ pelnia, ktora przypada

na 18 VIII. Zjawisko bedzie mozna zaobserwowac

w godzinach wieczornych, patrzac w kierunku
zachodniego nieba. Ponadto 4 VIII warto zwrocié
uwage na Merkurego, ktory znajdzie sie 0,6° w kierunku
poétnocnym od Ksiezyca, czy 6 VIII, kiedy to Jowisz
znajdzie si¢ zaledwie 0,2° w kierunku potnocnym od
Ksiezyca. Nasz naturalny satelita bedzie wtedy tuz po
nowiu przypadajacym 2 VIII.

Na poczatku sierpnia warto réwniez poszukaé na niebie
komety 9P /Tempel znanej jako Temple 1, ktorej jasnosé
2 VIII jest szacowana na okoto 11™. Dokladne potozenie
obiektu mozna sprawdzi¢ na stronie theskylive.com.
Obiekt ten zostal odkryty w 1867 roku i nalezy do
okresowych komet z rodziny Jowisza, a jego obieg wokot
Storica zajmuje 5,5 roku. Temple 1 byla celem misji
Deep Impact i zostala sfotografowana w 2005 roku.
Nastepnie po raz kolejny fotografie Temple 1 wykonalta
sonda Stardust 14 lutego 2011 roku. Dzieki tym dwom
misjom astronomowie mieli po raz pierwszy unikalna
szanse przeanalizowania, jak zmienia si¢ jadro komety
wraz z upltywem czasu.

Karolina BAKOWSKA



Przeciecia ptaszczyzn
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Joanna JASZUNSKA

Dwie nieréwnolegte plaszczyzny przecinaja sie wzdluz prostej. Ta niepozorna
obserwacja bywa bardzo przydatna.

1. Czy rysunek 1 przedstawia wieloscian?

2. Czworoscian ABC'D przecieto plaszczyzna, uzyskujac w przekroju czworokat
KLMN. Na rysunku 2 wyznacz punkt N, postugujac sie jedynie linijka.

3. W trapezie ABC'D podstawa AB ma dtugosé 2. Diugosci pozostatych bokow
tego trapezu sa rowne 1. Punkt S jest wierzchotkiem ostrostupa o podstawie
ABCD, w ktorym SA = SB = 2, SC = SD = /3. Wyznacz stosunek objetosci

tego ostrostupa do objetosci czworoscianu foremnego o krawedzi 1.

4. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, ktéorego kazda krawedz ma
dhugosé 1. Ostrostup ten przecieto plaszczyzna przecinajaca jego wszystkie

ostrostupa.

i1 AB'D.
Rys. 2

krawedzie boczne i uzyskano w przekroju czworokat wypuklty ABC D nie bedacy
trapezem. Proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie P. Wyznacz wszystkie
wartodci, jakie moze przyja¢ odleglo$é¢ punktu P od plaszczyzny podstawy

5. Dany jest szescian o podstawie ABCD i krawedziach bocznych AA’, BB’,
CC', DD'. Wyznacz miare kata dwusciennego miedzy plaszczyznami ABD’

Rozwigzania

R1. Przednia i tylna $ciana danej figury maja wspolny
wierzchotek, zatem nie sa réwnolegte. Niech X i Y
oznaczaja odpowiednio punkty przeciecia prostych AB

z CD oraz BF z CG (rys. 3). Wowczas kazdy z punktow
X, Y nalezy do obu ptaszczyzn rozwazanych powyzej
$cian, a wiec tez do ich wspélnej prostej. Jednak punkty
X, Y, FE nie sa wspoélliniowe, zatem rysunek 1 nie
przedstawia wieloscianu. [J

Rys. 3

Rys. 4

R2. Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych KL

i AC (rys. 4). Punkt ten lezy w plaszczyznie przekroju,
zatem lezy w niej tez prosta PM. Stad brakujacy punkt
N to punkt przeciecia prostych PM i AD. [

R3. Niech E bedzie punktem przeciecia prostych AD
i BC (rys. b). Z ksztaltu trapezu ABCD wynika, ze
AE = BE = AB = 2 oraz ze jego pole to 3/4 pola
trojkata ABE.

7 dlugosci krawedzi trojkata BC'S wnioskujemy, ze
jest on potowa trojkata rownobocznego o krawedzi 2.
Poniewaz SC' L BC oraz BC = CE, wiec SE =SB = 2.

Stad czworoscian ABES jest foremny o krawedzi 2.
Jego objetosé jest zatem 8-krotnie wieksza od objetosci
czworo$cianu foremnego o krawedzi 1, wiec szukany
stosunek objetosci rowny jest 8-3/4 =6. O

RA4. Prosta AB lezy w plaszczyznie przedniej Sciany
ostrostupa z rysunku 6, a prosta C'D w plaszczyznie
tylnej sciany, wiec punkt P nalezy do obydwu tych
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plaszczyzn. Ich czescia wspolng jest prosta rownolegta
do podstawy ostrostupa (gdyz jest on prawidlowy)

i przechodzaca przez wierzcholek S. Stad jedyna
wartoscia, jaka moze przyjaé¢ odlegtos¢ punktu P

od ptaszczyzny podstawy, jest wysokos$é ostrostupa
réwna /2 /2. O

Rys. 5 Rys. 6

R5. Krawedzie AB i C'D’ sa rownolegle, leza wiec

w jednej plaszczyznie ABD’. Stad punkt C’ tez do niej
nalezy; podobnie nalezy on takze do AB’D. Punkty

A, A’ C, C’' rowniez leza w jednej plaszezyznie (rys. 7).
Powyzsze trzy plaszczyzny maja wspolna prosta

AC’ i kazda z nich zawiera inna z trzech krawedzi
wychodzacych z wierzchotka A. Oznacza to, ze
plaszczyzny te tworza réowne katy dwuscienne, czyli katy
po 60°. O

A/

D! B

C

Rys. 7. Szescian i jego widok wzdluz przekatnej AC’

Zadanie 1 pochodzi z gazetki Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow Kwadrat nr 7, a zadanie 4 z III OMG.



