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Gdzie sa ci wszyscy obcy? Anna DURKALEC*

*Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Dyskusje o obcych cywilizacjach wzmagaja si¢ i przygasaja z rézna
czestotliwodcia. Zazwyczaj dzieje sie to przy okazji egzotycznych odkryé
astronomicznych. No i w sumie nie ma czemu si¢ dziwi¢. Temat jest fascynujacy!
A brak dowoddéw na istnienie zycia poza Ziemia tylko pobudza nasza wyobraznie.
Szukamy jednak igly w stogu siana. A robimy to w zupelnej ciemnosci, na
nieskoniczenie wielkim polu, trzymajac w reku $wieczke, z gtupia mina mruczac
cip cip cip w nadziei, ze igla nas ustyszy, zrozumie i zareaguje... bo, tak po
prawdzie, to nie wiemy, jak wyglada.

Gdzie szukamy zycia?

Zacznijmy od poszukiwan Zycia (lub oznak jego istnienia) w najszerszym
mozliwym znaczeniu tego stowa. Tu pojawia si¢ pierwszy z licznych probleméw.
Jak okresli¢, czym jest zycie? Google w swojej wszechwiedzy oferuje wiele
rozbudowanych definicji. Problem lezy jednak w tym, ze definicje te dotycza
zycia obserwowanego na Ziemi. Nie mamy pojecia, jak rozszerzy¢ nasze
poszukiwania o cokolwiek innego, co hipotetycznie mogto powstaé gdziekolwiek
indziej. Przeszukujac Wszechswiat, dysponujemy wiec wylacznie teoriami
opisujacymi powstanie i rozwdj zycia podobnego nam (szerzej, podobnego
ziemskiemu) i tylko na takim sie skupiamy. Nie pomaga fakt, ze spektrum
poszukiwan rozciaga si¢ od czasteczek pochodzenia organicznego po. ..
inteligentne obce cywilizacje miedzygalaktyczne.

Naszym najlepszym kandydatem jest, jak na razie, Mars. Gléwnie dlatego, ze
znajduje sie bardzo blisko. Ma réwniez przewage nad naszym drugim sasiadem —
Wenus. Nie jest pokryty gestymi chmurami siarki i oferuje duzo bardziej znosne
temperatury. Niestety, mimo gruntownych poszukiwan wcigz nie znalezliSmy na
nim oznak zycia. Mars jest planeta w caloéci zamieszkang przez roboty.

W szerszej perspektywie polujemy na planety podobne Ziemi — skaliste

i orbitujace wokot rodzimej gwiazdy w odleglosci pozwalajacej na istnienie wody
w stanie cieklym. W tym momencie zaobserwowano ich 13 (40, jezeli poluzujemy
troche kryteria). Teoretycznie na kazdej z nich moglibyémy zamieszkaé (raczej
niewygodnie), wiec moglo tam réwniez rozwinaé si¢ zycie podobne ziemskiemu.

Dzigki tym obserwacjom wiemy, ze warunki do powstania zycia sa raczej
powszechne. Nasza planeta nie jest wyjatkowa, a znalezienie obcych form zycia
to tylko kwestia czasu. I moze odrobiny szczedcia.

Inteligentne obce cywilizacje

A co z obcymi z prawdziwego zdarzenia? Superinteligentnymi istotami, ktére
opanowaly cate galaktyki? No bo przeciez powinny gdzies tam by¢? Prawda?

Wystarczy spojrzeé na liczby. Szacuje sie, ze w obserwowalnym Wszechs$wiecie
jest przynajmniej 10! galaktyk, w kazdej z nich znajduje sie od 10° do nawet
10'? gwiazd. Od jakiego$ czasu wiemy, ze zdecydowana wickszo$é tych gwiazd
ma swoje wlasne uktady planetarne. Czesé z tych planet jest nawet podobna
do Ziemi. Na kazdej z nich moglo wiec rozwinaé sie zycie. Co wiecej, mogto
ono powstaé zdecydowanie wezedniej niz na naszej planecie. Ba! Nawet przed
uformowaniem sie Storica. Hipotetyczna obca cywilizacja, powstata miliardy
lat temu, miata wiec wystarczajaco duzo czasu, by do tej pory skolonizowaé
rozne uklady planetarne, a nawet cale galaktyki. Szacuje sie, ze od momentu
skonstruowania statku kosmicznego, zdolnego do podrézy miedzygwiezdnych,
skolonizowanie Drogi Mlecznej zajmie ludzkosci tylko 2 miliony lat. To naprawde
niewiele w skali Wszechswiata.

Dlaczego wiec obserwujemy dokladnie 0 obcych cywilizacji miedzygalaktycznych?
Gdzie oni wszyscy sa? Czy zycie we Wszech§wiecie, w szczegdlnosci to
inteligentne, jest az tak wyjatkowe? Na te pytania nikt nie zna odpowiedzi.
Moze nasze metody poszukiwan i zwiazane z nimi zalozenia sg zbyt prymitywne
i ograniczone? A moze Wszech$wiat jest martwy i pusty, a my jesteSmy w nim
zupelnie sami?
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*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Spoéjrzmy na dwa grafy na ponizszym rysunku.
Wygladaja zupelnie inaczej, prawda?

wy &5

A jednak to tylko ztudzenie. Tak naprawde to jest ten
sam graf, ale inaczej narysowany. Istotnie, ponizej
ponumerowali$émy wierzcholki obu graféw od 0 do 9

i tatwo mozna sprawdzié, ze w obu przypadkach
wierzcholek o danym numerze ma takie same numery
sasiadow.

Izomorfizm graféw G = (Vg, Eg) i H = (Vy, En) to
dowolna bijekcja f : Vg — Vi, taka ze dowolne dwa
wierzcholki u,v € Vg sasiaduja w G wtedy i tylko wtedy,
gdy f(u) i f(v) sasiaduja w H. Gdy izomorfizm z G

do H istnieje, méwimy, ze grafy G i H sa izomorficzne.
Przyklad izomorfizmu graféw widzimy na rysunku
powyzej.

Informatyk od razu zapyta o algorytm rozstrzygajacy,
czy dane dwa grafy sa izomorficzne. Oznaczmy n =

|Va| = |Vu| (gdy ostatnia réwnosé nie zachodzi, problem
jest banalny). Algorytm wynikajacy wprost z definicji
sprawdza wszystkie n! bijekcji i dziata w czasie O(n! -
n?). Ale czy istnieje algorytm wielomianowy? To
niewinne pytanie jest jednym z najwiekszych probleméow
otwartych wspodlczesnej informatyki.

Oczytany Czytelnik zapewne zna wiele innych
problemoéw grafowych, dla ktérych algorytm
wielomianowy nie jest znany: problem kliki, problem
cyklu Hamiltona, problem kolorowania. Sa to problemy
NP-zupelne, a rozwiazanie jednego z nich w czasie
wielomianowym od razu implikuje takie rozwiazanie

dla pozostalych (oraz tysiecy innych nazwanych
probleméw z klasy NP). Co ciekawe, nie wiemy, czy
problem izomorfizmu graféw jest NP-zupelny! Mamy
nawet istotne powody, aby podejrzewaé, ze tak nie jest
(przeczyloby to kilku znanym hipotezom). Gdy autor
tego artykutu byl studentem, znany byt jeszcze jeden
problem o podobnym statusie: testowanie pierwszosci
liczb, w 2002 roku zostal on jednak rozwiazany w czasie
wielomianowym. Czy ten sam los czeka izomorfizm
graféw? Aktualny rekord Swiata, ktory ustanowit Laszlo
Babai dwa lata temu, to algorytm dzialajacy w czasie
nO((ogn)%) " dla pewnej stalej c.

Problem izomorfizmu graféw
tukasz KOWALIK*

Zanim porwiemy si¢ na trudny problem, warto
zrozumie¢ jego szczegdlne, by¢ moze prostsze, przypadki.
Jedna z najprostszych klas graféw sa drzewa (grafy
spdjne bez cykli). Jak sprawdzié, czy dwa drzewa,

T, i T, sa izomorficzne? Niech v bedzie dowolnym
wierzchotkiem T;. Rozpatrzmy wszystkie n mozliwosci
ustalenia w = f(v). Mozemy ukorzeni¢ T} w v, tzn.
uznaé, ze v jest korzeniem, a dla dowolnego innego
wierzchotka u sasiad u na (jedynej) Sciezce do v jest
ojcem u. Podobnie ukorzeniamy 7o w w. Naszym

celem bedzie przypisanie kazdemu ukorzenionemu
drzewu identyfikatora (wyrazenia nawiasowego) tak,
aby drzewa byly izomorficzne wtedy i tylko wtedy,

gdy maja te same identyfikatory. Wowczas wystarczy
poréwnadé identyfikatory T3 i Th. Drzewo sktadajace sie
z pojedynczego wierzchotka dostaje identyfikator ().
Identyfikator drzewa powstaje przez a) posortowanie
identyfikatoréw poddrzew korzenia, b) sklejanie ich

w uzyskanej w kolejnosci w jedno stowo, ¢) dodanie
symbolu ( na poczatku i symbolu ) na koncu. Na
przyklad, drzewo /A zakodujemy jako ((O) ) ),
zaktadajac, ze w naszym porzadku sortowania nawias
otwierajacy poprzedza nawias zamykajacy. Czytelnik
Pracowity na pewno z latwoscia wykaze przez indukcje,
ze istotnie tylko izomorficzne drzewa daja ten sam
identyfikator dla pewnej wartosci w = f(v). Tak uzyskany
algorytm jest wielomianowy, a kosztem dodatkowego
wysitku mozna te zlozono$¢ zmniejszy¢é nawet do
liniowe;.

Istnieja znacznie bardziej ztozone klasy graféw niz
drzewa, dla ktérych problem izomorfizmu graféw

ma wielomianowe rozwiazanie. Jedna z nich sg grafy
planarne, tzn. takie, ktére mozna narysowaé na
plaszczyzZnie bez przecieé¢ krawedzi. Algorytm opiera

sie na twierdzeniu Whitneya, méwiacemu, ze jesli

graf planarny jest 3-spdjny (nie da sie usunaé¢ dwdch
wierzchotkéw tak, aby uzyskaé graf, ktéry nie jest
sp6jny), to mozna go narysowaé na sferze w jeden tylko
sposob. Dokladniej, kazdy rysunek mozna przeksztaltcié
w inny za pomoca ciagtego odwzorowania sfery w sfere.
Takie odwzorowania nie zmieniaja np. cyklicznej
kolejnosci sasiadéw wierzchotka, a wiec gdy mamy

juz na sferze narysowane dwa grafy i zgadniemy, jak
izomorfizm odwzorowuje wierzchotki dowolnej wybranej
krawedzi uv, to pozostate wartosci izomorfizmu sa
wyznaczone jednoznacznie (najpierw wyznaczymy
obrazy sasiadéw v, potem sgsiadéw sasiadéw v, itd.).
Graf ma rysunek na sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest
planarny, a przejscie od 3-spéjnych graféw planarnych
do dowolnych planarnych nie jest trudne. Inny stynny
wynik to grafy o stopniu ograniczonym przez stala d:

w 1983 roku Babai i Luks podali algorytm dzialajacy
w czasie n®(@ | korzystajac z zaawansowanych narzedzi
teorii grup.



Na szczescie w praktyce jest duzo lepiej niz w teorii.
Rozwazmy nastepujacy algorytm. Na poczatku wszystkie
wierzcholki G i H otrzymuja ten sam kolor. Niech

¢(v) oznacza kolor v. Nastepnie dla kazdego wierzchotka
v tworzymy multizbiér (tj. zbiér z powtdérzeniami)
koloréw jego sasiadéw S(v) i zapamietujemy pare
(c(v),S(v)). Pokolorujemy teraz graf na nowo w ten
sposob, by dwa wierzchotki mialy ten sam kolor

tylko wtedy, gdy utworzyly wczesniej te sama pare
(c(v), s(v)). Postepujemy w ten sposéb tak diugo,
dopoki zwicksza sig¢ liczba koloréw. Jesli multizbiory
koloréw wierzchotkow G i H sg inne, mamy pewnosé,

ze G i H nie sg izomorficzne (dlaczego?). Zauwazmy,

ze juz po pierwszym kroku algorytm ten rozrézni grafy

o innych posortowanych ciagach stopni wierzchotkéw.
batwo wykazaé, ze poprawnie rozréznia on drzewa.

7 drugiej strony, nie rozréznia graféw regularnych.
Okazuje si¢ jednak, ze mozna ten pomyst uogélnic,
kolorujac wszystkie ciagi k wierzchotkéw. Jest to
algorytm Weisfeilera—Lehmana wymiaru k i $wietnie
sprawdza sie w praktyce. Juz wymiar k = 3 wystarcza,
aby rozréznié grafy planarne. Niestety, okazuje sie,

ze aby rozrézni¢ dowolne grafy w pesymistycznym
przypadku potrzeba wymiaru co najmniej liniowego
od n, a wiec nie tedy droga do rozwiazania naszego
problemu otwartego. Na szczeécie pesymistyczne
przypadki zdarzaja sie niezwykle rzadko w rzeczywistych
danych.

i Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1585. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 3n kamieni na szachownicy n x n
w taki sposéb, aby w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znalazly sie doktadnie
trzy kamienie i byly one rozlozone na co najwyzej dwéch polach?

Rozwiazanie na str. 4

M 1586. Kostke postawiono na stole w taki sposéb, ze odleglosci jej
wierzcholtkéw od stotu to 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Oblicz dtugo$é jej krawedzi.

. Rozwiagzanie na str. 5

M 1587. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (n,p) o tej

wlasnoéci, ze p jest liczba pierwsza wicksza od n oraz n? 4 np + p? jest kwadratem

liczby catkowitej.
Rozwiagzanie na str. 4

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 965. W miejscu ttustej plamy kartka robi si¢ ,,przezroczysta”. Fakt ten
wykorzystuje sie¢ do budowy prostego fotometru — przyrzadu do poréwnywania
natezenia Swiatta emitowanego przez dwa zrodla. Kartke papieru z tlusta plama
w jej Srodku nalezy o$wietli¢ prostopadle, z dwéch stron, dwoma Zrédtami
Swiatla — nazwijmy je A i B. Odlegltosci zrodet od kartki dobieramy tak, aby
(przy prostopadlej obserwacji) zniknela réznica jasnosci plamy i reszty kartki.
Wéwezas natezenia Swiatta zrédet maja sie do siebie, w przyblizeniu, jak
kwadraty ich odleglosci od kartki: 14/ = (La/Lg)?. Wspomniane przyblizenie
polega na zalozeniu, ze tlusta plama przepuszcza cate padajace na nig $wiatto,
a reszta kartki catkowicie je odbija. Jak nalezy zmodyfikowaé¢ metode pomiaru,
zeby uzyskaé poprawna warto$é 14 /I bez tego zalozenia?

Rozwiazanie na str. 6

F 966. Samochdd jadacy w obszarze zabudowanym, po suchej drodze
(wspélezynnik tarcia fo = 0,6) z maksymalna dozwolona predkoscia

vo = 50km/godz. zatrzymuje si¢ tuz przed pieszym. Z jaka predkoscia v
uderzyltby w pieszego, gdyby:

a) jechal z predkoscia vy = 60km/godz.

b) jechal z predkoécia vy, ale droga byla mokra i wspélezynnik tarcia zmalatby

do f1 = 0,4?
Rozwiazanie na str. 9
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Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe

* Instytut Fizyki PAN

@

Rozwigzanie zadania M 1585.
Odpowiedz: Na (,”!)2 sposobow.

Wiersze i kolumny szachownicy nazwijmy
rzedami, a zbiér n pél szachownicy po
jednym w kazdym rzedzie — rozsypem.
Rozsyp mozna wybraé¢ na dokladnie n!
sposobéw (np. w i-tym wierszu
wybieramy na n 4+ 1 — ¢ sposobéw
kolumne, do ktérej nalezy pole).
Zauwazmy, ze uklad kamieni spelniajacy
warunki zadania ma w kazdym rzedzie
albo doktadnie jedno pole z trzema
kamieniami, albo doktadnie dwa pola, na
ktérych lezg odpowiednio jeden i dwa
kamienie. Co wiecej, zaréwno zbiér pél
zawierajacych 1 lub 3 kamienie, jak

i zbiér pél zawierajacych 2 lub 3
kamienie, jest rozsypem. To oznacza, ze
z kazdym roztozeniem kamieni mozna
zwigzaé (uporzadkowang) pare rozsypoéw.
Z drugiej strony, majac pare rozsypow,
mozemy na polach pierwszego z nich
ustawié¢ po jednym kamieniu, a na polach
drugiego — dolozy¢ po dwa kamienie.
Uzyskany w ten sposéb uktad bedzie
spelniatl warunki zadania. Ostatecznie
wiec takich ukladéw jest tyle co par
rozsypéw, czyli (n!)?2.

L..]

Rozwigzanie zadania M 1587.
Niech m bedzie taky dodatnia liczba
calkowita, ze m? =n? + np + p?, czyli
(m —n)(m+n) =p(n+p).

Z nieréwnosci

m? =n’ + np+p2 < (n +p)2
uzyskujemy m < n + p, czyli m —n < p.
W szczegdlnosci liczba m — n nie jest
podzielna przez p, skad wobec
podzielnosci iloczynu (m — n)(m + n)
przez p uzyskujemy p|m + n. Ponadto
skoro n < p, to

p<m<m+n<22n+p<3p,
skad m +n = 2p, czyli m = 2p — n.
Zatem

2p — n,)2 =n? + np + p°,

co po uproszczeniu przybiera postaé
5n = 3p i wobec pierwszosci liczby p
prowadzi do wniosku, ze (n,p) = (3,5).
Jest to jedyna para o zadanych
wlasnoéciach.

Andrzej WISNIEWSKI*

Nadprzewodnictwo, jedno z najbardziej interesujacych zjawisk fizycznych,

zostalo odkryte stosunkowo dawno — w roku 1911. Ciagle jednak fascynuje

wielu fizykéw, zaréwno eksperymentatoréw, jak i teoretykéw. Jego istota jest

to, ze w nadprzewodniku ponizej pewnej temperatury, nazywanej temperatura,
krytyczna (T¢), opor elektryczny oraz indukcja magnetyczna spadaja do zera. Nawet
w najlepszych przewodnikach (metalach) przeplywowi pradu towarzyszy opor
elektryczny, a wiec i straty energii. Elektrony — noéniki pradu — sa rozpraszane,

na skutek zderzen zmieniaja predkos$é lub kierunek ruchu. Dlaczego tak sie dzieje?
Metal mozemy sobie wyobrazi¢ jako sie¢ krystaliczng dodatnio natadowanych
jonoéw, pomiedzy ktérymi poruszaja sie elektrony. Jony drgaja wokdt swoich

polozen rownowagi. Zderzenia elektronéw z drgajacymi jonami sa podstawowa
przyczyna rozpraszania elektronéw. Amplituda drgan jonéw maleje ze spadkiem
temperatury. Opér elektryczny maleje, gdy maleje temperatura, jednak moze on
osiagnaé zerowa wartos¢ dopiero w najnizszej mozliwej w przyrodzie temperaturze:
0 K. Jednak zerowy opér w nadprzewodnikach stwierdza sie nawet w tak ,wysokich”
temperaturach jak 135 K. W tej temperaturze na pewno drgania sieci jonéw maja
duza amplitude i elektrony musza znalezé jaki$ ,,chytry” sposéb, zeby uniknaé
rozpraszania.

Stwierdzenie, na czym polega ten ,chytry” sposob, zajelo fizykom ponad 40 lat.
Dopiero w polowie lat piec¢dziesiatych XX w. zostata opracowana, przez trzech
fizykow amerykanskich: Bardeena, Coopera i Schriffera, teoria wyjasniajaca
mechanizm nadprzewodnictwa (otrzymali za to w 1973 r. Nagrode Nobla). Nazywa
sie ja w skrocie teoria BCS, od pierwszych liter nazwisk jej twoércow.

Podstawa teorii BCS jest zaskakujacy pomyst, ze w nadprzewodniku elektrony
tacza sie w pary. Pomyst ten jest zaskakujacy dlatego, ze elektrony maja taki

sam ujemny tadunek — powinny sie wiec odpychaé, a nie taczyé w pary. Elektrony
odpychaja si¢, oczywiscie, na skutek oddzialywania kulombowskiego, ale w krysztale
istnieje pomiedzy nimi dodatkowe oddzialywanie przyciagajace. Jest ono zwigzane
z oddzialywaniem elektronéw z siecia krystaliczna. Mozna to sobie wyobrazi¢ w ten
sposob, ze w trakcie swojego ruchu elektron poprzez oddzialywanie przyciagajace
deformuje rozklad tadunkéw dodatnio natadowanych jonéw tworzacych sieé¢
krystaliczna. Elektron, ktéry znajdzie sie w poblizu, odczuwa to zaburzenie sieci

i jest przez nie przyciagany. W ten sposob, za posrednictwem sieci, dwa elektrony
beda sie przyciaggaé. To oddzialywanie moze by¢ silniejsze niz oddziatywanie
odpychajace. Poniewaz drgania sieci krystalicznej nazywamy fononami — taki
mechanizm laczenia elektronéw w pary nazywamy fononowym.

Zjawisko nadprzewodnictwa wystepuje w wielu materiatach. W wigkszosci
przypadkéw T sa niskie, czesto bliskie temperatury 0 K (0 K = —293,15°C).
Jakie materiaty wykazuja nadprzewodnictwo? Wykazuje je wiekszos¢ metali,
jednakze dopiero ponizej temperatury rzedu kilku kelwinéw. Najwyzsza temperature
krytyczna wérdéd metali, T, = 9,2 K, ma niob (Nb). Nadprzewodnictwo wykazuje
wiele stopow, najwyzsza T, ma stop Nb3Ge — wynosi ona 23,3 K. Przez wiele

lat byla to najwyzsza temperatura krytyczna. W roku 1986 odkryto nowa

klase materiatéw wykazujacych nadprzewodnictwo. Nazwano te materiaty
nadprzewodnikami wysokotemperaturowymi, okreslenie to nalezy traktowaé

z pewng rezerwa. Nazywamy tak materialy, ktérych temperatura krytyczna jest
znacznie wyzsza od temperatury ,starych”, konwencjonalnych, nadprzewodnikow.
Ciagle sa to jednak, z punktu widzenia zycia codziennego, temperatury niskie.
Jak stwierdzono w 1993 roku, najwyzsza znana obecnie 7, nadprzewodnika
wysokotemperaturowego HgBagCagCuzOsg ., wynosi 135 K czyli —138°C (pod
ci$nieniem atmosferycznym), pod wysokim ci$nieniem T, tego zwiazku wzrasta do
164 K. Od roku 1993 nie znaleziono materiatu, ktéry pod ciSnieniem normalnym
wykazywalby wyzsza T..

Za przetomowe dla nadprzewodnikéw wysokotemperaturowych mozna uznaé¢ dwa
odkrycia — pierwsze, dokonane w 1986 roku przez Szwajcaréw, Alexa Mullera
i Georga Bednorza (Nagroda Nobla w 1987 r.). Stwierdzili oni wystepowanie
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Rozwigzanie zadania M 1586.
Niech A; bedzie wierzchotkiem kostki,
odleglym od stotu o i. Oznaczmy dlugosé
krawedzi kostki przez x. Latwo zauwazyd,
ze odcinki AgAy, AgAs oraz AgAs muszy
byé krawedziami sze$cianu (wynika to
z faktu, ze jesli krawedziami sa AgA;
i AgAj, to AgA; Ay Aj jest Sciang).
Niech x bedzie dlugoscig krawedzi
sze$cianu. Dobierzmy uktad
wspoélrzednych tak, by A; = («,0,0),
Az = (0,2,0) i Ay = (0,0, z). Oznaczmy
przez A; rzut prostokatny punktu A; na
prosta prostopadla do stotlu,
przechodzacy przez Ag; woéwczas
|AgAl| = i. Przyjmijmy A} = (a,b,c),
wtedy A, = (2a,2b,2c) i A} = (4a, 4b, 4c).
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
tréjkatéw prostokatnych A()AZA,, dla
i =1,2,3 dostajemy
(a—x)> +b2+c?+1 T
4a?® + (2b — .'1:)2 +4c® +4 T
16a% 4 16b2 + (4¢c — )2 + 16
Wykorzystujac powyzsze rownosci oraz
a? +b% + ¢® = 1, dostajemy az = 1,
br = 2 i cx = 4. Po podniesieniu ostatnich
trzech rownoéci do kwadratu
i ?sumowaniu, otrzymamy

22 =12 + 22 + 42, zatem z = V21.

ISRV

x

nadprzewodnictwa w ceramicznym materiale tlenkowym zawierajacym lantan, bar,
miedz i tlen — (La,Ba)aCuO4_,. Temperatura krytyczna wynosita 35 K, byla wigc
istotnie wigksza niz poprzedni ,rekord”. Znaczenie ich odkrycia polegalto jednak
przede wszystkim na tym, ze zwrdcono uwage na nowg grupe materialéw, zupelnie
nie ,podejrzewana” o to, ze moze wykazywaé nadprzewodnictwo. W krétkim czasie,
na poczatku roku 1987, Amerykanin Paul Chu odkryl nadprzewodnictwo w zwiazku
YBayCu3zO7_,. W tym przypadku kluczowa jest wartosé¢ T, = 92 K. Z punktu
widzenia zastosowan jest to odkrycie przelomowe. Jest to bowiem temperatura
wyzsza od temperatury cieklego azotu, ktéra wynosi 77 K. Aby wykorzystaé

w praktyce nadprzewodnik (na przyklad do przesylania pradu bez strat), konieczne
jest utrzymywanie go przez caly czas w temperaturze nizszej od T.. Oznacza to,

ze nadprzewodnik konwencjonalny musi by¢ zanurzony w cieklym helu, natomiast
nadprzewodnik YBaoCuzO7_, moze byé zanurzony w cieklym azocie. Jest to
réznica zasadnicza. Ciekly hel jest duzo drozszy i duzo mniej dostepny od cieklego
azotu, jego wytwarzanie, przechowywanie, przelewanie do zbiornikéw jest duzo
bardziej skomplikowane niz w przypadku azotu.

Zostaly przebadane rézne materialy wykazujace nadprzewodnictwo

w temperaturach wyzszych od temperatury ciekltego azotu. Wiemy o tych
materialach juz dosyé¢ duzo. Ciagle jednak nie znamy odpowiedzi na dwa
podstawowe, zwiazane zreszta ze soba, pytania. Jaki jest mechanizm
nadprzewodnictwa wysokotemperaturowego? Wiadomo, ze no$nikami pradu sa

pary elektronéw, nie jest jednak jasne, jaki jest mechanizm laczenia si¢ elektronéw
w pary. Teoria BCS, ktora thumaczyla to dobrze w przypadku nadprzewodnikow
klasycznych, nie wystarcza. Drugie pytanie: jaka jest mozliwa najwyzsza
temperatura krytyczna w tej grupie materialéw, czy mozliwe jest nadprzewodnictwo
w temperaturze pokojowej? Tez na razie pozostaje bez odpowiedzi. A odpowiedzi na
te pytania sg na wage Nagrody Nobla.

Eksperyment przeprowadzony w 2015 r. pokazal jednak, ze rekordowa obecnie
temperature krytyczna, T, = 203 K, wykazuje. .. siarkowodér (HsS). Tyle ze stan
nadprzewodzacy obserwuje sie tylko pod ogromnymi ci$nieniami okoto 150 GPa
(ci$nienie w jadrze Ziemi wynosi okoto 360 GPa). Co ciekawe, za nadprzewodnictwo
w tak wysokiej temperaturze odpowiedzialny jest klasyczny — fononowy mechanizm
taczenia sie elektronéw w pary Coopera.

Koncowa uwaga: zjawisko nadprzewodnictwa mozemy traktowaé jak co$
egzotycznego — niskie temperatury, wysokie cidnienia. .. Jednak tak naprawde, to
temperatury i ci$nienia, do ktérych przyzwyczailiSmy sie na Ziemi, sa wyjatkowo
egzotyczne. Stan nadprzewodzacy moze byé wiec duzo bardziej fundamentalnym
stanem materii, niz si¢ nam wydaje.

Protokét posiedzenia Jury XL Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

im. Pawla Domanskiego

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

w skladzie: Andrzej Komisarki — przewodniczacy jury,
Bartlomiej Bzdega, Adam Dzedzej, Andrzej Grzesik,
Kamila Lyczek, Zdzistaw Pogoda po wystuchaniu

w dniu 27 wrzeénia 2018 roku prezentacji prac
dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobdr tematow,
tre$¢ prac i sposob ich przedstawienia, postanowito,

co nastepuje:

e Zloty medal i nagrode w wysokosci 1500 zt otrzymuje
Stanistaw Hauke Czworokqgty blizniacze (XIV LO

im. Stanistawa Staszica w Warszawie, opickun Waldemar
Pompe).

e Srebrny medal i nagrody w wysokosci 1000 zl otrzymuja
Filip Rekawek O trdjkatach kappa i ich wiasnosciach
(Katolickie Liceum Ogdlnoksztalcace im. C. K. Norwida
w Garwolinie, opiekun Michal Szurek) oraz

Mariusz Trela Kolorowanie prostych w Fp2 (V LO

w Krakowie, opiekun Dominik Burek).
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e Brazowy medal i nagrode w wysokosci 500 zt otrzymuje
Pawel Sawicki Hezapawn wydiuzony (III LO w Gdyni

im. Marynarki Wojennej RP, opiekun Wojciech
Tomalczyk).

Finalista: Jakub Szulc O wielomianach symetrycznych
(Zesp6t Szkét Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
Gimnazjum i Liceum Akademickie w Toruniu, opiekun
Daniel Strzelecki).

Finalisci i opiekunowie prac otrzymuja réwniez nagrody
rzeczowe ufundowane przez: Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego, Wydawnictwo PWN, Wydawnictwo
Szkolne Omega, Wydawnictwo Aksjomat.

Prace nadsylane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie
przygotowanymi przez uczniéw opracowaniami,
zawierajacymi nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu.
Szczegdlowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsylania prac w kolejnej edycji
konkursu to 30 kwietnia 2019 roku.



* Uniwersytet w Lejdzie,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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Rozwigzanie zadania F 965.
Przyjmijmy, ze dla plamy wspoélczynnik
transmisji wynosi 7', a odbicia R. Niech
dla reszty kartki odpowiednie
wspélezynniki wynosza r i t. Plama
sznika”, gdy zrédlto A jest w odleglosci

L 4, a zrédlo B, w odlegtosci Lp od
kartki (patrzymy od strony A). Mamy
wowczas (o$wietlenia obu czesci kartki sg
réwne):

rla tip - RIA TI
2 Tz -2 T IE
czyli
r—R T—1t I
- A= c B-
L Ly

Zamienmy teraz miejscami zrédla swiatta
(obserwujemy kartke z tej samej strony)

i wyznaczmy nowe odlegtoéci, dla ktérych
plama ,znika”: l4 i lp . Otrzymujemy
analogiczne réwnania (B jest teraz od
strony obserwatora):

r— R

53

T—t
Ip = 5] Ia.
IA

Po podzieleniu stronami (z obserwacji
wiemy, ze odpowiednie réznice
wspotczynnikéw sg rézne od zera)
otrzymujemy:

ITa Lala

I Lplp’
Ze wzgledu na sposéb produkcji papieru
obie strony kartki réznig sie i drugi,
niezalezny pomiar mozemy uzyskaé po
odwréceniu kartki i powtdrzeniu
procedury.
Przedstawiony tu fotometr zostat
zaproponowany przez Roberta Wilhelma
Bunsena w roku 1843, a ulepszony sposob
jego uzycia podal D.W. Lewis w Nature

40, 174 (1889).

Ciemna energia — czym jest i czy jest?
Maciej BILICKI*

Konieczno$é istnienia ciemnej materii (patrz np. All) to nie koniec
niespodzianek, jakie przyszykowaly nam obserwacje Wszechswiata. Od 20 lat
wiemy, ze dla pelnego wyjasnienia sktadu kosmosu musimy dodaé réwniez
ciemna energie. To ona mialaby by¢ odpowiedzialna za odkryte w 1998 roku
przyspieszanie ekspansji Wszech$wiata. Oznaczana w réwnaniach litera A

i zwana w swej najprostszej formie stalg kosmologiczna, ta forma energii
miataby zaiste niespotykane wlasciwosci: ujemne ci$nienie i stalg gestosé mimo
zwiekszania sie objetosci przestrzeni. To ona tworzy przeciwwage dla wylacznie
przyciagajacej grawitacji (ktéra spowalnia ekspansje), a poniewaz ciemnej
energii jest odpowiednio duzo (w przeliczeniu na gesto$¢é masy-energii), od kilku
miliardéw lat zaczeta ona dominowaé w globalnym bilansie i tempo rozszerzania
sie Wszechswiata wzrasta zamiast malec.

Odkrycie przyspieszajacej ekspansji bylo zaskoczeniem, natomiast sama
obecno$é¢ A w rownaniach opisujacych Wszechswiat juz nie. Pojawia si¢ ona
juz w pierwszych pracach Einsteina na temat ogdlnej teorii wzglednosci
jako stata réwnan. Z matematycznego punktu widzenia A moze mie¢
dowolna warto$¢, w tym 0; faktyczna wartos¢ A ma jednak duzy wplyw

na jej fizyczng interpretacje. Opracowujac pierwszy relatywistyczny model
kosmologiczny, Einstein uwazal, ze réwnania powinny zapewnié¢ statycznosé
kosmosu w najwiekszych skalach (odkrycie, ze galaktyki od nas ,uciekaja”,
przyszlo dopiero kilka lat pdézniej). Zauwazyl, ze odpowiednio dobierajac
(dodatnia) warto§é A, kompensujac tym samym obecno$é materii, uzyska
Wszech$wiat statyczny. Wkrétce potem Eddington wykazat jednak, ze taki
model kosmologiczny jest niestabilny na najmniejsze zaburzenia, a odkrycie
ucieczki galaktyk przez Sliphera i innych (ujete przez Hubble’a w zwiazek
d X Vree), wykluczylo poprawno$é modelu Wszech§wiata statycznego.

Einstein poczatkowo nie zdawal sobie sprawy, ze dla A = 0, czyli w modelu
kosmologicznym zawierajacym tylko materig, wystepuje albo kontrakcja, albo
ekspansja Wszechswiata — co pokazali dopiero Friedman oraz niezaleznie
Lemaitre kilka lat p6zZniej. Gdy prace Friedmana i Lemaitre’a zdobyly juz
uznanie wsrdd éwezesnych kosmologéw, sam Einstein wraz z de Sitterem
zaproponowali model kosmologiczny z zerowa A i odpowiednio dobrang gestoscia
materii (gestoscia ,krytyczna”), ktéry rozszerzal sie od ,,punktu zerowego”

ze stopniowo malejacym tempem ekspansji, zbiegajacym do zerowego po
nieskonczonym czasie. Ten model byl ,,modny”, czy wrecz uwazany za poprawny,
az do konica lat 1990 z braku rozstrzygajacych dowodéw obserwacyjnych.

Po odkryciu ekspansji Wszechéwiata i zrozumieniu, ze jest ona mozliwa réwniez
we Wszechéwiecie wypelnionym wylacznie materia, Einstein pono¢ uznat
wprowadzenie A za ,najwieksza pomylke swojego zycia” (biggest blunder).
Historycy nauki i biografowie Einsteina spieraja sie, czy rzeczywiscie tak
uwazal; stwierdzenie to pochodzi z ksiazki George’a Gamowa, znanego

z rozpowszechniania podkoloryzowanych anegdot — Gamow mial by¢ jedynym
swiadkiem tego wyznania Einsteina. Na ironie zakrawa fakt, ze A powrécita”
kilka dekad pdzniej, i to raczej poczatkowe nieuwzglednienie mozliwosci
ekspansji (,narzucajacej” sie przy modelowaniu Wszech$wiata rozwiazaniami
réwnan Einsteina) nalezy uznaé za, by¢ moze, najwieksza pomytke tego
genialnego uczonego.

Jednak niestluszne byloby sadzi¢, ze od momentu zakwestionowania statycznego
modelu Einsteina az do konca XX wieku nikt nie rozwazal niezerowej wartosci A.
Pojawia si¢ ona zaréwno w rozwazaniach Friedmana, jak i Lemaitre’a

(a takze Edingtona, de Sittera i innych) juz w latach 1920. W szczegdlnosci
Lemaitre badal modele o réznych wartosciach A i gestosci materii (jako ze

te dwa sktadniki wystarcza do opisu zawartosci obecnego Wszechswiata

w najwiekszych skalach). To w jego rozwazaniach pojawia sie uznawany dzi$ za
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Profesor Roman Juszkiewicz wraz

z wieloma wspoélpracownikami badal pod
koniec XX w. wielkoskalowe pola
predkosci swoistych — odstepstwa od
jednorodnej ekspansji wynikajace

z lokalnych zageszczen materii. Roman
Juszkiewicz mial znaczacy udzial

w opracowaniu aparatu teoretycznego
zastosowanego nastepnie do (skapych
wtedy) danych obserwacyjnych. Te
analizy daly niezalezne przestanki, iz
gesto$¢ materii wynosi znacznie ponizej
krytycznej. Pola predkosci sa jednak
»hieczule” na stalyg kosmologiczng, tak
wiec potrzebne bytly obserwacje
supernowych i mikrofalowego
promieniowania tta, by polaczy¢ wszystko
w jednag calos¢ — ACDM.

standardowy model zapoczatkowany ,punktem zerowym?”, zwanym dzi§ Wielkim
Wybuchem, po ktérym nastepuje spowalniajaca ekspansja (era dominacji
promieniowania, a nastepnie materii), ktéra potem przyspiesza (era dominacji
stalej kosmologicznej).

Jednak oprécz teoretycznych rozwazan Lemaitre’a i innych prekursoréw
kosmologii, A przez wiele dekad nie byla potrzebna do wyjasnienia (skapych)
obserwacji — skoro wiadomo byto, ze Wszech$wiat si¢ rozszerza, i mozna to

uja¢ modelem tylko z materia, to brzytwa Ockhama kaze nam przyjaé¢ A = 0.
Sytuacja jednak zaczela sie zmienia¢ w latach 1980. Najpierw Alan H. Guth,
Andrej Linde i inni zaproponowali, ze w pierwszych mikrosekundach swojego
istnienia (tj. zaraz po ,punkcie zero” w modelu Wielkiego Wybuchu)
Wszechéwiat doswiadczyt eksponencjalnej ekspansji — ,inflacji”. Byla to

préba wyjasnienia kilku probleméw kosmologicznych, takich jak jednorodnosé
Wszechéwiata w najwigkszych skalach — wiekszych niz obszary powiazane
przyczynowo-skutkowo, gdyby inflacji nie bylo. Co ciekawe, taka eksponencjalna
ekspansja jest $wietnie opisywana modelem de Sittera zawierajacym dodatnia A
i zaniedbywalng gestos¢ materii. Zwigzek tej ,inflacyjnej A” z dzisiejsza

ciemng energia jest niejasny, ale raczej nie sg one tym samym, bo inflacja sie
zakoriczyla jakies 10732 s po Wielkim Wybuchu, po czym przez kilka miliardéw
lat w kosmosie dominowala materia.

W kontekscie dyskusji o ciemnej energii wazne jest, ze jednym z gtéwnych
przewidywan teorii inflacyjnej jest globalna plasko$é przestrzenna Wszechswiata.
Innymi stowy, kosmos w najwiekszych skalach powinien wedlug teorii

inflacji mie¢ geometrie euklidesowa. To tlumaczy popularnosé modelu
Einsteina—de Sittera: plaskiego, zawierajacego tylko materie, przez ostatnie dwie
dekady XX wieku. Jednak nie wszystkie obserwacje potwierdzaly prawdziwosé
modelu o gestosci réwnej krytycznej. Badania cho¢by wielkoskalowych
przeplywéw galaktyk — ze znaczacym udzialem Romana Juszkiewicza —
wskazywaly, ze materii jest za malo, by Wszech$wiat ,domknaé¢” do gestosci
krytycznej. Pogodzenie tego z przewidywaniami inflacji jest mozliwe, gdy gestosé
materii-energii domknie si¢ do wartoéci krytycznej dodatnig A.

Stad tez i obserwacje odleglych supernowych Ia — ,$wiec standardowych” —
prowadzone przez Perlmuttera, Riessa i Schmidta, pokazujace, ze ekspansja
przyspiesza zamiast zwalnia¢ — padly na podatny grunt i doprowadzity do
powstania modelu zwanego dzi§ ACDM (gdzie CDM to zimna ciemna materia).
Zgodno$¢ tego modelu z obserwacjami zostata od tej pory potwierdzona
wieloma réznymi testami. Jednym z najwazniejszych jest analiza wtasciwosci
mikrofalowego promieniowania tta, ktéra pozwala zaréwno z duza dokladnosScia
ustali¢ globalna krzywizne przestrzeni (wynoszaca zero — plaskosé), jak i $rednia
gesto$é materii (wynoszaca okolo 30% gestosci krytycznej). Juz te dwa fakty
pokazuja, ze konieczny jest model z A > 0, dopelniajaca gesto$¢ masy-energii do
wartosci krytycznej. Obrazu dopelniaja inne dane, choéby bardziej dzis doktadne
niz pod koniec XX wieku pomiary tempa ekspansji Wszechéwiata w funkcji
czasu kosmicznego, juz nie tylko z supernowych, ale i tzw. barionowych oscylacji
akustycznych. Wszystkie one pokazuja jednoznacznie, ze ekspansja kosmosu
przyspiesza.

»Jednoznacznie” to jednak nawet we wspolczesnej ,.kosmologii precyzyjnej”
duze stowo. Gléwnym problemem z ciemna energia pozostaje fakt, ze nie
mamy zupelnie pojecia, czym mogtaby byé¢ w fizycznym sensie. O ile ciemna
materie prébuje sie wyjasnié w oparciu o dobrze ugruntowane hipotezy (takie
jak czastki elementarne wykraczajace poza model standardowy), to ciemna
energia modelowana jest gtéwnie fenomenologicznie. Uznaje sie ja za jakis
rodzaj ,energii prézni” i w oparciu o obserwacje astronomiczne prébujemy
naltozy¢ ograniczenia na jej réwnanie stanu. Jak dotad, ograniczenia te sa bardzo
stabe i wiemy jedynie, ze jest to zgodne w granicach (duzych) bledéw z p = —p,
czyli stala kosmologiczna — najprostsza teoretycznie forma ciemnej energii, dla
ktérej ten zwiazek nie zmienia si¢ z czasem. Rozwija si¢ jednak wiele innych
modeli, poczawszy od ,kwintesencji” i jej podobnych (réwnanie stanu zmienne
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Wigkszo$¢é modeli kosmologicznych,

w tym ACDM, zaklada, ze Wszech$wiat
w odpowiednio duzych skalach jest
jednorodny i izotropowy, dzieki czemu
mozemy przyjaé¢ wiele symetrii i opisywaé
go prosta metryks Friedmana—Lemaitre’a—
—Robertsona—Walkera. Niektérzy
kosmologowie twierdza jednak, ze jest to
nadmierne uproszczenie i wlasnie to
zalozenie prowadzi do ,artefaktu”, jakim
jest przyspieszajaca ekspansja, pisaliémy
o tym w A%G. W niektérych z modeli
,hiejednorodnych” nie mozna globalnie
zdefiniowaé éredniej krzywizny czy
gestosci, przez co inaczej interpretuje sie
w nich obserwacje np. supernowych (takie
jak zwigzek odleglosci z przesunieciami
ku czerwieni).

w czasie), po zmodyfikowana grawitacje, w ktérej w skrajnych przypadkach A
nie ma w rownaniach w ogdle, jest za to ,piata sita” — dodatkowe oddzialywanie,
w wyniku ktérego grawitacja jest stabsza na bardzo duzych kosmicznych skalach,
co skutkuje przyspieszajaca ekspansja. Niektorzy natomiast twierdza, ze zadna
modyfikacja grawitacji nie jest konieczna, nalezy natomiast zrewidowaé nasz opis
Wszechéwiata jako jednorodnego i izotropowego. Wedtug tego rodzaju modeli
przyspieszanie ekspansji jest pozorne, a to, ze je ,widzimy”, wynika ze zbyt
uproszczonego modelu, w ktérym obserwacje sa interpretowane.

Zarowno modele zmodyfikowanej grawitacji, jak i te zakladajace znaczace
niejednorodnoéci, maja swoje wady, na pewno nie mniejsze niz standardowy
model kosmologiczny, jakim jest ACDM. A poniewaz zadne obserwacje
kosmologiczne nie wskazuja obecnie na znaczne odstepstwa od modelu
standardowego (a w kazdym razie nie widaé, aby jaki$ inny model lepiej je
wyjasnial), braytwa Ockhama odcina wszystko, co nie jest ACDM. Czy to sie
zmieni w najblizszych latach, gdy nowe, wigksze i glebsze przeglady kosmosu
stang sie rzeczywistoscia? Czy ambitne programy, takie jak Euclid, LSST, JWST
czy SKA, przybliza nas do wyjaénienia zagadki A, czy wrecz przeciwnie?

Jak wyciagnaé v/2 modulo n? Mariusz SKALBA*

* Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Niech n bedzie liczba nieparzysta. Pytamy, czy istnieje taka liczba catkowita z,
ze

(1) 2?2 =2 (mod n)?
Jedli ta kongruencja ma rozwiazanie calkowite x, to na pewno istnieje
rozwiazanie 21 € {0,1,...,n — 1}. Wtedy liczba xo = n — x; tez jest rozwiazaniem.

Jak jednak rozstrzygnaé, czy kongruencja (1) w ogéle ma rozwiazania?

W przypadku, gdy n = p jest liczba pierwsza, dysponujemy praktycznym
algorytmem, ktory rozstrzyga, czy kongruencja (1) ma rozwigzanie — oparty
jest on na tzw. kryterium Eulera. Jest ono $cisle zwiazane z malym
twierdzeniem Fermata. To slynne twierdzenie méwi, ze jesli x nie dzieli sig
przez liczbe pierwsza p, to woéwczas
P71 =1 (mod p).
Jesli kongruencja (1) ma rozwiazanie z, to mozemy napisaé
ob = (172)1%1 = 2P~ =1 (mod p),
a zatem ostatecznie
(2) 2f =1 (mod p).
Kryterium Eulera stanowi, ze powyzsze rozumowanie mozna odwrocié: jesli
zachodzi kongruencja (2), to kongruencja (1) ma rozwiazanie. Warto w tym
miejscu dodaé, ze potegowanie a* modulo n tatwo wykonaé efektywnie nawet
wtedy, gdy liczby n oraz k sa ogromne! Oto zarys metody. Najpierw zapisujemy
wyktadnik k£ w ukladzie dwéjkowym:
k=2m1 42™2 4 42" gdzie my <mg < --- <my = [logy k] .

Poniewaz

m1 ma my
ab*=a" a2

wiec wystarczy wykonaé m; kolejnych podnoszen do kwadratu, a na koniec
[ — 1 mnozen — wszystkie operacje wykonujemy modulo n, a wiec na liczbach
mniejszych od n.

Zalézmy teraz, ze liczba 2 przeszla test Eulera. Nasuwa sie teraz pytanie: jak
znalez¢ x spelniajace kongruencje (1)?

Jedli p =3 (mod 4), to wystarczy przyjaé
=2 (mod p).
Pokazuje to ponizszy rachunek
x252p7+152%1-2152(m0dp)
(na mocy (2)).
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Rozwigzanie zadania F 966.
Zatrzymanie pojazdu nastepuje, gdy
praca wykonana przez sity tarcia réwna
jest poczatkowej energii kinetycznej
pojazdu:

M =mgfs,

gdzie m oznacza mase pojazdu,

g — przyspieszenie ziemskie, a s droge

przebyty do zatrzymania.

a) Gdy predkosé poczatkowa vy jest
wieksza od v, to podczas hamowania
na drodze s energia kinetyczna
zmaleje o wartos¢ odpowiadajaca
predkosci vg i po przebyciu drogi s
pojazd bedzie poruszal si¢
z predkodcig

2 _ .2
v — vg.

Dla vy = 60km/godz. i

vo = 50km/godz., v = 33,17 km/godz.

b) W przypadku mokrej nawierzchni
pojazd podczas hamowania na drodze
s straci tylko fi/fo czedé swojej
energii kinetycznej. Jego predkosé po
przybyciu drogi s wyniesie wiec:

v = vo4q [ 1— %

Dla vg = 50km/godz., f1 = 0,4
i fo =0,6,v=28,87km/godz.

Jezeli natomiast p = 1 (mod 4), to nieco komplikujac powyzsza metode (szczegbly
pominiemy ), mozna obliczy¢ x spelniajace (1), o ile mamy do dyspozycji taka
liczbe s, ze kongruencja

(3) 22 = s (mod p)

nie ma rozwiazan. Taka liczbe s nazywamy nieresztq kwadratowg modulo p.
Latwo udowodnié, ze w ciagu liczb 1,2,...,p — 1 jest dokladnie (p — 1)/2 niereszt.
Dla pozostalych liczb s z powyzszego ciagu kongruencja (3) ma rozwiazanie

— nazywamy je resztami kwadratowymi modulo p. I tak np. dla p = 7 liczby
1,2,4 sa resztami kwadratowymi, a liczby 3,5, 6 nieresztami kwadratowymi.
Natomiast dla p = 11 niereszty kwadratowe to 2,6,7, 8,10, a reszty kwadratowe
to 1,3,4,5,9. Niereszte kwadratowsa s, ktorej uzywamy we wzmiankowanym
powyzej algorytmie pierwiastkowania modulo p, tatwo znalezé praktycznie nawet
dla bardzo duzych liczb pierwszych p. Wystarczy mianowicie wylosowaé liczbe
s€{1,2,...,p— 1} i sprawdzié, czy jest niereszta kwadratowa, stosujac, na
przyklad, kryterium Eulera. W przypadku niepowodzenia losujemy i testujemy
inng liczbe s. Prawdopodobienistwo wylosowania niereszty w kazdej probie
wynosi 1/2, a zatem przecietnie bardzo szybko znajdziemy niereszte. Jest to
przyklad algorytmu zrandomizowanego. Rzucajac 20 razy symetryczna
moneta, mozemy, oczywiscie, wyrzuci¢ same reszty (niektérzy méwia reszki),
ale prawdopodobienstwo tego jest mate.

A moze lepiej testowaé po kolei liczby s = 1,2,3. .., az do skutku, czyli
do napotkania niereszty? Niech wiec N(p) oznacza najmniejsza niereszte
kwadratowa modulo p. Najlepszy wynik bezwarunkowy pochodzi od
D.A. Burgessa

N(p) < p*ve*e
dla kazdego £ > 0 i p > po(e). Natomiast przy zalozeniu uogélnionej hipotezy
Riemanna N.C. Ankeny pokazal oszacowanie znacznie lepsze

N(p) < C(logp)? dla pewnej stalej C' > 0.

Tak wiec prymitywny algorytm testowania kolejnych liczb s jest (warunkowo)
bardzo efektywny.

Podsumujmy nasze dotychczasowe rozwazania: jesli modut n jest liczba pierwsza,
to w zasadzie potrafimy poradzié sobie zaréwno z rozstrzygnieciem, czy 2 jest
reszta kwadratowa modulo n, jak i ze znalezieniem wszystkich rozwiazan
kongruencji (1) w zbiorze {1,2,...,n — 1} (sa dwa takie rozwiazania).

A jak jest dla liczb zlozonych n? Rozpatrzymy najprostszy przypadek, gdy
n = pq jest iloczynem dwoéch réznych liczb pierwszych. Do dzisiaj nie jest znana
zadna efektywna uniwersalna metoda rozstrzygania, czy kongruencja (1) ma
rozwiazanie. Zalézmy jednak, ze dobra wrézka rzekla: Tak, kongruencja (1) jest
rozwigzalna, a Twoje zadanie to znaleZé jej wszystkie rozwigzania r w zbiorze
{1,2,...,n —1}. Zalézmy dalej, ze jakims cudem wypisaliémy wszystkie (cztery —
wynika to z chifiskiego twierdzenia o resztach) rozwiazania kongruencji (1):
1<z <xe <23 <4 <pg—1.

Poniewaz kongruencja 32 = 2 (mod p) ma doktadnie dwa rozwigzania v, yo
w zbiorze {1,2,...,p — 1}, wiec dla pewnych 1 <4 < j < 3 mamy z; = z; (mod p),
a zatem liczba x; — x; dzieli si¢ przez p. Oczywiscie, x; — x; nie dzieli si¢ przez
n=npq, gdyz 1 < z; —x; < pg— 2. A zatem

NWD(z; — x;,n) = p.
Liczby NWD(xo — x1,n), NWD(z3 — 29,n), NWD(z3 — 21, n) potrafimy obliczyé,
bardzo efektywnie stosujac najstynniejszy algorytm na $wiecie — algorytm
Euklidesa. W ten sposéb znalezlidémy nietrywialny dzielnik p liczby n = pq.
Najbardziej pomégl nam cud (a nie wrézka). Tym samym naszkicowaliSmy
gléwna my$l dowodu twierdzenia, ze kompletne rozwiazanie kongruencji (1)
dla modutu ztozonego n jest co najmniej tak trudne, jak rozktad n na czynniki
pierwsze. Natomiast samo tylko rozstrzygniecie, czy (1) ma rozwiazanie, wydaje
sie istotnie latwiejsze niz rozklad na czynniki, ale jak juz wspomnieli$my
wczesniej, nikt nie umie zrobié efektywnie nawet tego.
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* Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

»,Co jest grane” w Teorii Gier
Tadeusz PEATKOWSKI*

Teoria Gier (TG), traktowana jako dzial matematyki, stuzy do wyjasniania
zachowan ludzi, zwierzat, przebiegu réznorodnych proceséw w przyrodzie,
ekonomii, medycynie, zachowania podmiotoéw w polityce, w sieciach spotecznych,
czyli — ogdlniej — stuzy do opisu interakcji miedzy réznego typu obiektami.
Procesy te sa na tyle ztozone, ze istniejace modele teoriogrowe nie przystaja

na ogo6t do obserwowanych sytuacji. Przyktadem jest réwnowaga Nasha,

ktéra stanowi matematyczny opis stabilnego uktadu. Jednak w rzeczywistych
sytuacjach ludzie nieczesto graja strategiami tworzacymi taka réwnowage.
Jednym z najwickszych wyzwan TG jest stworzenie modeli zachowan, ktére

w zadowalajacym stopniu sa zgodne z obserwacjami, maja odpowiedni potencjal
predykcyjny oraz mozliwoéci testowania. Rozbieznosci ilustruje np. gra
,Ultimatum”. W jednym z wariantéw gracz otrzymuje pewna kwote i musi
zaproponowaé wybrang przez siebie jej dodatnia cze$¢ drugiemu graczowi.
Jezeli ten ja przyjmie, nastepuje podzial, jezeli nie, to obaj nic nie dostaja.

W przypadku skoriczonej liczby propozycji réwnowaga (zwana doskonala) polega
na tym, ze pierwszy gracz proponuje najnizsza mozliwa kwote, drugi zgadza sie
na wszystko (zawsze jest to dla niego oplacalne). Przeprowadzone eksperymenty
pokazaty, ze proponowana suma byla istotnie wyzsza od najnizszej mozliwej.
Znaczace rozbieznosci miedzy teoria a eksperymentami obserwuje si¢ takze

w sytuacjach modelowanych innymi klasycznymi grami, np. w grze ,W Stonoge”,
czy w ,Dylemacie Wieznia”.

Jest wiele powodéw, dla ktérych opis rownowagowy nie przystaje do
rzeczywistosci, np. ograniczona racjonalnos¢ decydentow, niepewnosé dotyczaca
wyplat w grze, uwzglednianie przez graczy nie tylko swojego wyniku, ale

tez wynikow innych uczestnikéw gry; ponadto gracze moga popelniaé btedy,
moga by¢ motywowani altruizmem, intuicja, wiara, roznorodnymi emocjami,
takimi jak zawisé, ztosliwoséé, strach przed ryzykiem, a w przypadku gier
powtarzalnych np. strachem przed odwzajemnianiem, czy troska o swoja
reputacje. Co wiecej, zmiana wyptat, ktéra nie zmienia réwnowag Nasha,

moze powodowac istotne zmiany w decyzjach graczy. I odwrotnie, istotna
zmiana wyplat moze nie wptywaé na ich decyzje. Mimo powyzszych i innych
ograniczenn réwnowaga Nasha (jak i inne koncepcje réwnowagi, np. réwnowaga
Bayesa—Nasha, réwnowaga korelacyjna) jest uzytecznym pojeciem, bedacym
obiektem intensywnych badan, np. w grach dynamicznych, stochastycznych oraz
w algorytmicznej teorii gier, w ktérej otwartym problemem jest opracowanie

i implementacja przyjaznych obliczeniowo algorytmoéw wyznaczania réwnowag
(lub stanéw im bliskich) dla uktadéw zlozonych z bardzo wielu oddziatujacych
miedzy sobg obiektow. Problemy takie maja bardzo czesto wysoka ztozonosé
obliczeniowa i wystepuja zaréwno w grach strategicznych (np. przy wyznaczaniu
réwnowag Nasha), jak i w grach koalicyjnych (w ktérych jedno z najbardziej
popularnych rozwiazan, warto$é Shapleya, wymaga uwzglednienia wszystkich
podzbioréw zbioru graczy, co w przypadku wielkich uktadéw przekracza obecne
mozliwosci obliczeniowe). Coraz czeéciej TG jest uzywana do konstrukeji

i analizy modeli wieloagentowych, do opisu aukcji lub szerzej: do projektowania
mechanizméw (mechanism design) i ogdlniej do badani nad sztuczna inteligencja.

Popularnym powiedzeniem jest, ze wiek XXI to ,wiek sieci”. Teoria gier

jest istotnym elementem opisu réznego typu sieci, np. spotecznosciowych

i komunikacyjnych. Weztami sieci sa gracze, krawedzie opisuja ich wzajemne
interakcje. Gry na sieciach modeluja zachowania w sieciach spotecznych,
rozchodzenie sie plotek, powstawanie zatorow komunikacyjnych, ataki na sieci
komputerowe, ataki terrorystyczne albo — odwracajac role — préby rozbicia sieci
terrorystycznych np. przez analize znaczenia, sily oddzialywania cztonkéow grup
terrorystycznych, tworzacych strukture sieciowa (Al}).

Powstanie i ewolucja Internetu byly Zrédtem nowych modeli teoriogrowych
i ciekawych probleméw matematycznych. W 2003 roku zostal zaproponowany
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* Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Co ciekawe, sztuczka zmniejszania liczby
mnozen byta znana juz Gaussowi, ktéry
uzywal jej do mnozenia liczb zespolonych
za pomocy trzech mnozeni.

model Internetu, w ktérym wezly sieci sg graczami, krawedzie — potaczeniami,
a uzytecznosé¢ gracza (w tym przypadku koszt polaczen) jest mierzona
dhugoscia i liczba polaczen z innymi graczami. Autorzy przeanalizowali istnienie
i wlasnosci réwnowag Nasha, przedstawili liste otwartych probleméw, z ktorych
do dzi$ tylko kilka doczekalo sie rozwiazania. Otwartym problemem jest

w szczegblnoscei pytanie, czy istniejg i jakie maja wlasnosci procesy dynamiczne,
prowadzace do réwnowag (w tym i w pdzniejszych modelach tworzenia sieci).

Waznym typem modeli teoriogrowych, stosowanych do wyjasniania
rzeczywistych zachowan, sa modele uczenia, w ktorych gracze zmieniajg strategie
w zaleznosci od wyptat swoich i innych graczy, prowadzace do réwnowagi Nasha,
np. ,Replikator” czy ,Gra fikcyjna” (fictitious play). Jednakze, m.in. w wyniku
rozwoju ekonomii eksperymentalnej i po uwzglednieniu osiagnieé¢ psychologii,
stalo sie jasne, ze ludzie zachowuja sie inaczej, niz przewiduja modele uczenia.

Jednym z intrygujacych probleméw, ktéry do tej pory nie ma powszechnie
akceptowanego rozwiazania, jest zagadnienie ewolucji kooperacji w grupach
ludzkich, w ktérych interakcje sa opisywane formalizmem TG. NajczeSciej
stosowanymi modelami takich sytuacji sa dylematy spoleczne, w szczegdlnosci
,Dylemat WieZnia” i (w przypadku wielu graczy) ,,Dylemat Wsp6lnych
Zasobow”. Mozna przewidywaé, ze nowe modele beda w szerszym stopniu
uwzglednialy wzmiankowane wyzej aspekty behawioralne i neurobiologiczne
takich interakc;ji.

Czytelnikowi pragnacemu rozszerzy¢ swoja wiedze w obszarze probleméw otwartych TG polecamy:

[1] A. Fabrikant et al., On a network creation game, PODC ’03 (2003) 347-351;

[2] N. Nisan, T. Roughgarden, E. Tardos, V.V. Vazirani, Algorithmic Game Theory, (2007)
Cambridge;

[3] Y. Shoham, K. Leyton-Brown, Multiagent Systems: Algorithmic, Game-Theoretic, and Logical
Foundations, (2008) Cambridge Univ. Press;

[4] E. Elkind, K. Leyton-Brown, Algorithmic Game Theory and Artificial Intelligence, Al
Magazine, 31, 4 (2010);

[5] M. Shubik, The Present and Future of Game Theory, Discussion Paper 1808 (2011);

] V. Fragnelli, G. Gambarelli, Open problems in the theory of cooperative games, IGTR, 15 2, 3

(2013);

[7] M.O. Jackson, Y. Zenou, Games on Networks, Handbook of Game Theory with Economic
Applications (2015) Elsevier;

[8] E. Maskin, How Can Cooperative Game Theory Be Made More Relevant to Economics? Open
Problems in Mathematics, J.F. Nash, Jr., M.Th. Rassias (eds.), Springer Int. Publ. (2016).

Mnozenie nie tylko macierzy
Marcin MUCHA*

Tematem tego artykulu jest mnozenie macierzy, ale zaczniemy od problemu
nieco prostszego — mnozenia wielomianéw. Niech A i B beda wielomianami
stopnia n, A(x) = Y gaixt, B(x) =Y., biz'. lloczynem A i B jest wielomian
C(z) = Z?Zo c;x’, gdzie ¢; = Zogkgi arbi—y, (przyjmujemy ar = by =0 dla k > n).
Mnozenie wielomianéw za pomoca tego wzoru wymaga rzedu n? operacji.
Okazuje si¢ jednak, ze mozna to zrobié szybciej. Jako pierwszy zauwazytl
to Anatolij Karatsuba juz w 1960 roku. Algorytm Karatsuby opiera sie na
nastepujacym spostrzezeniu. Rozwazmy iloczyn wielomiandéw szczegdlnie prostej
postaci:

(anz™ + ao)(bpx™ + by) = anbpx®™ + (anbo + bpag)x™ + agby.
Wydaje sie, ze do obliczenia wspdtczynnikéw wyniku potrzebne sa cztery
mnozenia, ale wystarcza trzy, gdyz

anbo + bnao = (ao =+ an)(bo + bn) — aobo — anbn.
W ogélnym przypadku, aby pomnozy¢ dwa wielomiany A, B stopnia 2n — 1,
zapisujemy A nastepujaco:
A(z) = Z a;xt —0—35"( Z ai+nxi),
o<i<n o<i<n
i analogicznie B, a nastepnie korzystamy z wyprowadzonej wlasnie tozsamogci.
Sprowadzamy w ten sposob jedno mnozenie wielomianéw stopnia 2n — 1 do
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Pracujemy teraz z wielomianami, ktérych trzech mnozen oraz dwoch odejmowaﬁ wielomianéw Stopnia n — 1. Proces
wspdélczynniki same sg wielomianami. . 4 23 : ss
Zachecamy Crytelnika do sprawdzenta, 7 ten mozna kontynuowaé rekurencyjnie. LlC?bQ operacji arytmety/cznych,
nie prowadzi to do zadnych wykonywanych przez uzyskany w ten sposéb algorytm, opisuje réwnanie
ykony y y y ytm,
nieprzewidzianych trudnosci. T(2n —1) = 3T(n — 1) + O(n), ktérego rozwiazaniem jest T'(n — 1) = O(n'°823),
gdzie log, 3 ~ 1,585. Jedli poczatkowe stopnie nie sa postaci 2¥ — 1, nalezy je
sztucznie zwiekszy¢, nie zmienia to rzedu liczby operacji.

Istnieja tez inne efektywne algorytmy mnozenia wielomianéw. Najszybszy

z nich korzysta z szybkiej transformaty Fouriera i wymaga O(nlogn) operacji
arytmetycznych. Warto zwréci¢ uwage, ze algorytméw tych mozna uzywaé
takze do mnozenia liczb, wstawiajac za wspdotczynniki wielomianéw cyfry

liczb, ktére chcemy pomnozyé. Poprawno$é tej procedury tatwo uzasadnié¢ —
wystarczy podstawi¢ za = baze systemu, w ktérym liczymy, np. z = 10. Zaréwno
algorytm Karatsuby, jak i inne szybkie algorytmy mnozenia liczb/wielomianéw
sg uzywane w praktyce. Wiele bibliotek implementuje kilka réznych algorytmdw
i wybiera wladciwy w zaleznosci od rozmiaru mnozonych liczb.

Przejdzmy teraz do gléwnego tematu tego artykulu, czyli mnozenia macierzy.
Niech A i B beda macierzami n x n, A = (a;;), B = (b; ;). loczynem A i B jest
macierz C = (¢;,5), gdzie ¢; ; = ZZ:1 a; by ;. Jak latwo sprawdzi¢, mnozenie
macierzy za pomoca tej definicji wymaga rzedu n3 operacji. W 1969 roku
Strassen zadziwil Swiat naukowy odkryciem algorytmu, ktéry mnozy macierze
za pomoca O(n'°827) operacji, gdzie log, 7 =~ 2,81. Algorytm ten opiera sie
na pomysle podobnym do algorytmu Karatsuby. Strassen znalazl mianowicie
metode mnozenia dwoéch macierzy 2 x 2 za pomoca 7 mnozen zamiast 8,
ktére wykonuje algorytm naiwny. Aby méc zastosowaé algorytm Strassena
rekurencyjnie, wystarczy zauwazy¢, ze jesli kazda z macierzy A, B oraz C = AB
podzielimy na cztery identycznych rozmiaréw kwadratowe bloki, to zachodzi:

(Cl,l C1,2) _ (Al,lBl,l +A12B21 Ai1Bia+ A1,232,2>

Co1 C22) \A21B11+ A32Ba1 As1Bia+ AzaBas)”

Oznacza to, ze mozna takie macierze blokowe mnozy¢ tak, jakby bloki byty
liczbami. W potaczeniu ze sztuczka Strassena pozwala to zredukowaé¢ mnozenie
macierzy (2n) x (2n) do 7 mnozen macierzy n X n i pewnej, zupelnie nieistotnej,
liczby dodawan takich macierzy. Ztozonosé uzyskanego w efekcie algorytmu
rekurencyjnego opisuje réwnanie T'(2n) = 7T(n) + O(n?), ktérego rozwiazaniem
jest wspomniana wezeéniej ztozonoéé T'(n) = O(nl°827).

/
AN

Po odkryciu Strassena sadzono, ze znalezienie algorytmu o ztozonosci O(n?logn)
lub podobne;j jest tylko kwestia czasu. Stalo sie jednak inaczej. Przez kolejnych
dwadziescia lat rozwinieto niezwykle wyrafinowana metodologie konstrukeji
algorytmoéw mnozenia macierzy, wyrazona w jezyku algebry tensorowe;j.
N 7 W ramach tej teorii zaproponowano wiele algorytmoéw mnozenia macierzy,
najszybszym z nich jest opublikowany w roku 1980 algorytm Coppersmitha
\/ i Winograda o ztozonosci O(n?38). Od tamtego czasu powstaty nowe, duzo
bardziej eleganckie teorie, m.in. interpretacja znanych algorytméw w jezyku
dzialan grup. Parametry algorytmu Coppersmitha i Winograda zostaly tez

é og S;’ zoptymalizowane, w efekcie uzyskano ztozonogé O(n?37). Pytanie o algorytm
o X

o zlozonosci niemal kwadratowej pozostaje nadal jednym z najbardziej
fundamentalnych otwartych probleméw algorytmiki.

Nie jest to jednak jedyny otwarty problem zwiazany z mnozeniem macierzy.
Mnozenie macierzy jest niezwykle czesto wykorzystywane w praktyce,

cho¢by w implementacji warstw gestych w tak ostatnio popularnych

sieciach neuronowych. Pomimo to zadna z popularnych zoptymalizowanych
implementacji nie korzysta z omawianych tu algorytméw. Powody ku temu

sg dwa. W przypadku najszybszych asymptotycznie algorytméw stata ukryta
w notacji duzego O ma monstrualne rozmiary, przez co sa one bezuzyteczne

w praktyce. Z kolei w przypadku wolniejszych asymptotycznie algorytméw,

np. algorytmu Strassena, rekurencyjna struktura utrudnia efektywne zarzadzanie
pamiecia podreczng procesora (cache), ktére jest kluczowym elementem
efektywnych implementacji. Czy istnieja naprawde szybkie algorytmy mnozenia
macierzy?

12



Zaciemnianie programow
Tomasz KAZANA

Kazdy mtody adept sztuki programowania pewnie nie raz styszal od swych
mentoréw, ze program nie tylko musi dziala¢ poprawnie i szybko, ale tez musi

Sa-< by¢ napisany w sposéb czytelny. Studentéw uczy sie wiec nie tylko jezykéw
E¥HEE 2 programowania, algorytmoéw czy struktur danych, ale tez prébuje sie im
EOENT - X przekazaé prawidlowe nawyki dotyczace stylu programowania.
* o~ OO % ©
NIZ~Ny - 35 0~ . . . 3
5 ‘é g8 o %~ Buntownicy, jak zawsze, ida w druga strong. Od roku 1984 organizowany
STHRRE ~ ¥ < jest konkurs International Obfuscated C Code Contest na napisanie mozliwie
28885 3 §~°
Ta 2Lt g &0 > . nieczytelnego programu w jezyku C. Na marginesie umiesciliSmy zgtoszenie
20 0 0 H on 1o . . ,
ZH88% 8 0 8%  Nicolasa Ollingera, ktére w roku 2001 (ex aequo z Jasonem Orendorffem)
sdEEoD ® gY2 zdobylo gléwna nagrode. Czytelnik Chorobliwie Zawzigty moze sprawdzic, ze
RN <) — D © . . . . .
LS gpeay I T 5% ten program realizuje dzialanie sita Eratostenesa.
=2 > 0~ ~ 1 ~ Q --od
-~~~ - T QoA
% gg %é Z = g : § Problem zaciemniania programéw jednak wybiega daleko poza obszar
3 ‘tg‘::% 2 & .. § 58 sztubackich zartéw.
SENT IR 1 98¢
A A X X Rl Iloee em . . . . sz .
Tx&ER& 4 8. & 94 Zaciemnianie (fachowo: obfuskacja) kodu Zrédlowego programu to jedno
~n+ M=o a 9~ —d = . , .. . . .
cZ25d88Y L% “s°  zwaznych wyzwan kryptologii. Motywacja do badania tego problemu jest chyba
Sr8Vv.9588 S Sad .. . , ,
FIT 5068 g9 w L2 dodc jasna. Dla zapewnienia bezpieczenistwa danych (albo z powodéw czysto
T = LnNNXOO b ~ A o = . I T .
Soxnzaaa T g= 1 =2  biznesowych) czasem autor programu chce tylko umozliwié¢ jego wykonywanie
Lz X@mmo NS - A+ A~ , . . . . ,1 2 . . . .
2TEREIEE Fg Foilad komus innemu, ale wcale nie chce ujawniaé szczegdtow jego dziatania. W dobie
YLLETEEEY A% .- %5 Internetu takie zalozenie trywialnie mozna zrealizowa¢ w modelu klient-serwer.
SISE85F8E 847 4¥8P oo Wyst lozyé, ze kod P jest tylk i
FYNEZETE So S8 gS ystarczy zalozy¢, ze kod pewnego programu P znany jest tylko serwerowi,
+ P I PN P - O~ n A . 1. . . , .. ,
SHGEESEY 2% T3TSTS a jesli uzytkownik chce wykona¢ P na danych D, to powinien wysta¢ D do
CEXETNSY S5 ¥LT2Y serwera, a ten obliczy i ode§le mu P(D). Problem obfuskacji jest jednak
g 00l N ¥ Ao S B (i S I
0D ESYY §YEP08%e ™ trudniejszy. Chcemy mieé wlasnosé jak wyzej, ale w $wiecie off-line. Innymi
4 8 0 0@ mO B £ A N HH ON O J y. y \] y J’ ' y
GEuNZShY wA A 3 slowy: zaklad 7e uzytkownik howuj kod P, a i tak
$SHEGTIR 3 g stowy: zakltadamy, ze uzytkownik przechowuje sam kod programu P, a i ta
BROSASN S najlepsze, co moze zrobié, by poznaé jego dzialanie, to uruchamia¢ P na réznych

danych i odczytywaé wyniki. Chcieliby$Smy, aby kod byt tak zagmatwany, zeby
kazda préba jego obejrzenia i wyciagniecia jakich$ bardziej ogélnych wnioskéw

musiata konczyé sie niepowodzeniem.

Jak w calej kryptologii, poczatkowo do problemu
zaciemniania kodu podchodzono w sposéb nieformalny
(czy raczej: niematematyczny). To znaczy definicje
problemu byly nieostre, a rozwiazania dyskutowane byty
wytacznie na poziomie intuicyjno-inzynierskim. Sprawe
zmienila stynna prorocza praca New Directions in
Cryptography Diffiego i Hellmana z roku 1976, w ktérej
(miedzy innymi) podjeto prébe sformalizowania pojecia
obfuskacji programu. Konkretnie: niech O(P) oznacza
prébe zaciemnienia programu P. Powiemy, ze O(P)
jest rzeczywiScie obfuskacja P, gdy (1) dla kazdego
wejécia, P oraz O(P) daja ten sam wynik oraz (2) dla
kazdego (wielomianowego) uzytkownika A istnieje taki
symulator S (czyli po prostu pewien wielomianowy
rogram), ze:
prose A(O(P) ~ 5"
gdzie: A(O(P)) oznacza wynik dzialania A na danym
kodzie O(P), a ST oznacza wynik dziatania S, ktéry
ma dostep do serwera takiego, jak w akapicie wyzej
(czyli obliczajacego na zadanie wartosci programu P).
Wyniki programéw nie musza by¢ deterministyczne, stad
znaczek ,~” oznacza tutaj blisko$¢ rozktadéw mozliwych
wynikéw. Intuicyjnie ta definicja glosi, ze uzytkownik A,
ktéry ma pelny dostep do kodu O(P), nie ma specjalnej
przewagi nad uzytkownikiem dysponujacym tylko
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dostepem do serwera, skoro ten drugi moze symulowaé
(w czasie wielomianowym i z duza dokladnoscia) wynik
obliczen tego pierwszego.

Marzeniem kryptologdéw przez wiele lat pozostawat
uniwersalny kompilator, ktory dla kazdego programu
potrafitby wyznaczy¢ jego nowa wersje, zaciemniona
wedlug definicji wyzej. Niestety, w roku 2001 Barak et al.
udowodnili, ze taka uniwersalna konstrukcja nie moze
istnie¢. Na dtugi czas ostudzilo to zapal $rodowiska.
Jednak przelom pojawil sie w roku 2013, gdy kolejna
grupa badaczy, pracujac ze stabsza wersja definicji
obfuskacji (indistinguishability obfuscation, w skrécie iO),
wskazala (bez dowodu) obiecujacego kandydata na
uniwersalny kompilator. Od tamtej pory ruszyta lawina.
Znamy juz wiele uniwersalnych kompilatoréw iO,
dowodliwie poprawnych przy réznych, mniej lub bardziej
egzotycznych zatozeniach. Znamy tez wiele zastosowan,
pokazujacych, ze sama definicja (nieprezentowana w tym
tekscie) 1O nie jest za slaba w praktyce. Weiaz jednak
wiele bardzo waznych pytan w tej dziedzinie pozostaje
bez odpowiedzi. Przede wszystkim:

Czy istnieje uniwersalny kompilator zaciemniajgcy
(w sensie i0), poprawny przy standardowych zaloZeniach
(a wiec np. o istnieniu funkcji jednokierunkowych)?



Rys. 1. Woda ptynie wzdluz czarnych
linii.

1

Rys. 2

Moze by¢ to zaskakujace, ale wiele
probleméw matematycznych latwiej
opisuje si¢ w przypadku nieskoriczonym.
Takze dla perkolacji latwiej jest je
analizowa¢ na nieskoriczonym grafie.

0 < pe < 1 dla dowolnej kraty Z%,d > 2.
Dla matlych p zbiory krawedzi otwartych
sg skonczone, a dla p bliskich 1 istnieje
(jeden) zbiér nieskonczony.

Istotnie, w pierwszym kroku mozemy
wyj$é w 4 kierunkach. Nastepnie

w kazdym kroku mamy do wyboru trzy
kierunki dalszego podazania (cofanie nie
wydluza $ciezki).

W przypadku p = 1/3 to rozumowanie
daje trywialne szacowanie 4/3 na szans¢
polaczenia $rodka z brzegiem. Symulacja
komputerowa pokazuje, ze dlan =7
szansa ta wynosi okoto 8% (przyktadowy
rezultat takiej symulacji pokazany jest na
pierwszym rysunku).

*Instytut Matematyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Perkolacje
Piotr MIEOS*

Wyobrazmy sobie porowaty material, moze to by¢ gleba, a moze to by¢ ... ubita
kawa w kawiarce. Czy przez ten material mozna przesaczyé wode? Intuicyjnie
wiemy, ze jest to mozliwe w przypadku kawy, ale juz w przypadku gleby

zalezy od jej rodzaju, a doktadniej — od struktury ,,poréw wolnej przestrzeni”.
W roku 1957 matematycy angielscy, Simon Broadbent i John Hammersley,
zaproponowali probabilistyczny model opisujacy materialy porowate. Pomimo
prostoty definicji model ten (zwany perkolacjami) okazal si¢ fascynujacym
tematem badan. Wspomnijmy, ze, miedzy innymi, za wyniki dotyczace perkolacji
Stanistaw Smirnow zostal nagrodzony w 2010 roku najwyzszym matematycznym
wyroéznieniem, Medalem Fieldsa.

Czym jest perkolacja? Wyobrazmy sobie strone zeszytu w kratke. Kazda

jej krawedz moze by¢ otwarta (,,przepuszczajaca wode”) lub zamknieta
(,nieprzepuszczajaca wody”). O otwarciu krawedzi decydujemy w sposob losowy,
rzucajac kostka szeScienna. Rozwazmy dwa przypadki. W pierwszym z nich
otwieramy krawedz, gdy na kostce wypadnie 1 lub 2. Rysunek 1 przedstawia
przykladowy rezultat takiego losowego do$wiadczenia — jak widaé, nie istnieje
otwarta $ciezka z gory na dél, ktéra woda mogtaby przeptynaé. W drugim
przypadku otwieramy krawedz, gdy na kostce wypadnie jedna z liczb 1,2, 3, 4.
Intuicyjnie latwo stwierdzié, ze szansa przeptyniecia wody gwaltownie roénie,
co ilustruje drugi rysunek. Wspomniani juz Broadbent i Hammersley przekuli
powyzsze intuicje w abstrakcyjny model matematyczny. Rozwazmy nieskoiczony
graf regularny (moze to by¢ nieskoriczona kartka w kratke, czyli graf Z?). Kazda
z jego krawedzi otwieramy niezaleznie z pewnym prawdopodobienistwem p € (0, 1).
Kluczowe w teorii perkolacji jest pytanie ,,jakie jest prawdopodobienistwo, ze
krawedzie otwarte lacza sie w nieskonczony zbiér?”. Intuicyjnie jest oczywiste,
ze szansa ta zwicksza si¢ wraz ze wzrostem p. Sugeruje to istnienie takiego
prawdopodobienistwa krytycznego p., ze dla p < p. nie ma nieskonczonego
zbioru otwartego (woda nie moze przeplywac), a dla p > p. taki zbiér ma
szanse powstaé. Jednym z pierwszych osiagnieé teorii perkolacji byto pokazanie,
ze prawdopodobienstwo krytyczne dla Z2 jest nietrywialne, mianowicie, ze
0<p.<l1.

Pokazemy teraz szkic argumentu pokazujacego, ze dla Z? mamy p. > 1/3.
Rozwazmy kwadrat na kartce papieru o boku 2n + 1, czyli zbiér
{—n,—n+1,...,n—1,n}% Zastanéwmy sig, czy érodek tego kwadratu jest
polaczony za pomoca krawedzi otwartych z jakims punktem brzegu. Jesli tak,
to istnieje $ciezka o dlugosci n zlozona z krawedzi otwartych, zaczynajaca sie

w (0,0) (np. bedaca czedcia $ciezki otwartej do brzegu). Zauwazmy, ze liczbe
wszystkich éciezek o dtugoéci n mozemy oszacowaé przez 4 - 3"~ 1. Szansa na to, ze
kazda z krawedzi takiej $ciezki jest otwarta, wynosi p" (korzystamy z zalozenia
o niezaleznosci). Jeden z podstawowych wynikéw teorii prawdopodobienistwa
mowi, ze szansa na otwarcie przynajmniej jednej Sciezki jest mniejsza niz suma
prawdopodobiefistw otwarcia poszczegélnych $ciezek, co w naszym przypadku
wynosi % - (3p)™. W ostatnim kroku obserwujemy, ze liczba ta jest bardzo
mala, gdy p < 1/3, a n jest duze. W zwiazku z tym latwo uwierzy¢ (a takze
matematycznie wykazad), ze kazdy z polaczonych zbioréw krawedzi otwartych
bedzie wtedy skoniczony. Nasze rozwazania pokazuja zatem, ze p. > 1/3.

Podobny, cho¢ trudniejszy, argument pokazuje, ze dla p bliskich jedynki
nieskoniczony zbiér otwarty zawierajacy (0,0) ma szanse powstac. Zachecamy
Czytelnika do préby uzasadnienia tego faktu. Kluczowa obserwacja jest to, ze
jesli zbidr jest skoriczony, to istnieje ,petla” otaczajaca (0,0), przecinajaca jedynie
zamkniete krawedzie.

Gléwna trudnoscia w analizie perkolacji sa nietrywialne zaleznoéci geometryczne.
Jednoczesnie sa one zrédtem wielu ciekawych fenomendéw sprawiajacych, ze
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Przyktad perkolacji na plastrze miodu.
‘Woda ptynie przez pola ciemne.

perkolacje sa interesujacym modelem. W naszej analizie badaliémy ,,oddzielnie”
$ciezki dlugoéci n, tymczasem wiele z nich si¢ pokrywa. Mimo ze przedstawione
argumenty mozna poprawic¢, uzyskanie wartosci p. wymagalo znacznie bardziej
zaawansowanych metod, ktérych opracowanie trwato 20 lat i zostalo uwiericzone
dowodem Harrego Kestena pokazujacym, ze p. = 1/2.

Uzyskanie dokladnych wartosci prawdopodobienstwa krytycznego dla innych
grafow czesto jest niemozliwe. Zaskakujaco nie przeszkadza to w badaniu
zachowania perkolacji w punkcie krytycznym. Jest to najbardziej aktywne

pole rozwoju teorii (te zagadnienia byly badane przez Smirnowa). Mimo ze
wykazano to $cidle w malej iloéci przypadkdéw, spodziewamy sie, ze zachowanie
w duzej skali w tym punkcie zalezy gléwnie od wymiaru grafu (na przyklad
zachowanie perkolacji na ,kartce w kratke” bedzie podobne jak na ,plastrze
miodu”). Fenomen ten, zwany uniwersalnoscia, jest przedmiotem intensywnych
badan, poprzez swoje zwiazki z innymi dziedzinami matematyki. Zapewne

w najblizszych latach doprowadzi do nowych fascynujacych wynikéw.

Interpretacje teorii kwantéw Jan CHWEDENCZUK*

*Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial
Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Drobne peknigcia fundamentéw mechaniki klasycznej i klasycznej
elektrodynamiki, ktore objawilty sie w drugiej potowie XIX wieku, doprowadzity
do niewyobrazalnego przelomu naukowego i technologicznego. Narodzita

sie mechanika kwantowa, a opowie$é o jej sformutowaniu i zaprzegnieciu do
realizacji naszych potrzeb to historia triumfu ludzkiego umystu — narzadu,
ktory pierwotnie shuzyt przede wszystkim do gonienia mamuta. Trudno
wymieni¢ wszystkie korzyéci, jakie na co dzien czerpiemy ze znajomosci tej teorii.
Uktady scalone w kazdym komputerze czy telefonie komérkowym oparte sa na
tranzystorach pétprzewodnikowych, ktérych konstrukcja wymaga znajomosci
kwantowej teorii ciata stalego. Tenze telefon prawdopodobnie umozliwia
komunikacje w ramach systemu GPS, ktory dziala dzieki precyzyjnej znajomosci
jednostki czasu. Kiedy$ sekunde definiowato sie jako utamek doby ziemskiej,
wspobdlezesna sekunda to 9 192 631 770 okreséw oscylacji elektronu w wyniku
przejécia miedzy dwoma poziomami energetycznymi w atomie cezu 133 [1].

W przyszloéci jednostka czasu oparta bedzie na jeszcze bardziej egzotycznym
zjawisku kwantowym — periodyczny sygnal pochodzi¢ bedzie od przejscia
miedzy dwoma poziomami energetycznymi w samym jadrze atomowym, tym
razem atomu toru 229 [2]. Oscylacje takie wzbudza si¢ laserem, ktéry stanowi
jeszcze jeden przyklad spozytkowania zjawisk kwantowych. Laser znajduje
zastosowanie w medycynie, odtwarzaczach ptyt CD czy w laboratoriach
badawczych. Wszystko wskazuje na to, ze najblizsze lata przyniosa rozkwit
technologii kwantowych, o ile tylko globalny konflikt badZ dramatyczne zmiany
klimatyczne nie zahamuja rozwoju cywilizacyjnego. Grafen, fuzja jadrowa, czy
nano-technologie — przyszlos$é rysuje sie kwantowo.

Oprécz zastosowan technologicznych wazny jest filozoficzny aspekt teorii
kwantéw i jej wplyw na nasze rozumienie otaczajacego Swiata. W klasycznym
ujeciu czastka (na przyklad elektron albo pitka tenisowa) porusza si¢ po
trajektorii zdeterminowanej przez dzialajace nan sity. Mechanika kwantowa nie
dopuszcza istnienia doktadnie okreslonych trajektorii. W zamian opisuje czastki
za pomocy funkcji falowej, ktéra pozwala na ,,wspdlistnienie” wielu potozen

i pedow naraz. To tak, jakby rysowaé tor czastki na kartce grubym flamastrem,
a nie cienkopisem. Teoria kwantéw okresla, jak gruba jest kreska i po jakiej
krzywej podaza, ale nie dopuszcza, by flamaster byl nieskoniczenie cienki, jak to
ma miejsce w przypadku klasycznym.

Skoro funkcja falowa jest ,rozmyta”, to mozna by przyjaé, ze mechanika
kwantowa przewiduje, ze czastka jest w wielu miejscach naraz. I tu zaczynaja
sie schody — albowiem takie stwierdzenie jest jawnie sprzeczne z wynikami
obserwacji empirycznych. Ilekroé¢ bowiem spojrzymy na obiekt fizyczny, jest
on dobrze zlokalizowany w przestrzeni. Innymi stowy, elektron jest punkcikiem
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zarejestrowanym przez detektor, a nie rozmyta obszerna plama czy zbiorem
rozsianych punktéw. Stad wniosek o fundamentalnym znaczeniu — zdaje sie, ze
obserwator nie ma dostepu do funkcji falowej. A skoro tak, to jak rozumieé ten
obiekt matematyczny?

Z pomoca przychodza interpretacje mechaniki kwantowej [3]. Wérdd nich prym
wiedzie interpretacja kopenhaska [4], sformulowana w latach dwudziestych

XX w. przez Nielsa Bohra i Wernera Heisenberga. Méwi ona, ze funkcja

falowa okresla prawdopodobienstwo, z jakim mozna znalez¢ czastke w danym
miejscu i chwili czasu. Stad jej rozmyty ksztalt, gdyz prawdopodobienstwo,

w odréznieniu od dobrze okresdlonej trajektorii, moze rozciagaé sie na cate
obszary. Kazdy akt obserwacji prowadzi do ,kolapsu funkcji falowej” — czastka
lokalizuje sie w pewnym punkcie. To, gdzie ja znajdziemy, jest zupelnie
przypadkowe. Mozemy jedynie okresli¢, znajac funkcje falowa, z jakim
prawdopodobienistwem wypadnie dany wynik.

Zauwazmy, ze w ramach tej interpretacji mechaniki kwantowej funkcja falowa nie
opisuje realnego $wiata fizycznego, lecz jedynie dostarcza prawdopodobienstw
zdarzen w tym $wiecie. Interpretacja kopenhaska nie odpowiada na pytanie,
jaki jest $wiat, gdy nikt nie patrzy i kim jest obserwator. Niemniej to podejscie
do teorii kwantéw daje doskonaty zgodnos$é z doswiadczeniem — funkcja falowa
w pelni opisuje wszystkie statystyczne wtasnosci uktadéow kwantowych. Ponadto
jest to najpowszechniejsza, budzaca najmniej kontrowersji i najczeéciej nauczana
interpretacja mechaniki kwantowej.

A moze w wyniku pomiaru nie dochodzi do kolapsu funkcji falowej? Moze
obserwator widzi czastke we wszystkich mozliwych konfiguracjach naraz?
Méwimy, ze tworzy on z badanym obiektem stan splatany — koreluje sie

z wszelkimi wynikami dopuszczanymi przez funkcje falowa i wchodzi w stan
superpozycji. Dlaczego zatem obserwator nie jest $wiadomy wspoélistnienia
wielu wynikéw pomiaru, lecz wrecz przeciwnie — ma wrazenie, jakby
realizowala si¢ tylko jedna mozliwo$é¢? Zwolennicy tego podejscia do mechaniki
kwantowej, zwanego interpretacja wielu swiatéw [5], argumentuja, ze cigzko
jest zaobserwowaé superpozycje duzych obiektéw (detektoréw czy patrzacych
ludzi), lecz gdyby$my mieli taka mozliwosé, powinniémy dostrzec kamere ,naraz”
widzaca badany obiekt w réznych polozeniach. Interpretacja wielu $wiatéw
rozwinieta zostalta przez Hugh Everetta w roku 1957, jej oredownikiem jest
wybitny polski fizyk Wojciech Zurek, do tego grona nalezal Stephen Hawking.

Wielu fizykéw i filozoféw glowilo sig nad teoria kwantéw, stad tez mnogosé jej
interpretacji. Warto tu wspomnie¢ o koncepcji Louisa de Broglie’a i Davida
Bohma (interpretacja bohmowska [6]), nadajacej funkeji falowej element
realnosci. Sa tez podejscia zahaczajace o mistycyzm, laczace mechanike
kwantowa z buddyzmem, a nawet z okultyzmem. Jakakolwiek jest prawda, jedno
jest niewatpliwe: nie ma zgody co do tego, jak interpretowaé teorie kwantow —
fundamentalng teorie mikroswiata.

Rozréznianie stow Wojciech CZERWINSKI

Zeby przedstawié problem otwarty, o ktérym chcemy opowiedzieé¢, przypomnimy
intuicje stojaca za pojeciem automatu skoniczonego, ktére zreszta niedawno
pojawilo sie w migawce informatycznej w Delcie 5/2018.

Deterministyczny automat skoriczony ma zbidr stanéw @, z ktérych jeden jest
poczatkowy, a niektére sa akceptujace. Taki automat czyta stowo wejsciowe
od lewej do prawej. Zaczyna przed pierwsza litera i jest wtedy w stanie
poczatkowym. Nastepnie, w zaleznoéci od litery w stowie, ktéra aktualnie
widzi i stanu, w ktérym jest, uaktualnia swoj stan i przesuwa sie w prawo po
stowie. Jesli po przeczytaniu ostatniej litery automat znajduje sie w stanie
akceptujacym, to akceptuje stowo wejsciowe, a w przeciwnym razie je odrzuca.

Przykladowo automat moze akceptowaé stowa, ktérych dlugosé przystaje do
2 modulo 5. Wéwczas naturalnym zbiorem stanéw jest @ = {0,...,4}, stan
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poczatkowy to 0, a stan akceptujacy jest tylko jeden, mianowicie 2. Automat,
niezaleznie od litery w slowie, przechodzi ze stanu ¢ do stanu (¢ 4+ 1) mod 5.
Inny automat akceptuje stowa nad {a, b}, ktére na pozycjach przystajacych

do 3 modulo 7 maja w sumie parzyscie wiele liter a. Pamieta on, jaka jest
reszta modulo 7 aktualnej pozycji oraz jaka jest parzystos$é liczby a, ktére

do tej pory widzial na interesujacych go pozycjach. A zatem zbiér stanéw to

Q@ =10,...,7} x {0,1}. Stan poczatkowy to (1,0), bo zaczynamy od litery na
pozycji 1 i bez zobaczonych a. Stany akceptujace to wszystkie postaci (4, 0), gdyz
akceptujemy, gdy liczba a na istotnych pozycjach jest parzysta, niezaleznie od
tego, jaka jest dlugosé stowa. Jesli automat widzi a w stanie (3,¢), to przechodzi
do (4, (c+1) mod 2). W przeciwnym przypadku automat, niezaleznie od

tego, co widzi, przechodzi ze stanu (g, c¢) do ((¢ +1) mod 7,¢). Taki automat
nazwiemy As 7.

Mozemy juz sformulowaé problem rozrézniania stéw. Pyta on, jakie jest

takie minimalne k € N, ze dla kazdych dwoch réznych stéw u, v o dlugosci

co najwyzej n istnieje automat o co najwyzej k stanach, ktéry rozréznia u i v,
tj. jedno z nich akceptuje, a drugie odrzuca.

Zauwazmy najpierw, ze, oczywiscie, istnieje pewien taki automat. Istotnie,
tatwo skonstruowaé¢ automat, ktory akceptuje tylko stowo u, a wiec odrzuca v.
A zatem pytanie o najmniejszy taki automat ma w ogéle sens. Powyzszy
automat ma jednak |u| + 1 standw, czyli pesymistycznie n 4+ 1. Problem
rozrézniania stéw zostal postawiony w 1986 roku przez Goralcika i Koubeka,
ktorzy pokazali, ze zawsze da sie stworzyé automat wielkosci o(n).

Zauwazmy najpierw, ze rozréznianie stow u i v ré6znej dlugosci jest stosunkowo
proste. Wtedy wystarczy, by automat obliczal dtugo$é stowa modulo pewna
liczba wielkosci O(logn). Nietrudno to udowodnié, a jeszcze proéciej uwierzyé.
Istotnie, aby |u| i |v| dawaly te same reszty modulo wszystkie liczby 1,2, ...k,
to liczba |u| — |v| musi dzieli¢ sie przez NWW(1,2,..., k), co, jak dosé¢ tatwo
wykazac, jest wykladnicze wzgledem k. Zatem do rozréznienia wystarczy k
rzedu log n. Okazuje sie tez, ze jesli umiemy rozréznia¢ stowa nad alfabetem
dwuliterowym, powiedzmy {a, b}, to umiemy rozrézniaé¢ stowa nad dowolnym
skonczonym alfabetem automatami tej samej wielko$ci.

Niestety, dla sléw u i v réwnej dlugosci, nawet nad alfabetem {a, b}, nie jest
juz tak prosto. Najmocniejszy obecnie jest rezultat Robsona z 1989 roku, ktéry
pokazal, ze dowolne dwa stowa da sie rozrézni¢ pewnym automatem wielkosci
O(n?/%(logn)?/®). Przy tym nie sa znane pary sléw, ktére rzeczywiscie wymagaja
tak duzych automatéw. Najtrudniejsze znane przyktady potrzebuja jedynie
automatéw wielkosci rzedu logn. A wiec wcigz mozliwe jest, ze kazde dwa stowa,
nawet tej samej dlugosci, da sie rozrézni¢ automatem wielkosci O(logn).

Ciekawy jest troche p6zniejszy wynik Robsona, z 1996 roku. Pokazal on, ze
kazde dwa rézne stowa réwnej dlugoscei nad alfabetem {a, b} mozna rozréznié
automatem Ag ,,, dla d,m = O(y/n), podobnym do przedstawionego wyzej As 7.
Akceptuje on stowa majace na pozycjach przystajacych do d modulo n parzyscie
wiele liter a. To daje ograniczenie O(y/n), gorsze od O(n?/?(logn)3/°), ale za to
rozwazane automaty sa bardzo proste.

Od 1996 roku nie ma zadnych postepéw w tej sprawie. Amerykanski informatyk,
pracujacy teraz w Waterloo, Jeffrey Shallit, zaoferowal w 2014 roku nagrode
100 funtéw brytyjskich kazdemu, kto poprawi wynik Robsona z 1989 roku.
Warto podkresli¢, ze rozréznianie stow jest problemem zupelnie innego kalibru
niz izomorfizm graféw i mnozenie macierzy. Moim zdaniem jest to problem
potencjalnie w zasiegu pasjonata informatyki bez wielkiego do$wiadczenia

w badaniach. Dodatkowo jest on elegancko sformulowany, jego rozwiazanie moze
przynie$¢ nowe metody lub zrozumienie glebszych zagadnien, a luka miedzy
O(n?/®(logn)?/®) a logn jest intrygujgca. Dlatego zachecam Czytelnikéw Zadnych
Wyzwan do przyjrzenia si¢ sprawie.
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Problem samotnego kolarza
Jarostaw GRYTCZUK*

Na torze w ksztalcie okregu o obwodzie jednostkowym $ciga sie n kolarzy.
Kazdy pedzi z inna, ale stalg predkoscia. Wystartowali z tego samego
punktu, jada w tym samym kierunku. Jest ciemno, nic nie widaé, cho¢ oko
wykol. Dlatego kazdy kolarz ma w rowerze wlaczona lampe przednia, ktora
o$wietla otwarty tuk toru dtugosci % Kolarz jest samotny, jezeli w pewnej
chwili nie widzi przed soba nikogo ani nikt inny nie o$wietla go z tyhu.

Hipoteza 1. Kazdy kolarz bedzie kiedys samotny.

Te melancholijna hipoteze postawil Jorg Michael Wills w roku 1967,

w kontekscie aproksymacji diofantycznych. Dla n = 1 jest ona trywialnie
prawdziwa. Dla n = 2 jest niemal oczywista: w pewnym momencie dwaj
kolarze pedzacy z ré6znymi predkosciami muszg znalezé si¢ na koncach
$rednicy toru, wtedy obydwaj stang sie samotni. Ale dla n = 3 zadanie nie
jest juz catkiem banalne (zachecamy Czytelnika do przeprowadzenia $cistego
dowodu hipotezy). Do dzisiaj hipoteza zostala potwierdzona jeszcze dla

n =4,5,6,7. Stopienn komplikacji w kolejnych przypadkach rosnie, np. dowdéd
hipotezy dla szesciu kolarzy rozciaga sie na niemal pie¢dziesieciu stronach
wydruku.

Co tedy robi¢? George Pélya radzi: Dla kazdego problemu, ktorego nie
potrafisz rozwigzal, istnieje tatwiejszy problem, ktdrego tez nie bedziesz
potrafil rozwigzaé. Znajdz go.

Moze ostabi¢ lampy w rowerach? Nietrudno dowie$é, ze przy lampach

o zasiegu dwukrotnie mniejszym hipoteza jest prawdziwa. Najpierw
zauwazmy, ze nie tracimy ogoélnosci przy zmniejszeniu lub zwiekszeniu
wszystkich predkosci o te samg wartosé. Mozemy zatem przyjaé, ze jeden

z kolarzy, dowolnie wybrany, pedzi z predkoscia zero, czyli wladciwie stoi

w punkcie startu. Po wyzerowaniu wybranego kolarza moga sie pojawié
kolarze z ujemnymi predkosciami, czyli jadacy do tytu. Tych nalezy zastapié
jadacymi w tym samym tempie do przodu. Zabieg ten nie ma znaczenia dla
samotnosci stojacego kolarza.

To rozumowanie prowadzi do nieco innego, acz réwnowaznego sformulowania
wyjsciowego problemu. Przypusémy, ze w punkcie startu kolarzy stoi lampa
o$wietlajaca tuk otwarty o rozpietoéci a > 0. Kolarze jada z predkosciami
dodatnimi w tym samym kierunku. Lampy w rowerach sa wygaszone.
Czekamy na moment, w ktérym zadnego kolarza nie bedzie w o$wietlonym
tuku. Przy zalozeniu, ze éciga sie n kolarzy i « = —— ., Hipoteza 1 moze byé

n+1?
sformutowana w jeszcze bardziej posepny, ale réwnowazny, sposéb.

Hipoteza 2. Caly peleton zniknie kiedys w ciemno$ci.

Obliczymy teraz, jak dtugo pojedynczy kolarz przebywa w o$wietlonym
tuku podczas catego wyscigu. Niech v bedzie liczba catkowita dodatnia
wyrazajacg predkosé kolarza (nietrudno uzasadnié, ze ograniczenie do liczb
catkowitych nie zmniejsza ogélnosci zagadnienia). Przyjmijmy zatem, ze
kolarz pokonuje v okrazen toru w jednostce czasu. Po jej uptywie wszyscy
kolarze znajda sie ponownie razem w punkcie startu. Mozemy wiec przyjaé,
ze wyscig konczy sie w tym momencie, gdyz nic nowego na torze juz sie
nie wydarzy. Zgodnie ze wzorem na droge w ruchu jednostajnym czas
przejazdu kolarza przez tuk dtugosci 2« wynosi 27“ W ciagu calego wyscigu
takich przejazdow jest dokladnie v, przy czym na jeden z nich sklada sie
pierwszy i ostatni przejazd przez potowe Swietlnego tuku. Stad taczny czas
przejazdu kolarza przez rejon $wiatta to 2a. Wielkos¢ ta jest niezalezna od v,
co nie jest chyba zaskakujace: szybszy kolarz szybciej mknie przez rejon

1

swiatla, ale za to czesciej wen wpada. Jezeli przyjmiemy teraz, ze a = 5, to

widzimy, ze calkowity czas, w ktérym przynajmniej jeden kolarz byt w tuku
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Swietlnym, wynosi co najwyzej 1. W rzeczywistosci nie moze by¢ on réwny 1,
gdyz poczatkowo wszyscy kolarze sa w poblizu lampy. Musi zatem istnie¢
moment, w ktorym caly peleton zginie w gestym mroku.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mozemy regulowaé¢ moc lampy, zwickszajac
stopniowo jej zasieg, poczawszy od rozpietosci a = % Zjawisko znikania
peletonu w mroku bedzie zapewne zachodzi¢ przy delikatnym zwi@kszeniu
mocy, ale pytanie jak dtugo? Hipoteza 2 moéwi, ze az do @ = n+1 Tej
ostatniej granicy nie da sie juz przekroczy¢, co widaé na przyktadzie

n kolarzy jadacych z predkosciami 1,2, ...,n. Jak dotad, nikomu nie tylko
nie udato sie zblizy¢ do hipotetycznej granicy, ale wrecz znaczaco oddalié sie
od poczatkowej rozpi(gtoéci a = 5=. Nie wiadomo nawet tego, czy Hipoteza 2
zachodzi przy a = (2 n dla Jaklegokolvvlek € > 0. Najlepszy obecnie
rezultat, nalezacy do Terrenca Tao, potwierdza ja jedynie dla dostatecznie
duzych n przy a = i + (nlgg’%, gdzie c jest stala dodatnia. Inng
prosta konsekwencja powyzszych dywagacji jest taki oto dziwny fakt. Jak
wykazaliSsmy, calkowity czas pobytu kazdego kolarza w rejonie $wiatta
wynosi 2«, niezaleznie od jego pr@dkoéci Sktada sie on z roztacznych
odcinkéw czasowych Jezeli a = Tﬂv to suma dlugosci wszystkich tych
odcinkéw wynosi +1 < 2. Co to znaczy? Pokolorujmy odcinki czasowe
kazdego kolarza innym kolorem, powiedzmy, kolorem jego koszulki. Mamy
wiec kolekcje odcinkéw w n kolorach pokrywajacych jako$ jednostkowy
przedzial czasu. Caltkowita suma ich dlugoéci jest mniejsza od 2. Musi
zatem istnie¢ punkt pokryty co najwyzej jednym kolorem. Jest to punkt

w czasie, w ktérym co najwyzej jeden kolarz znajduje sie¢ w rejonie Swiatta.
Udowodniliémy w ten sposéb nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. W kazdym peletonie istnieje kolarz, ktorego dyskwalifikacja
gwarantuje znikniecie pozostalych kolarzy w mroku.

Niestety, nie wiemy, ktéry to kolarz. Gdyby teza twierdzenia zachodzita dla
dowolnie wybranego kolarza, oznaczaloby to, ze Hipoteza 2 jest prawdziwa
przy a = n%rQ, co w poréwnaniu ze wspomnianym rezultatem Tao byloby
zaiste rewelacja. Powyzsze twierdzenie sklania do nastepujacego ostabienia
Hipotezy 1, o ktére zapytatl Joel Spencer.

Hipoteza 3. W kazdym peletonie istnieje kolarz, ktory bedzie kiedys
samotny.

Jest rzecza zadziwiajaca, ze mimo tak znacznego ostabienia tezy, wszak
zamieniliSmy kwantyfikator ogdlny na egzystencjalny, niczego istotnego nie
udato sie udowodnic.

Na koniec przedstawimy jednak pewien nieprawdopodobny wynik, ktory
budzi nadzieje na ostateczne zwyciestwo. Rozwazmy sytuacje, w ktorej
predkosci kolarzy wybieramy losowo ze zbioru {1,2,..., N}. Niech Py
oznacza prawdopodobienstwo, ze taki losowy peleton spetnia Hipoteze 2.

Jezeli jest ona prawdziwa, to, oczywiscie, Py = 1 dla kazdego N > n
Powiemy, ze Hipoteza 2 jest prawie na pewno prawdziwa, jezeli ]\}im Py =1.
— 00

Ponizsze twierdzenie, udowodnione przez Sebastiana Czerwinskiego,
pokazuje, ze duzo silniejsza wersja Hipotezy 2 jest prawie na pewno
prawdziwa.

Twierdzenie 2. Losowy peleton prawie na pewno zniknie w ciemno$ci,
nawet jezeli prawie caly tor jest oswietlony.

Mamy tu na mysli, ze Hipoteza 2 jest prawie na pewno prawdziwa przy
o= % — ¢, dla kazdego € > 0. Twierdzenie to wzmocnil i uogélnit Noga Alon,
upraszczajac przy okazji dowdéd Czerwinskiego. Udowodnil on, ze dowolnie
wybrani kolarze losowego peletonu znajda sie w pewnej chwili dowolnie

blisko dowolnie wybranych punktéw toru.
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Informatyczny kacik olimpijski (122): Zalesianie

Tym razem oméwimy zadanie Zalesianie, ktére pojawilo sie na finale zawodéw
druzynowych XII Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistow.

Zalesianie: Danych jest n wierzcholkéw ponumerowanych od 1 do n. Cigg a = (a1, asg, ..

., an) sklada sie z wartosci

przyporzgdkowanych kolejnym wierzcholkom (a; to warto$é przyporzedkowana i-temu wierzcholkowi). Naszym
zadaniem jest zbudowad drzewo (spdjny, acykliczny graf), przez ustalenie n — 1 krawedzi miedzy wierzcholkami oraz
wybranie wierzcholka, ktory bedzie korzeniem. Chcemy to zrobi¢ w taki sposéb, aby zminimalizowaé wspdlczynnik
niezadowolenia. Wspolczynnik niezadowolenia to maksymalna warto$é wyrazenia a, & a,, dla takich u © v, Ze u jest

przodkiem v (@ oznacza operacje bitowq zor).

Zastan6wmy sie najpierw nad struktura drzewa,

ktére budujemy. Zauwazmy, ze korzen jest przodkiem
kazdego innego wierzchotka w tym drzewie. Zatem,
liczac wspoélczynnik niezadowolenia, zawsze bedziemy
rozpatrywali kazda taka pare wierzchotkéw w i v, ze

u jest korzeniem drzewa. Okazuje sie, ze istnieje drzewo,
w ktérym nie ma wiecej par wierzchotkéw pozostajacych
w relacji przodek-potomek. Wystarczy wybra¢ korzen
oraz polaczy¢ go krawedziami ze wszystkimi pozostalymi
wierzchotkami. Ponizej schemat takiego drzewa

(K oznacza korzen).

Ustaliliémy juz strukture drzewa. Opiszemy teraz, w jaki
sposéb wybraé taki korzen, ktéry bedzie minimalizowat
wspotezynnik niezadowolenia.

Rozwiazanie O(n?)

Pierwszy, najbardziej intuicyjny pomyst, polega

na naiwnym sprawdzeniu kazdego z n sposobéw
ustalenia korzenia. Dla kazdego wierzchotka

uw € {1,2,...,n} konstruujemy drzewo, ktérego korzeniem
jest u oraz pozostale wierzcholki sa z nim potaczone
krawedzia. Nastepnie, dla kazdego z tych drzew
obliczamy (z definicji) wspélczynnik niezadowolenia.
Spoéréd otrzymanych wynikéw wybieramy najmniejszy.
Drzew mamy n (po jednym dla kazdego kandydata

na korzen). Obliczenie wspélczynnika niezadowolenia
dla jednego drzewa odbywa sie w czasie O(n). Zatem
caty algorytm dziala w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(max a;))

Potraktujmy zapisy binarne elementéw ciagu a jako
stowa nad alfabetem {0, 1}. Niech ' = (b/,05,...,0))
oznacza zapisy binarne kolejnych elementéw ciagu a

(b} oznacza zapis binarny a;, ktéry nie zawiera zer
wiodgcych). Nastepnie ,wyréwnajmy” dlugosci stéw
ciaggu b’. Checemy otrzymac stowa o takiej samej
dtugosci, réwnej dlugoéci najdtuzszego stowa w ciggu b'.
W tym celu wszystkie krotsze stowa nalezy poprzedzié
odpowiednia liczba zer wiodacych. Kolejno otrzymane
stowa nazwijmy b = (b1, ba,...,by).

Podobnie jak w rozwiazaniu O(n?), dla kazdego
potencjalnego korzenia chcemy obliczy¢ wspdlezynnik
niezadowolenia. W istocie, dla kazdego b; chcemy znalezé
takie b;, ze b; @ b; jest maksymalne. Na potrzeby tego
artykutu zakladamy, ze kazdemu b; jest przypisana
wartos$¢ a; oraz b; @ b; ma wartos¢ a; @ a;.
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Wezmy b; = ¢p—1 . . . c1¢0, dla ktorego szukamy takiego
bj=c,_1...cicpy, ze b; ® b; jest maksymalne. Idealnie
byloby, gdyby istnialo b; = ¢,—1...C1¢o (¢; oznacza
negacje ¢;). Wtedy b; @ b; = 2™ — 1, czyli najlepszy
mozliwy wynik. Ta obserwacja daje nam pewna
intuicje. Bedziemy wyszukiwali b; cyfra po cyfrze,

w kolejnosci od najbardziej znaczacych do najmniej
znaczacych. Zalézmy, ze mamy juz ustalony prefiks
Crn1Cpm_2 - - - Ciop1 Stowa bj. Zastanawiamy si¢ teraz, jaka
warto$¢ moze mieé ¢j,. Oczywiscie, gdyby ¢}, = ¢, wtedy
wynik wzréstby o 2%, Zatem, jesli ¢/, ;¢ ... Cht1Ch
jest prefiksem jakiego$ stowa w ciagu b, to ¢}, = ¢z,

w przeciwnym przypadku ¢}, = ¢i. Prosty dowéd
pozostawiamy Czytelnikowi.

Pozostalo nam jeszcze opisa¢, w jaki sposob dla danego
stowa sprawdzacé, czy jest ono prefiksem jakiego$ stowa
w ciagu b. W tym celu zbudujemy drzewo trie nad
stowami ciagu b. Wyszukiwanie b; cyfra po cyfrze
odpowiada wedrowce w drzewie trie od korzenia do lisci.
Zal6ézmy, ze w danym kroku ustalamy wartosé cj,. Jesli
wierzchotek, w ktorym jesteémy, ma dwoch synow,

to poruszamy sie krawedzia z etykieta ¢x. W przeciwnym
przypadku nie mamy wyboru — idziemy krawedzig,

z etykieta ci. Wedréwke konczymy w lisciu. Kolejno
wybierane etykiety krawedzi tworza szukane b;.

Konstrukcja drzewa trie zajmuje czas O(n - log(max a;)).
Wyznaczenie b; dla danego b; zajmuje czas !
O(log(max a;)) (dlugos¢ Sciezki od korzenia do lidcia).

7
Wspoétezynnik niezadowolenia obliczamy dla kazdego
z n potencjalnych drzew, co w sumie daje
O(n -log(max a;)) operacji. Zatem caly algorytm dziala

w czasie O(n - log(max a;)).

Rozwazmy przyklad. Niech a = (1, 3,6, 7). Wéwczas
b = (1,11,110,111), b = (001,011,110, 111), a drzewo
trie wyglada nastepujaco:

1 3 6 7
Bartosz LtUKASIEWICZ



Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 28 II 2019

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

761 (WT = 1,87) i 762 (WT = 2,08)

z numeru 5/2018

Janusz Olszewski Warszawa
Tomasz Choczewski  Szczecin
Tomasz Wietecha Tarnéw
Michal Miodek Warszawa
Franciszek S. Sikorski Warszawa
Piotr Kumor Olsztyn
Krzysztof Kaminski  Pabianice
Pawel Kubit Krakoéw
Marcin Matlogrosz Warszawa

Przez kilka miesiecy nikt nie przekraczat
bariery 44 p.; teraz — jednoczes$nie trzech

45,72
44,36
44,19
41,65
39,86
38,63
35,75
35,69
35,37

uczestnikéw, o bardzo zréznicowanym

stazu: Janusz Olszewski po raz

dziewigtnasty; Tomasz Choczewski po raz

pierwszy (witamy w K44!); Tomasz

Wietecha po raz dwunasty (pamietajmy

wszak, ze p. T.W. juz 13 razy
w fizyce...)

Skad sie wzieto siedem?

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 771, 772
Redaguje Marcin E. KUCZMA

771. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R, spelniajace

réwnanie
f,(a + b) _ f(b) = f(a)
2 b—a
dla kazdej pary réznych liczb rzeczywistych a, b, ktérych réznica jest liczba
caltkowita.

772. Niech M, =2" —1dlan=1,2,3,.... Udowodnié¢, ze nastepujace dwa
warunki sa réwnowazne:

(1) 2" =2 (mod n);

(2) 2Mr =2 (mod M,,).

Zadanie 772 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Zadania z fizyki nr 668, 669
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

668. Nauczyciel, zwrécony twarza do tablicy, obserwuje klase dzigki odbiciu
Swiatla od powierzchni szkiel jego okularéw. Nauczyciel widzi dwa obrazy
ucznia, ktory siedzi w odleglos$ci 5m od niego. Jeden obraz znajduje sie

w odleglosdci 5m, drugi w odlegtosci % m od nauczyciela. Po odwréceniu do klasy
nauczyciel widzi przez okulary obraz tego samego ucznia w odlegtosci 2,5 m.
Wyznaczy¢ wspdlezynnik zalamania szkla, z ktérego wykonane sg soczewki

okularéw.

669. Do naczynia w ksztalcie cylindra o polu przekroju poprzecznego S wlano
wode, w ktérej ptywa kawalek lodu z kulka otowiana wewnatrz. Objetosé lodu
razem z kulka jest réwna V. Nad wode wystaje % czese tej objetosci. Jak zmieni
sie poziom wody w naczyniu po stopieniu lodu? Gestosci wody, lodu i olowiu
wynosza odpowiednio pw, pr, po-

Poczawszy od Pitagorasa wierzymy, ze przyroda dziata zgodnie Jedyne, co przychodzi do glowy, to n-katy foremne gwiazdziste.
z regutami matematyki. Wobec tego odszukajmy regutly, ktérymi Ale dla n = 7 sg takie dwa. Pojawia sie wiec pytanie, ktéry z nich
kierowal sie siédmaczek (Trientalis) z naszych zagajnikéw, wybrato DNA siédmaczka.

wybierajac siedmiokrotnag symetrie swoich kwiatéw.

Parkietaze ptaszczyzny n-katami foremnymi sa mozliwe tylko dla 3,
41 6. Krystalografia dopuszcza tylko krotnosé¢ 2, 3 i 6. Siedmiokata

Zagadka, zupelnie jak ze wzorami Ramanujana.

M. K.

n-kat foremny gwiazdzisty to wpisana w okrag lamana dluzsza od
okregu, zlozona z cieciw jednakowej dlugosci. Jest ich ¢(n)/2 —1,
gdzie ¢ to funkcja Eulera, ktérej wartosci to

1 1 . .. o
foremnego nie da sie skonstruowaé cyrklem i linijka. Skad wiec 77 "r(l - *) s (1 - 1;) gdzie p; to rézne dzielniki pierwsze n.

P1
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Empirical evidence for stability of the
405-kiloyear Jupiter—Venus eccentricity
cycle over hundreds of millions of years,
D.V. Kent, PNAS 201800891 (2018)

Prosto z nieba: Klimat z Kosmosu

Dobrze wiadomo, ze klimat naszej planety ulega czasami powaznym zmianom.
W ciagu ostatnich 200 milionéw lat Ziemia doswiadczyta czterech okreséw
geologicznych (trias, jura, kreda i kenozoik) i jednej wielkiej epoki oziebienia
(zlodowacenie w czwartorzedzie). Niektére zmiany klimatyczne, np. obserwowane
w ciggu ostatnich 100 lat globalne ocieplenie, maja zwiazek z lokalnymi
ziemskimi zmianami (ingerencja cywilizacji czlowieka). Inne dlugotrwale
trendy sa niezalezne od tego, co dzieje si¢ na Ziemi, mozna je za to korelowaé

z procesami zachodzacymi w Uktadzie Stonecznym. Hipoteze wiazaca niewielkie,
okresowe zmiany orbity ziemskiej z klimatem postawit blisko 100 lat temu
Milutin Milankowié¢, serbski astronom i geofizyk. Cykle Milankowicia sa
zwiazane z precesja osi obrotu Ziemi i ruchem peryhelium orbity (cykl

o okresie okolo 21 tys. lat), zmianami nachylenia osi Ziemi w stosunku do jego
plaszczyzny orbitalnej (okres okolo 41 tys. lat) oraz ekscentrycznosci orbity
Ziemi (100 tys. lat).

To, oczywidcie, nie wszystko. Ziemski klimat jest podatny na periodyczne
zmiany orbity Ziemi wywolane przez grawitacyjne przyciaganie innych planet,
w szczegblnosci Wenus i Jowisza, w cyklu powtarzajacym sie regularnie

co 405 tys. lat. W sumie cyklicznie zmieniajace si¢ nachylenie orbity oraz
odleglo$é od Stonica powoduja zmiany ilosci energii stonecznej docierajacej

do powierzchni planety, a to z kolei moze mie¢ kluczowy wplyw na m.in.
temperature, a wiec i ewolucje gatunkdw.

Niedawno zademonstrowano namacalne dowody wplywu mechaniki nieba

na zmiany w historii Ziemi. Zebrane z ponad pélkilometrowej glebokoéci
prébki osadéw i odwiertéw w okolicy prehistorycznego jeziora w niecce Newark
oraz z parku narodowego Petrified Forest w Arizonie potwierdzaja ponad
wszelka watpliwo$¢é obecno$é i niezwykta stabilno$é cyklu Wenus-Jowisz na
przestrzeni ostatnich 215 milionéw lat. Oprécz tego zaobserwowano ,zapisana”
w przekrojach geologicznych ewolucje ziemskiego pola magnetycznego (zamiany
biegunéw) z czaséw, gdy po powierzchni super-kontynentu Pangei przechadzaly
sie dinozaury i pierwsze ssaki.

Badania geologiczne to jeden z lepszych sposobow pokazania, ze kosmiczne
wydarzenia odgrywaja historyczng role w naturalnych zmianach klimatu Ziemi.
Dodatkowo, obserwowana w skalach historia stabilno$ci Ukladu Slonecznego jest
nieoceniong wskazéwka dla astronoméw symulujacych jego ewolucje w bardzo
dtugich skalach czasowych.

Michat BEJGER

Niebo w grudniu

Przed nami ostatni miesiac 2018 roku, odznaczajacy sie najkrétszymi dniami

i najdtuzszymi nocami w ciggu catego roku. Kiedys grudniowe noce byly zimne,
lecz pogodne. Ostatnio sa cieplejsze, ale za to bardziej pochmurne, stad mniej
okazji do podziwiania nocnego nieba. 21 grudnia, tuz przed péinoca polskiego
czasu, Stonce osiagnie najbardziej na potudnie wysuniety punkt ekliptyki i tym
samym na péinocnej potkuli Ziemi zacznie sie astronomiczna zima. Jednak
najwczesniejszy zachéd Stonca ma miejsce ponad tydzien wczedniej, okoto

13 grudnia, a najpézniejszy wschéd — ponad tydzien po przesileniu, 30 grudnia.
Dzieje sie tak, gdyz Ziemia na przelomie roku jest blisko peryhelium (czyli
najblizszego Storicu punktu swojej orbity, przechodzi przezen 3 stycznia)

i pokonuje w ciagu doby stosunkowo duzy odcinek orbity wokoétstonecznej,

a tempo obrotu planety wokél wlasnej osi jest state, stad Stonce niejako ucieka
przed dana dtugoscia geograficzna.

W grudniu widoczne sa prawie wszystkie planety Uktadu Stonecznego. Saturn
na poczatku stycznia przysztego roku znajdzie sie¢ w koniunkcji ze Stoncem i jest
w zasadzie niewidoczny. Od lutego zacznie pokazywaé si¢ na niebie porannym.
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Merkury i Jowisz wytonia si¢ z zorzy porannej w drugiej
i trzeciej dekadzie grudnia, a pozostate planety sa
widoczne calkiem dobrze na ciemnym niebie.

Planeta Mars géruje na poczatku nocy astronomicznej,
wedrujac przez gwiazdozbiér Wodnika, gdzie od
dtuzszego juz czasu przebywa planeta Neptun. 7 grudnia
obie planety spotkaja sie. Wieczorem tuz po zmierzchu,
a zatem gdy na obserwacje Neptuna jest jeszcze
zdecydowanie za wczesnie, obie planety przedzieli
dystans 2/, natomiast dwie godziny p6zniej, na poczatku
nocy astronomicznej, gdy Neptun stanie si¢ dobrze
widoczny, dystans miedzy nimi uroénie do prawie 4,5
minuty katowej. Czerwona Planeta caly czas oddala

sie od nas i jej tarcza oraz jasno$¢ nadal szybko sie
zmniejszaja. W dniu przesilenia zimowego Mars przejdzie
do gwiazdozbioru Ryb, a do Sylwestra jego blask spadnie
do +0,5™, a tarcza skurczy sie do 7”. Planeta Neptun
w grudniu porusza sie ruchem prostym i pod koniec
miesiaca przejdzie niecale 14’ na potudnie od gwiazdy

6. wielkosci 81 Aqr, sama Swiecac z jasnoscia +7,9™.

Kolejna planeta jest Uran, ktéry prawie caly miesiac
spedzi w gwiazdozbiorze Ryb, wchodzac do niego na
pozegnalne dwa miesigce. Od lutego planeta na dobre
wejdzie do gwiazdozbioru Barana, a przez Ryby zacznie
wedrowaé¢ ponownie dopiero w koncu tego stulecia.

W grudniu Uran kredli petle niewiele ponad 1° na
péinoc od gwiazdy 4. wielkosci o Psc, Swiecac z jasnoscia,
+5,7™, czyli na granicy widocznosci gotym okiem.

Pozostale trzy planety Ukladu Slonecznego mozna
obserwowa¢ niedtugo przed wschodem Stonica. Najlepiej
widoczna jest planeta Wenus, ktéra rozgoscita sie na
niebie porannym po pazdziernikowej koniunkcji ze
Stonicem. Niestety, planeta szybko oddala sie od Ziemi,
w zwiazku z czym $rednica jej tarczy spada, a faza
rosnie, co czyni jg coraz mniej atrakcyjnym celem dla
posiadaczy teleskopéw. Bardzo duza jest jasno$¢ Wenus.
W trakcie miesiaca zmniejszy si¢ ona z —4,7 do —4,5™,
jednoczesénie jej tarcza skurczy sie do z 41 do 27",

a faza uroénie z 26 do 47%. Grudzieii Wenus zacznie

6° na wschod od Spiki, najjasniejszej gwiazdy Panny,
ale 13 grudnia wkroczy na obszar Wagi i 23 grudnia
minie gwiazde Zuben Elgenubi w odleglosci 3°. Przez
caly miesiac planeta dazy do maksymalnej elongacji
zachodniej, przypadajacej 6 stycznia 2019 r.

Planety Merkury i Jowisz mozna obserwowaé

tuz przed wschodem Stonca. Merkury 15 grudnia
osiaggnie maksymalna elongacje zachodnia, wynoszaca
ponad 21° i prawie przez caly miesiac pozostanie
widoczny kilkadziesiat minut przed $witem nisko nad
widnokregiem. W miare uptywu czasu blask planety
uroénie od +3 do —0,4™, jej tarcza zmniejszy si¢ przy
tym z 10 do 5”, a faza zwigkszy si¢ z 7 do 90%. Planeta
16 grudnia minie jedna z jasniejszych gwiazd Skorpiona,
gwiazde Graffias, w odleglosci niewiele wickszej od

1°. W drugiej dekadzie grudnia do Merkurego dotaczy
Jowisz, ktéry 26 listopada przeszedt przez koniunkcje
ze Sloncem i zacznie pojawiaé sie na niebie porannym.
Poczatkowo znajdzie sie bardzo nisko, ale systematycznie
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wespnie si¢ coraz wyzej i 31 grudnia godzine przed
$witem wzniesie si¢ na wysokosé ponad 7°. W grudniu
jasno$é Jowisza wyniesie —1, 7™ przy Srednicy tarczy 31”.
21 grudnia obie planety ming sie w odleglosci mniejszej
niz 1°.

Ksiezyc, podobnie jak miesiac temu, poczatkowo pokaze
sie na niebie porannym, dazac do nowiu, przypadajacego
7 grudnia. Ksiezyc spotka si¢ z planeta Wenus 3 i 4 dni
wcezesniej. Najpierw zblizy si¢ do niej na 8°, prezentujac
tarcze w fazie 17%, dobe pdzniej, przy fazie zaledwie
10% zajmie pozycje 6° na prawo od Wenus. Szkoda,

ze wtedy jeszcze nie widaé¢ pary Merkury-Jowisz.
Tworzylyby widowiskowy uklad. Ale 5 i 6 grudnia
Ksiezyc zblizy si¢ do Merkurego na 9 i 5°, majac tarcze
o$wietlong odpowiednio w 7 i 1%. Srebrny Glob znajdzie
sie w nowiu 7 grudnia. Niestety, w tych dniach pierwsza
planeta od Stonca zdazy pojasnie¢ tylko do +0,5™

i jeszcze stabo bedzie przebijac si¢ przez tto nieba.

8 grudnia Ksiezyc zacznie pokazywad si¢ na niebie
wieczornym, gdzie 14 grudnia, przy fazie 42%, spotka
sie z parg planet Mars-Neptun, przechodzac ponad 4°
na potudnie od niej. Dobe pdzniej przypada I kwadra,
22 grudnia — pelnia. W dniach 26-27 grudnia Srebrny
Glob, o$wietlony w okoto 80%, minie Regulusa,

29 grudnia przejdzie przez ostatnia kwadre, a miesiac
i rok zakonczy w fazie 31% bedac 10° od Spiki i 20°
od Wenus.

W grudniu promieniuja dwa roje meteoréw: Geminidy
oraz Ursydy. Pierwszy réj pojawia sie od 4 do

17 grudnia, z maksimum aktywnosci 14 grudnia. Wtedy
mozna spodziewac sie nawet 120 meteoréw na godzine.
Ich radiant znajduje sie 2° od Kastora, jasnej gwiazdy
Blizniat. W tym roku Ksiezyc zaswietli niebo wieczorem
i zostawi prawie 10 godzin na obserwacje Geminidéw.
Natomiast majace maksimum aktywnosci 22 grudnia
Ursydy przypadaja w pelnie Ksiezyca i sa niewidoczne.

11 grudnia maksimum blasku osiaga gwiazda Mira Ceti.
Jest to zmienna dlugookresowa, z okresem zmian blasku
ponad 330 dni, stad przez caly miesiac powinna by¢
widoczna gotym okiem. Zwlaszcza ze jest widoczna
bardzo dobrze: wschodzi jeszcze za dnia i géruje okoto
21:30, zachodzac po godzinie 3. Ksiezyc przejdzie

18 grudnia 12° na péinoc od Miry.

Ostatnim, lecz wcale nie najmniej atrakcyjnym
elementem nocnego grudniowego nieba jest kometa

46P /Wirtanen. 13 grudnia kometa przejdzie przez
peryhelium, 1,06 AU od Storica, zas$ 17 grudnia zblizy
sie do Ziemi na okolo 11,5 mln km (0,08 AU). Dzieki
temu moze osiagnac¢ jasnos¢ nawet +3™. W zwiazku

z blisko$cig do nas kometa porusza sie po niebie bardzo
szybko: 1 grudnia zajmie pozycje 12° na wschéd od
gwiazdy 7 Ceti, 10 grudnia przejdzie 5° na wschéd

od Menkara w Wielorybie, 16 grudnia znajdzie si¢ juz
4° na wschod od Plejad, zas 23 grudnia minie Capelle
w Woznicy, w odlegtosci 0,5°. Przez miesiac przemierzy
tym samym ponad 90°!

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nierogacizna wysokich energii

Nicolas Chauvin byt Zolnierzem wojsk napoleoniskich.
Wielokrotnie ranny na polu bitwy, do konca zycia
pozostal wiernym wyznawca cesarza Francji, nawet po
jego upadku. Od nazwiska tego wojaka wzielo poczatek
pojecie, ktore poczatkowo oznaczalo nacjonalistyczne
zaslepienie, a z biegiem czasu ulegto uogdlnieniu,

i obecnie jest stosowane do opisywania poczucia
wyzszosci cztonkéw jednej grupy ludzi nad inna. Nicolas
Chauvin najprawdopodobniej nie istniat bardziej niz
Kopciuszek czy Krélewna Sniezka, jednak zwiazana

z jego nazwiskiem postawa wciaz ma si¢ nie najgorze;j.

W koricu wrzeénia w CERN-ie odbyly sie warsztaty
pos$wiecone réznym aspektom pici w fizyce teoretycznej
wielkich energii [1]. Formuta tego spotkania

miata potaczy¢ aspekty Scisle naukowe z dyskusja
szczegOtowych probleméw napotykanych w zwiazku ze
swa plcig przez fizykéw i fizyczki na réznych poziomach
kariery. Naukowy program spotkania wygladal naprawde
imponujaco, miat jednak pewnsa ceche niespotykana
zwykle na tego typu konferencjach — wszystkie referaty
byty wyglaszane przez panie. O problemach dyskutowato
towarzystwo mieszane.

To wlasnie w tej czedci spotkania mialo miejsce
wystapienie, ktére narobito mnéstwo szumu medialnego.
Jego autorem byl Alessandro Strumia, wybitny fizyk
teoretyk z Pizy, ktéry w CERN-ie realizuje obecnie
prestizowy grant ERC. O skali talentu tego naukowca
mozna si¢ przekonac, analizujac liczbe, wplyw lub
popularnosé jego prac; piszacy te stowa mial okazje
przekonaé sie o niej bezposrednio kilkanascie lat temu,
pracujac nad wspélnym projektem naukowym [2].
Strumia, wraz ze wspolpracownikiem Ricardo

Torrem, opublikowal pét roku temu ciekawa analize
bibliometryczng fizyki wysokich energii i postanowil
uzy¢ przygotowanych w tym celu narzedzi, zeby
dowiedzieé si¢ czegos o wadze osiagnie¢ naukowych

w zaleznoéci od plci autora osiagnigcia.

W swoim referacie Strumia przedstawil w szczegdlnosci
rozktad liczby cytowan prac naukowych osobno dla
kobiet i mezezyzn. Z analizy tej wynika, ze praca
napisana przez kobiete ma mniej wiecej dziesieciokrotnie
mniejsze prawdopodobienstwo trafienia do prac
najliczniej cytowanych niz praca napisana przez
mezezyzne. Strumia wyciagnat stad daleko idace
whnioski, zastaniajac si¢ wszelako przyktadem Marii
Sktodowskiej-Curie, ktéry mial pokazywaé, ze ogdlne
tendencje nie uniemozliwiaja prawdziwym geniuszkom
osiagniecia spektakularnego sukcesu w nauce.

Strumia analizowal takze — oczywiscie z podziatem

na pteé¢ — przyrost liczby cytowan prac naukowych

w miare postepu kariery naukowej. Z przedstawionych
przez niego danych wynika, ze przez pierwsze pieé lat
po doktoracie prace kobiet i mezczyzn cytowane sa

tak samo czesto, ale po dekadzie pojawia sie réznica.
Dwadziescia lat po doktoracie prace mezczyzn cytowane
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sa poltora raza czesciej niz kobiet, réznica staje sie zas
dwukrotna po czterdziestu latach od doktoratu.

Inny watek poruszony przez Strumie mial charakter
osobisty. Bral on bowiem udzial w konkursie

na stanowisko profesora, w ktérym przegratl

z kontrkandydatka. Zirytowany Strumia poréwnal liczbe
cytowan swoich prac z liczba cytowan zwyciezczyni
konkursu i przewodniczacej komisji konkursowej,
twierdzac, ze w obecnym klimacie poprawnosci
politycznej i poparcia dla akcji afirmacyjnych mezczyzni
badacze sa po prostu dyskryminowani.

Ta wycieczka osobista wzbudzita zdecydowany sprzeciw
srodowiska naukowego. Wielu fizykéw podpisalo sie

pod listem protestacyjnym, CERN za$ zawiesil Strumie
w funkcji pracownika i skasowal jego prezentacje ze strony
internetowej warsztatéw. Wéréd wyrazéw oburzenia
pojawily sie liczne kpiny, ze jedna trzecia z pieciocyfrowe;j
liczby cytowan Strumii stanowia odniesienia do pracy
opisujacej odkrycie bozonu Higgsa, ktérej byt jednym

z tysiecy autoréw, i to o mikroskopijnym wktadzie;

a dalsze tysiace cytowan przyniosty mu prace na temat
sygnalu w danych LHC, ktéry po blizszej analizie okazat
sie fluktuacjg statystyczna. Krotko méwiac, media
elektroniczne i portale spotecznodciowe zawrzaty zgroza
i ztoécig — w przewazajacej wiekszosci bez $ladu racjonalne;j
refleks;ji.

Co jednak kryje sie za analizowanymi przez Strumie
danymi? Skad bierze sie¢ zaprezentowana przez niego
réznica? Sabine Hossenfelder i Tobiast Mistele [3],
postugujac sie niezaleznie skonstruowanymi narzedziami
i uzywajac innych baz danych zawierajacych prace

z fizyki wysokich energii, potwierdzili wolniejszy
przyrost liczby cytowan prac pisanych przez kobiety.
Zauwazyli tez jeszcze jeden interesujacy fakt — wsréd
naukowcow, ktérzy napisali co najwyzej cztery

prace, jest nieproporcjonalnie wiele pan. Oznacza to
najprawdopodobniej, ze kobiety czeSciej niz mezczyzni
zdobywaja tytul zawodowy lub stopienn naukowy

w dziedzinie nauk fizycznych, po czym opuszczaja
srodowisko akademickie. Jedna z konsekwencji tego faktu
jest zmniejszenie sredniej liczby cytowan przypadajacych
na kobiete. Hossenfelder i Mistele wykazali, ze jesli
ograniczy¢ sie do autoréw, ktérzy opublikowali co
najmniej pie¢ prac, opisywana przez Strumie asymetria
w przyroscie liczby cytowan znika.

7 calej tej historii ptynie kilka moratéw. Kaze sie ona
zastanawiaé, dlaczego kobiety tak czesto nie widza
siebie w srodowisku fizykéw. Przypomina, ze dyskusje
o sprawach trudnych wymagaja taktu i przyzwoitosci.
I wreszcie, pokazuje, ze nawet najbardziej inteligentni
ludzie sa podatni na szowinistyczne stereotypy,

ktére kusza, by bezkrytycznie traktowaé dane, o ile
potwierdzaja one utarte schematy.

[1] https://indico.cern.ch/event/714346/
[2] Raidal M., Strumia A., Turzynski K., Phys. Lett. B609 (2005) 351
[3] http://backreaction.blogspot.com/2018/10/gender-bias-in-

academia-case-strumia.html .
Krzysztof TURZYNSKI



Rys. 1. Graf Golomba: 10 wierzchotkéw,
wszystkie krawedzie dtugodci 1.

Rys. 2. Wrzeciono Mosera:
7 wierzchotkéw, wszystkie krawedzie
dlugosci 1.

Rys. 3. Liczby oznaczaja kolory, szary
obszar to powtarzajacy si¢ fragment.
Punkty z linii podzialu majg barwe
dowolnego z sasiednich szesciokatéw.

Rys. 4

Rys. 5. Wszystkie krawedzie sa
dlugosci 1.

Kolorowa ptaszczyzna  Joanna JASZUNSKA

Wiegkszosci probleméw otwartych wspotczesnej matematyki nie da sie zrozumieé
bez zaawansowanej wiedzy, ale zdarzaja sie tez takie, ktorych sformutowania sa
zupelnie elementarne. Ponizsza seria zadan prowadzi do jednego z nich.

1. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na czerwono lub zétto. Wykaz, ze
istnieja dwa punkty odlegte o 1 i tego samego koloru.

2. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na czerwono, z6tto lub niebiesko.
Wykaz, ze istnieja dwa punkty odlegte o 1 i tego samego koloru.

3. Kazdy punkt ptaszczyzny pomalowano jednym z siedmiu koloréw. Wykaz, ze
nie muszg istnie¢ dwa punkty odlegte o 1 i tego samego koloru.

4. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z oé$miu koloréw. Wykaz, ze nie
musza istnie¢ dwa punkty odlegte o 1 i tego samego koloru.

Podsumowujac, jesli kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z n koloréw,
to dla n = 1,2, 3 musza istnie¢ dwa punkty odleglte o 1 i tego samego koloru, dla

n > 7 nie musza i jesli dla pewnego n nie musza, to dla wigkszych n tez nie musza.
Liczba chromatyczna plaszezyzny x(R?) to najmniejsza warto$é n, dla ktorej
rozwazane punkty nie musza istnieé; powyzej uzasadnilismy, ze 4 < x(R?) < 7.

Doktadna wartoéé x(R?) nie jest znana, jest to tzw. problem Hadwigera—Nelsona.
Sformulowanie i powyzsze rezultaty pochodza z lat 1950-60 i do niedawna nic
wiecej nie byto wiadomo. W kwietniu 2018 roku Aubrey de Grey opublikowal

w internecie prace [AdG], w ktérej udowodnit, ze x(R2) > 5. Skonstruowal graf
o 1581 wierzcholkach i 7877 krawedziach dlugosdci 1 i pokazal (wspomagajac sie
komputerem), ze nie da si¢ pomalowaé jego wierzchotkéw czterema kolorami

bez krawedzi o jednobarwnych koricach. Dowdd ten szybko sprawdzono,

a nastepnie w ramach internetowego projektu Polymath 16 [P16] ruszyly zbiorowe
poszukiwania mniejszego grafu o tej wlasnosci (najlepiej nie wymagajacego
komputera do badania go). We wrzesniu 2018 roku najmniejszy znany taki graf
mial 553 wierzchotki i 2722 krawedzie.

W konstrukeji grafu z pracy [AdG] wykorzystano m.in. nastepujace obserwacje.

5. Wykaz, ze cztery dolne wierzcholki grafu z rysunku 5 leza na jednej prostej
oraz ze dwa skrajne z nich wraz z najwyzszym tworza tréjkat réwnoboczny.

6. Rozwazmy wierzcholki i §rodek sze$ciokata foremnego o boku dtugosci 1.
Wyznacz liczbe istotnie réznych kolorowan tych siedmiu punktéw najwyzej
czterema barwami bez punktow odlegtych o 1 tego samego koloru.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Trzy wierzchotki dowolnego tréjkata rownobocznego o boku diugosci 1
pomalowano dwoma kolorami, wigc pewne dwa sg tej samej barwy i odlegte o 1. O

R2. Nie da sie pomalowaé¢ wierzchotkéw grafu z rysunku 1 trzema kolorami bez

krawedzi o koricach jednego koloru. Jesli bowiem srodkowy punkt jest czerwony,

to wierzchotki szesciokata musza by¢ na przemian zo6tte i niebieskie. Jesli punkty
potaczone z wewnetrznym trojkatem sa niebieskie, to jego wierzcholki moga by¢
tylko czerwone i zdlte, a to jak juz wiemy daje teze. [

Zamiast grafu Golomba mozna w dowodzie uzy¢ grafu z rysunku 2 lub z Delty 2/2013 (str. 22).

R3. Podzielmy plaszczyzne na szesciokaty foremne o érednicy 0,99 i pomalujmy
jak na rysunku 3. Wéwczas wewnatrz zadnego z szesciokatéw nie zmiesci sie

odcinek o dlugosci 1, natomiast odcinki o koncach w réznych sze$ciokatach tego
samego koloru maja dtugo$¢ wigksza niz 1 (co najmniej 1,25 Srednicy; rys. 4). O

RA4. Dla o$miu i wiecej kolorow wystarczy wziaé pokolorowanie dla siedmiu
i na kazdy nowy kolor przemalowaé inny pojedynczy punkt, ktéry byt koloru 1. O

Literatura:
[AdG] arxiv.org/abs/1804.02385
[P16] michaelnielsen.org/polymathl/index.php?title=Hadwiger-Nelson_problem
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41. Konxurs UczNIOWSKICH
PRAC Z MATEMATYKI
IM. PAWLA DOMANSKIEGO

W konkursie biora udziat twdrcze prace matematyczne napisane przez uczniow szkot
ponadpodstawowych oraz podstawowych w klasach 7-8.
Moéwigc krotko: nalezy udowodnic cos, czego jeszcze nikt inny nie udowodnit!

Na stronie www.deltami.edu.pl/kupzm mozna znalezc:

* propozycje tematow,

« liste wszystkich dotychczasowych laureatdow (czyli od roku 1978),
- wyniki niektorych prac,

» szczegotowy regulamin.
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