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Gdy prawda = 1, falsz = 0, to

(mp)=1-p zaprzeczenie;
(pVa)=p+qg—rpg alternatywa;
(pNq) =pq koniunkcja;

(p=4q)=1-p+pg implikacja;
(p<q)=1—p—q+2pg réwnowaznosc.

Warto$ciom logicznym mozna przypisaé
takze inne liczby, na przyklad falsz
mozna oznaczac liczbg —1, a nie zerem,
pozostawiajac 1 dla prawdy. Poniewaz
przyporzadkowanie x +— T; zamienia
{—1,1} na {0, 1}, to np. koniunkcja,
ktérag w systemie {0, 1} wyraza funkcja
(p A q) = pq, uzyska w notacji £1 postaé

(zAhy)+1 41 y+1

2 2 2

czyli (zAy) =3+ 1D)(y+1)—1.
Czytelnik byé moze zechce zweryfikowaé
ponizsze zestawienie standardowych
operatoréw logicznych

)

Gdy prawda = 1, falsz = —1, to
(mz) = —=,

(zvy) =51+ +y-—ay),
(xAy)=3(-1+z+y+=y),
(z=y) =30 -z +y+ay),

(x & vy) = xy.

Czutosé funkcji logicznych, cz. 1
Mariusz ZAJAC*

Zacznijmy od dwéch powiazanych pytan:

Czy pie¢ mrowek moze zajgé piec roznych wierzcholkéw szescianu w taki sposob,
by kazda miala najwyzej jedng sqsiadke (powiemy, ze mréwki sgsiadujq, gdy
siedzq na koncach pewnej krawedzi szescianu)?

Czy pie¢ mrowek moze zajgé piec¢ roznych wierzcholkow szescianu w taki sposdb,
by kazda miala najwyzej dwie sqsiadki?

Czytelnik, ktory bez trudu rozprawil sie z tymi zagadkami, zdziwi sie

zapewne, ze rozwiazanie tego problemu (co prawda nie tylko dla zwyklej
trojwymiarowej kostki, ale w dowolnie wielu wymiarach, o czym pd6zZniej),
przedstawione przez Hao Huanga w lipcu 2019 roku, zostalo przez spolecznosé
informatykow-teoretykéw przyjete z niemalym entuzjazmem jako rozstrzygniecie
waznej hipotezy, postawionej prawie 30 lat wczedniej.

Najpierw jednak sprébujmy wyjasni¢, dlaczego powazni specjalisci chcieli
w ogoéle rozwazaé tak (pozornie) niepowazne zagadnienie.

Funkcje boolowskie

W klasycznej logice rozwaza sie¢ zdania, ktérym przypisuje sie wartosci logiczne
sprawda” lub ,falsz”, oraz operatory logiczne, z ktérych najczesciej uzywane
widnieja obok. Zauwazmy, ze uzywanie liczb zamiast wartosci logicznych
(najczestsze jest utozsamianie prawdy z jednoscia, a falszu z zerem) moze
znacznie uproscié¢ zapis. Zamiast méwié: koniunkcja p A q (czytaj ,p i q”) to
zdanie, ktore jest prawdziwe, gdy oba jego czlony sq prawdziwe, falszywe zas

w kazdym innym przypadku, wystarczy napisaé ,p A ¢ = pq”.

Ogdlnie méwiac, n-argumentowa funkcja boolowska (lub logiczna) bedziemy
nazywali kazda funkcje f : {prawda, falsz}” — {prawda, falsz}. Méwiac nie wiem,
czy zdgze dzi$ pdjsé na (p)oczte, do (s)klepu i naprawié (r)ower, ale chee zrobié
chociaz dwie z tych rzeczy, mozemy zapisa¢ funkcje logiczna opisujaca, czy ten
plan zostal wykonany:

wy(p,r,8) = (PATAS)V(PAT A=)V (DA-TAS)V (mpATAS).
Analogiczny zapis mozemy zastosowa¢ do kazdej funkcji boolowskiej — po prostu
spoérod wszystkich 2™ ukltadéw wartosci logicznych argumentéw wybieramy te,
dla ktérych nasze zdanie ztozone jest prawdziwe. Czasami jednak funkcje mozna
zapisa¢ krocej, np. tak:
w2(p7r75) = (p/\’f’) v (p/\S) N (T/\S),
uwzgledniajac, ze zbiér {p,r, s} ma trzy dwuelementowe podzbiory, lub tak:
w3(p7 T, 5) = (p\/ 5) A (_‘T = (p/\ S))v
co nawet mozna doéé zrozumiale wypowiedzieé: zajrze na poczte lub do sklepu,
ale jesli nie naprawie roweru, to pdjde i tu, i tu. (Czy dla Czytelnika jest
oczywiste, ze to sformulowanie jest rownowazne poprzedniemu? Dla autora nie
calkiem, za kazdym razem musi si¢ on chwile zastanowic.)

Skad jednak wiadomo, Ze to rzeczywiscie ciagle ta sama funkcja logiczna, czyli
ze formuty wy,ws i w3 sa faktycznie réwnowazne? Z pewnoscig mozna podstawic
po kolei wszystkie 23 = 8 ukladéw wartoéci zmiennych p, r, s nalezacych do
{0, 1} i sprawdzié, czy dla kazdej z formul dostajemy jednakowe wyniki. Inny
sposéb wykorzystuje przedstawione wyzej na marginesie algebraiczne definicje
operatorow logicznych. Na przyklad

(rg=-p) =1-(1-¢)+A-q)Q-p)=1-p+pg=(p=q),
a zatem zdania (p = ¢) i (—g = —p) sa réwnowazne. Podobnie wyznaczymy

(p=(gA7)) =1-p+pgr,

(=g A p=7)=0-p+pg)1—p+pr)=1+p(g+r—2)+p*(1—q—r+qr).
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Gdy prawda = 1, falsz = —1, to
wyrazenie w(p, r,s) = pr + ps + rs — 2prs
zmienia sie w

v(z,y,z)+1 z+1 y+1

2 T2 5 T
z+1 z+4+1 y+1 z+1
2 2 2 T2
9 z+1 y+1 z+41
2 2 2
czyli

1
v@.y,2) = F(@+y+z—op2).

Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze jest to
poprawny wynik — jesli co najmniej dwie
z liczb z,y i z sa réwne 1, to

v(z,y,z) =1, a jesli dwie lub trzy

z nich sa réwne —1, to v(z,y, z) = —1,
doktladnie tak, jak
pr+ps+rs—2prs=1,np.dlap=r=1
ipr+ps+rs—2prs=0dlap=r=0.
Widzimy, ze taka liniowa zamiana
zmiennych nie wplywa na stopien
wielomianu.

*Formalnie powinno by¢ ,,czutosé funkeji
zdania egzaminu dla ciggu odpowiedzi
Alicji”, ale czy ,czuto$é Alicji” nie brzmi
lepiej?

Tym razem wydaje sie, ze mamy rézne wyniki. Zauwazmy jednak, ze dla

p € {0,1} zachodzi p> = p, czyli 1 +p(g+7r —2) +p*(1 —q—71+qr) =
=1+p(g+r—2)+p(l—qg—r+qr)=1—p+ pgr. Zatem i tym razem mamy do
czynienia z réwnowaznoscia

p=(aAr) = ((p=agNp=r1)).
Cierpliwy Cazytelnik lub odpowiednio zaprogramowany komputer moze
wyznaczy¢ wielomiany odpowiadajace wyrazeniom wq, we i ws i stwierdzié,
ze wszystkie one sa réwne w(p,r,s) = pr + ps +rs — 2prs, a to dowodzi
rownowaznosci tych wyrazen.

Dzieki redukcjom typu p? = p kazda n-argumentowa funkcja boolowska moze
by¢ zapisana w postaci wielomianu n zmiennych, w ktérym nie wystepuja
wyktadniki wigksze od 1. Rézne wielomiany nie moga definiowaé tej samej
funkcji boolowskiej — wynika to z ogdlnych wlasnoéci wielomianéw. Przez
stopien funkcji boolowskiej, oznaczany przez deg(f), bedziemy rozumieé
stopient jej wielomianu, na przyklad deg(p A q) =2, deg(p VgV r) =3,
deg(w(p,r,s)) = 3.

Czulosé funkcji boolowskich

Starajac sie o kredyt, pan Kowalski rzetelnie wypelnit kwestionariusz z setka
pytan. Otrzymal decyzje odmowng — bankowy analityk wyjasnil swojemu
przelozonemu, ze odpowiedzi na pytania 14, 58 i 83 wskazujg na sklonnosé
klienta do nadmiernych wydatkéw. Pan Kowalski nigdy sie jednak nie dowie,
ze dostalby kredyt, wystarczyloby tylko, odpowiadajac na jedno z tych trzech
pytan, sktamac.

Decyzja podejmowana na podstawie kwestionariusza to pewna funkcja
boolowska. W rzeczywistodci nie na kazde pytanie mozna odpowiedzie¢ tak
lub nie, ale nie jest to silne ograniczenie, bo na przyktad pytanie z tysiacem
dopuszczalnych odpowiedzi mozna w zasadzie zastapi¢ dziesigcioma pytaniami
binarnymi. To, ze zmiana pojedynczego argumentu moze zmieni¢ warto$é
funkcji, jest przejawem zjawiska zwanego czutoscia.

Niech wiec f bedzie n-argumentowa funkcja boolowska, a = (z1,...,2y)
dowolnym elementem jej dziedziny. Czuloscia s(f, z) funkcji f w punkcie
nazwiemy liczbe takich y, ze y rézni sie od z tylko na jednej wspolrzednej, ale
fly) # f(x). Czuloscia s(f) funkcji f nazwiemy najwieksza mozliwa wartosé
czulodci s(f, ).

Przyktad 1. Aby zdaé¢ egzamin, nalezy poprawnie odpowiedzie¢ na siedem
z dziesieciu pytan.

 Alicja odpowiedziala poprawnie na 9 pytan i zdata. Czuloéé Alicji* wynosi 0,
gdyz zmiana jednej odpowiedzi nie moze spowodowaé, ze Alicja nie zda.

e Bartek odpowiedzial dobrze na 7 pytan i zdal z trudem. Gdyby udzielil innej
odpowiedzi na ktorekolwiek z tych pytan, nie zdalby. Jego czuloé¢ to 7.

e Czarek odpowiedzial dobrze na 6 pytan i nie zdal, cho¢ niewiele brakowalo.
Gdyby zaliczyl choéby jedno z pozostatych 4 pytan, zdatby. Czulo$¢ Czarka
to 4.

e Dagmara odpowiedziala dobrze na 5 pytan i nie zdala. Zmiana jednej
odpowiedzi nic nie daje — poprawnych odpowiedzi bedzie najwyzej 6, co nie
wystarcza do pozytywnego wyniku. Czulosé Dagmary wynosi 0.

Czuloéé caltej funkcji to 7 i nietrudno zobaczyé¢, ze wplywaja na nia jedynie
przypadki graniczne. Ogdlnie, dla egzaminu z n pytaniami i progiem zdania

na poziomie m > 0 (oraz m < n, bo trudno zadaé, by kto§ odpowiedzial na ponad
100% pytan) czuloéé to wigksza z liczb min —m + 1.

Przyklad 2. Emil zaprosil na urodziny n = m? gosci pochodzacych z m krajéw
(z kazdego kraju dokladnie m os6b). Impreze uzna za udana, jesli z kazdego
kraju przyjdzie co najmniej jeden go$é (funkcja boolowska f jest tu wiec
koniunkcja m alternatyw po m zmiennych w kazdej, czyli funkcja stopnia

m-m = n). Rozwazmy graniczne przypadki.

e . Prawie nieudana” udana impreza ma miejsce wtedy, gdy z kazdego kraju
kto$ jest, ale z niektorych krajow tylko pojedyncze osoby, ktére moga wyjsé,



Hao Huang, Induced subgraphs of
hypercubes and a proof of the Sensitivity
Conjecture, arxiv.org/abs/1907.00847.

psujac urodziny. Tych pojedynczych osob jest nie wiecej niz krajéw, wiec
czulo$é nie przekracza m.

o ,Prawie udana” nieudana impreza jest za$ wtedy, gdy z jakiego$ (ale tylko
jednego) kraju nikt nie przyszedl. Wtedy czekamy, az kto$ z m zaproszonych
z tego kraju godci jednak sie pojawi — tu czulo$¢ wynosi m.

Ostatecznie czulosé calej funkeji to s(f) =m = /n = /deg f.

Po wprowadzeniu powyzszych poje¢ mozemy juz powiedzie¢, ze problem
rozstrzygniety przez Huanga pierwotnie wcale nie dotyczyl mréwek na kostce:

Hipoteza o czuloéci (obecnie twierdzenie Huanga):
Dla kazdej funkcji boolowskiej f zachodzi nieréwnosé s(f) = /deg(f).

Zwiazek funkcji boolowskich z kostkami jest dosS¢ prosty: podobnie jak

zwykly szescian mozemy umiesci¢ tak, by jego wierzchotkami byty punkty
(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0) i (1,1,1), i powiedziet,
ze jest to dziedzina tréjargumentowej funkcji boolowskiej, tak mozemy

uwazac¢ zlozone z zer i jedynek ciagi dtugosci n za wspélrzedne wierzchotkéw
n-wymiarowej kostki.

Wracajac na razie do geometrii, mozemy sformulowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Huang): Jesli ponad polowe z 2" wierzchotkéw n-wymiarowej
kostki (czyli co najmniej 2" ~1 + 1 wierzchotkéw) zajmuja mréwki, to co najmniej
jedna z nich ma co najmniej 1/n sasiadek.

Dowdd tego twierdzenia, wymagajacy jedynie znajomosci podstaw algebry
liniowej, w tym mnozenia macierzy, oméwimy w kolejnej czesci artykulu,
w nastepnym numerze. Powiemy woéwczas réwniez, jak z powyzszego faktu
wydedukowaé twierdzenie Huanga o czulosci.

i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1642. Chcemy zaplanowaé turniej badmintona dla czterech oséb, w ktorym
kazde dwie rozegraja doktadnie jeden mecz. Mamy do dyspozycji dwa korty

i trzy rundy (w kazdej rundzie odbywaja sie dwa mecze). Czy mozna zaplanowaé
rozgrywki w taki sposéb, aby nikt nie gral dwa razy na tej samej poldéwce?
Rozwigzanie na str. [§]

M 1643. Chcemy zaplanowaé turniej badmintona dla szesciu oséb, w ktérym
kazde dwie rozegraja doktadnie jeden mecz. Mamy do dyspozycji trzy korty

i pie¢ rund (w kazdej rundzie odbywaja sie trzy mecze). Czy mozna zaplanowaé
rozgrywki w taki sposéb, aby nikt nie gral dwa razy na tej samej poldéwcee?
Rozwigzanie na str. [§]

M 1644. Schodkowy tréjkgt o wysokosci n to figura ztozona z 1+ 2+ ...+ n pdl
jednostkowych (patrz rysunek). Ile jest prostokatéow zlozonych z calych pél
takiego trojkata?

Rozwigzanie na str. [J]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1003. Podczas rzeczywistych zderzen cial sprezystych czeéé¢ energii
kinetycznej jest tracona na cieplo i trwate odksztalcenia zderzajacych sie cial.
W badaniach zderzen Newton uwzglednial ten efekt poprzez wprowadzenie
wspolezynnika restytucji k = v/u, gdzie u oznacza predkosé wzgledna cial przed
zderzeniem, a v — predko$¢ po zderzeniu. Ile, wedlug takiego modelu, trwa ruch
stalowej kulki upuszczonej na pozioma, zelazng plyte z wysokosci hg = 1 m od
chwili jej upuszczenia do ustania ,,podskokéw”? Wspotczynnik restytucji k = 0,7,
przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s%.

Rozwigzanie na str. [4]

F 1004. Po jakim czasie grubos¢ lodu na powierzchni stawu wzrosnie od 5 cm
do 10 cm, jezeli temperatura powietrza pozostaje stala i wynosi —10°C? Gestosé
lodu wynosi p = 917 kg/m3, ciepto topnienia L = 334 kJ/kg, wspétczynnik
przewodnictwa cieplnego lodu wynosi k = 2,2 W/(K - m).

Rozwiazanie na str. [I0]
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Rys. 1. Konstrukcja drzewa trie dla
kolejnych prefikséw stowa ABAA.
Krawedzie dodawane w kolejnych

krokach zaznaczono kolorem; wynikowe
drzewo ma w = 10 wezléw

Rozwigzanie zadania F 1003.
Spadek z wysokosci hg trwa

to = 2ho /g, po czym nastepuje odbicie

z predkosciag vi = k4 /2ghg, a nastepnie
ruch w gére do wysokosci hy = k% ho

(po odbiciu energia kinetyczna wynosi

k2 energii przed odbiciem) i ponowne
spadanie. Calkowity czas pomiedzy
pierwszym i drugim odbiciem wynosi wiec

t1 = 24/2h1/g = 2k+/2ho/g.

Analogicznie czas pomiedzy odbiciem n
i n 4+ 1 wynosi:

tp = kty,_1 = 2k™ A/ 2}10/g.

Catkowity czas t, jaki uptynie do
wyttumienia podskokéw, réowny jest:

oo
2k
t=tg+ E 1‘,7,,:\/211,()/g(l+m>.
n=1

‘W obliczeniach skorzystaliSmy ze wzoru
na sume szeregu geometrycznego. Po
podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy t ~ 2,6 s. Model Newtona
jest nieco uproszczony i nie uwzglednia
wzrastania wspélczynnika restytucji od
0,7 do 1 wraz ze zmniejszaniem predkosci
zderzajacych si¢ cial.

Zliczamy podciagi Tomasz IDZIASZEK*

Zaczniemy od takiego zadania: dla danego n-literowego stowa s chcemy znalezé
liczbe jego réznych podciagdéw. Innymi stowy, chcemy odpowiedzie¢ na pytanie,
ile r6znych stéw mozemy uzyskaé¢ poprzez wykreslanie niektorych liter ze stowa s.
Dla przyktadu rozwazmy stowo ABAA. Ma ono doktadnie 10 réznych podciagdw:
stowo puste, A, B, AA, AB, BA, AAA, ABA, BAA oraz ABAA. Dla uproszczenia
bedziemy rozwazaé stowa zlozone z liter A i B, ale nasze rozwiazania beda
dziala¢ dla dowolnego A-literowego alfabetu.

Zaczniemy od algorytmu, ktory bedzie konstruowat mozliwe do uzyskania
podciagi dla kolejnych prefikséw stowa s (rys. 1). Wygodnie jest trzymac te
podciagi na drzewie, w ktorym krawedzie sa etykietowane literami, a kazda
Sciezka od korzenia do dowolnego wezta odpowiada jednemu podciagowi (czyli
na tzw. drzewie trie). Tak wiec liczba wezléw w tego drzewa bedzie oznaczala
liczbe ré6znych podciagdéw (wlaczajac korzen drzewa odpowiadajacy podciagowi
pustemu).

Przypusémy, ze skonstruowalidémy drzewo dla prefiksu p = s182...s;_1 i chcemy
doda¢ kolejna litere ¢ = s;, aby uzyskaé¢ drzewo dla prefiksu pc = s1s2...5;-15;.
Wszystkie podciagi z pc beda albo podciagami wystepujacymi juz w p, albo tymi
samymi podciagami rozszerzonymi o litere c. Tak wiec, gdy w drzewie dla p do
kazdego wezla dodamy krawedz o etykiecie ¢, uzyskamy drzewo dla pc. Moze
sie zdarzy¢, ze w niektoérych weztach taka krawedz juz istniala — oznacza to,

ze odpowiadajacy podciag juz wystepowal w p, zatem nie nalezy go dodawac
ponownie.

Taki algorytm, cho¢ poprawny, ma ztozono$é wyktadnicza wzgledem n. Istotnie,
stowo ztozone z n réznych liter ma 2" podciggdéw. Ale dla dwuliterowego
alfabetu nie jest duzo lepiej: stowo (AB)™/? (AB powtérzone 5 razy) ma wigcej
niz 2"/2 podciagéw (w szczegblnoéci zawiera wszystkie mozliwe 5-literowe stowa
jako podciagi).

Okazuje sig, ze aby znalez¢ liczbe podciagdéw, nie musimy trzymaé w pamieci
calego drzewa. Niech w. oznacza liczbe wezléw drzewa, z ktorych wychodzi
krawedz z litera ¢ (jest to tez po prostu liczba krawedzi z etykieta ¢). Gdy
dodajemy litere ¢, dodajemy nowg krawedz do doktadnie w — w. weztow,

a zatem zwiekszamy sumaryczna liczbe wezléw (tym samym liczbe podciagdw)
z w na 2w — w.. Ponadto zwigkszamy liczbe krawedzi z etykieta ¢ z w,. do

we + (W —we) = w.

Wystarczy wiec, ze bedziemy trzymali w pamieci wektor (w,wy, ws), poczatkowo
réwny (1,0,0). Gdy dodajemy nowa litere A, to zastepujemy ten wektor

przez (2w — wy, w, wy), a dla litery B przez wektor (2w — wg, wy, w). Poniewaz
zawsze zmieniamy tylko dwie wspolrzedne wektora, to dostajemy rozwiazanie

o zlozonosci czasowej O(n + A).

W konkursach programistycznych panuje moda na utrudnianie zadan z ciagami
przez rozwazanie wielu zapytan o fragmenty stowa. Sprébujmy zmierzy¢ sie

z taka wersja zadania. Dostajemy zatem ¢ zapytan, kazde postaci (I,7), o liczbe
roznych podciagéw dla fragmentu s;8;41 ... S,. Przy czym q jest duze, wiec

nie mozemy sobie pozwoli¢ na uruchomienie algorytmu liniowego dla kazdego
zapytania oddzielnie.

W algorytmie dla jednego zapytania utrzymujemy wektor (w,w,,ws). Poniewaz
wspdélezynniki nowego wektora (po dodaniu litery) sa kombinacjami liniowymi
wspolezynnikéw oryginalnego wektora, wiec mozemy zamiane wektora zastapicé
mnozeniem go z prawej strony przez jedna z ponizszych macierzy:

2 10 2 01
MA = 71 O 0 5 MB = O 1 0
0 0 1 -1 0 0

Naduzywajac nieco notacji, oznaczmy przez M; macierz odpowiadajaca i-tej
literze stowa s, czyli M; = M,,. Zaczynajac od wektora (1,0,0), mnozymy go
przez kolejne wartosci M;, uzyskujac na koricu wektor (w,w,,ws) dla calego stowa.
Pomnozywszy go skalarnie przez (1,0, 0), dostajemy warto$¢ w, czyli szukana
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Konstrukcje drzewa przedziatowego
przechowujacego macierze opisywaliSmy
m.in. w informatycznym kaciku
olimpijskim w A?O‘

Macierz M jest odwracalna, jesli istnieje

liczbe podciagéw. Poniewaz macierze sg rozmiaréw (A + 1) x (A + 1) i umiemy
pomnozy¢ dwie takie macierze w czasie O(A43), to caty algorytm, sprowadzajacy
sie do obliczenia wzoru

(1,0,0) My My -+~ M, 1M, (1,0,0)",
zadziata w czasie O(nA3?). Jest to istotnie gorsza zlozonoéé, niz mielismy
wczedniej, ale przedstawienie obliczen w postaci macierzowej daje nam wigksza
elastycznos¢. Obliczenie odpowiedzi dla fragmentu s;s;11 ... s, wymaga bowiem
przemnozenia macierzy (1,0,0) M;M;, 1 ---M,_1 M, (1,0,0)T. Poniewaz mnozenie
macierzy jest operacja taczna, wiec w tym celu mozemy uzy¢ struktury danych
zwanej drzewem przedziatlowym. W lisciach drzewa bedziemy trzymaé macierze
My, Ms, ..., M,, aw weztach wewnetrznych przemnozone macierze z dzieci.
Dzieki temu bedziemy mogli odpytywac o iloczyn macierzy dla dowolnego
fragmentu w czasie O(A3logn), gdyz dzielimy go na O(logn) przedzialéw
bazowych, ktérych macierze mnozymy w czasie O(A3?). Z kolei sama konstrukcja
drzewa zajmie czas O(nA?), wiec algorytm bedzie dzialal w sumarycznej
ztozonoéci czasowej O(nA3 + gA3 logn).

Mozna ja jeszcze troche przyspieszyé, korzystajac ze standardowej sztuczki dla
zapytan o iloczyny macierzy. Tak naprawde nie pytamy sie o cala macierz,

a o jeden z jej elementéw (dlatego mnozymy obustronnie przez wektor).
Poniewaz mnozenie macierzy przez wektor dziala w czasie O(A?), jest wiec
szybsze niz mnozenie macierzy przez macierz (i daje w wyniku wektor), mozemy
zatem macierze dla przedzialéw bazowych od razu domnazaé¢ do jednego z tych
wektoréw. Tym sposobem algorytm bedzie dzialal w czasie O(nA? + gAZ? logn).

Wilasnos¢ mnozenia macierzy, ktéra wykorzystujemy w drzewie przedzialowym,

taka macierz M ", ze iloczyny M - M~1!
oraz M~ M sa réwne macierzy
identycznosciowej.

Dla odwracalnych macierzy My i M»
mamy (M; - Mo)™' = Myt M

oraz

to taczno$é. Gdyby dodatkowo nasze macierze M, i My byly odwracalne,
to zamiast drzewa przedzialowego mogliby$my wykorzystaé¢ zwykle
sumy (a wilasciwie iloczyny) prefiksowe. Jesli przyjmiemy oznaczenie

Pi = M1M2 < 'Mi—lMi oraz Qz = 1:)1-_1, to wtedy QZ =

MM My M

(1,0,0) M;M 4y --- M,_1 M, (1,0,0)" = (1,0,0) Q;_1 - P, (1,0,0)7.

Niestety, nie wszystkie macierze sa odwracalne. Ale
popatrzmy na macierz M, jako przeksztalcajaca

wektor v = (w, w,, wg) na wektor v/ = (W', wy, wg),
gdzie w' = 2w — wy, wy = w i wy = we. GdybySmy
dostali wektor v/, to czy umieliby$my na jego podstawie
odtworzy¢ wektor v? Odpowiedz jest twierdzaca —
proste przeksztalcenia prowadza do wzoru w = wy,

wy = 2wy — w' 1 wg = wg. Sa to réwniez przeksztalcenia
liniowe, wigc mozemy je zapisa¢ w formie macierzy, ktéra
musi byé zatem macierza odwrotna do M, (tak samo
odwracamy macierz Mg):

0 -1 0 00 -1
Mit=(1 2 o], M'=[0 1 0
0 0 1 10 2

Mozemy wiec w czasie O(nA3) wyznaczyé wszystkie P,
biorac P; = P;_1M;. Macierz odwrotna Q; = PZ-_1
mozemy réwniez obliczyé w czasie O(A?), ale jest to
bardziej klopotliwe niz mnozenie. Aby tego uniknacé,
wyznaczymy ;, korzystajac ze wzoru

Qi = (Pi—lMi)il = Mi_lpi__ll = Mi_lQi—l-

Teraz jedno zapytanie bedzie dziataé w czasie O(A3)
lub nawet w czasie O(A?), bo dla wyniku potrzebujemy
wykonaé¢ mnozenie (1,0,0) ;—1 oraz mnozenie

P, (1,0,0)T, a nastepnie pomnozy¢ skalarnie uzyskane
wektory. Ale jesli przyjrzymy sie temu wzorowi blizej,
to tak naprawde mnozymy w nim pierwszy wiersz
macierzy ;—1 przez pierwsza kolumne macierzy P,
zatem mozemy to bezposrednio zrobi¢ w czasie O(A).
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Dostajemy zatem algorytm o zlozonosci czasowej
O(nA3 + qA).

Przypomnijmy, ze zaczeliémy od rekurencji liniowej,
ktora zapisaliSmy w postaci macierzy, aby skorzystaé

z ich wlasnosci (lacznoéei dla drzewa przedziatowego

i istnienia odwrotnosci dla iloczynéw prefiksowych).
Zauwazmy, ze o ile w drzewie przedzialowym
potrzebowalismy umie¢ mnozy¢ dowolne macierze,

to w algorytmie sum prefiksowych wystarczy nam
domnazanie przez macierze M; oraz Mi_l, wiec znowu
mozemy skorzystaé z faktu, sa one szczegdlnej postaci.
Domnazanie macierzy P przez M; modyfikuje jedynie
dwie kolumny macierzy P (przykladowo dla M,

na druga kolumne kopiujemy pierwsza, a pierwsza
mnozymy przez 2 i odejmujemy druga). Zatem mozemy
skopiowaé macierz P;_; do macierzy P; w czasie O(A?),
a nastepnie zrobi¢ uaktualnienie dwoéch kolumn w czasie
O(A). (Analogicznie dla macierzy Q.) Tak wigc faze
obliczen wstepnych mozemy zrealizowaé w czasie
O(nA?), co da nam algorytm o ztozonoéci O(nA? + qA).

Czas na ostatnia obserwacje: wcale nie musimy
pracowicie kopiowa¢ calych macierzy. Poniewaz

z macierzy ; potrzebujemy jedynie pierwszego

wiersza, a z macierzy P; jedynie pierwszej kolumny,
zatem wystarczy te macierze modyfikowaé w miejscu
(czyli nadpisujac nieaktualne wartosci nowymi w tym
samym miejscu), a kopiowaé jedynie potrzebne wiersze

i kolumny, co zajmie czas O(A). Zatem ostatecznie
dostajemy rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(nA + gA).



Konkurs im. Witolda Wilkosza —
edycja 2020

Oddzial Krakowski Polskiego
Towarzystwa Matematycznego oglasza
druga edycje Konkursu im. Witolda
Wilkosza na najlepsza studencka prace
popularyzujacg matematyke.

Konkurs nosi imi¢ Witolda Wilkosza
(1891-1941), profesora Uniwersytetu
Jagiellonskiego, autora ksigzek

i pogadanek radiowych popularyzujacych
matematyke, kuratora Kétka
Matematyczno-Fizycznego Uczniéw UJ,
redaktora serii wydawniczej ,Bibljoteczka
Kétka Mat.-Fiz. U.U.J.”, znanego tez

z matematycznych dyskusji ze swoim
szkolnym kolega, Stefanem Banachem.

Do konkursu mozna zgtaszaé zaréwno
prace juz opublikowane, zgloszone do
druku, jak i prace przygotowane
specjalnie na Konkurs. Termin nadsylania
zgloszen: 30 pazdziernika 2020 roku.
Konkurs przeznaczony jest dla studentéw
(dowolnego kierunku studiéw). Udziat

w konkursie oséb posiadajgcych tytutl
magistra matematyki dozwolony jest

w przypadku zglaszania do konkursu
pracy opublikowanej w 2019 lub

2020 roku, jesli autor w momencie
zgloszenia pracy do druku nie posiadatl
jeszcze tego tytulu. Prace powinny zostaé
przygotowane w formie opracowania
pisemnego. Poza tym zastrzezeniem,
charakter prac oraz zakres
popularyzowanej matematyki nie jest

w zaden spos6b ograniczony.

Wigcej na temat konkursu:
www2.im.uj.edu.pl/ptm/#wilkosz
Regulamin Konkursu:
www2.im.uj.edu.pl/ptm/files
/Wilkosz-2020.pdf

Maia ge

O dowodzeniu racji

Mata Basia podeszla do taty z naburmuszona mina. Nie czekajac na jego
pytanie, zaczeta sie zalié:

— Tato, Kasia oszukuje, zle rzuca moneta, zeby rzadziej wynosi¢ $mieci!

— Spokojnie Basiu, powiedz mi dokladnie, o czym méwisz — poprosit tata,
cho¢ juz sie domyélal, o czym bedzie rozmowa. Kilka miesiecy temu, siostry
ktécity sie o to, kto powinien tego dnia wyniesé¢ $mieci. Zeby rozstrzygnad
spér, tata zaproponowal, ze osoba wykonujaca obowiazek bedzie wybierana
poprzez rzut moneta. Tym systemem udalo sie pogodzié¢ siostry; jak widag,
nie na dtugo. Basia wzieta wdech i zaczela mowié:

— Niedawno zauwazylam, ze jak Kasia rzuca moneta, to o wiele czgscie]j
wypada reszka, wiec stwierdzilam, ze chyba nauczyla si¢ tak rzucaé, by
czesdciej tak wypadato. Dlatego zaczetam liczy¢ i w ciggu ostatnich dwéch
tygodni orzel wypadl 5 razy, a reszka 9! To jest prawie dwa razy czedciej!
Kasia oszukuje!

Tata sie uémiechnat i zapytal:

— A wiesz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze w 14 rzutach orzel wypadnie
5 razy?

— Nie wiem.

— Jak rzucamy moneta 14 razy, to mozemy otrzymaé¢ 2'* mozliwosci.

A wyrzucié 5 orléw i 9 reszek mozemy na () sposobéw. A (') /214

to okoto 12%.

— To bardzo mato!

— To malo, jednak chyba nie na tyle, zeby zarzucaé¢ siostrze nieuczciwosé.
Zwlaszcza ze tak naprawde powinnismy odpowiedzie¢ sobie na pytanie,
jaka jest szansa na to, ze otrzymamy co najwyzej 5 reszek, gdyz kazdy

z takich wynikoéw wzbudzitby Twoje watpliwosci. Mozna policzy¢, ze

to prawdopodobienistwo jest réwne okoto 21%. To wiecej, niz szansa

na wyrzucenie 6 oczek przy jednokrotnym rzucie kostka, a chyba nie
podejrzewalabys Kasi o oszukiwanie w takiej sytuacji?

W tym momencie Basia zrobila smutna mine. Owszem, podejrzewalaby
swoja siostre nawet w takiej sytuacji, ale wiedziala juz, ze nic nie wskoéra.
Chcac poprawié¢ jej humor, tata zaproponowat:

— Moze chcesz sprawdzié statystycznie, czy masz racje? Moge Ci pokazad,
jak to zrobi¢. Statystyki mozna uzywacé, zeby udowadniaé¢ innym swoje racje.
Jednak, co jest réwnie wazne, statystyka pomaga nam sie takze dowiedziec,
czy sami mamy racje. To jak, chcesz sprébowad?

Dziewczynka kiwneta gtowa.

— W statystyce méwimy o hipotezie zerowej, moze o niej styszatas. Otoz,
gdy wykonujemy test statystyczny, mamy dwie hipotezy. Pierwsza z nich
jest czyms, w co wierzy wiekszos¢ ludzi, czyms$ uznawanym przez wiekszosé
0séb za prawde lub czyms, do czego po prostu jesteSmy przyzwyczajeni

i nie chcieliby$my sie z tym prze$wiadczeniem rozstawac, nie majac ku temu
solidnych podstaw. Druga jest naszym przypuszczeniem. To, co wazne, to
pytanie, jakie sobie zadajemy. Wiesz jakie, Basiu?

— Ktéra z hipotez jest bardziej prawdopodobna?

— Wlasdnie nie. Wytlumacze Ci to na przykladzie. Niektérzy ludzie wierza,
ze jesli wyjda z domu bez parasola, to jest wieksze prawdopodobienstwo, ze
spadnie deszcz, ze los robi im na ztos¢. Wyobraz sobie, ze jest taki czlowiek
i liczy dni, patrzac, czy wzial parasol i czy spadl deszcz.
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Otrzymujemy takie dane:

Weziatem parasol... | Zostawilem parasol. ..
...1 spadtl deszcz. 3 )
...1 nie byto deszczu. 7 )

Te dane wygladaja sugestywnie, az chce sie stwierdzié, ze Swiat faktycznie
robi nam na zto$é¢. Wydaje sie, ze wedtug danych jest to bardziej
prawdopodobne, ale mimo wszystko prawdopodobienstwo, ze deszcz i parasol
nie maja zwiazku, a taki wynik otrzymaliSmy przypadkiem, moze by¢ duze.
Zeby je wyliczy¢, mozemy uzyé pewnej procedury statystycznej, zwanej
testem Chi-Kwadrat. Jestes jeszcze za mloda, by poznaé szczegdly, wystarczy
jednak wiedzieé, ze procedura ta pozwala w przyblizony sposob obliczaé
prawdopodobienstwa okreslonych odstepstw od oczekiwanych wynikéw.

Gdy ja zastosujemy, to okaze sig, ze jezeli deszcz i parasol sa niezalezne, to
prawdopodobienstwo tak ,sugestywnych” wynikéw, jakie uzyskalismy, jest
réwne okolo 36%. Nie jest to malo, zatem wnioskowanie, ze deszcz i parasol
wplywaja na siebie, wypada uznaé za bezpodstawne. Dlatego w przypadku
takich probleméw nalezy zadawaé nastepujace pytanie:

Jezeli istnieje ogdlnie przyjeta hipoteza ,bazowa”,

... & ja mam wtlasna hipoteze, ktéra lepiej oddaje rzeczywistosé,
... jakie jest prawdopodobienstwo, ze mimo wszystko hipoteza
bazowa jest poprawna?

Basia spojrzata na tate z niezrozumieniem, dlatego ten kontynuowat:

— W 14 rzutach otrzymaltyscie 5 ortow. To ci powiedzialo, ze ,,Kasia rzuca
moneta w podejrzany sposob”. Jednak jak si¢ okazuje, jezeli Kasia jest
niewinna, to prawdopodobienstwo, ze orty beda wypada¢ tak rzadko lub
rzadziej, jest mniej wigcej 21%. To nie tak malto. A to, ze orléw jest prawie
dwa razy mniej niz reszek, nie ma wielkiego znaczenia, bo rzucilyécie bardzo
malo razy.

Tata na chwile zamilkl, pomyé$lal i powiedzial:

— Proponuje ci, Basiu, by$ teraz liczyla, jak czesto wypadaja orzet

i reszka przez trzy miesiace. Jak bedziesz miata duzo danych, to zrobimy
statystyczny test, ktéry nam powie, czy masz racje, czy nie. Dobrze?

Basia zgodzila si¢ na propozycje taty. Po 90 dniach i nazywaja je p-warto$cig. W naszej sytuacji mozemy
wrécita z wynikiem: przyjaé, ze p-warto$¢ mniejsza od 5% da nam istotne
— Policzytam. W ciagu ostatnich 90 dni reszka podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej o uczciwosci
wypadla 54 razy, a orzet 36 razy. Kasi. Rozumiesz mnie, Basiu?

— A widzisz, teraz reszek nie jest dwa razy wiecej niz Dziewczynka zaczeta powoli méwié:

ortéw. — Kasia wyrzucita duzo reszek. To sprawia, ze

— Ale wciaz jest ich duzo, stosunek reszek do ortéw moja. .. hipoteza brzmi lepiej, a ja czuje sie oszukana.

jest jak 3 do 2.

Jednak Kasia moze jest uczciwa i bedzie jej smutno,

— Takie rzeczy moga sie zdarzy¢, to przeciez rzut kiedy ja oskarze. Dlatego sprawdzimy, jakie jest

moneta.
— Ale tato, zrébmy ten test!

prawdopodobienstwo, ze Kasia nic nie zrobila, a mi
sie tylko wydaje, ze ktamie. Jezeli bedzie odpowiednio

W tym momencie tata przypomnial sobie o danej duze, to stwierdzimy, ze to los. Prawda?

obietnicy i si¢ zreflektowatl:
— Oczywiécie, zrobimy tak, nasza

Tata sie rozpromienit i kiwnal gtowa. Po chwili zaczal
hipoteza zerowsg jest  wpisywaé odpowiednie wyliczenia w komputer.

to, ze orly i reszki sg tak samo czeste. Twoja hipoteza, — To teraz sprawdzimy, jakie jest prawdopodobienstwo

Basiu, jest to, ze orly sa rzadsze. Faktycznie tak to takiego zdarzenia. Ot6z jest ono réwne... 3,6%.
wyglada z twoich wyliczen. To teraz zadajmy sobie Zamilkl na chwile, a Basia spojrzawszy na niego
pytanie: jak bardzo mozliwe jest to, ze orly sa tak tryumfalnie, zapytalta:

samo czeste, a wypadto ich nie wiecej niz 36 w 90 — Czyli prawdopodobienstwo, ze Kasia jest

rzutach? uczciwa, jest male, prawda? Czyli p6éjdziemy z nia
Tata spojrzal na Basie i dodatl: porozmawiaé, tato?

— Jest jeszcze jedna rzecz, ktora powinnad wiedziec¢: — Tak Basiu, pdjdziemy.

statystycy wyliczaja to prawdopodobienstwo Barttomiej ZAK
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Rozwigzanie zadania M 1642.
Odpowiedz: Nie.

Przypusémy, ze si¢ udalo, i rozwazmy
sytuacje po rozegraniu pierwszej rundy.
Nie jest mozliwe, ze obydwie osoby, ktére
zagraly na ustalonym korcie, na nim
zostang, bo wtedy w drugiej rundzie
musialyby zagraé ze soba jeszcze raz. Nie
jest réwniez mozliwe, ze obydwaj
zawodnicy zmienig kort, bo wéwczas

w drugiej rundzie znéw zagraliby

przeciwko sobie (tyle ze na innym korcie).

Wobec tego na kazdym korcie po
pierwszej rundzie jeden gracz zostaje

(i zmienia poléwke), a jeden zmienia kort.

Stad wniosek, ze po drugiej rundzie
istnieje zawodnik A, ktéry dotad gral
tylko na pierwszym korcie, i zawodnik B,
ktéry dotad grat tylko na drugim korcie.
Ci zawodnicy nie grali jeszcze ze soba,
wigc powinni zagraé¢ w trzeciej rundzie —
ale nie maja gdzie (gdyby zagrali na
pierwszym korcie, A powtoérzylby
potéwke, a gdyby na drugim

B powtérzylby potéwke). Uzyskana
sprzeczno$é oznacza, ze nie jest mozliwy
taki uktad rozgrywek.

Rozwigzanie zadania M 1643.
Odpowiedz: Tak.

Ponizsze obrazki ilustruja przyktadowy
uktad rozgrywek spelniajacych warunki
zadania. Punkty oznaczaja zawodnikow,
strzatki — mecze (kierunek strzatki
odréznia na kazdym korcie poléowke
,wskazujaca” od ,wskazywanej”), a liczby
przy strzalkach to numery rund (od 1

do 5), w ktérych rozgrywane sa
odpowiednie mecze.

o—>1—0
kort I kort I
1
2 5
kort III

Podréze w R? Wojciech CZERWINSKI

Rozwazmy nastepujacy problem. Mamy danych wiele d-wymiarowych wektoréw:
U1, ..., u, € R takich ze sumuja si¢ one do wektora zerowego, czyli S = 0.
Podkredlmy, ze liczba wektoréw n moze by¢ duzo wigksza niz d. Zalézmy
dodatkowo, ze dlugoéci wszystkich wektorow wu; sa nie wigksze niz 1. Dla danego
ciagu wektoréw ui, ..., u, rozwazmy podréz tym ciagiem w przestrzeni R%,

w ktoérej startujemy z zera 0, a potem kolejno przesuwamy sie o uy, 0 ug, O

ug itd., a na konicu o u,. Oczywiscie na koniec calej podrézy wrécimy do zera,
ale w miedzyczasie mozemy od tego zera odsunaé si¢ bardzo daleko. Pytanie
brzmi, czy dla dowolnych wektoréw ui, ..., u, istnieje takie ich poprzestawianie,
inaczej permutacja uj, ..., ul,, zeby podréz tym ciggiem wektoréw nigdy

nie oddalala sie znaczaco od zera. Méwiac bardziej precyzyjnie, czy dla
dowolnego wymiaru d istnieje taka stala Cy, ze dla dowglnego ciaggu wektoréw

uy,...,u, € R? nie dtuzszych niz 1 i sumujacych sie do 0 istnieje ich permutacja
ul,...,ul, taka, ze dla dowolnego k € {1,...,n} zachodzi | Zle u}| < Cy. Nim

przejdziemy do rozwiazania, zachecam Ambitnego Czytelnika do samodzielnej
préby odpowiedzenia na to pytanie albo przynajmniej postawienia hipotezy
i obstawienia ewentualnej wartosci Cy.

Dla wymiaru d = 1 stosunkowo latwo jest wykazaé, ze Cy = 1 wystarczy.
Konstruujemy ciag wektoréw u tak, zeby wartosé¢ bezwzgledna Zle u} nigdy
nie przekroczyta 1. Postepujemy w nastepujacy sposéb. Zaczynamy od ciagu
pustego. Powiedzmy, ze skonstruowali$my juz ciag v}, ..., u), ktéry spelnia nasze
warunki dla poczatkowych wyrazéow. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze Zle ul = 0.
Skoro suma wszystkich wektoréw u; wynosi 0, a suma wektoréw juz wybranych
do ciggu jest nieujemna, to suma wektoréw niewybranych jest niedodatnia.

A wige istnieje tam jaki$ wektor niedodatni, tego wlagnie wybieramy jako uj_ ;.
Postepujac w ten sposéb do konca, otrzymamy ciag o wymaganych wlasnosciach.
Latwo tez zauwazy¢, ze Cy jest wybrana optymalnie, ciag uy = 1, ug = —1 nie da
sie utozy¢ lepie;j.

Dla wyzszych wymiaréw sprawa nie jest tak oczywista i mimo bardzo prostego
sformulowania ma za soba dhuga historie badan. Juz w roku 1914 niemiecki
matematyk Ernst Steinitz (znany m.in. z twierdzenia o dopelnianiu zbioru
liniowo niezaleznych wektoréw do bazy) udowodnil, ze dla dowolnego d € N
stala Cy = 2d spelia zadane warunki. Dlatego wspomniany fakt zwany

jest lematem Steinitza. Sytuacja staje sie jednak ciekawsza, gdy rozwazymy
inne, nieco dziwniejsze sposoby mierzenia wielkosci wektora. Takie funkcje,
przyporzadkowujace wektorowi z R? liczbe mierzaca w pewien rozsadny sposéb
jego wielko$¢, zwane sa normami. Popularne przyklady norm to: dlugosé
wektora (zwana norma euklidesowa), suma wartosci bezwzglednych jego
wspolrzednych czy tez maksymalna warto$¢ bezwzgledna jego wspotrzednych
(zwana norma maksimum), ale istnieja tez inne, bardziej wymyslne normy.

W ogélnoéci norma to funkcja przyporzadkowujaca wektorowi v € R? wartosé
|lu]] € R, spelniajaca trzy proste warunki: 1) |lul| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
u to wektor zerowy, 2) norma skaluje sie liniowo, czyli |jau| = |a| - ||u]| dla
dowolnego a € R oraz u € R?,

3) |lu+ || < |lul| + ||v|| dla dowolnych u,v € R®.

7Z faktu, ze dla normy euklidesowej Cy = 2d wystarcza, wynika tatwo, ze

dla dowolnej normy taka stata Cy istnieje, nie wynika jednak w zaden

sposéb, jak duza jest ta stala. W roku 1931 Borgstrom wykazal, ze dla
dowolnej normy optymalna stata Cy jest nie wieksza niz /(49 — 1)/3. Az

do roku 1978 najlepsza znana stata Cy wciaz byla wyktadnicza wzgledem d.
Dopiero wtedy, w 1978 roku, Sergey Sevastianov opublikowal w rosyjskim
czasopismie w Nowosybirsku dowdd uzasadniajacy, ze dla dowolnej normy

Cy4 = d wystarczy. Praca miala dwie strony, przy czym dowdd gléwnego wyniku
zajmowal w zasadzie jedna strone, co jest oczywiscie nadzwyczajne w wypadku
rozwiazania znanego problemu tak dlugo otwartego. Przetlumaczona na
angielski wersje mozna znalezé¢, wpisujac w wyszukiwarce Google fraze ,,Value of
the Steinitz constant”. Mniej wigcej rok lub dwa lata temu artykul ten wpadl mi
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Rozwigzanie zadania M 1644.
Umies$émy schodkowy tréjkat w ukladzie
wspoélrzednych w taki sposéb, aby srodki
jego pél byly w punktach (z + %, Y+ %)
dla wszystkich par liczb catkowitych
nieujemnych x, y takich, ze
r+y<n—1.

Zauwazmy, ze przedluzenia bokéw
dowolnego prostokata zlozonego z calych
pol schodkowego trojkata przecinaja
prosta y = n + 2 — x w czterech réznych
punktach sposréd n + 3 nastgpujacych:

0,mn+2), (1,n+1), (2,n),

., (n+2,0).

Odwrotnie, kazde cztery rézne punkty
sposérod powyzszych wyznaczaja
dokladnie jeden prostokat — dwa nizsze
punkty sa zawarte w przedtuzeniach
poziomych bokéw prostokata, a dwa
wyzsze — w przedluzeniach bokéw
pionowych.

Y

n

1]
T

1 JI
0 x
01 n xT
Zbudowana wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$é miedzy szukanymi
prostokatami a czwérkami sposréd n + 3
ustalonych punktéw $wiadczy o tym, ze
odpowiedz na postawione w zadaniu

pytanie to
n+3
4 .

w rece, poniewaz wynik jest zwigzany z moimi zainteresowaniami naukowymi.
Uwazam, ze dowdd jest wyjatkowy. P4l Erdds, jeden z najwybitniejszych
matematykow XX wieku czesto odwolywal sie do Ksiegi, w ktérej Bog trzyma
wszystkie najelegantsze dowody twierdzen matematycznych. Zainspirowani
tym powiedzeniem dwaj matematycy, Eigner i Ziegler, wydali znakomita
ksiazke ,,Dowody z Ksiegi”, ktéra szczerze polecam kazdemu Czytelnikowi.
Dowéd, o ktérym moéwie, by¢é moze réwniez méglby trafi¢ do takiej Ksiegi.
Mimo zZe ja i moi koledzy rozumiemy kazdy krok tego dowodu z osobna, to
nie wiemy, skad bierze sie taki sposéb rozumowania, niespotykany nigdzie
indziej w naszej dziedzinie. Wydaje sie, ze za tym rozumowaniem stoi pewna
intuicja geometryczna, ale nie wiemy, jaka to jest intuicja. Wierze, ze dogltebne
zrozumienie idei ukrytych w tym dowodzie moze przyczynié sie do kolejnych
ciekawych wynikow. Kto wie, moze ktos z Czytelnikéw pomoze?

Przedstawiam dowdd z oryginalnej pracy Sevastianova nieco przeze mnie
zmodyfikowany. Ponizej ustalamy dowolnie wybrana norme wektora u € R%,
ktéra oznaczamy ||u||. Przypomnijmy, ze naszym celem jest udowodnienie
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. Jesli uy,...,u, € R, dla kaidego i € {1,...,n} zachodzi
luil| <1 oraz >, u; =0, to istnieje permutacia uy,...,u, ciggu uy,...,u,

= n

taka, ze dla kazdego k € {1,...,n} mamy || Zle || < d.

Zalézmy, ze d < n, inaczej wniosek jest trywialny. Udowodnimy nastepujacy
lemat.

Lemat 1. Istniejg zbiory Aqg C Agi1 C ... C A, ={1,...,n} oraz wagi \}, € [0,1]
dla k€ {d,...,n}, i € {1,...,n} takie, ze dla dowolnego k mamy |Ax| =k,
ZieAk Ak = d oraz ZieAk Apui = ZieAk Ui

Zobaczmy najpierw, jak z lematu wynika twierdzenie 1. Dla dowolnego
d<i<n-—1zbiér Aj \ A; ma doktadnie jeden element, nazywamy go u; ;.
Pozostalych d elementéw ciagu us, ..., u, dowolnie przypisujemy na uj,...,u}.
Dla k < d nier6wnoé¢ z twierdzenia jest oczywista, zatézmy k > d. Mamy

k
ISt = [0 | = || 32 Al < D2 Mhwall < D2 A =,
i=1 1€EA €A €A

i€ Ay
gdzie druga i ostatnia réwnosé¢ wynikaja wprost z lematu. Wystarczy wiec
udowodni¢ lemat.

Pokazemy istnienie zbioréw A; oraz wag )\}'C spelniajacych warunki lematu

przez indukcje po k. Zacznijmy od bazy indukcji dla k = n. Wéowczas ustalamy
A, ={1,...,n} oraz \}, = % dla kazdego i € {1,...,n}, ktore, jak latwo sprawdzié,
spelniaja warunki. Aby wykonaé¢ krok indukecyjny z k + 1 do k, zalézmy, ze mamy
zdefiniowany zbiér Ay oraz wagi A% 41, & chcemy zdefiniowa¢ zbiér Ay, oraz
wagi AL. Niech Agi1 = {v1,..., 0641} C {u1,...,un}.

Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan i nieréwnosci z k + 1 zmiennymi
Uiy k1 € R0 < py < 1 dla dowolnego 1, Zf;l w; =d+ 1 oraz
Zfill iU = Zf:ll v;. Zbiér rozwigzan S tego uktadu jest niepusty, gdyz,
jak nietrudno sprawdzi¢, rozwiazaniem jest p; = Mg,y + (1 = M) - 75=a-
W ogélnosci dla kazdego uktadu m, réwnan i m,, nieréwnosci liniowych
w R? zbiér rozwiazan jest wieloécianem, o ile jest ograniczony. Co wiecej,
okazuje sig, ze w kazdym wierzchotku tego wieloScianu dokladnie d — m,.
nieréwnodéci staje sie¢ rownosciami. Nietrudno w to uwierzy¢, bo skoro mamy
do czynienia z wierzchotkiem, to liczba rownosci powinna by¢ rowna wymiarowi
przestrzeni, a m, réwnosci mamy juz gotowe z réwnan. Zachecamy Czytelnikéw
do precyzyjnego wykazania tego faktu. Wybierzmy wiec dowolny wierzchotek
wieloScianu S zawierajacego rozwiazania naszego ukladu réwnan. W ukladzie

X e s ~Ft1 R NE . L .
mamy d + 1 réwnoéci (réwnos¢ Y ;7 piv; = >, v; jest w istocie réwnoscia na
kazdej z d wspélrzednych) oraz 2(k + 1) nieréwnosci. A zatem w wierzchotku S
spelnionych jest k — d dodatkowych réwnosci sposréd nieréwnosei 0 < p; < 1.
Chcemy wykazaé, ze istnieje j takie, ze ; = 1. Jedyny przypadek, w ktérym nie
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Rozwigzanie zadania F 1004.
Proces zamarzania jest powolny, a wiec
mozemy przyjac, ze géorna powierzchnia
lodu ma temperature powietrza —10°C,
natomiast dolna, stykajaca si¢ z woda ma
temperature 0°C, réwng temperaturze
zamarzajacej wody. Cieplo przeplywa od
cieplejszej wody pod powierzchnig lodu
do zimniejszego powietrza nad jego
powierzchnig i podczas catego procesu
réznica temperatur AT = —10 K
pozostaje stala, ale rosnie grubosé¢ lodu.
Powstanie warstwy lodu o grubosci dz
i polu powierzchni S wymaga odebrania
ciepta d@Q = LpS - dx. Szybkoéé
przeplywu ciepla jest proporcjonalna do
powierzchni, réznicy temperatur AT
i odwrotnie proporcjonalna do grubosci
lodu x (tzn. jest proporcjonalna do
szybkosci zmian temperatury z gruboscia)
i wynosi:

QR _ ,¢8T,

dt T
Otrzymujemy wigc:

d
LpSzE — _kSAT.
di

Oznacza to stala szybko$é zmiany
kwadratu grubosci warstwy

d (a2 dx
— =) =z—.
dt \ 2 dt

Ostatecznie otrzymujemy dla poczatkowej
grubodci £, = 5 cm i koncowej

xrr = 10 cm:

= t
Lp

1(2 /2)771€AT

— (rf - r;) Lp
2kAT

Po podstawieniu danych liczbowych
t~ 5,22 -10* s ~ 14,5 godziny.

jest to natychmiastowe, to gdy kazda ze wspomnianych k& — d réwnosci jest postaci
w; = 0. Wiemy jednak, ze wéwczas suma pozostalych (k+1) — (k—d)=d+1
zmiennych p; jest réwna d + 1, wiec kazda z nich musi by¢ rowna jeden. A wiec
tak czy inaczej istnieje j takie, ze pu; = 1. Definiujemy wiec Ay = Ajy1 \ v, oraz

}; = p;. Nietrudno sprawdzié¢, ze istotnie wszystkie warunki sa spelnione, co
koniczy dowdd lematu.

Czy oprocz tadnego dowodu i ciekawej historii oszacowanie na stalg w lemacie
Steinitza przydaje sie do czegos? Tak, zdecydowanie, przyktadem moze by¢ ta
praca https://arxiv.org/abs/1707.00481| opublikowana na konferencji SODA
w 2018 roku, jednej z najlepszych $wiatowych konferencji informatycznych.
Gwoli écistoéci nalezy przyznaé, ze uzyta jest tam konkretna norma: norma
maksimum oznaczana ||ul|«, praypomnijmy, ze przypisuje ona wektorowi

u € R? maksimum z wartoéci bezwzglednych jego wspéirzednych. A wiec do
tego konkretnego zastosowania wystarczyltby juz oryginalny wynik Steinitza

7 1914 roku. Faktycznie, z tego, ze dla u € R? zachodzi ||ule < |u| < vVd||ullso
(Ju| oznacza dlugosé euklidesowa wektora ), oraz tego, ze Cyq = 2d wystarcza dla
normy euklidesowej, wynika, ze Cyq = 2dv/d wystarcza dla normy maksimum.
Ja przedstawie pokrétce inne zastosowanie, ktére wydaje mi sig¢ réwniez
interesujace, a moze by¢ tez bardzo uzyteczne.

Tunelem pomiedzy punktem z € R? a y € R? o promieniu s € R nazwijmy
zbior, ktéry zawiera odcinek pomiedzy x a y oraz punkty, ktére sa oddalone
od tego odcinka o co najwyzej s, gdzie odleglo$¢ mierzymy norma maksimum.
Precyzyjnie rzecz biorac, taki tunel to zbiér

T={2eR: Jpcacillz—a-z—(1—0a) ylloo < 5}
Po pierwsze zauwazmy, ze z twierdzenia 1 prosto wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1. Jesli uy,...,u, € R? oraz dla kaidego i € {1,...,n} zachodzi
luilloo < N, to istnieje permutacja u, ..., ul, ciggu ui,...,u, taka, Ze podréz

z punktu x € R? do punktu y = = + St u, ciggiem uf, ..., ul, odbywa sig
wewngtrz tunelu pomiedzy x a y o promieniu 2dN .

Zachgcamy Czytelnika do samodzielnego wykazania wniosku, dowdd jest
nietrudny. JesteSmy juz gotowi do sformutowania twierdzenia.

Twierdzenie 2. Rozwazmy uklad n rownan liniowych Mx = vy, gdzie M jest
macierzq o wspétczynnikach catkowitych n x d, a y wektorem z Z*. Niech N
bedzie maksimum z wartosci bezwzglednych liczb wystepujgcych w macierzy M

i wektorze y. Wowczas jesli istnieje pewne rozwigzanie tego ukladu w liczbach
naturalnych, to istnieje réwniez rozwigzanie v € N" takie, ze |||/ < (5dN + 1)<,

Zauwazmy, ze ograniczenie na norme rozwiazania nie zalezy od liczby rownan n,
a jedynie od liczby zmiennych d i wielkoéci liczb N, i to jest wlasnie glowna sila
twierdzenia 2. Aby udowodnié¢ twierdzenie 2, oznaczmy kolumny macierzy M
jako wektory uq,...,uq oraz x = (x1,...,24). Woéwczas réwnanie Mz =y
przyjmuje postac Zle u;x; = y. Rozwazmy pewne rozwiazanie tego uktadu,
ktore istnieje zgodnie z zalozeniem twierdzenia 2. Zawiera ono x; wektoréw u,
o wektorow us itd., az w koncu x,, wektoréw u,,. Zgodnie z wnioskiem istnieje
taka permutacja z},...,z, tych m =z, + ...+ x, wektoréw, ze cala podréz

z punktu 0 do punktu y ciagiem 2, ...,z odbywa sie wewnatrz tunelu z 0 do
y o promieniu 2dN. Taki tunel zawiera si¢ caly w d-wymiarowej kostce o boku
4dN + N < 5dN, na potrzeby dowodu twierdzenia 2 wystarczy nam takie zgrubne
oszacowanie. Zauwazmy, ze jesli w trakcie naszej podrézy odwiedzimy dwa razy
ten sam punkt, to mozemy te podréz skrocié, pomijajac petle wychodzaca

i wracajaca do tego samego punktu, nie zmieni to oczywiscie celu podrozy.
Postepujac w ten sposéb, mozemy skrécié podrdz ciagiem zi, ...,z do takiej
podrézy, ktéra kazdy punkt w kostce o boku 5dN odwiedza co najwyzej

jeden raz. Punktow o wspolczynnikach calkowitych w kostce jest nie wiecej

niz (5dN + 1)%, a wiec nasza podréz bedzie miala co najwyzej tyle krokéw.
Nietrudno zauwazy¢, ze dowolna taka podr6z natychmiast daje rozwiazanie
réwnania Z?:l uiz; =y, gdzie >i x; < (5dN + 1)%, co koticzy dowé6d
twierdzenia 2.
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Zyclie na
Z y \AU® 112

Komoérki eukariotyczne majg genom
zamknigty w kulistej strukturze zwanej
jadrem. Drozdze od wielu lat stosowane
sg jako modele metabolizmu

eukariotycznego, a takze jako modele np.

niektérych ludzkich choréb.

Redakcja Nature stwierdza, ze praca nie
przeszla jeszcze przez normalny ciag
redakcyjny, ale dotyczy tak waznej
sprawy, ze ja w sieci publikuje, zacheca
do dyskusji i cytowania.

SARS-CoV-2 krazy po Swiecie

Zapewne pierwszy chory pojawil si¢ na przelomie listopada i grudnia 2019 roku.
W poprzednim felietonie pisatlam, ze na $wiecie odnotowano prawie 1,5 mln
zakazonych, a zmartych 87 tys. Najgorsza sytuacja byta w USA: zakazonych
418 tys., zmarlych 14,2, tys. (stan w dniu 8 kwietnia). Miesiac p6Zniej na $wiecie
byto juz 3,8 mln zakazonych (z tego 1,2 mln w USA), a zmartych 271 tys.

W maju najszybciej liczby te przyrastaja w Rosji. Niezaleznie od wiarygodnosci
podawanych danych sytuacja — to kazdy widzi — nie jest opanowana.

Za dwa miesiace najnowsze (wprawiajace mnie w podziw) do$wiadczenia

w walce z pandemia beda juz rutynowe. .. lub przestarzate. Nie moge sie jednak
oprze¢ opowiedzeniu o nich. Badania te sg niezwykte i szybkie. Wszystkie
wybrane przeze mnie do$wiadczenia jeszcze niedawno wymagaty wielu lat pracy
licznych zespotow.

Pierwszy wynik sekwencjonowania wirusowego RNA zostal opublikowany

w styczniu (uniwersytety w Chinach), a w maju takich sekwencji w $wiatowych
bankach danych jest ponad tysiac. Po wniknieciu do komoérki cata ni¢ produkuje
dtuga poliproteine. Aby podzieli¢ ja na mniejsze, funkcjonalne biatka, wirusowy
RNA produkuje najpierw proteaze, ktéra dokonuje cieé reszty poliproteiny na
okolo 10 malych bialek. Sugeruje to mozliwo$¢ zaprojektowania leku, ktory
hamowalby proteaze. Innym lekiem mogtby by¢ inhibitor oddzialywania

biatek wypustek (korony) z komérkowym biatkiem znajdujacym sie w blonie
komorek wiekszosci ludzkich narzadow, ACE2, wpuszczajacym” wirusa do
komérki. W Uniwersytecie w Lubece oznaczono i opublikowano w maju dwie
krystaliczne struktury proteazy wirusa, swobodnej i ztaczonej w centrum
aktywnym z inhibitorem.

Jeszcze 20-30 lat temu genetycy, szukajac metod namnazania duzych
fragmentow obcego DNA w komérkach, rozpoczynali od préb z postuszna

i znang na wylot bakteria Escherichia coli. Dolaczali obcy DNA do plazmidéw
bakteryjnych (wektory), kolistych czasteczek DNA odrebnych od podstawowego
genomu, okoto 1000 razy od niego mniejszych. Takie modyfikowane plazmidy
mnozyly sie w komérkach bakteryjnych razem z obcym DNA. Sa jednak
granice zwiekszania dlugosci plazmidu: zbudowano zatem wieksze wektory

dla eukariotycznych komorek drozdzy Saccharomyces cerevisiae, ich DNA jest
w formie 16 chromosoméw. Klonowany gigant wielkoscig przypominat wlasne
chromosomy drozdzowe i nazwano go YAC (Yeast Artificial Chromosome).
Wracamy do pandemii.

W maju 2020 roku w czasopi$mie Nature opisano konstrukcje koronawirusa

z uzyciem YAC (28 autoréw, gléwnie z Uniwersytetu w Bernie). Do komérek
drozdzy wprowadzono 14 fragmentéw DNA wirusa SARS-CoV-2, sktadajacych
si¢ na caly jego genom (trzeba bylo takie fragmenty skopiowaé z wirusowego
RNA albo wrecz syntetyzowaé in vitro). Drozdze wykonaly ,same” kolejny krok
— potlaczyly te fragmenty ze soba i z YAC, czyniac go nosicielem genomu wirusa.
Na bazie YAC komérka drozdzy syntetyzowata RNA, zakazny dla komérek
ssakéw. Calo$é manipulacji zajela badaczom jeden tydzien.

Na zakoniczenie mozemy pokusi¢ sie o pewne przewidywania. Jezeli tak tatwo

i szybko mozna skonstruowaé w laboratorium wirusa, to mozliwe sg tez dowolne
modyfikacje podawanego drozdzom DNA i obserwacje zmian w cechach wirusa.
Ulatwi to rézne techniki testowania, poszukiwania lekéw i szczepionek. Umysty
podejrzliwe skupia sie na niekoniecznie pozytecznych zastosowaniach opisanego
doswiadczenia. Poniewaz wszystko, co mozna zrobié¢ — ludzie zrobia, predzej czy
pézniej. Tacy juz jestedmy.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska

O réznych konsekwencjach twierdzenia
Brouwera mozna przeczytaé w A%g,

a o konsekwencjach lematu Spernera
w Ago.

krawedz skierowana | wartosé
cc, nn, zz 0
cn, nz, zc 1
cz nc, zZn —1
4

Zbiér F jest domknigty, jesli dla
dowolnego zbieznego ciggu elementéw F'
granica tego ciggu réwniez nalezy do F'.

Symbol 0 oznacza brzeg, czyli
OA oznacza brzeg tréjkata A zlozony
z trzech odcinkéw I U J U K.

Elementarnie o twierdzeniu Brouwera
Jarostaw GORNICKI*

Tytulowe twierdzenie sformulujemy dla tréjkata (z brzegiem) na plaszczyZnie
euklidesowej R?. Jest to najstynniejsze i najwazniejsze twierdzenie

w topologicznej teorii punktéw stalych o rozlicznych zastosowaniach

(w réwnaniach rézniczkowych, topologii, ekonomii, teorii gier, analizie
funkcjonalnej). Jego odkrycie mialo ogromny wplyw na rozwdéj wielu galezi
matematyki, szczegdlnie topologii algebraiczne;j.

Twierdzenie (Luitzen Brouwer, 1912 r.). Niech A bedzie tréjkatem i f : A — A
przeksztalceniem cigglym. Witedy istnieje taki punkt x € A, ze f(x) = x.

Punktem wyjscia bedzie bastepujaca kombinatoryczna obserwacja.

Lemat 1 (Emanuel Sperner, 1928 r.). Niech A bedzie trdjkgtem o bokach

1, J, K, ktory jest podzielony siecig tréjkgtow tak, Ze dwa trojkgty sieci mogg
stykac sie wspolnym bokiem lub wspolnym wierzcholkiem. Wierzcholki sieci
malujemy kolorem czerwonym, niebieskim lub zielonym (c,n, z) tak, aby kazdy
wierzcholek lezgcy w I byl czerwony lub niebieski, kazdy wierzcholek w J byl
niebieski lub zielony, o kazdy wierzcholek w K byt zielony lub czerwony. Wtedy
wsrod trojkgtow sieci istnieje taki, ktorego wierzcholki sq réznych kolorow.

Okres$lmy wartosé ,,oczka” sieci, wedrujac w nim przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara 1 sumujac wartodci przyporzadkowane krawedziom zgodnie z podana na
marginesie tabelka. Dla trojkata sieci, ktorego wierzchotki sa réznych koloréw,
ta wartos$¢ jest réwna 3 lub —3. W kazdym innym przypadku ta wartos¢ jest
réowna 0.

Obliczmy sume warto$ci wszystkich oczek sieci. Zauwazmy, ze wklad kazdej
krawedzi wewnetrznej sieci do calej sumy jest réwny 0 (bo krawedz wewnetrzna
nalezy do dwéch tréjkatéw i wedrujemy po niej w przeciwnych kierunkach),

a wktad kazdego boku tréjkata A jest réwny 1. Zatem suma wartosci wszystkich
krawedzi sieci tréjkata A jest rowna 3. Oznacza to, ze nie wszystkie oczka sieci
maja wartosé 0. Istnieje wiec w sieci trojkat, ktérego wierzchotki sa réznych
koloréw.

Topologiczng konsekwencja lematu Spernera jest nastepujaca obserwacja.

Lemat 2. Niech A bedzie trojkgtem o bokach I, J, K. Niech A, B, C bedg
zbiorami domknietymi takimi, Ze Il C A, JC B, KCCi/ACAUBUC. Wtedy
ANBNC#0.

Jezeli trojkat A zawiera sie¢ w sumie dwoch zbioréw z rodziny {A, B, C'}, to teza
jest spetniona. Zalézmy, ze tréjkat A nie zawiera sie w sumie dwdch zbioréw

z rodziny {A, B,C}. Dla kazdego i > 2 dzielimy boki tréjkata A na i réwnych
czesci, a laczac je liniami réwnoleglymi do bokéw trdjkata, otrzymujemy

sie¢ i-tego rzedu. Kazdy wierzcholek x w i-tej sieci malujemy na dowolny
dopuszczalny kolor, ktéry okresla przynaleznosé punktu x do zbioréw z rodziny
{A, B,C}. Mozemy to uczyni¢ w taki sposob, aby wszystkie wierzchotki sieci w I
byly czerwone lub niebieskie, w J byly niebieskie lub zielone, w K byly zielone
lub czerwone. W kazdej takiej sieci (lemat 1) istnieje tréjkat o wierzchotkach

w roéznych kolorach: ¢;, n;, z;. Twierdzenie Bolzano—Weierstrassa zapewnia
istnienie podciagu zbieznego c;; — §. Poniewaz $rednice trojkatéw kolejnych sieci
daza do 0, wigc n;; — £ 1 2;; — & Skoro ¢;; € A, ny; € B, z;; € C oraz A, B,C sa
zbiorami domknietymi, wiec £ € AN BNC.

Lemat 3. Dla trojkgta A\ o bokach I, J, K nie istnieje takie przeksztalcenie
ciggle f : AN - 0N =TUJUK, ze f(I)CcIif(J)cJif(K)CK.

Zalézmy, ze [ : A — OA jest takim przeksztalceniem ciaglym, ze f(I) C I
if(J)cJif(K)cCK.Niech A= f~1(I), B= f~1(J), C = f~1(K). Poniewaz
1, J, K sa zbiorami domknietymi, f jest przeksztatceniem ciaglym, wiec zbiory
A, B, C sg domkniete. Oczywiscie I C A, J C B, K C C. Dla kazdego = € A,
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f(x)
g(z)e &
Rys. 1
9(@) f(x)
Rys. 2

Rys. 3

fl@) e dA=TUJUK, wiec AUBUC = A. Jednocze$nie I N J N K = ), wiec
AN BNC = (. Sprzeczno$¢ z lematem 2.

Lemat 4. Dla trojkgta A\ o bokach I, J, K nie istnieje takie przeksztalcenie
ciggle f : N — I, ze f(x) =z, dla x € OA.

Zalézmy, ze f: AN — OA jest takim przeksztalceniem ciaglym, ze f(z) = x dla
x € OA. Wtedy f(I) CIif(J)C Ji f(K)C K. Sprzecznosé¢ z lematem 3.

Dowdd twierdzenia. Zatézmy, ze f: /A — A jest przeksztalceniem cigglym

i f(x) # x dla kazdego = € A. Dla kazdego x € A niech g(z) € A bedzie
punktem, w ktérym pdlprosta wychodzaca z punktu f(x) i przechodzaca przez
punkt x przecina brzeg tréjkata (rys. 1).

Pélprosta jest okreslona jednoznacznie, bo f(x) # . Tak okreslone
przeksztalcenie g : A — OA jest ciagle. Niech € > 0, okre$lamy otoczenie
punktu g(x) na brzegu 0A o dlugosci e. Na tym otoczeniu budujemy stozek
o wierzcholku na odcinku laczacym punkt = z f(z) (rys. 2). Wybieramy

7 > 0 takie, ze kula otwarta B(f(x),n) zawiera si¢ w stozku. Z ciaglodci
przeksztalcenia f istnieje 6 > 0 takie, ze f(B(z,d)) C B(f(z),n) i B(z,J)
zawiera si¢ w stozku. Wtedy g(B(z,0)) C B(g(x),¢e). Zatem g : A — 0N
jest przeksztalceniem ciaglym takim, ze g(z) = = dla € 9A. Sprzecznos$é
z lematem 4.

W 1974 roku Mark Yoseloff zauwazyl, ze z twierdzenia Brouwera wynika lemat
Spernera (punkt staly przeksztalcenia f musi nalezeé do trdjkata sieci, ktérego
wierzcholki sa réznych koloréw). Oznacza to, ze wszystkie wyzej podane lematy
sq rownowaznikami twierdzenia Brouwera.

Twierdzenie Brouwera mozna wykaza¢ bezposrednio z lematu 1.

Drugi dowdd twierdzenia. Niech
A ={x=(21,29,23) ER®: 1,090,203 >0 A o1 + 29 +23=1}, (rys. 3).
Zalézmy, ze f: A — A jest przeksztalceniem ciaglym takim, ze f(x) # z dla
kazdego = € A. Poniewaz dla nieujemnych wartosci z, oraz f(xg), > ap =1
k

iy f(xg) =1, wiec z warunku f(z) # = wynika, ze przynajmniej jedna ze
k

wspélrzednych f(xg) — zx, k = 1,2,3, punktu f(z) — z musi by¢ ujemna
i przynajmniej jedna musi by¢ dodatnia.

Dla kazdego i > 2 dzielimy boki tréjkata A na i réwnych Wowcezas z ciaglodci przeksztalcenia f, f(&1) < &1,

czedci, a laczac je liniami réwnolegltymi do bokéw f(&) <& i f(&3) < &5. Oznacza to, ze zadna ze
trojkata, otrzymujemy sie¢ i-tego rzedu. Poszczegélnym  wspéirzednych punktu f(€) — € nie jest liczba dodatnig,
wierzchotkom sieci przypiszemy kolor zielony (= 1), a to jest sprzeczne z warunkiem f(x) # x.

czerwony (= 2), niebieski (= 3) wedlug nastepujacej
reguly: kolor wierzchotka u okresla najmniejszy indeks k,
dla ktérego k-ta wspélrzedna punktu f(u) — u jest

Twierdzenie Brouwera pozostaje prawdziwe
w przestrzeniach euklidesowych R™ (najczesciej jest ono
formutowane dla kul):

ujemna.

Oznaczmy boki tréjkata A jak na rysunku 3. Jesli Niech B™ C Rn b@c?zie domknigtq _k“l‘% Z f:B" = BT_L _
wierzchotek sieci u lezy na boku I, to u; = 0, wiec przeksztatceniem cigglym. Wtedy istnieje x € B™ takie, Ze
pierwsza wspélrzedna punktu f(u) — u nie moze byé flz) ==

liczba ujemna, czyli taki punkt u nie otrzyma koloru
zielonego (1). Analogicznie wierzcholki sieci z boku J
nie otrzymaja koloru czerwonego (2), a wierzchotki

sieci z boku K nie otrzymaja koloru niebieskiego (3).

W szczegblnosci wierzcholek (1,0,0) otrzyma kolor zielony,

Rezultat ten nie przenosi sie do przestrzeni

o nieskonczonym wymiarze. W przestrzeni cg

ciagdw rzeczywistych zbieznych do zera z norma

|z = (z1,22,...)|| = sup|z;| dla kuli domknietej
i>1

WierZChOlek (07 1, O) kOlOI‘ CZGI‘WOIly, WieI‘ZCholek (0, 0, 1) B o {x c co: Hx” g 1} 1 przeksztalcenia Ci%glego
kolor niebieski. Takie kolorowanie wierzchotkow sieci jest  f. B — B danego wzorem f(zq,xs,...) = (1,21, 22,...)

zgodne z podanym w lemacie 1. Zatem na podstawie jedynym punktem stalym jest (z1,22,...) = (1,1,...),
lematu 1 w kazdej sieci i-tego rzedu istnieje tréjkat,

. . . - , ale (1,1,...) € co.
ktorego wierzchotki sa réznych koloréw: ¢;, n;, z;. Na _ . ) )
podstawie twierdzenia Bolzano—Weierstrassa istnieje Twierdzenie Brouwera rozszerzy! (na nieskoriczenie
podciag zbiezny ¢;; — . Poniewaz Srednice trojkatéw wymiarowe przestrzenie Banacha) Juliusz Schauder

kolejnych sieci daza do 0, wiec réwniez n;, — §1iz;; — & W 1930 roku, ale to catkiem inna historia. ..
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Stara Delta

Komentarz wspoélczesny

W ramach cyklu Gtara Delta prezentujemy przedruki archiwalnych artykuléw

z naszego miesiecznika, skupiajac sie¢ na latach 70., 80. i 90. XX wieku, choé
artykuly mlodsze tez sie moga pojawi¢. Wybor jest subiektywny, a kryteria jego
dokonania naprawde réznorodne.

Wspélnym mianownikiem tego cyklu jest to, ze zawsze pytamy wspdlczesnych
naukowcow o komentarz do proponowanego tekstu. Tu tez nic redakcja nie
narzuca. Chetnie ustyszymy zaréwno polemike, uwagi merytoryczne, jak i czysto
emocjonalne impresje.

Dzi§ prezentujemy: Uniwersalny szyfr (autor trudny do ustalenia) (A},) oraz
Czy przez telefon mozna graé w karty? autorstwa Jerzego Rylla (Al?).

— oba prezentujemy w tym numerze. Wowczas
byta to dziedzina dostarczajaca przede wszystkim

Kilka lat temu zapytalem Mordechaja ,,Motiego” Yunga eleganckich (czesto zaskakujacych) wynikéw-ciekawostek,

(obecnie pracuje jako badacz naukowy w Google) o to, kojarzonych gtéwnie ze sztuczkami z teorii liczb.
na ile zmienit si¢ obraz badan naukowych z dziedziny W takim tez duchu utrzymane sa oba dzi$ prezentowane

kryptologii od czasow, gdy zaczynal, a wiec od lat 80. wyimki ze Gtarvej Delty.

W swej odpowiedzi (wyrazonej do$¢ komunikatywna
polszczyznal) jako najwieksza réznice wskazal liczbe
publikowanych prac. Stwierdzil, ze w poczatkach swojej
kariery byl w stanie, bez wigkszego wysitku, §ledzi¢ na
biezaco WSZYSTKIE artykuty dotyczace kryptologii,
ktére ukazywaly sie na Swiecie. Dzi$§ natomiast ciezko
byloby mlodemu badaczowi przebrnaé¢ w ciggu roku
choéby przez potowe publikacji prezentowanych na
jednej duzej konferencji kryptologicznej, ktérych
organizuje sie przeciez co najmniej kilka w roku.

Oczywiscie wraz z rozwojem komputerow i sieci
komputerowych znaczenie kryptologii wzrosto
niebotycznie. Dzi$ jest to ogromna galaz informatyki
teoretycznej. Rowniez w Delcie artykuléow z tej dziedziny
w pbdzniejszym okresie bylo znacznie wiecej. Ostatnio
prezentowaliSmy nawet niemal roczny cykl A jednak sie
da (od Al do A%y), poswiecony w catodci kryptologii.
Co ciekawe: oba zagadnienia z lat 80. byly obecne

w tym cyklu (choé autorzy wybierali tematy zupelnie
niezaleznie), a artykul otwierajacy cykl dotyczyl

Powyzsza opinia Motiego dobrze koresponduje doktadnie tego samego tematu, co pierwszy artykut

z obecnoscia kryptologii w Delcie. Do konca lat 80. kryptologiczny w Delcie z roku 1980!

(a wiec przez 190 numeréw) w Delcie ukazaly sie tylko

dwa krétkie teksty dotyczace zagadniert kryptologicznych Tomasz KAZANA

Uniwersalny szyfr

W naszych czasach coraz wiecej rzeczy staje sie tajnych. To dlatego, ze nasze
zycie jest coraz bardziej uzaleznione od setek i tysiecy drobiazgdéw, a kontrole
nad nimi kazdy chce zachowaé dla siebie. Przyjdzie moze czas, kiedy na
posiadanie tablic logarytmicznych wymagane bedzie zezwolenie. Zarty? Mam
nadzieje. Na razie grozi nam utajnienie tablic rozktadéw liczb na czynniki
pierwsze. A oto dlaczego. Kazdy szyfr ma jedna zasadnicza wade: jezeli znamy
sposéb szyfrowania, to i deszyfrowania. Dlatego im wiecej oséb moze przesylaé
nam zaszyfrowane wiadomosci, tym latwiej policja rozpracuje nasza siatke.
Nawet, gdy uzywamy tak doskonalego szyfru, jak ten opisany w przygodach
dzielnego wojaka Szwejka (tom III, , Przestawne lanie”). Kazdy z nas bez
wahania zatozylby sie, Ze znajomos¢ sposobu szyfrowania umozliwia odczytanie
kazdej zaszyfrowanej wiadomosci. A tymczasem rzecz ma si¢ troche inaczej. Oto
jak grupa oséb moze ustali¢ system szyfréw tak, by

1) kazda z oséb mogla oglosi¢ publicznie (na przyklad w gazecie): adresowane
do mnie wiadomo$ci prosze szyfrowaé tak a tak. Szyfrowana wiadomos¢é
(adresowana do jednej z 0séb tej grupy) moze wysla¢ dowolna, niekoniecznie
wtajemniczona osoba. Dowolna osoba moze oglosi¢: przystepuje do spotki; prosze
przeznaczone dla mnie wiadomosci szyfrowaé tak a tak,

2) oraz by zaszyfrowanego komunikatu nie mégl odczytaé¢ nikt poza adresatem.

Do zbudowania takiego szyfru postuzono sie teorig liczb. Oto nieskomplikowane
twierdzenie: Jezeli liczba naturalna N jest iloczynem dwu liczb pierwszych p, q,
to dla M = (p—1)(¢q—1)+ 1 i dla kazdego n < N zachodzi

n™M =n (mod N);

M oraz n dajg z dzielenia przez N te samg reszte.

tj. n
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Kazda z oséb, chcacych mie¢ wlasny szyfr, wybiera sobie dwie dosé duze liczby
pierwsze (co najmniej kilkudziesieciocyfrowe) p, g, oblicza ich iloczyn N, oraz
liczbe M = (p— 1)(¢ — 1) + 1. Do wiadomosci ogdlnej podaje N i pewien dzielnik
liczby M, oznaczmy go przez K. Dla siebie zachowuje rozktad N na p i q

oraz liczbe M. Gdy nadawca NAD chce wysta¢ wiadomos¢ do odbiorcy ODB,
postepuje tak. Zamienia tekst stowny na ciag cyfr w jakis standardowy, ustalony
i jawny sposéb, np. A =1, B = 2 itd. Otrzymana tak duza liczbe (komunikat
nie moze by¢ dlugi) podnosi do potegi Kopp i bierze reszte z dzielenia

przez Nopp. Potrzebna jest do tego maszyna matematyczna, ale nic ponadto.
Tak zakodowana wiadomo$é (bedaca teraz liczba mniejsza niz Nopp) wysyla
sie do odbiorcy lub publikuje w gazecie. Odbiorca winien podnieé¢ te liczbe do
potegi % — otrzyma wtedy ciag liczb wystany przez nadawce. Przetworzenie
go na tekst stowny odbywa sie we wspomniany jawny i standardowy sposob.

Co w tym takiego rewelacyjnego? — zapytacie. A to, ze podniesienie nawet
bardzo duzej liczby do bardzo duzej potegi M jest dla maszyny matematycznej
malo pracochlonne, zwlaszcza ze wszystkie obliczenia robi sie i tak modulo V.
Wynik dostaje sie w ulamku sekundy. Osoba postronna nie zna jednak liczby M;

mogtaby ja obliczyé, znajac p i q. Ale zna tylko N, réwne pq. Gdy p i ¢ maja
po kilkadziesiat cyfr, N ma sto kilkadziesiat. Znalezienie rozkladu takiej
liczby na czynniki nawet najszybciej dzialajacej maszynie zajeloby (przy
obecnym stanie techniki, informatyki i organizacji maszyn cyfrowych) wiele,
wiele lat pracy. Szyfr ten nie daje si¢ ztamaé¢ najgrozniejsza bronia: analizg

statystyczna, rozpracowujaca szybko wszystkie szyfry polegajace na staltym
przyporzadkowaniu litera-liczba. Autorzy tego szyfru napisali (w Scientific
American), ze sa niezbicie pewni, iz nikt nie potrafi odczytaé zaszyfrowanej
przez nich do samych siebie wiadomoSci.

Czy przez telefon mozna gra¢ w karty?

Na podstawie artykulu Poker bez kart z ksiazki ,,The Mathematical Gardner”
(A. Shamir, R. Rivest, L. Adelman).

O telefonicznej czy korespondencyjnej grze w szachy
styszal kazdy. Ale jak gra¢ w ten sposéb w brydza lub
w pokera? Problemem jest oczywiscie rozdawanie kart.
Przypusémy, ze graja dwie osoby i maja rozdaé po pieé
kart. Rozdaé to znaczy:

Kazdy ma wiedziec¢, jakie pie¢ kart dostal.
Karty otrzymane przez graczy sa roézne.

Zaden z graczy nie ma dodatkowej informacji o kartach
partnera, ale po grze moze sprawdzi¢, czy partner nie
oszukiwal, czy gral swoimi kartami.

Kazdy rozktad kart jest jednakowo prawdopodobny.

Wszystko to nalezy wykonaé porozumiewajac sie
wylacznie przez telefon i bez pomocy 0s6b trzecich.
Oto sposéb umozliwiajacy w praktyce rozdawanie

kart (liczb naturalnych 1,...,52) przez telefon. Gracze
wybieraja najpierw dwie rodziny funkcji o argumentach
i wartosciach naturalnych: # = {K, : a € Q} — funkcje
kodujace i Z = {D,, : a € Q} — funkcje dekodujace
(zbiér Q nazywamy zbiorem kodéw — powinien on

mieé¢ duzo elementéw). Rodziny 2 i 2 musza mieé
nastepujace wlasnosci:

Dziedzina kazdej funkcji K, zawiera zbiér {1,...,52}.

Dla dowolnego kodu « funkcja Z,, jest odwrotna do
funkcji K, (rozszyfrowuje ona sygnal zakodowany za
pomoca funkcji K,), tzn. Dy (K, (n)) = n dla liczb
naturalnych z dziedziny funkcji K.

15

Dla dowolnych kodéw a i 3 funkcje K, i Kg sa
przemienne, tzn. K, (K3(n)) = Kg(K.(n)).

Rézne funkcje kodujace maja roztaczne zbiory wartosci.

Znajomo$¢ liczb naturalnych n i K, (n) nie daje
praktycznie mozliwosci znalezienia kodu .

Rozdawanie kart jest juz proste. Gracze wybieraja

(w tajemnicy przed soba) kody, np. A — kod «,

B — kod . Gracz A koduje liczby 1,...,52 i przesyla
je (w dowolnej kolejnosci) graczowi B. Ten wybiera
wpierw pieé kart dla A: K,(a1),...,Kq(as5) i odsyla
mu je — A musi je rozszyfrowaé funkcja D, . Nastepnie
wybiera pigé¢ kart dla siebie: K, (b1), ..., Ka(bs), szyfruje
je funkcja K3 i wysyla do A. Gracz A rozszyfrowuje
je funkcja D, i odsyla do gracza B (tzn. przesyla

D, (Kg(Kn(b1)) = DaKoKpg(b1) = Kg(b1)). Gracz B
musi jeszcze rozszyfrowac je funkcja Dg i ... karty
zostaly rozdane.

Po grze partnerzy ujawniaja swoje kody. Z drugiej

i czwartej wlasnosci rodzin 2" i 2 wynika, ze jesli

Ko, (m1) = Kay(ma), to ap = as i my = my. Tak wiec
gracze nie moga oszukiwaé i podawaé innego uktadu kart
i innego kodu.

Powyzszy opis umozliwia w praktyce rozdawanie kart.
Teoretycznie bowiem jest to niemozliwe.

Jerzy RYLL



Problem Parzystkowa i jego uogdlnienia Karol GRYSZKA*

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

‘Warunek 1, 2 oraz 3 dopuszczaja istnienie
pustego stowarzyszenial!

W mieécie Parzystkowo zacny burmistrz postanowit w nietypowy sposéb
zaktywizowac¢ spoleczenstwo. Zarzadzil utworzenie stowarzyszen, ktoére
wykonywac beda powierzone im zadania. W trakcie zebrania z Rada Miasta
uchwalono nastepujace zasady:

1. kazde stowarzyszenie wyznaczone jest jednoznacznie przez swéj sklad (innymi
slowy nie ma dwdich stowarzyszeni o takim samym skladzie osobowym),

2. kazde stowarzyszenie ma parzysta liczbe uczestnikéw,

3. czedé wspolna kazdych dwéch stowarzyszen tworzy ugrupowanie ztozone
z parzystej liczby uczestnikéw.

Rada rada, burmistrz zadowolony... A mieszkancy? Bardzo chetni do dzielenia
sie na stowarzyszenia. Okazalo sie jednak, ze to, co latwe w teorii, w praktyce
moze by¢ trudne. Powstal bowiem niematy chaos — tym wigkszy, im wiecej
stowarzyszen juz zostato powotanych. Wszystko dlatego, ze mieszkancy chcieli
utworzy¢ ich jak najwiecej. Zbadajmy te sprawe.

Opisany powyzej problem zwany problemem Parzystkowa (Eventown problem)
mozna sformutowaé nastepujaco. Niech P bedzie zbiorem n-elementowym oraz
niech S1,...,S,, beda jego podzbiorami. Zadamy od tych podzbioréw, zeby:

1..8; # S dlai # j,
2. 2| ’S,’ dla dowolnego 1,
3. 2]]9:NS;| dlai # 4,

gdzie | X| oznacza liczbe elementéw zbioru X. Zachodzi nastepujace oszacowanie
na liczbe ugrupowan.

Twierdzenie 1. Maksymalna liczba stowarzyszen w Parzystkowie liczgeym
n mieszkarncéw wynosi co najmniej 271

Dowdd jest prosty i konstruktywny.

Dowdéd. Zaldézmy na poczatek, ze n = 2k dla pewnego k. Dzielimy zbiér
2k-elementowy na k réznych podzbiorow 2-elementowych. Kazde stowarzyszenie
budujemy teraz z tych par (rysunek obok). Jak widaé, takie stowarzyszenia
spelniaja wszystkie postulowane warunki.

Poniewaz par jest k, wszystkich podzbioréw jest 2¥. Znalezlismy zatem 2% = 2L5]
stowarzyszen, co konczy dowdéd w przypadku n = 2k. Jedli teraz n = 2k + 1, to

odsuwamy na bok jednego mieszkanca i rozwazamy problem dla parzystej liczby
mieszkancéw, otrzymujac 28 = 2121 stowarzyszeri. O

Zauwazamy, ze préba manipulowania parami nie prowadzi do utworzenia nowego
stowarzyszenia ponad te zdefiniowane przez podzbiory par. Okazuje sie ponadto,
ze jest to najlepszy mozliwy podzial — nieréwnoéé¢ w twierdzeniu 1 mozna
zastapi¢ rownoscia.

Twierdzenie 2. Maksymalna liczba stowarzyszen w Parzystkowie liczgcym

n mieszkanicéw wynosi dokladnie 2151,

Nielatwy dowdd tego twierdzenia pomijamy. Oryginalny problem Parzystkowa
mozna oczywiscie modyfikowaé. Niech m(n, ) oznacza maksymalng liczbe
stowarzyszen w miescie o n mieszkancach, przy nastepujacych zasadach:

1. §;# 5, dlai # j,

Zauwazmy, ze mozna podzieli¢ mieszkancoéw na zbiory zlozone z | 7 | oséb

i rozwazy¢ stowarzyszenia jako podzbiory tych grup (tak jak w Parzystkowie).
Wynika z tego nastepujace oszacowanie.

Twierdzenie 3. m(n,f) > 2L%].

Powyzsze szacowanie jest elementarne, jednak nie jest znane ogdlne, doktadne
rozwigzanie.
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Ctalo to struktura algebraiczna, w ktérej
mozliwe jest wykonywanie dwéch operacji
umownie zwanych dodawaniem oraz
mnozeniem. Mozemy réwniez zdefiniowaé
operacje dzielenia przez liczbe rézna od
zera oraz zachodzg prawa rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania. Znanym
kazdemu przykltadem ciata jest zbiér liczb
rzeczywistych (jesli liczba jest niezerowa,
to mozemy przez nig dzieli¢). Przykladem
ciata skonczonego jest Z, — zbiér liczb

od 0 do p — 1 z dzialaniami dodawania

i mnozenia liczb catkowitych modulo p.

e1 =(1,0,0,...,0)
er = (0,1,0,...,0)

en = (0,0,...,0,1)

Jedli Fy = Zg, to dla a € Z4 napis %
nalezy rozumieé jako mnozenie 1-a ™ L.
To ostatnie za$ to liczba odwrotna do a,
czyli taka liczba, dla ktérej a-a™ ! = 1.
Dla przyktadu jesli ¢ = 7, to 6% = 6,
gdyz 6-6 =1 mod 7; podobnie 271 = 4,
gdyz2-4=1 mod 7.

Modelem Fs jest Zs, w ktérym dzialania
dodawania i mnozenia definiuja tabelki

ponizej.
+]0 1 <101
0(01 0|0 0
1|10 1j01

Jesli n = 6 oraz S = {1,4,6}, to
1s = (1,0,0,1,0,1).

Problem Nieparzystkowa

Pokazemy teraz, ze w pewnych sytuacjach potrafimy podaé¢ dokladna odpowiedz.
Rozwazmy problem miasta Nieparzystkowo:

2. 2 }S; dla dowolnego ¢,

3. 2SN S| dlai # 5.

Ponownie pytamy o maksymalng liczbe stowarzyszen. Zaczniemy tym razem od
podania gérnego szacowania. Niech F, bedzie cialem o g-elementach. Zbior Fy to
zbiér wektoréw (a1, ..., a,), gdzie kazde a; € Fy. W tym zbiorze naturalnym
dziataniem jest dodawanie wektorow po wspoélrzednych. Mozemy rowniez
rozwazy¢ dziatlanie mnozenia liczby przez wektor. To znaczy jedli o € Fy, to

San) = (a-ay,..
Powiemy, ze wektory vy, ..., vx sa liniowo niezalezne w [y, jesli uklad réwnan
a1vy + ...+ agup = (0,...,0)

ma dokladnie jedno rozwigzanie o = ... = ap = 0. W F§ mozemy réwniez

rozwazy¢ iloczyn skalarny dwéch wektoréw a = (ay,...,a,) oraz b= (by,...
to jest liczbe

a-(ag,.. SO ay).

b)),
a-b=aib; +...+a,b,.

Zauwazmy, ze jezeli wéréd wektordéw vy, ..., v, sa dwa wektory réwne lub jeden
z wektorow jest zlozony z samych zer, to wektory te nie sg liniowo niezalezne.

Lemat. Jezeli vy, ..., v, € Fy oraz wektory te sq liniowo niezalezne, to k < n.

Dowdd. Zauwazmy, ze kazdy wektor a € Fj mozna zapisa¢ jednoznacznie
jako a = are1 + ... + anen, gdzie w wektorze e; na j-tym miejscu stoi 1, na
pozostatych zas 0. W szczegdlnosci wektory ey, ..., e, sa liniowo niezalezne.
Pokazemy teraz, ze zaden inny uktad wektoréw liniowo niezaleznych nie moze
by¢ liczniejszy niz n.

Zalézmy, ze k > n. Z uczynionej przed chwilg uwagi kazdy z v; mozna zapisaé
jako sume v; = ;161 + ... + o nep, Wiemy w szczegdlnosci, ze v, takze mozna.
Zalézmy teraz bez straty ogélnodci, ze a1,1 # 0 (gdyby tak nie bylo, to wystarczy
przenumerowaé wektory eq, ..., e, do otrzymania zadanej cechy). Wtedy réwniez

s A1.n
€92 + ... =
1.1 1,1

61’7,?

zatem kazdy wektor, ktéry mozna zapisa¢ jako kombinacje wektoréw ey, ..., e,,
mozna réwniez zapisaé jako kombinacje wektordéw vy, es, ..., e,. W szczegdlnosci
v9 mozna tak zapisa¢. Zauwazmy, ze przynajmniej jeden ze wspotczynnikéw
stojacych przy eg, ..., e, W zapisie vo = a 101 + 2262 + ... 4+ g ey, jest
niezerowy; w przeciwnym przypadku ve bylby liniowo zalezny od vi. Podobnie
jak poprzednio, mozna zatozy¢, ze as 2 # 0, oraz uzasadni¢, ze kazdy wektor,
ktory jest kombinacja wektoréw vy, eq, ..., e,, jest tez kombinacja wektorow
V1,02,€3;...,€n.

Postepujac analogicznie jak powyzej dla v; (i = 3,4,5) dochodzimy do momentu,
w ktérym wszystkie wektory ey, ..., e, zastapiliémy przez vy, ...,v,. Poniewaz
zatozyliSmy, ze k > n, zatem wektor v, 41, ktéry potrafimy zapisaé za pomoca
wektoréw ey, ..., e,, potrafimy rowniez zapisa¢ za pomoca wektoréw vy, ..., v,.
Jest to jednak sprzeczne z liniowa niezaleznoscia wektorow.

Otrzymana powyzej sprzecznosé oznacza, ze warunek k > n jest niemozliwy do
spelnienia. O

Twierdzenie 4. W Nieparzystkowie o n mieszkarnicach mozna utworzyé co
najwyzej n stowarzyszen.

Dowdd. Rozwazmy zbior F5. Kazde stowarzyszenie S reprezentujemy przez
jego wektor charakterystyczny 1g w F5, to jest taki wektor, w ktorym jesli

P =/{1,...,n}, to i-ta wspblrzedna wektora 1g jest réwna 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy i € S. W przeciwnym przypadku i-ta wspolrzedna jest réwna 0. Powiedzmy,
ze tych wektorow jest k.
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Twierdzenie 5. pochodzi z pracy

P. Frankl, A.M. Odlyzko, On Subsets
with Cardinalities of Intersections
Divisible by a Fized Integer, European
Journal of Combinatorics, 4 (1983),
215-220.
24=2%.3=Q(24)=3+1=4

600 =2°-3-52 = Q(600) =3+1+2=6

Wektory postaci 1g sa liniowo niezalezne. Aby to uzasadnié, zal6zmy, ze
Z:allsl +"'+aklsk 207

i rozwazmy iloczyn skalarny 1lg, - z dla pewnego Sy (dowolnego; £ € {1,...,k}).
Zauwazmy, ze:

o 1lg, - 1s, = 1 (liczba czlonkéw stowarzyszenia jest nieparzysta) — iloczyn
skalarny obliczamy modulo 2 (patrz tabele na marginesie),
e ls, - 1s; = 0 dla i # j (czed¢ wspdlna stowarzyszen jest parzysta).

Wynika z tego, ze
0==z2-1g5, = a1lg1s, +... + arls,ls, = ay.

Rozwazajac kolejne £ = 1,..., k, otrzymujemy a3 = ... = o = 0, a wiec wektory
lg,,...1g, sa liniowo niezalezne. Z lematu wynika teraz, ze k < n.

Ostatni krok to pokazanie, ze mozna utworzy¢ dokladnie n stowarzyszen.
W tym celu wystarczy, aby kazde stowarzyszenie ztozone bylo z jednego
mieszkanca. (I

Na zakonczenie

Wréémy do ogédlnego problemu. Jak juz wspomnieliSmy, nie istnieje ogdlny
wzér na m(n,£). W twierdzeniu 3 wskazane zostato dolne oszacowanie.
Ciekawe natomiast jest takze znalezienie szacowania gérnego. Wskazujemy je
W ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 5. Zachodza nieréwnodci:

o m(n,0) <231 + Q(0)n, gdzie Q(¢) jest krotnoscia czynnikéw pierwszych
w rozkladzie liczby £.

5]
e mn,0) <23 (Y +Q0n,
1=0

o dla ¢ < 166 zachodzi m(n,f) > (8¢)Ld7],
o dla £ > 167 zachodzi m(n, ) > 28L47].

Ciekawostka jest fakt, ze w dowodzie trzeciego z powyzszych oszacowan
wykorzystuje sie tak zwane macierze Hadamarda (macierze kwadratowe

o wymiarze 4¢ x 4 o tej wlasnosci, ze ich wyrazami sa tylko 1 oraz —1 i iloczyny
skalarne wszystkich mozliwych par wierszy sa réwne 0). Wiadomo, ze takie
macierze istnieja dla wszystkich ¢ < 166 oraz dla wszystkich liczb postaci 2%,
gdzie k jest dodatnia liczba naturalna.

Matematyczny kacik muzyczny I:
Pitagorejczycy i matematyczne poczatki muzyki

*Student matematyki, MIM UW

Wiele jest wersji tej historii —
najpopularniejsza méwi, ze przechodzac
obok warsztatu kowalskiego, Pitagoras
ustyszal harmonijne wspétbrzmienia,
jakie wydawaty kowadtla, co mialto
rzekomo wynika¢ z réznicy w cigzarze
mtotéw. To oczywiscie nieprawda —
wysokosé dzwigku zalezy od budowy
kowadla, a nie mlota. Inng wersjag jest
historia z przywigzywaniem réznych
cigzarkéw do strun, rowniez falszywa —
czestotliwo$ci tonéw harmonicznie
drgajacej struny wyrazaja si¢ dosé
skomplikowanym wzorem, a nie tak
prostymi stosunkami liczb naturalnych,
jak twierdzili Pitagorejczycy.
Prawdopodobnie zjawisko to odkryt
Pitagoras za pomocg monochordu, czyli
instrumentu o jednej strunie.

Konstanty KOSTRZEWSKI*

Jak przekazuja nam starozytni, zaczelo sie od przypadkowego odkrycia
przypisywanego Pitagorasowi — otéz miatl on spostrzec, ze jesli stosunek
dtugosci dwdch strun jest réwny stosunkowi dwoch matych liczb naturalnych,
to wspolbrzmia one harmonijnie. Jezeli jedna ze strun bedzie dwa razy krotsza
od drugiej (stosunek 2 : 1), to bedzie brzmiala oktawe wyzej (wedlug obecnej
nomenklatury interwaléw). Gdy stosunek dlugosci wynosi 3 : 2, otrzymamy
interwal kwinty czystej, a 4 : 3 — kwarty czystej. Co wiecej, budujac od pewnego
dzwieku wpierw kwinte w gore, a od otrzymanego kwarte w gére, otrzymujemy
dzwiek brzmiacy oktawe wyzej od bazowego (o czym nietrudno sie przekonad,
mnozac proporcje kwinty i kwarty). Jesli natomiast wychodzac od pewnego
dzwigku, zagramy dwa dzwieki odpowiednio kwarte i kwinte wyzej, to réznica
pomiedzy nimi bedzie calym tonem o proporcji 9 : 8. Pélton zas rozumiano
jako pozostalo$é po odjeciu od kwarty dwéch calych tonow (% . % . %) — daje to
proporcje 256 : 243. Juz starozytni byli jednak Swiadomi, ze nie jest to dokladnie
polowa calego tonu.
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S_ciqgawk_a pianistyczna. Interwal miedzy

¢’ oraz ¢'"" odpowiada oktawie, miedzy
¢’ oraz g* kwincie, miedzy c* oraz f*
kwarcie, a migdzy ¢’ oraz e’ tercji
wielkiej.

Dodanie koricéwki —is oznacza kolejny
klawisz na klawiaturze, czarny lub bialy.
Czyli na przyklad cisl to pierwszy od
lewej czarny klawisz na powyzszym
rysunku.

Pierwsza wzmianke o komacie
pitagorejskim znajdujemy u Euklidesa

w dziele ,,Podzial kanonu” (kanon to inna
nazwa na monochord). Zauwazyl on

6
mianowicie, ze 262144 - ()" = 531441

oraz ze 262144 - 2 = 524288, czyli
interwal oktawy jest mniejszy od zlozenia
szesciu calych tonéw (z ktérych kazdy
jest ztozeniem dwéch kwint
pomniejszonym o oktawe).

Nam, przesigknietym obecng muzyka

i sposobem strojenia instrumentéw

z pewnoscig trudno byloby przekonaé si¢
do zupelnie innego myslenia muzycznego
Grekoéw — ich muzyka wydalaby si¢ nam
po prostu falszywa i niezrozumiala.

Powiazanie muzyki z liczbami — poznanie dZwiekdéw za pomoca liczb — sklonito
Pitagorasa do odwaznego twierdzenia, ze wszystko jest liczba (liczba jako dpy? —
zasada wszystkich rzeczy). Odtad Pitagoras widzial liczby we wszystkim — nie
tylko w obiektach fizycznych, ale i pojeciach takich, jak sprawiedliwo$¢ czy
wladciwa pora. Skoro za$ pryncypia matematyki byly przez Pitagorejczykéw
uwazane za pryncypia wszystkich rzeczy, mialo to istotny wptyw na rozwoj tej
dziedziny nauki, wspierany pézniej przez Platona i Arystotelesa w, odpowiednio,
Akademii i Lykejonie.

Proste interwaly wystepuja w przyrodzie

Dzwigk drgajacej struny rozklada sie na szereg tzw. tondw prostych — struna
drga zaréwno w calej swej dlugosci, jak i na kazdej z poléw, czesci trzecich itd.
Stad oprécz dzwicku podstawowego styszalne sg tzw. alikwoty, czyli dzwieki
pozostajace w stosunkach do bazowego kolejno 2:1, 3:1, 4:1 itd. Wida¢ od razu,
ze kolejne alikwoty tworza wspomniane wczes$niej interwaly.

Komat pitagorejski

Whikliwy Czytelnik zapewne zauwazy, ze wychodzac od pewnego dzwigku
bazowego i budujac od niego szereg oktaw i szereg kwint, zaden z nowo
utworzonych dzwiekéw nie wystapi jednocze$nie w obu tych szeregach.
Wynika to z prostego faktu, ze nie istnieja liczby catkowite k,[ takie, ze

2k = (%)l Przygladajac sie jednak klawiaturze wspolczesnego fortepianu,
dostrzezemy, ze pierwsze takie zejscie nastepuje po 7 oktawach (12 kwintach),
gdyz ,pianistyczna” oktawa to odleglo$ci miedzy 12 kolejnymi klawiszami
(wliczajac klawisze czarne), a ,pianistyczna” kwinta to odleglo$é miedzy

7 klawiszami. I faktycznie, w naszych ciaggach pitagorejskich interwalow

w tym miejscu wystepuje niewielka réznica — stosunek (%)12 : 27 2~ 1,01364
(zwany komatem pitagorejskim) stanowi niecala i (w sensie ,pierwiastek 4.
stopnia”) ,pianistycznego” péttonu. Jest wiec to réznica styszalna. Gdyby$my
w fortepianie nastroili struny c', ¢!, d', a', e!, ht, fis', cis', gis', dis', ais',
eist, his! tak, by interwal miedzy dwoma kolejnymi dZzwickami byt kwinta
czysta (z ewentualnym sprowadzeniem do oktawy pomiedzy ¢! i ¢?), to
okazaloby sie, ze dzwiek his! jest wyzszy niz dzwick c2.

Mysélac o greckich interwatach, powinnismy tak naprawde zarzuci¢ myslenie
wspolczesng klawiatura fortepianu, ktérego dzwieki stroi sie inaczej —

temu problemowi poswiecimy nastepny artykul. Trudno powiedzieé, czy
Pitagorejczycy rozwazali problem instrumentu o stalym stroju, jakimi sg
instrumenty klawiszowe. Owczesne instrumenty byly przede wszystkim
strunowe (jak np. kithara, lira czy harfa) lub dete (najpopularniejszy byl aulos,
ktéry mozna luzno kojarzyé z para obojéw), totez wszelkie ,niedoskonalosei”
wynikajace ze stalego umiejscowienia otworéw w piszczalce lub naciggu strun
mozna bylto niwelowaé, nie przestaniajac do konca otworu lub palcem skracajac
strune.

W ogéle Grecy mieli inne podejicie do interwaléw niz my wspoélczesnie.
Rozwazali i stosowali takie interwaly, jak %, i, % czy nawet % calego tonu,
tworzac na ich podstawie rézne rodzaje tetrachordéw — sekwencji czterech
dzwiekéw; z tetrachordow budowano nastepnie skale i systemy. Réznica

w wielkoéci interwaléow miala wplyw na barwe skali, przez co i charakter utworu,
ktéry byl na niej oparty. Z czasem jednak niektére z nich zanikaty, lecz sama
koncepcja mikrointerwaléw trwalta jeszcze w VII w. n.e. w monodii choratowej,

choé tez powoli zanikata. Odrodzila sie w muzyce na poczatku XX wieku.

Na koniec pokazmy jeszcze réznice miedzy tercja wielka wynikajaca z szeregu
harmonicznego (5 : 4) a otrzymana ze zlozenia dwéch catych tonéw (3 - 3 - 2). Jest
ona réwna 81 : 80 = 1,0125, czyli nieznacznie mniejsza od komatu pitagorejskiego.
Ten tzw. komat syntoniczny okazuje sie by¢ istotnym problemem, gdy w Europie
rozpoczyna sie operowanie tréjdzwiekiem i harmonig modalng. O tym, dlaczego
sprawia to klopot i jak sobie z tym fantem radzono, opowiemy w nastepnym
artykule.
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Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadain z numeru 3/2020

1-44

Przypominamy tresé zadan:

797. W trojkacie ABC wysoko$é poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugosé h. Punkty M i N to

(odpowiednio) $rodki bokéw AC i BC. Okrag przechodzacy przez punkty B i N, styczny do prostej
BM, przecina prosta AB ponownie w punkcie P. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A, dla ktérej (przy

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
791 (WT =1,75) 1 792 (WT = 1,73)
z numeru 12/2019

kazdej takiej konfiguracji) odcinek AP ma diugo$é nie mniejsza niz Ah.

798. W nieograniczonym tréjkatnym diagramie

w gérnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej kazdy element jest sumg trzech liczb
37,54 znajdujacych sie nad nim w poprzednim wierszu (¢ 4, ). Wiersze sa numerowane od zera; zatem

35,77 (a) Wykazaé, ze w kazdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakas liczba parzysta.
(b) Wyznaczy¢ numery tych wierszy, w ktérych sa dokladnie trzy liczby nieparzyste.

Mikotaj Pater Opole 46,59

Janusz Fiett Warszawa 43,82

Franciszek S.Sikorski ~ Warszawa 41,28

Pawel Burdzy Warszawa 38,82

Zbigniew Skalik Wroctaw

Lukasz .Merta Krakéw 36,02 w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
Blazej Zmija Krakéw

Jakub Wegrecki Krakéw 35,44

Marek Spychata Warszawa 35,07

Michal Adamaszek Kopenhaga 34,90 C
Andrzej Kurach Ryjewo 34,68

Pan Mikolaj Pater: witamy
w Klubie 44M !

797. Niech L bedzie srodkiem boku AB. W okregu
(PBN) kat wpisany oparty na cieciwie BP
przystaje do kata miedzy ta cieciwg a styczna
w punkcie B: |«xBNP|=|xLBM|. W polaczeniu
7 oczywistg réwnoscia | X PBN| = |«xM LB| daje to
podobienstwo trojkatow PBN i M LB, wiec i proporcje
|PB|: |BN|=|ML|: |LB|. Przy oznaczeniach x = |BP)|,
y=|BN|=|LM]|, z = |AL| = |LB| uzyskana proporcja
pokazuje, ze x = y?/z. Oznaczajac dalej | ABC| = 3,
dostajemy ciag zaleznosci
|AP|  2z+z 22+ (y?/2) N 2v/2y

h h  2ysinp ~ 2ysinp =
W tym szacowaniu rownos¢ zostaje osiagnieta, gdy
y/z = /2 oraz 8 = 90°. Nieréwnoé¢ |AP| > \h zachodzi
wiec dla wartoéci A = v/2, ktérej powiekszy¢ juz nie
mozna.

798. W kazdym wierszu Srodkowy wyraz jest liczba
nieparzysta (oczywista indukcja); wraz ze skrajnymi
jedynkami daje to juz trzy liczby nieparzyste w wierszu.
Dla kontroli parzystos$ci pozostalych elementow
uzyjemy modelu algebraicznego. Traktujemy wyrazy
n-tego wiersza jako kolejne wspolczynniki wielomianu
stopnia 2n. Mnozac 6w wielomian przez tréjmian

14 2 + 22, otrzymujemy wielomian stopnia 2n+2,
ktorego kolejnymi wspotczynnikami sa wyrazy
nastepnego wiersza tabeli — bo taka jest zasada
generowania kolejnych wierszy. Stad wniosek, ze wyrazy
n-tego wiersza to kolejne wspotczynniki wielomianu
Fo(z)=(1+z+ x2)n, zapisanego w postaci rozwinietej.
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Zauwazmy, ze jesli n = 2%, to wyrazy n-tego wiersza,
poza wspomnianymi trzema, sa liczbami parzystymi.
Uzasadnienie indukcyjne: tak jest dla k = 0; i jesli tak
jest dla k, to podnoszac wielomian Fyx do kwadratu
dostajemy wielomian Fyr+1, utworzony przez kwadraty
skladnikéw wielomianu Fyr (ich wspélezynniki nie
zmieniajg parzystosci) plus liczne podwojone iloczyny,
dajace wspolczynniki parzyste.

Ustalmy teraz liczby catkowite k > 1 oraz m, przy czym
0 < m < 2*. Wykazemy, ze w wierszu o numerze 2¥ + m
na pozycji m znajduje sie liczba nieparzysta, zas na
pozycji 28~ 4+ m liczba parzysta.

Zapiszmy wielomiany w postaci rozwinietej:

Fo(z) =ag+ ...+ agmz®™,
k+1

For(x) = bo + ... 4 borsr2® |

Forym(@)=co+...+epz™+... + 02(2k+m)l’2(2k+m).

Wspélczynnik ¢, wyraza sie wzorem
Cm = Z (Libj =
i+j=m
= (aobm + albm_l + ...+ am_lbl) + CLmbo.
Weszystkie liczby b; w nawiasie sa parzyste (jako
wspoélezynniki wielomianu Fyr z pozycji nie skrajnych
ani nie rodkowej); liczba a,, jest nieparzysta (Srodkowy
wyraz Fyr). Zatem liczba ¢, jest nieparzysta.

Na pozycji 2871 + m widzimy w wielomianie Fyr_,,
wspolczynnik

i+j=2F-14m
tutaj nieparzyste czynniki b; mamy tylko dla j = 0
oraz j = 2F ($rodkowy wyraz w Fik); towarzysza im
czynniki agr—1,,, oraz a,,_or-1. Te dwie liczby sa
polozone w wierszu m symetrycznie wzgledem wyrazu
srodkowego a,,, wiec sa réwne.

Cok—14 4 = aibj;

7 wykazanych wlasno$ci wynika zaréwno teza (a) (ktéra
zreszta mozna uzyskaé wieloma innymi metodami),

jak i odpowiedz na pytanie (b): dokladnie trzy liczby
nieparzyste sa tylko w wierszach o numerach n = 2%,

k > 0 (bowiem gdy n nie jest potega dwojki, n = 2¥ + m,
0 < m < 2*, znaleziona liczba nieparzysta c,, lezy

w wierszu n na pozycji m, wiec nie na skraju ani nie

na srodku).



Klub 44 F

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadain z numeru 3/2020

Przypominamy tresé zadan:

694. Statek napedzany jest za pomoca silnika — ,miotacza wody”, ktéry wyrzuca z rufy strumien
wody z predkoscig u. Masa wody pobieranej z rzeki i wyrzucanej w jednostce czasu wynosi p. Przy
jakiej predkodci statku sprawnos¢ silnika jest maksymalna? Sit¢ tarcia i opér wody nalezy zaniedbac.

695. Rysunek 1 przedstawia przekrdj tozyska kulkowego. Promienie pierscieni zewnegtrznego
i wewnetrznego wynoszg odpowiednio Ry i Ra, a ich predkosci katowe wi i wa. Opisaé ruch jednej
z kulek, jezeli nie wystepuje poslizg miedzy pierscieniami i kulkami.

Rys. 2

694. Calkowita praca W wykonana przez silnik w malym przedziale czasu At,
rowna jest energii kinetycznej wody wyrzucanej w tym czasie z rufy statku:

W = (uAt) u?/2.
Praca uzyteczna wykonana w tym samym czasie réwna jest zmianie energii
kinetycznej statku:

Wy =M (v+ Av)? /2 — Mv?)2,
gdzie M jest masg statku, a v wartoscia jego predkosci. Zaniedbujac kwadrat
malego przyrostu predkoéci (Av)?, otrzymujemy: Wy = MvAv. Poniewas sity
tarcia i oporu wody sa zaniedbywalne, mozemy skorzystaé z zasady zachowania
pedu: M (v + Av) — Mv = pAt (u —v). Stad
W1 = MvAv = pAt (u—v)v.

Sprawnos¢ silnika dana jest wzorem

W 2w —v)v

"= w o u? '

Wyrazenie to osiaga maksimum dla predkosci v = u/2.

695. Ruch dowolnej kulki mozna przedstawic¢ jako ztozenie ruchu postepowego
z predkoscia vo po okregu o srodku w Op( przy czym promient okregu, po
ktérym porusza sie srodek kulki O, wynosi R = (R + R2) /2 ) oraz obrotu
wokél wlasnego srodka z predkoscia katowa w (rys. 2). Dlatego predkosé
punktu stycznoéci kulki z pierécieniem zewnetrznym wynosi vy = vo + wr,

a z wewnetrznym v = vo — wr, gdzie r = (R; — Ra) /2 jest promieniem kulki.

W wypisanych zwiazkach znaki sa zgodne z przyjetymi na rysunku 2 kierunkami
predkosci vo i w.
Nie wystepuje poslizg, zatem vy = wy Ry oraz vs = woRs. Stad
vo = (w1 Ry +waR2) /2, w= (w1 Ry —waRs) /(2r).
Srodek kulki obraca sie wokél érodka lozyska z predkoécig katowa
vo _ will +wakRy

wO:R_ R+ Ro

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin

zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl.



‘W.B. Banerdt, S.E. Smrekar, D. Banfield,
et al. Initial results from the InSight
mission on Mars. Nat. Geosci. (2020).

Niebo w lipcu

Prosto z nieba: Fale grawitacyjne na Marsie

W tym odcinku przeniedmy si¢ w wyobrazni na wulkaniczna réwnine Elysium
Planitia na Marsie, gdzie prawie dwa lata temu (26 listopada 2018 r.) wyladowal
automatyczny tazik NASA Mars InSight (Interior Exploration using Seismic
Investigations, Geodesy and Heat Transport). Zostal on wyslany, aby badaé
marsjanska glebe i atmosfere. Jest to pierwsza misja, ktérej celem jest badanie
warstw podpowierzchniowych Marsa. InSight jest urzadzeniem caltkiem
pokaznych rozmiaréw, wazy 358 kg, a po roztozeniu paneli slonecznych jego
wymiary to 6,0 x 1,56 x 1,0 m.

Zadaniem InSight jest umieszczenie na powierzchni Marsa sejsmometru
oznaczonego akronimem SEIS (Seismic Experiment for Interior Structure),
dokonanie pomiaru aktywnosci sejsmicznej i dostarczenie niezbednych danych
do opracowania trojwymiarowych modeli wnetrza planety. Ponadto zaplanowano
podziemny pomiar transportu ciepta za pomoca sondy cieplnej o nazwie HP?3
(Heat Flow and Physical Properties Package) — gdzie celem jest poznanie
wezesnej ewolucji geologicznej planety. HP? ma whbié¢ na glebokoéé 5 metréw
penetrator nazwany ,kretem”, stworzony przez polskie Centrum Badan
Kosmicznych PAN i firme Astronika. Uderzenia ,,mlotka” popychajacego
wkreta” do wnetrza planety wytworza przy okazji wstrzasy sejsmiczne do
pomiaréw SEIS. Pierwsze proby wbicia ,kreta” dowiodly jednak, ze warstwa
marsjanskiego regolitu (pylu) znajdujaca sie na powierzchni planety jest grubsza,
niz przypuszczano; mimo ze ,kret” dziala bez awarii, to znajduje za mato
oparcia w regolicie, ktorego niewielki wspélczynnik tarcia uniemozliwia glebsza
penetracje. Proby alternatywnych rozwiazan tego nieprzewidzianego problemu
trwaja.

Pomimo probleméw z kretem” od grudnia 2018 roku InSight zebral wiele
interesujacych danych. Lazik jest wyposazony m.in. w magnetometr do
pomiaru pola magnetycznego planety, ktérym rejestruje niewyjasnione jeszcze
impulsy i oscylacje magnetyczne. Okazuje sie, ze marsjanskie pole magnetyczne
w miejscu ladowania jest okolo 10 razy silniejsze, niz wczedniej sadzono, i szybko
sie zmienia. SEIS oraz zestaw czujnikéw APSS (Auziliary Payload Sensor
Suite) rejestruja takze dZzwigki wiatréw marsjanskich (niskie wibracje na
granicy zasiegu ludzkiego stuchu). Bardzo waznym pomiarem czujnika SEIS
jest zarejestrowanie naturalnej aktywnosci sejsmicznej Marsa, ktory okazuje sie
mniej aktywny od Ziemi, ale bardziej od Ksiezyca.

Naukowcy zauwazyli takze zmieniajace sie codziennie wiatry wywolywane przez
sezonowe zamrazanie i rozmrazanie dwutlenku wegla w czapach polarnych
Marsa. Planeta doswiadcza silnych dziennych wahan ci$nienia i temperatury

(o wiele silniejszych niz na Ziemi), poniewaz atmosfera jest tak cienka, ze moze
sie nagrzewa¢ i ochtadzaé¢ znacznie szybciej niz na Ziemi. Zespot meteorologiczny
InSight regularnie rejestruje tornada pylowe przechodzace w okolicy prébnika
oraz ,fale grawitacyjne” — nie te zwigzane z drganiem czasoprzestrzeni i teoria
wzglednoéci Einsteina, ale bedace oscylacjami wypornos$ciowymi w oérodku,

w ktérym jest obecna sila wypornoéci i grawitacyjna. Rejestracja takich fal jest
bardzo pomocna w dalszym szczegélowym poznawaniu dynamiki atmosfery
Marsa w celu przygotowania planety do misji marsjanskich, a w przysztosci —
by¢ moze — dla pierwszych ludzkich osadnikéw.

Michat BEJGER

Zaczeta sie druga potowa 2020 roku i przez jej wigkszo$¢ obloki srebrzyste najwczesniej zanikaja na potudniu
dzien skraca si¢ az do przesilenia zimowego na poczatku naszego kraju, a najpdzniej na péinocy, natomiast

trzeciej dekady grudnia. Poczatkowo ubytek dnia nie szansa na dostrzezenie tuku okolohoryzontalnego

jest duzy, ale 23 lipca Stonice przecina réwnoleznik 20° najszybciej mija nad Baltykiem, najpéZniej za$
deklinacji w drodze na poludnie i od tego momentu w gérach.

dlugos¢ dnia szybko si¢ zmienia. Wraz z uptywem

miesigca koriczy sie sezon na obloki srebrzyste i tuk Poczatek lipca rozéwietli silny blask Ksiezyca, ktorego
okolohoryzontalny (wigcej o nim na angielskiej stronie: ~ pelnia przypada na 5. dzien miesiaca, na godzine 6:44
www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm), przy czym naszego czasu, w gwiazdozbiorze Strzelca. Dnia 12 lipca
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https://www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

o godzinie 1:30 Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia
kwadre w Wielorybie, a 20 lipca o 19:33 czeka Ksiezyc
spotkanie ze Stoncem na pograniczu gwiazdozbiorow
Blizniat i Raka. Tydzien pézniej, 27 lipca wczesnym
popotudniem naszego czasu, Ksiezyc pokaze tarcze
oswietlona w polowie, przechodzac przez I kwadre na
pograniczu gwiazdozbiorow Panny i Wagi.

W tym miesigcu pelnia zostanie okraszona za¢mieniem.
Niestety to za¢mienie jest polcieniowe, i to o plytkiej
fazie, zaledwie 35% — stad tez zjawisko bedzie
krétkotrwale, jedynie 2 godziny i 45 minut. Do
za¢mienia dojdzie za dnia polskiego czasu, juz po
zniknieciu Srebrnego Globu z niebosktonu. Zjawisko

w calosci zobacza mieszkanicy Ameryki Potudniowej,
potudniowo-wschodniej czeéci Ameryki Polnocnej oraz
zachodnich krancéw Afryki. Jednak ze wzgledu na matg
faze efekt nalezy do tych trudno obserwowalnych, nawet
tam gdzie Ksiezyc w trakcie za¢mienia znajdzie sie

w okolicach zenitu. Moze si¢ zdarzy¢ tak, ze dostrzezenie
delikatnego pociemnienia ksiezycowej tarczy umozliwi
dopiero sfotografowanie zjawiska, poniewaz nasze oczy
zbyt szybko przyzwyczajaja sie do zmiany o$wietlenia.

Lipiec odznacza sie niezbyt dobrym nachyleniem
ekliptyki do widnokregu pod wzgledem obserwacyjnym:
na niebie wieczornym kat, jaki tworzy droga Slonca po
niebie z linia horyzontu, zaczyna sie szybko zmniejszac,
a na niebie porannym nie zdazy jeszcze za bardzo
urosnac. Dlatego Ksiezyc zaréwno przed nowiem,

jak i po nim jest widoczny raczej stabo, tak samo

jak planeta Merkury. Pierwsza planeta od Storica
zacznie miesiac od koniunkcji dolnej, czyli przejécia
blisko naszej planety, i przeniesie si¢ na niebo poranne,
dazac do maksymalnej elongacji zachodniej 20 lipca.
Planeta oddali sie wtedy od Stonca na niecate 20°.
Niezbyt jeszcze duze nachylenie ekliptyki do widnokregu
spowoduje, ze tego ranka Merkury na godzine przed
wschodem Stonica wzniesie sig na wysoko$¢ zaledwie
okoto 2°. Troche lepsze warunki widocznosci planety
wystapia pod koniec miesiaca, gdyz przy poprawiajacym
sie nachyleniu ekliptyki planeta wzniesie sie o stopien
wyzej, mimo mniejszej odleglosci katowej od Stonca.
Dodatkowo jasno$é planety urosnie od +0,7™ w dniu
maksymalnej elongacji do —0,7™ ostatniego dnia
miesigca. W tym czasie tarcza Merkurego zmniejszy
$rednice z 8 do 6 sekund katowych, zas faza tarczy
urosnie z 30 do 66%.

Znacznie lepiej widoczna na niebie porannym jest
planeta Wenus, ktéra w lipcu oddali sie od Stonca na
ponad 40°, cho¢ w maksymalnej elongacji znajdzie sie
dopiero w polowie sierpnia. Dzigki temu Wenus zostanie
ozdoba porannego nieba, mimo stabego nachylenia
ekliptyki. Planeta poczatkowo nie pokaze si¢ zbyt
wysoko: na godzine przed wschodem Stonca wzniesie
sie na okolo 5° ponad wschodni widnokrag, zajmujac
pozycje tuz na péinocny zachéd od Hiad w Byku.
Jednak z uplywem czasu jej wysokos¢ na niebosklonie
szybko urosnie: w polowie miesiaca do 12°, pod koniec
zas — o kolejne 7°. W tym czasie Wenus przejdzie przez
Hiady, zblizajac sie na niecaly stopien do Aldebarana
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12 lipca, a zakonczy miesiac 2,5° od gwiazdy ¢ Tauri,
czyli poludniowego rogu Byka. Jasno$¢ planety wyniesie
okolo —4,5™, jednoczesnie tarcza planety skurczy sig

z 43 do 28", natomiast faza uroénie z 19 do 42%.

Obie planety na poczatku drugiej dekady lipca minie
dazacy do nowiu Ksiezyc. Najpierw 17 dnia miesiaca
majac tarcze oSwietlong w 14%, utworzy tréjkat prawie
rownoboczny z Wenus i Aldebaranem. Wszystkie trzy
ciatla Ukladu Stonecznego przedzieli wtedy odleglosé
okoto 3°. Dwa dni pd6zniej sierp Ksiezyca w fazie
zaledwie 3% przejdzie tylko 3° nad Merkurym. Niestety
to ostatnie zlaczenie zdarzy sie bardzo nisko nad
widnokregiem.

Dwie najwigksze planety Ukladu Stonecznego w lipcu
przejda przez opozycje wzgledem Stonca. Jowisz

zrobi to 14 lipca, za$ Saturn — 6 dni pézniej. Obie
planety przez caly miesiac utworza dosé ciasng pare,

o rozpietosci mniej wigcej 7°. Saturn zacznie miesiac

w gwiazdozbiorze Koziorozca, ale juz 3 lipca przeniesie
sie do gwiazdozbioru Strzelca, w ktorym prawie caly
sezon obserwacyjny spedza Jowisz. Niestety przebywanie
w tym rejonie nieba oznacza, ze obie planety nie wzniosa
sie zbyt wysoko ponad widnokrag. Do konica okresu
widocznosci planety beda przecina¢ potudnik lokalny
na wysokoéci nie przekraczajacej 20°. W zwiazku

z opozycjami w lipcu rozmiary i jasnosci obu planet
osiggng maksymalne wielkoSci w tym roku. Jowisz
$wieci blaskiem —2,7™, majac tarcze o $rednicy 48",
natomiast Saturn pojasnieje do +0,1™, za$ $rednica
jego tarczy osiagnie 18”. Ksiezyc spotka si¢ z Jowiszem
i Saturnem na poczatku miesigca, gdy w nocy z 5 na

6 lipca, majac tarcze oSwietlong w caltosci, przejdzie
mniej niz 3° na potudnie od Jowisza. Juz lornetka

albo niewielki teleskop wystarczy, by obserwowaé
najjaéniejsze ksiezyce obu tych planet. Dotyczy to
zwlaszcza Jowisza, ktorego cztery najjasniejsze tzw.
ksiezyce galileuszowe, czyli lo, Europa, Ganimedes

i Kallisto, osiagaja jasno$¢ miedzy +4,5 a +6™, i gdyby
nie blisko$é¢ bardzo jasnej planety, datoby sie je dostrzec
golym okiem. Najlatwiej dostrzec Kallisto, ktéra oddala
si¢ od swojej planety macierzystej na ponad 10, czyli
ponad 13 Srednic tarczy Jowisza. Ganimedes oddala

sie maksymalnie na ponad 7 $rednic katowych Jowisza,
Europa — na prawie 5 érednic, za$ Io tylko na 3 $rednice
Jowisza i ja dostrzec najtrudniej. W przypadku Saturna
jego najwiekszy i najjasniejszy ksiezyc Tytan swieci
blaskiem okoto +8,5™, a zatem nieco stabiej od Neptuna
i maksymalnie oddala si¢ od Saturna na ponad 3', co
przeklada sie na 10 érednic katowych jego planety
macierzystej. Do jego dostrzezenia wystarczy wigksza
lornetka. Trzy kolejne co do jasnoéci ksiezyce Saturna,
czyli Rea, Tetyda i Dione, maja jasnosé¢ okoto +10™

i kraza znacznie blizej Saturna, w odlegloéci do 3-5
jego érednic. Dlatego aby je dostrzec, potrzebny juz jest
raczej teleskop albo naprawde duza lorneta, o srednicy
obiektywow przynajmniej kilkanascie centymetréw.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Na tropie ciemnych barionéw

Nie wiemy, z czego sktada sie Wszech$wiat. W powszechnie przyjmowanym
modelu kosmologicznym prawie 70% gestosci energii Wszech$§wiata przypisywane
jest ciemnej energii, o ktérej mozna powiedzie¢ w zasadzie tylko tyle, ze ma
ujemne ci$nienie powodujace przyspieszone rozszerzanie sie¢ Wszechswiata.
Praktycznie cala reszta energii Wszech$wiata zwiazana jest z istnieniem materii:
»zwyklej” materii barionowej, z ktérej zbudowane sa atomy, a wiec $wiat, jaki
znamy, oraz ciemnej materii, ktérej grawitacyjne przyciaganie wpltywa na ruchy
gwiazd w galaktykach, ruchy galaktyk w gromadach galaktyk, formowanie

si¢ galaktyk oraz oscylacje materii przed rekombinacja, dzi$ widoczne jako
niejednorodnoéci w mikrofalowym promieniowaniu tla.

Gestos¢ materii barionowej mozna by w zasadzie oszacowaé, sumujac gestosci
energii wszystkich elementéw Wszechswiata zbudowanych z tej materii. Jest to
jednak zadanie nietatwe — cho¢ materie Swiecaca, taka jak gwiazdy i galaktyki,
po prostu widaé, materia barionowa moze réwniez istnie¢ w postaci nie$wiecacej,
takiej jak czarne dziury, planety i bardzo rozrzedzony gaz w przestrzeni
miedzygwiezdnej. Wiadomo, ze zsumowanie wkladéw od materii Swiecacej daje
miedzy 50 a 70% wyniku uzyskiwanego z badania mikrofalowego promieniowania

tla. Fakt ten odnotowuje si¢ w literaturze naukowej jako problem brakujgcych
barionow. Warto podkresli¢, ze zagadnienie odnalezienia barionéw, ktére nie
Swieca, bo sa za zimne, by emitowa¢ promieniowanie elektromagnetyczne,
oraz zbyt rozrzedzone, by je w dostrzegalny sposéb pochlaniaé, jest czyms
zupelnie innym niz poszukiwanie ciemnej materii, ktora z promieniowaniem
elektromagnetycznym nie oddziatuje.

Na szczescie istnieja metody obserwacyjne pozwalajace
dojrzeé nieswiecace sktadniki materii barionowe;j.
Rozrzedzony gaz lub pyl staje sie mozliwy do
zaobserwowania, jesli podswietli¢ go ,,od tylu” $wiatlem
gwiazd. Badajac widmo promieniowania takich gwiazd,
mozna wnioskowaé o masie miedzy gwiazda a ziemskim
obserwatorem. Zwarte i geste obiekty mozna wykryé

za pomoca mikrosoczewkowania grawitacyjnego. Jesli
planeta lub inny ciemny obiekt porusza sie miedzy
obserwatorem a odleglym Zrédlem Swiatta, obraz zrodia
jest znieksztalcony w sposob zalezny od masy tego
ciemnego obiektu.

Od dawna postulowano, ze niewidoczne bariony moga
stanowi¢ pasma materii miedzy parami galaktyk.
Materia jest w nich bardzo rozproszona, a poniewaz nie
sa wystarczajaco gorace, aby emitowaé¢ promieniowanie
rentgenowskie, sa trudne do wykrycia. Mozna je wszakze
zobaczy¢ za pomocy efektu Sunyaeva—Zel’dovicha,
polegajacego na tym, ze Swiatlo z kosmicznego
mikrofalowego promieniowania tla powinno sie
rozpraszaé na takiej materii, tracac nieco energii,

co powinno przekladaé si¢ na ciemniejsze plamy

w mikrofalowym promieniowaniu tta. Nie daje sie ich
zobaczy¢ bezposrednio, ale dopiero po skorelowaniu ze
znanymi z obserwacji rozktadami galaktyk. Pomiary
takie wykonuje si¢ od 2017 roku, a wyniki wskazuja

na to, ze w pasmach materii miedzy parami galaktyk
moze byé ukryte do 30% materii barionowej [1,2,3].
Wyniki te sa jednak obarczone duzymi bledami, a sama
metode mozna zastosowac tylko do niewielkich wycinkow
objetosci widzialnego Wszech$wiata.
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Niedawno pojawila sie praca [4], w ktdrej opisano nowy
sposob zastosowania standardowej metody badania
gestosci materii w naszej Galaktyce za pomoca pulsaréw
radiowych. Tym razem badacze skupili swoja uwage nie
na pulsarach, ale na blyskach radiowych w odleglych
galaktykach (Fast Radio Bursts) i zmierzyli dyspersje
tych blyskéw zwiazana z gestoscig elektronéw na
drodze tych fal radiowych. Poniewaz elektronéw jest

we Wszechswiecie tyle samo co protonéw, pozwolilo to
na niezalezne oszacowanie gestosci materii barionowej,

i to w sposob obarczony znacznie mniejszym stopniem
niepewnosci niz w przypadku stosowanych wczeéniej
metod. Uzyskany wynik zgadza sie bardzo dobrze

z pomiarami mikrofalowego promieniowania tla

w ramach standardowego modelu kosmologicznego.
Wydaje sie zatem, ze jedna z kosmicznych zagadek
zostanie niebawem rozwiazana.
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U(nie)jednorodnianie nieréwnosci
Barttomiej BZDEGA

W calym artykule stosujemy oznaczenia X = (x1, ..
aX = (az1,ax2, ..

., Tp) Oraz
.,aZy). Bedziemy pisaé F(X) dla oznaczenia wyrazenia, w ktérym

wystepujg zmienne x1,xa, ..., T,. Zbiér RY stanowiy te X, w ktérych xq,..., 2, > 0.
Stopniem jednomianu J(X) = 2% ... 2% nazywamy liczbe d = ki + . .. + ky,. R6wnosé

J(aX) = a?J(X) jest podstawa do uogélnienia pojecia stopnia: jedli istnieje takie d,
ze dla kazdego a > 0 zachodzi réwnosé F(aX) = a®F(X), to wyrazenie F nazywamy
jednorodnym, a liczbe d — jego stopniem. Zauwazmy, ze dla kazdego d mozemy
powiedzie¢, ze wyrazenie zerowe ma stopien d.

Nier6wno$é N (X), w ktérej wystepuja zmienne z1, ..., Z,, nazywamy jednorodna,
jesli obie jej strony sa wyrazeniami jednorodnymi tego samego stopnia.

Zalézmy, ze nieréwno$é N'(X) jest pod pewnym warunkiem W réwnowazna
jednorodnej nieréwnosci N*(X), przy czym warunek W ma postaé F;(X) = Fy(X),
w ktorej Fy i Fy sg jednorodnymi wyrazeniami réznych stopni, ktére przyjmuja
wylacznie dodatnie wartodci. Jest wowczas jasne, ze jesli N*(X) zachodzi dla
wszystkich X € R, to N'(X) zachodzi dla wszystkich X € R’} spelniajacych
warunek W.

Takie postepowanie spotykamy doéé¢ czesto — za pomoca danego warunku W
ujednorodniamy nieréwnosé po to, by ja wykaza¢ w postaci jednorodnej. Dzigki
powyzszemu twierdzeniu ten ostatni krok mozna wykonaé juz bez korzystania
z warunku W. Taka metoda rozwiazujemy zadania 1-4, a takze zadanie 5

z kacika nr 5.

Mniej oczywiste i dos¢ zaskakujace jest to, ze ta implikacja dziala réwniez w druga
strone: jesli N'(X) zachodzi dla wszystkich X € R’} spelniajacych warunek W,

to N*(X) zachodzi dla wszystkich X € R’.
Dla dowodu ustalmy dowolne X € R’} oraz polézmy r = F1(X)/Fy(X)
ia=7r/@=4) (d; i dy sa stopniami odpowiednio Fy i Fy). Otrzymujemy wtedy
réwnoscei

Fi(aX) =aM"Fi(X) = a®rFy(X) = aPra" 2 Fy(aX) = Fy(aX),
czyli zachodzi warunek W. Z tego wynika, ze nieréwnosci N (aX), N*(aX) i N*(X)
sg rownowazne, co konczy dowdd wobec dowolnosci X.

Konsekwencja tego faktu jest to, ze przy dowodzeniu nieréwnosci jednorodne;j
dodatnich zmiennych mozemy dodatkowo przyja¢ dowolny warunek W majacy wyzej
opisang posta¢. Mozna to poéwiczy¢ na zadaniach 5-7.

Zadania
1. Wykazac, ze jesli liczby a, b, ¢ > 0 spelniaja warunek abc = a + b+ ¢, to
ab+ bec+ ca > 9.
2. Liczby dodatnie a, b i ¢ spelniaja réwnos¢ ab + be 4+ ca = abe. Dowiesé, ze
a2 + b2 b2 4 2 2 + g2
ab(a+b)  be(b+c)  calc+a) ”
3. Liczby dodatnie a, b i ¢ spelniaja warunek a + b+ ¢ = 1. Dowiesé, ze
Va—+bec+ Vb+ca+ Ve+ab < 2.
4. Udowodni¢, ze jesli iloczyn liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwny 1, to
a2+ +c2>a+b+e.
5. Wykazaé, ze dla a,b,c > 0 prawdziwa jest nieréwnosé

a b c
1/ 1/ 1/ > 1.
a+2b+20+ 2a+b+20+ 2a+2b+c

6. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b i ¢ oraz liczby catkowitej n > 0 zachodzi

nieréwnoscé el
a™ b" " >3<a+b+c>

brc cta atb> 2 3
7. Dowies¢, ze dla liczb dodatnich a, b i ¢ oraz liczby catkowitej n > 0 zachodzi

nieréwnosé
avtt pntl o entl a® b c a™ + b + cn
+ + > + + 0 :
b+c c+a a+bd b+c c+a a+b 3
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