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Rozwigzanie zadania F 1025.
Obserwator zewnetrzny jako wewnetrzny
brzeg rurki zaobserwuje promien styczny
do tego brzegu i opuszczajacy zewnetrzng
powierzchnie rurki najdalej od jej srodka.

Mamy:
d = Rsina,
r = Rsin 3,
sina = nsin (3.

Otrzymujemy: d = n - r. Jest to wynik
poprawny, jesli r < R/n. Gdy r > R/n, to
obserwator zewnetrzny nie moze dostrzec
wewnetrznego brzegu rurki.

Z kamerg wsrod egzotycznych nuklidow
Marek PFUTZNER*

W centrum kazdego atomu znajduje sie jadro zlozone z neutronéw i protonéw.
Sily jadrowe wiaza te czastki (zwane nukleonami) w bardzo ciekawy obiekt,
ktérego rozmiary sa rzedu femtometréw (1 fm = 1071° m), a gestoéé

rzedu 107 kg/m3. Gdy wokét jadra atomowego ztozonego z okreslonej

liczby N neutronéw i Z protondéw krazy Z elektrondéw, to taki obojetny
elektrycznie atom nazywamy nuklidem. Jedno z podstawowych pytan, jakie
mozemy postawi¢, to: ile réznych nuklidéw moze istnieé, a dokladniej, dla
jakich kombinacji liczb N i Z jadro nuklidu bedzie zwiazane przez czas
znacznie dtuzszy niz 1072 s, czyli dtuzszy od typowego czasu przemian
zachodzacych pod wplywem sil jadrowych? Wiemy, ze pewne liczby N i Z
tworzg nuklidy trwale, wystepujace w przyrodzie. W laboratoriach potrafimy
jednak tworzy¢ nuklidy o innych liczbach nukleonéw, ktére okazuja sie nietrwate,
promieniotwércze, ale zyja dostatecznie dlugo, by spelni¢ powyzsza definicje
istnienia. Te nuklidy, ktore maja najwigksza dysproporcje pomiedzy liczbami N
i Z, w stosunku do nuklidéow trwatych, i ktore sa na granicy jadrowego istnienia,
nazywamy egzotycznymi.

Okazuje sie, ze w teorii jadra atomowego nie potrafimy znalezé¢ doktadnej
odpowiedzi na postawione powyzej pytanie. Co wiecej, im dalej od nuklidéw
trwalych, tym trudniej o dokladne przewidywania teoretyczne. Trzeba

jednak przyznac, ze stoimy tu przed jednym z najtrudniejszych zadan fizyki:
opisa¢ kwantowy obiekt zlozony z wielu sktadnikéw oddzialujacych silnie,

a na domiar ztego wystepujace tu sity s bardzo ztozone i nie do konca
poznane. W tej sytuacji ogromng role odgrywaja badania doswiadczalne.
Postep w poznawaniu i rozumieniu nuklidéw odbywa si¢ dzigki ciaglemu
wspoéldziataniu eksperymentatoréw i teoretykow. Ci pierwsi wytwarzaja nowe
nuklidy i mierza ich wlasnoéci, dostarczajac dane potrzebne tym drugim do
budowania i ulepszania modeli teoretycznych. Dazymy do opracowania jak
najlepszych modeli, bo sg one sprawdzianem tego, czy dobrze zrozumielismy
badane zjawiska, a to przeciez jest glownym celem badan naukowych. Jest tez
inny powdd, praktyczny. Czasem potrzebne sa wlasnosci nuklidéw, dla ktorych
nie ma zadnych danych doswiadczalnych. Na przyklad jeden z astrofizycznych
proceséw nukleosyntezy, tzw. proces szybkiego wychwytu neutronéw (proces r)
zachodzi z udzialem nuklidéw tak bardzo neutrono-nadmiarowych, ze sg one
daleko poza zasiegiem wspolczesnych eksperymentéw, a mozliwe, ze wielu z nich
nigdy nie uda si¢ wytworzy¢ w laboratorium. Astrofizycy badajacy powstawanie
pierwiastkow chemicznych w kosmosie musza w takim przypadku zdaé si¢ na
przewidywania teoretyczne.

Liczba wytworzonych i zbadanych nuklidéw roénie

7 czasem, w miare postepu technik do$wiadczalnych,

a szczegblnie metod przyspieszania czastek i ciezkich
jonéw. Sto lat temu mieliSmy wiedze o okoto

100 nuklidach (choé¢ wtedy nie bylo tego pojecia i nie
znano jeszcze neutronu). Wiedza ta pochodzila z prac
pionieréw promieniotworczosci i z badan izotopow
trwalych pierwiastkéw, prowadzonych z uzyciem
spektrometréw masowych. Na poczatku lat 80. ubieglego
wieku w tablicy nuklidéw bylo juz okoto 2200 pozycji,
a obecnie znamy ich okoto 3300. Prace w tej dziedzinie
nie ustaja — w ostatnich kilku latach odkrywano
$rednio okoto 30 nowych nuklidéw rocznie. Najnowsze

i najbardziej zaawansowane modele teoretyczne
przewiduja, ze wszystkich mozliwych nuklidéw powinno
byé okolo 7000. Oznacza to, ze w eksploracji Swiata
nuklidow osiagneliémy zaledwie jego potowe, a wiec
mamy przed soba jeszcze drugie tyle do poznania.
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W ostatnich trzech dekadach najwieksze postepy

w wytwarzaniu nuklidow egzotycznych zawdzigczamy
metodzie wykorzystujacej reakcje fragmentacji pocisku.
Reakcja ta wymaga przyspieszenia ciezkich jonéw do
energii wickszej niz 50 MeV /nukleon. Ich predkosé jest
wtedy wigksza niz 30% predkosci $wiatta — sa to wiec
czastki relatywistyczne. Wiazka takich pociskéw pada
na tarcze, w ktorej zachodzi reakcja. Przy tak duzej
energii przebieg reakcji mozemy w przyblizeniu opisaé
w prosty sposob: gdy jadro pocisku ,zahaczy” o jadro
tarczy, to zostanie uciete, a fragment pocisku poleci
dalej z prawie niezmieniona predkoscia i kierunkiem lotu
(rys. 1). Wielko$¢ fragmentu zalezy od stopnia przekrycia
zderzajacych sie czastek, ktéry jest losowy. Latwo
zobaczy¢, ze w wyniku takich zderzen mozna wytworzyé
w zasadzie kazde jadro, ktére ma mniej nukleonéw niz
jadro pocisku. Pociskami sa jony nuklidow trwatych,
zatem prawdopodobienstwo wytworzenia jadra
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Rys. 1. Schemat reakcji fragmentacji. W wyniku zderzenia
jadra pocisku, rozpedzonego do predkodci relatywistycznej,
ze spoczywajacym jadrem tarczy pocisk ulega obcigciu. Powstajacy
prefragment jest silnie wzbudzony i wyrzuca nukleony. Powstaly
fragment porusza sie z predkoscig bliska poczatkowej predkosci pocisku
egzotycznego, ktére znacznie rézni si¢ od pocisku, jest
bardzo male, dlatego wymagane sa wiazki pociskéw
o jak najwiekszej intensywnosci. Tarcza jest na tyle
cienka, ze produkty reakcji, jak i pociski, ktére nie
wywolaly reakcji, przelatuja przez nia z niewielka
strata energii. Za tarcza mamy wiec intensywna
wiazke wszystkich mozliwych produktéw reakcji i duza
czes¢ pierwotnej wiazki pociskéw. Z tej réznorodnej
mieszaniny musimy teraz wylowié interesujace
nas produkty, ktérych jest zazwyczaj bardzo malo.
Stuzy do tego tzw. separator fragmentéw, ztozony
uktad jonowo-optyczny, w ktérym odpowiednio
uformowane pola magnetyczne przepuszczajg tylko jony
o wybranych cechach. Na koniec, znacznie zredukowana
i oczyszczona wigzka produktow kierowana jest do
uktadow detekcyjnych, gdzie dokonuje sie pomiaréw
wyselekcjonowanych produktéw (rys. 2).
wigzka pierwotna
E > 50 MeV/u

separator
fragmentow
strata
o energii
tarcza '
czas stacja
przelotu  pomiarowa

Rys. 2. Bardzo uproszczony schemat eksperymentu. Wiazka pociskéow
pada na tarcze, w ktérej zachodzi reakcja fragmentacji. Przez
separator fragmentéw przechodza tylko produkty, ktérych masa

i tadunek sa w wybranym waskim przedziale. Pomiar czasu przelotu
(predkosci), potozenia (odchylenia przez pole magnetyczne) oraz straty
energii w materiale detektora pozwalaja wyznaczy¢ mase i tadunek
produktu w czasie lotu. Ostatnia faza pomiaru, kiedy pocisk wbija si¢
w material detektora i ostatecznie zatrzymuje, nazywa si¢ implantacjq.
W eksperymentach omawianych w artykule wszystkie produkty
docierajace do koricowego detektora byly catkowicie zjonizowane —

ich tadunek elektryczny byl réwny liczbie atomowej Z. W koricowej
stacji pomiarowej obserwujemy rozpad promieniotwérczy wybranych
produktéow

Opisana metoda fragmentacji ma kilka waznych

zalet wynikajacych z duzej predkosci produktow
reakcji. Docieraja one do koncowych detektoréw po
czasie rzedu mikrosekundy, co umozliwia badanie
przemian o bardzo krétkich czasach zycia. Moga glteboko
whbija¢ sie w material detektora (implantacja), co
pozwala rejestrowac ich rozpady promieniotwércze

z duza wydajnosScia. Ale najwazniejsza zaleta wynika

z mozliwosci pelnej identyfikacji jondéw w locie.

W konicowej czesci separatora, gdzie intensywnosé
czastek jest juz niewielka, jony przelatuja przez kilka
cienkich detektoréw, ktére mierza czas przelotu,
polozenie, a takze straty energii w materiale detektora.
Na podstawie tych warto$ci mozna niemal natychmiast
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i czesto jednoznacznie okresli¢ liczby N i Z lecacego
jonu, zanim wpadnie on do koncowej stacji pomiarowej.
Skutkiem tego jest nadzwyczajna selektywnosé —
potrafimy identyfikowaé pojedyncze, wybrane
egzotyczne nuklidy, a potem obserwowac ich przemiany
promieniotwércze. Zasadnicza idea metody fragmentacji
pocisku jest, jak wida¢, bardzo prosta. Wyzwanie polega
na tym, ze akceleratory przyspieszajace ciezkie jony do
wysokiej energii i odpowiednie do tej energii separatory
sa masywne i kosztowne. Dlatego technike te stosuje sie
tylko w kilku laboratoriach na $wiecie.

Metoda fragmentacji pocisku okazala si¢ kluczowa

w badaniach skrajnie neutrono-deficytowego izotopu
zelaza *°Fe. Nuklid ten ma 26 protonéw i tylko

19 neutronéw, az o 9 mniej niz najlzejszy trwaly izotop
tego pierwiastka ®*Fe. Na poczatku nie byto wiadomo,
czy tak egzotyczny nuklid istnieje, czy da sie go w ogdle
wytworzy¢. Pierwszy eksperyment przeprowadziliSmy

z moimi wspélpracownikami w 1996 roku w niemieckim
laboratorium GSI Darmstadt. Pociskami bytly

jony izotopu niklu °8Ni, przyspieszone do energii

600 MeV /nukleon, ktére padaly na tarcze berylowa

o grubosci okoto 2 cm. Produkty reakcji wpadaty do
separatora fragmentéw o dlugosci okoto 70 m, na
koniec ktérego docierato okolo 200 jonéw na sekunde.
Po trzech dniach eksperymentu zidentyfikowali$my
wéréd nich 3 przypadki 45Fe. Odnalezienie iglty w stogu
siana nie wydaje sie¢ przy tym zadaniem trudnym.

Aby powstalo jadro *°Fe, od pocisku trzeba oderwaé
doktadnie 2 protony i 11 neutronéw. O tym, jak

mato prawdopodobne jest takie zdarzenie, $wiadczy
fakt, ze w trakcie pomiaréw na tarcze padlo okoto

10 pociskéw. W 2001 roku przeprowadziliémy drugi
eksperyment w tym samym laboratorium i w tych
samych warunkach, ale tym razem byliSmy przygotowani
do detekcji rozpadéw. Préba ta zakonczyla sie¢ duzym
sukcesem, gdyz odkryliSmy nowy rodzaj przemiany
promieniotworczej — jednoczesng emisje dwoch
protonéw (2p) przez *5Fe.

Zidentyfikowane jony wychodzace z separatora byly
zatrzymywane w detektorach krzemowych. Stuzyly one
do rejestracji momentu implantacji jonu w detektor

i do pomiaru calkowitej energii wyzwalanej podczas
rozpadu promieniotworczego. Teraz zaobserwowaliSmy
6 przypadkéw 4°Fe. Dla 5 z nich udalo sie zanotowaé
moment rozpadu i zmierzyé¢ wydzielona przy tym
energie. Wyznaczony czas pélrozpadu 4°Fe wyniést
okoto 3 ms. W czterech przypadkach wydzielala sie
energia okoto 1 MeV. Dokladna analiza tych zdarzen,
bioraca pod uwage takze informacje z innych detektorow,
doprowadzila do wniosku, ze mozna je wyjaénié¢ tylko
zalozeniem, ze z jadra *°Fe zostaly wyemitowane

dwa protony jednoczeénie. Gdyby emitowany byt

tylko jeden proton, to czas pélrozpadu powinien by¢
duzo krétszy, ponizej 1071% s. Dla emisji czastki o
szacunki wskazywaly czas rzedu 10'° s. Brak obserwacji
fotonéw o energii 511 keV, emitowanych przy anihilacji
pozytonéw, wykluczyt z kolei przemiang 7. Mimo
bardzo matlej prébki (4 zdarzenia!) argumenty



Detektor krzemowy dziala tak, ze przechodzaca przez niego czastka
natladowana, taka jak proton, jonizuje material detektora, wskutek
czego powstaje impuls elektryczny. Po wzmocnieniu przez elektronike
amplituda tego impulsu jest miarg energii, jaka w detektorze zostawila
ta czgstka. W naszej sytuacji jadro 45Fe bylo wbite gl¢boko w dosé
gruby detektor, tak ze emitowane czastki musialy si¢ zatrzymad
wewnatrz niego, czyli zostawi¢ w nim calg swojg energie. Jedli
emitowane sa dwie czastki jednoczesnie, to kazda z nich daje swdj
impuls, ale oba te impulsy nakladajg si¢ — elektronika odczytuje to
jako jeden impuls, tyle ze wigkszy. Nie ma mozliwosci zobaczenia,
czy rejestrowany impuls byt wywotany przez jeden proton o wigkszej
energii, czy dwa jednoczesne protony o mniejszych energiach. Nie
mozna tez sprawdzié, jaka to byla czastka — czy proton, czy moze
czgstka alfa. Widzimy tylko impuls, ktéry méwi, ze nastapil rozpad
z emisja czastki lub czastek, i mierzymy calkowita energie, jaka si¢
wydzielita. Natomiast detektor gazowy pozwala Sledzié¢ trajektorie
poszczegdllnych czastek.

na rzecz hipotezy emisji 2p byly mocne i statystycznie
wiarygodne. Co wiecej, w podobnym eksperymencie
we francuskim laboratorium GANIL, gdzie takze
zastosowano reakcje fragmentacji wiazki ®8Ni, ale
przy nizszej energii, 75 MeV /nukleon, zanotowano

12 przypadkéw rozpadu “°Fe, w pelni potwierdzajac
obserwacje z GSI.

Pozostal jednak pewien niedosyt. Podkreslmy, ze
wykorzystywany w opisanym eksperymencie detektor
krzemowy nie rejestrowal dwoch oddzielnych protonéw,
tylko sume ich energii. A chcielibyémy wiedzie¢, jak oba
protony dziela sie ta energia i jaki jest statystyczny
rozklad katéw miedzy torami czastek. Aby w pelni
poznaé ten nowy rodzaj promieniotwoérczosci, nalezato
zbudowaé urzadzenie, ktore zarejestruje tory lotu

i energie kazdego z protonéw osobno.

Do tego celu doskonale nadaje sie detektor wypelniony
gazem, bo w oérodku o malej gestosci tory czastek

sa dostatecznie dlugie. Do obserwacji toréw czastek

w przestrzeni fizycy czastek elementarnych rozwineli
technike komér dryfowych z projekcja czasu (TPC, Time
Projection Chamber). Postanowilismy zbudowaé detektor
do obserwacji rozpadéw jadrowych w oparciu o te idee.
Kluczowa role odegrali tu nasi koledzy z pracowni
detektoréw dla fizyki czastek, a w szczegdlnosci

prof. Wojciech Dominik, ktory opracowal zupelnie
nowatorska metode odczytu sygnaléw.

W uproszczeniu zasada dzialania naszego detektora
jest nastepujaca (rys. 3). Jego komora wypelniona
jest mieszanka gazowa, gtdéwnie helu i argonu. Czastki
natadowane poruszajace si¢ w tym gazie, takie jak

gaz roboczy
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Rys. 3. Zasada dzialania detektora OTPC

wpadajacy jon lub protony emitowane podczas rozpadu,
jonizuja gaz (odrywaja elektrony od atoméw gazu),
przez co traca energie, az do zatrzymania. W objetosci
aktywnej wystepuje jednorodne pole elektryczne,

wiec oderwane elektrony dryfuja w tym polu ze stalg
predkoscia (rzedu 1cm/us) w kierunku plaszezyzny anody,
gdzie znajduje si¢ obszar tzw. wzmocnienia tadunkowego.
Nastepuje tu znaczne powielenie liczby elektronéw

w ukladzie specjalnych elektrod wytwarzajacych

silne pola elektryczne. W typowych detektorach

TPC powielone elektrony zbiera sie na elektrodach
odczytujacych jako impuls elektryczny i przetwarza
dalej metodami elektronicznymi. Innowacyjnosé naszego
podejécia polega na tym, ze zamiast odczytywaé sygnaty
elektrycznie, rejestrujemy $wiatlto emitowane przez
atomy gazu wzbudzone przez elektrony na koncowym
etapie wzmocnienia. Do tego celu stuzy specjalna
kamera cyfrowa CCD oraz fotopowielacz. Migawke
wyzwalamy, na pewien ustalony czas ekspozycji,

w momencie, gdy do detektora wpada interesujacy jon.
Na uzyskanej fotografii zobaczymy rzut toréw czastek,
przelatujacych przez detektor w trakcie ekspozycji,

na plaszczyzne anody. Z kolei fotopowielacz rejestruje
catkowite natezenie Swiatta w funkcji czasu — jego sygnat
wyjsciowy jest prébkowany przez oscyloskop cyfrowy.
Pozwala to ustali¢ czasowa kolejno$¢ zdarzen i zmierzy¢
np. czas, jaki uptywa miedzy zatrzymaniem jonu w gazie
a jego rozpadem z emisja czastek. Co wiecej, dzieki
stalej i znanej predkosci dryfu elektronéow w komorze,
czasowy przebieg sygnalu z fotopowielacza niesie
informacje o potozeniu w kierunku dryfu, prostopadtym
do powierzchni anody. Laczac informacje z CCD

i z fotopowielacza, mozna w pelni zrekonstruowaé tor
czastki w przestrzeni i wyznaczy¢ jej energie. Ze wzgledu
na kluczowa role detekcji Swiatla w naszym detektorze
nazwali$émy go OTPC (Optical TPC). Jest to urzadzenie
unikatowe, a przy tym znacznie prostsze i tansze od
klasycznych detektoréw TPC ze skomplikowanym
elektronicznym odczytem sygnaléw.

W 2007 r., wyposazeni w detektor OTPC,

podjelismy kolejna prébe zbadania *°Fe, tym

razem w amerykanskim laboratorium NSCL

przy Michigan State University w East Lansing.
Ponownie wykorzystalismy wiazke °Ni, ale o energii
160 MeV /nukleon. Intensywnosé¢ wiazki byla duzo
wieksza niz w poprzednich eksperymentach — teraz
zaobserwowali$my sto kilkadziesigt przypadkéw 4°Fe!
Ale co najwazniejsze, na zdjeciach CCD zobaczyliSmy
wyrazne $lady dwéch protonéw wychodzacych z punktu,
w ktérym zatrzymal sie jon *°Fe (rys. 4ab, zobacz na
okladce). Okolo 90 zdarzen emisji 2p udalo sie w pelni
zrekonstruowad, co przyniosto pierwsze informacje

o mechanizmie tego zjawiska. Okazalo sie, ze jest

to proces 3-cialowy, ktérego nie da sie¢ opisaé¢ jako
sekwencje rozpadow dwu-cialowych. Poréwnanie
zmierzonego rozkltadu katéw miedzy protonami

z modelem teoretycznym wykazato, ze rozktad ten
niesie pewng informacje¢ o stanie jadra przed rozpadem,
a to bardzo cenna wiedza o nuklidzie tak egzotycznym
i dostepnym w tak niklych iloéciach.



Na fotografiach rozpadéw *°Fe ujrzelismy jeszcze

co$ ciekawego! Mimo Ze najczestszym sposobem
rozpadu #°Fe jest emisja 2p, to ulega on tez, jak

kazdy nuklid neutrono-deficytowy, przemianie 5.

W przypadku nuklidéw dalekich od trwatosci jadro

po przemianie (3 jest czesto tak wzbudzone, ze

wyrzuca protony — jest to znane zjawisko tak zwanej
emisji czastek opdznionych. I rzeczywiscie, wsréd
rozpadéw 4°Fe zaobserwowaliémy okoto 40 przypadkéw
przemiany 3% z emisja jednego i dwoch protonéw
opdznionych, zgodnie z oczekiwaniem. Takie protony
moglidmy latwo odréznié od protondéw z emisji 2p,
poniewaz majg duzo wigksza energie, a zatem dluzsze
tory. Ku naszemu zaskoczeniu zobaczyliSmy jednak
kilka zdarzen z emisja trzech protonéw opdznionych —
byla to pierwsza obserwacja takiego procesu (rys. 4c,
zob. okladka). I to jeszcze nie koniec. W trakcie
eksperymentu do detektora wpadaly tez jony *3Cr, ktéry
jest réwniez bardzo egzotycznym nuklidem i ktérego
rozpady rejestrowaliémy (*3Cr tworzy sie takze po emisji
2p przez *Fe). Wéréd nich znalezlismy zdarzenia emisji
jednego, dwoch, a takze trzech protonéw opdznionych.
Odkrylismy wiec ten nowy proces od razu w dwoch
nuklidach!

W nastepnym eksperymencie, ktéry przeprowadzony
zostal w 2011 roku w NSCL, uzyliémy detektora
OTPC do badania innego bardzo egzotycznego
nuklidu, 48Ni. Jako pocisku uzyliémy ponownie 58Ni,
ktéry jest najlzejszym trwalym izotopem niklu. Aby
wytworzy¢ *Ni, w reakeji trzeba oderwaé od pocisku
doktadnie 10 neutronéw i ani jednego protonu. Takie
zdarzenie jest niezwykle mato prawdopodobne. Dlatego
mimo bardzo dobrych warunkéw doswiadczalnych,

m Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1675. Na tablicy wypisane sa liczby od 1 do 1000 000.

Ahmed wykresla wszystkie liczby pierwsze, a nastepnie

Hamza skresla wszystkie liczby podzielne przez
2,3,4,...,100, 1000, 1001, 1002, . .., 10 000.

Udowodnij, ze iloczyn pozostatych liczb jest potega

(o wyktadniku wiekszym niz 1) pewnej liczby calkowitej.

Rozwiazanie na str.

oraz

M 1676. W kole matematycznym jest 49 ucznidéw.
Wiadomo, ze jesli trzech cztonkéw tego kota nie zna
sie parami, to dwéjka z nich ma w kole wspdélnego
znajomego. Udowodnij, ze jeden z uczniéw ma co
najmniej 6 znajomych w kole.

Rozwiazanie na str.

M 1677. Punkty P i @ leza na odcinku AB tréjkata
nieréwnoramiennego ABC, tak ze AC = AP i BC = BQ.
Symetralna odcinka P przecina dwusieczng kata ACB
w punkcie R (wewnatrz tréjkata). Udowodnij, ze

XPRQ + xACB = 180°.
Rozwiazanie na str. [14]

po dziesieciu dniach pomiaru, zaobserwowaliSmy

tylko 6 rozpadéw “8Ni. Cztery z nich przedstawialy
jednoczesna emisje dwoch protonéw (rys. 5, zob.
okladka)! Odkrylismy w ten sposob kolejny przypadek
promieniotwérczosci 2p. Doniesienie o tym wyniku
ukazalo sie w czasopidmie Physical Review C. W zeszlym
roku czasopismo to obchodzito 50. rocznice powstania

i z tej okazji redakcja wybrata sposréd wszystkich
opublikowanych prac ,kamienie milowe” 50-lecia. Wérod
wyrdznionych publikacji znalazta sie nasza, o emisji 2p
przez *8Ni, i byla jedyna, ktérej gtéwnymi autorami byli
fizycy polscy.

Detektor OTPC zostal wykorzystany w wielu innych
projektach poswieconych poszukiwaniu i badaniu
rzadkich przemian egzotycznych nuklidéw. Wykazalidmy
miedzy innymi, ze proces emisji trzech protondéw
op6znionych zachodzi tez w 3L Ar i 23Si. Znamy wiec

juz cztery nuklidy, w ktérych zachodzi taka przemiana —
i wszystkie zostaly odkryte za pomoca naszego detektora.
Badalismy tez bardzo rzadkie przemiany nuklidéw

z nadmiarem neutronéw. Na przyklad po przemianie
beta SHe raz na milion przypadkéw stan koncowy
rozpada si¢ na czastke a i deuteron. W laboratorium
CERN moglismy wbija¢ do detektora paczki zawierajace
od kilkuset do kilku tysiecy jonéw He i nastepnie czekaé
na rozpad z emisja czastek. Udalo nam si¢ takie rozpady
zaobserwowad (rys. 6, zob. oktadka) i uzyskaé nowe,
wczesniej niedostepne informacje o ich przebiegu.

W przyszlosci planujemy nastepne eksperymenty. Mamy
nadzieje, ze uda nam sie zrobié jeszcze wiele fotografii
rzadkich przemian jadrowych, ktore poszerza nasza
wiedze¢ o nuklidach na granicy istnienia.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1025. Wewnetrzny promien cienkiej rurki szklanej
jest rowny r. Jaki jest ,widoczny” promien wewnetrzny d
rurki, gdy obserwowana jest z zewnatrz, z odlegtosci
znacznie wigkszej od jej zewnetrznego promienia R?
Rurka wykonana jest ze szkla o wspotczynniku
zalamania n.

Rozwiazanie na str. [I]

F 1026. Neutrina sg czastkami elementarnymi o bardzo
malej masie spoczynkowej i bardzo stabo oddzialujacymi
z materia, co powoduje, ze niezmiernie trudno je

bada¢. 23 lutego 1987 roku w detektorze Kamiokande
zarejestrowano ,,blysk” neutrin trwajacy At = 2 s. Energie
zarejestrowanych neutrin miescity si¢ w zakresie od
okoto 8 MeV do okoto 40 MeV. Przyjeto, ze zostaly

one wyemitowane podczas wybuchu supernowej
SN1987A odlegtej od Ziemi o L =~ 170000 lat $wietlnych.
Przyjmij, ze obserwowane neutrina wyemitowane
zostaly jednoczednie, i na tej podstawie oszacuj ich mase
spoczynkowa m,, .

Rozwiagzanie na str.
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Kolejna trudnoscia do pokonania byta nietrwatosé
chemiczna RNA. Problem ten rozwiagzano:

a) modyfikujac chemicznie mRNA biatka S bez
zmiany jego wlasciwoscei kodujacych, b) przechowujac

Jak powstaly szczepionki mRNA

O pandemii SARS CoV-2 albo juz wszystko powiedziano i napisano, albo nadal
na wiele pytan nie znamy odpowiedzi. Komentarza warta jest watpliwosé laikéw,
czy uzyskane szczepionki sa wiarygodne, skoro tak szybko powstaly.

Historii powstania tej szczepionki mozna by szukaé¢ w Nagrodach Nobla
ostatnich kilkudziesieciu lat. U podstaw konstrukcji wspélczesnych szczepionek
leza odkrycia w biologii molekularnej i komérkowej, immunologii, wirusologii
oraz analizie bioczasteczek. Przez te lata m.in. rozszyfrowano kod genetyczny,
nauczono si¢ (coraz szybciej) sekwencjonowaé kwasy nukleinowe, poznano
budowe genéw i regulacje ich ekspresji, poznano setki tysiecy réznych genomow,
odkryto i sklasyfikowano setki tysiecy réznych wiruséw, oznaczono caly

szereg struktur przestrzennych kwaséw nukleinowych i biatek (do tego
ostatniego zadania wlaczono nawet ,sztuczna inteligencje”). Zbudowano

wiele wyszukanych analitycznych aparatéw, rozwinieto metody informatyczne.
Wreszcie, w ostatnich latach, rozpoznano liczne wlasciwosci i osobliwo$ci
dziatania uktadu immunologicznego, kluczowych zjawisk warunkujacych
aktywnos¢ coraz to nowszych i bezpieczniejszych szczepionek. W wielu firmach
biofarmaceutycznych rozwijano technologic RNA jako noénika informacji

w szczepionkach i do analizy genomoéw tkanek zdrowych i nowotworowych.

7Z siedmiu rozpoznanych ludzkich koronawiruséw atakujacych uktad oddechowy
trzy sa grozne: SARS-CoV w latach 2002-2004 zakazit 8098 os6b, spowodowal
774 zgondéw w 29 krajach ($miertelnosé 10%), po czym przestal sie szerzy¢.

W 2012 roku w Arabii Saudyjskiej wykryto ognisko wirusa MERS-CoV. Do
stycznia 2020 roku potwierdzono 2519 przypadkdéw zachorowania/zakazenia

i 866 zgonéw w 27 krajach, (Smiertelnosé 37%). Z obu zakazen nie rozwinely sie
epidemie o $wiatowym zasiegu (pandemie). W roku 2019 w Chinach odkryto
nowego wirusa z tej samej grupy, SARS-CoV-2. Budowa i genom wirusa
ogloszone zostaly swiatu 10 stycznia 2020 roku. Struktury i genomy calej tréjki
sa bardzo zblizone, ale tylko ten najmlodszy wywolal pandemie ogdlnoswiatows.

Uprzednie badania powierzchni wirusa HIV ulatwily rozpoznanie struktury dwu
podjednostek biatka S, ktére w wirusie SARS-CoV-2 tworza kolce, laczace sie

z biatkiem ACL2 na powierzchni zakazanych komérek. Biatko ACL2 znajduje sie
w blonach komoérek wielu tkanek, a obficie ,,zdobi” komérki uktadu oddechowego.
Jako potencjalny cel dzialania przeciwcial zobojetniajacych wirusa wybrano
najbardziej wysuniete do $rodowiska kolce (przeciwciala na biatka kolcéw

beda rozpoznawaé i zobojetniaé takze calego wirusa). W dwdéch niezaleznych
zespolach, wykorzystujac doswiadczenia lat ubieglych, zaprojektowano

i zsyntetyzowano mRNA kodujacy biatko S.

okazala sie bardzo wysoka (powyzej 90%), co stanowi
wyjatkowo udany wynik na polu konstrukcji szczepionek.
Obie ocenia si¢ jako bardzo bezpieczne — wywotuja
niewiele, malto dokuczliwych i mijajacych, efektéw

szczepionke w niskiej temperaturze, ¢) zamykajac mRNA
w ochronnych nanokapsutkach lipidowych (wytwarzanie
ktorych na pewnym etapie okazalo sie limitujace masowa
produkeje).

mRNA wprowadzony do tkanek szczepionego
powoduje synteze biatka S, ktére aktywizuje uklad
immunologiczny przeciw obcemu biatku. Uktad

w przysztoéci rozpozna wirusa prezentujacego biatko S
i wirusa tego zdezaktywuje.

Dwie szczepionki (mRNA) przeciw SARS CoV-2,
firm Pfizer+BioNTech i Moderna, przeprowadzono
niezwlocznie przez wszystkie obowiazujace fazy badan
klinicznych; w fazie 3. obie zostaly sprawdzone na
dziesigtkach tysiecy badanych, dla obu skutecznosé

5

niepozadanych. Ich najwigksza wada jest koniecznosé
przechowywania w niskich temperaturach.

Ten spektakularny wynik jest rezultatem
wielodyscyplinarnych wysitkéw setek uczonych

w kilkudziesigcioletnim okresie, jak réwniez godnej
uznania sktonnosci naukowcéw i producentéw do
wspolpracy i dzielenia sie¢ uzyskanymi wynikami

w sytuacji globalnego zagrozenia. Obie szczepionki
uratowatly od émierci setki tysiecy, jezeli nie miliony,
chorych na calym $wiecie.

Wedlug Science, 372, 9 IV 2021, Anthony S. Fauci,
dyrektor Instytutu Alergii i Choréb Zakaznych NIH,
doradca Prezydentéw USA

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Znajac twierdzenie Pitagorasa, gérna
czes$é okregu jednostkowego mozna
przedstawié¢ jako wykres funkcji

f(z) = V1 — 22, a nastepnie obliczyé jej
dlugosé:

N N D vt

Nieujemng funkcje || - || spelniajaca e i ee
zwyklo si¢ nazywaé norma. W artykule
Jarostawa Gérnickiego (A3;) mozna byto
zobaczy¢ wiele przykltadéw norm, w tym
dwie przedstawione nizej na marginesie.

Niestawng ustawe Indiana Pi Bill

z 1897 r. mozna rozumieé jako
zadekretowanie m = %, chociaz ta historia
jest troche bardziej skomplikowana.

2 2
——
2 2

1
1 1
1 1
(2, v)ll = g
- Y _ vy 2yl
= max (| + 2|, [0 — |, 24)

W skrécie: 3 < 7 < 4.

3<mT<4
Michat MISKIEWICZ

Po powrocie z krainy Oz Dorotka zauwazyla u siebie rzadka a przykra
przypadtosé — zapomniala twierdzenia Pitagorasa! Innymi stowy, zapomniala, ze
w rodzinnym Kansas odleglosé miedzy dwoma punktami A = (x,y), B = (2/,y’)
wyraza si¢ wzorem \/(z — /)% + (y — y)2. Nie bylby to duzy powéd do
niepokoju, gdyby nie to, ze Dorotka byla goraca entuzjastka liczby 7. Z wielka
przykroscia stwierdzila, ze jej wartosci tez nie pamieta (nawet w przyblizeniu),
a bez twierdzenia Pitagorasa nie byla w stanie wyprowadzié¢ jakiegokolwiek
wzoru do wyznaczenia 7.

Nie wszystko bylo jednak stracone, bo amnezja nie odebrala Dorotce calej
matematycznej wiedzy. Pamietala operacje dodawania wektoréw (z,y) + (z',y') =
= (x4 2',y +¥'), mnozenia wektordéw przez skalary t(z,y) = (tz, ty) oraz pewne
wlasnoéci odlegtosci. Wiedziala mianowicie, ze odlegltos¢ punktow A, B zalezy
jedynie od wektora E, czyli wyraza sie jako ||A — B||, gdzie P — || P]| jest pewna
funkcja o nieujemnych warto$ciach. Ponadto znala nieréwnoé¢ tréjkata, czyli

o ||A+ B < ||A|| + ||B]| dla dowolnych punktéw A, B,

oraz wiedziala, ze na kazdej prostej przechodzacej przez (0,0) odleglo$é zachowuje
sie jednorodnie:

ee [[tA] = |t] - |A]| dla dowolnej liczby ¢ i punktu A;
ponadto ||A]| = 0 jedynie dla punktu A = (0,0).

W krainie Oz Dorotka widziala rézne dziwy, w tym geometrie wyznaczone
przez tzw. normy nieeuklidesowe (jak na rysunkach). Obawiala sig, ze w takich
Swiatach liczba m moze by¢ rowna % — jak w niedalekiej Indianie — albo w ogoéle
nieznana.

Okazuje si¢ jednak, ze z taka wiedza mozna juz co$ konkretnego powiedzie¢
o liczbie 7. Scidlej — da si¢ zdefiniowaé dlugosé okregu jednostkowego, a przeciez
liczbe 7 okresla sie jako polowe tej dlugosci!

Przypomnijmy, ze przez koto jednostkowe i okrag jednostkowy rozumiemy zbiory
B={rcR?:|z| <1}, S={zcR?: |z| =1}.

Jesli wielokat A As ... A, jest wpisany w kolo B — co oznacza, ze punkty
Ay, Ag, ..., Ay, Aq leza na okregu S w tej wladnie kolejnosci — to jego obwod
mozemy okresli¢ jako

A1 = Asll + [[As — Asll + ... + [ A1 — Aull + [ 4n — Au])
czyli sume odlegloéci miedzy kolejnymi wierzchotkami. Nastepnie jako dlugosé
okregu S mozna przyjaé¢ supremum z obwodéw wszystkich takich wielokatow;
podobnie definiujemy tez dtugo$¢ dowolnego tuku.

Gdy S sam w sobie jest wielokatem, nietrudno jest uzasadnié¢, ze rozwazane
supremum jest réwne obwodowi tego wlasnie wielokata. Na ilustracji obok
wyznaczono obwod okregu jednostkowego dla dwéch przyktadowych norm.
Trzeba tylko uwaza¢ — dlugosci odpowiednich odcinkéw obliczane sa wedlug
normy | - ||, a nie przy uzyciu twierdzenia Pitagorasa.

Jak wida¢, mozliwe wartos$ci obwodu kola jednostkowego nie musza lezeé
w okolicach 6,2832. Z drugiej strony, nie moga tez by¢ bardzo daleko od

tej liczby — mowi o tym twierdzenie wykazane przez Stanistawa Golaba

w 1932 roku.

Twierdzenie. Dla dowolnej normy na plaszczyznie obwdd kola jednostkowego
miedci si¢ w przedziale od 6 do 8.

Widzieliémy juz przyktady, ze obwdd moze wynosi¢ wlasnie 6 lub 8. PrzesledZzmy
wiec razem z Dorotka, dlaczego gorzej by¢ nie moze.

Zanim przejdziemy do dowodu, zauwazmy duzo latwiejsze ograniczenie dolne
przez 4. Dowolna $rednica C'D okregu jednostkowego S ma mianowicie dlugosé 2.
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C |

Zarys dowodu indukcyjnego, ze lamana
z C' do D ma dlugos¢ co najmniej
lc - DI

Zarys dowodu indukcyjnego, ze lamana
z A do B ma dlugos$é najwyzej
lA=Cll+1B-Cl

A

A
.
B

Koto B musi lezeé po jednej stronie £

’

—A+B A+B

Réwnolegtobok opisany na kole B

Przykltadowa rodzina roztacznych kul
zawartych w T

Po wielokrotnym zastosowaniu nierownosci tréjkata mozna wywnioskowac, ze
kazda tamana laczaca C'i D ma dlugo$é nie mniejsza niz ||C — D||, czyli 2.
Dtugosé kazdego z dwoch hukéw taczacych C i D jest zdefiniowana jako
supremum z dlugosci takich tamanych (z dodatkowym wymaganiem, by
punkty lamanej lezaly kolejno na okregu), wiec kazdy z tych lukéw réwniez ma
dtugosé 2 lub wigksza. W konsekwencji okrag S ma dlugo$¢ nie mniejsza niz 4.

Po tej prostej obserwacji przejdzmy do ograniczenia przez 6, ktore nie jest duzo
trudniejsze.

Dowdd ograniczenia dolnego. Wybierzmy na okregu S dowolny punkt A,
a nastepnie zakreslmy cyrklem okrag jednostkowy wokél A i wybierzmy B jako
jeden z punktéw przecigcia (jak na rysunku); w ten sposob zapewniliSémy sobie,
ze ||A|| = ||B|| = ||A — B|| = 1. Podobnie jak w poprzednim rozumowaniu, krétszy
tuk AB jest nie krétszy od odcinka AB, czyli ma dlugo$é co najmniej 1.

A co zrobié z reszta okregu? To samo. Zauwazmy, ze punkty A, B, B — A, —A,
—B, A — B tworza szeSciokat wpisany w 5, a kazdy z bokéw ma dlugosé 1. Tak
jak wyzej, kazdy z szesciu tukéw ma dlugosé ograniczona z dotu przez dhugosé

odpowiedniej cieciwy. Dtugosé calego okregu ograniczyliémy wiec przez 6. O

Jak widaé¢, dlugosé tuku jest ograniczona z dotu przez dlugosé¢ odpowiedniej
cieciwy, ale jak mozna ja ograniczy¢ z géry? Zalézmy, ze tuk taczacy Ai B
zawarty jest w trojkacie ABC, przy czym C' lezy poza kotem jednostkowym B.
Dla kazdej tamanej przyblizajacej tuk AB wielokrotnie uzyta nieréwnosé
tréjkata pokazuje, ze dlugo$é tamanej jest nie wigksza niz |[A — C|| + [|B — C|,
czyli suma dlugosci dwoéch bokéw trojkata. To samo mozna wiec powiedzied

o dhugosci tuku AB.

Dowdéd ograniczenia gérnego. Oznaczmy O = (0,0). Wérdd wszystkich

punktéw A, B na okregu jednostkowym S wybierzmy takie, dla ktérych pole
tréjkata OAB jest najwigksze. Tutaj Czytelnik moze zaprotestowaé — skoro
Dorotka zapomniala wzoru na odleglo$é, to tym bardziej wzoru na pole tréjkata.
I bardzo stusznie, ale znalazta sposéb na obejscie tej trudnosci. O tym pdzniej,
a najpierw zobaczmy, co da si¢ powiedzie¢ o takim trojkacie.

Poprowadzmy prosta ¢ réwnolegla do OB i przechodzacg przez A. Mozna
zauwazy¢, ze calte kolo jednostkowe B lezy po jednej stronie prostej £. Istotnie,
gdyby punkt A’ € B lezal po przeciwnej stronie niz O i B, to trojkat OA’B
mialby wigksze pole niz OAB; da si¢ przy tym dobraé¢ A’ na samym okregu S,
co prowadzi do sprzecznosci z okresleniem A i B.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla prostej rownolegtej do
OA i przechodzacej przez B, co prowadzi nas do konkluzji, ze cale koto B
lezy wewnatrz kata <X ACB, gdzie C = A + B. Poniewaz odcinek AB jest
w calodci zawarty w B (to kolejne zadanie na nieréwnos$é tréjkata), krotszy
tuk AB mieéci sie w tréjkacie ABC' i mozemy zastosowaé wezeéniej otrzymane
gbrne ograniczenie — w ten sposéb przekonujemy sie, ze dltugo$é tuku AB nie
przekracza

[A=Cl[+ 1B —=Cll =Bl + [IAll = 2.
Zeby dokoniczyé rozumowanie, do punktéw A i B dolgczamy —A i —B, a cale
koto B zamykamy w réwnolegloboku jak na rysunku. W ten sposéb podzieliliSmy
S na cztery tuki, z ktérych kazdy jest nie dtuzszy niz 2, co konczy dowdd. O

Wyjaénijmy jeszcze sprawe porownywania pol tréjkatéw. Oczywiscie takie
wyjaénienie nie jest konieczne do dowodu twierdzenia — nic nie stoi na
przeszkodzie, by uzywaé standardowego pojecia pola w niestandardowym
Swiecie — ale jak sobie poradzila Dorotka?

Ot6z o polu tez mozna mysle¢ troche ogdlniej. Przyjmijmy na poczatek, ze pole
dowolnego kota o promieniu r jest réwne 2. Nastepnie majac dany tréjkat T
(albo inny ksztalt) i rodzing B(S1,71),...,B(Sn, ) parami roztacznych kul,
intuicyjnie stwierdzilibyémy, ze pole trojkata jest nie mniejsze od tacznego pola
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Idea zycia krzemowego zostala po raz
pierwszy zaproponowana przez
niemieckiego astrofizyka Juliusa Scheinera
pod koniec XIX wieku.

Heteroatom to w nomenklaturze chemii
organicznej okreslenie dowolnego atomu,
znajdujacego si¢ w czasteczce zwigzku
organicznego, ktoéry nie jest atomem
rusztowania — ani weglem, ani wodorem.

kul, czyli od r? + ...+ r2. Jednocze$nie (znowu — intuicyjnie) tréjkat da sie
dowolnie szczelnie wypelni¢ kulami, definiujemy wiec

pole T' := sup {r% +...+ 7321 : istnieja parami rozlaczne

kule B(S1,71),...,B(Sy, ) CT}.
Tak zdefiniowane pole nosi w literaturze nazwe zawarto$ci Minkowskiego. Nie
jest to tatwe, ale da sie wykazaé, ze nie zalezy od wybranej normy, a wiec i od

ksztaltu kul, jakimi wypelniamy 7. Sciglej rzecz biorac, prawie nie zalezy —
zmiana normy powoduje przemnozenie pol wszystkich figur przez pewna stala.

Na zakoniczenie proponuje dwa zadania. Pierwsze daje warunek, ktérego
sprawdzenie przenosi nas w znajome rejony geometrii. Drugie natomiast
proponuje dokladniejsze zbadanie nieco zaskakujacej rodziny norm.

Zadanie 1. Jedli kwadrat normy punktu A = (z,y) wyraza sie wzorem
|A||? = ax? + 2bzy + cy? dla pewnych a, b, c € R, to dlugoéé okregu
jednostkowego wynosi 2.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ dtugosé okregu jednostkowego dla normy, w ktérej
B jest 2n-katem foremnym. Sprawdzi¢, ze dtugosé ta jest mniejsza od 27 dla
nieparzystych wartosci n, a wieksza dla parzystych.

Czy zycie musi by¢ oparte na weglu?
Janusz PETKOWSKI*

Mozliwo$¢ istnienia zycia, ktore wykorzystuje pierwiastki inne niz wegiel
jako podstawowy budulec swojej biochemii, urzeka ludzka wyobraznie od
ponad wieku. Stalym rywalem wegla jest krzem. Co jednak mamy na mysli,
moéwiac ,,zycie oparte na krzemie”? Najczesciej chodzi o réznorodna chemie
krzemoorganiczna, a konkretnie biochemie, w ktorej krzem zastepuje wegiel
w czasteczkach organicznych.

Krzem ma wiele cech wspdlnych z weglem i wystepujac pod réznymi postaciami
krzemianéw w skalach, jest drugim (po tlenie) najbardziej rozpowszechnionym
pierwiastkiem w skorupie ziemskiej. Mimo jego obfitoéci znamy niewiele
przykladéw zastosowania krzemu przez zycie: jest to kwas krzemowy

(np. HySiOy4) i krzemionka (SiOz). Aby odpowiedzie¢ na pytanie, czemu
wykorzystanie krzemu jest tak ograniczone, i dowiedzie¢ sig, czy krzem (lub inne
pierwiastki) zamiast wegla moze by¢ gléwnym budulcem jakiej$ pozaziemskiej
biochemii, musimy najpierw zrozumieé, jakie sg ogdlne wymagania dotyczace
chemii zycia, niezaleznie od jego chemicznej podstawy.

Ogdlne wymagania dotyczace chemii zycia to kilka cech, ktore

musi spelni¢ kazda biochemia. Zasadnicze sg trzy aspekty: wystarczajaca
réznorodno$¢ chemiczna, stabilnosé i reaktywnosé oraz obecnosé rozpuszczalnika.
Mimo ze réznorodnosé chemiczna, reaktywnosé i wymagania dotyczace
rozpuszczalnikéw sa powigzane, oméwimy je oddzielnie ponizej.

Réznorodnosé chemiczna to wymog istnienia dostatecznie szerokiego zestawu
zwigzkéw chemicznych zdolnych do pelnienia wielu funkeji biologicznych. Zycie
na Ziemi robi uzytek z aminokwaséw (do produkcji biatek), cukréw i zasad
azotowych (do produkeji kwaséw nukleinowych), hydroksy- i ketokwaséw (jako
podstawowych pélproduktéw metabolicznych), lipidéw (do produkcji bton
komoérkowych) oraz wielu innych substancji. Tak zréznicowany zestaw zwiazkdéw
chemicznych wymaga zestawu pierwiastkéw zdolnych do budowania czasteczek
ztozonych z wielu atoméw, ktére zapewnia wystarczajaca funkcjonalnosé
biologiczna. Wymagana réznorodnosé chemiczna mozna osiagnaé jedynie za
pomoca dostatecznie uniwersalnego pierwiastka zdolnego do budowy rusztowania
czasteczki. Takie atomy pierwiastka rusztowania musza sie z kolei stabilnie
wigzaé ze soba i z atomami innych pierwiastkéw — z heteroatomami (atomami
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Rys. 1. Poréwnanie siarkowych, borowych,
krzemowych i weglowych rusztowan
czasteczek chemicznych. Siarka

(np. w czasteczce S1106) moze tworzyé
tanicuchy atomoéw potaczonych ze sobg lub
wiazaé si¢ z ré6znymi heteroatomami, np.
azotem lub tlenem. Jednakze takie
siarkowe lancuchy majg bardzo
ograniczong mozliwo$¢ rozgale¢ziania sie,
co mocno ogranicza réznorodnosé
ksztaltow czasteczek zbudowanych

z siarkowego rusztowania. Bor

(np. B1oH14) tworzy raczej skupiska
atoméw niz mniejsze, liniowe czasteczki,
czyli jest niejako przeciwienstwem siarki.
Z drugiej strony krzem (np. izomer
dekasilanu SijgHa2) i wegiel (np. izomer
dekanu Cy19Ha2) tworzg tancuchy

o liniowych badz rozgate¢zionych
strukturach mogacych wigzacé sie

z réznymi heteroatomami. Sposréd
mozliwych alternatywnych pierwiastkéw
rusztowania krzem wydaje si¢ najbardziej
obiecujacym wyborem jako zamiennik
wegla w biochemii

Cukry, na przyktad, nie moga by¢
trwalym skladnikiem hipotetycznej
biochemii, w ktérej rozpuszczalnikiem jest
stezony kwas siarkowy, poniewaz pod
wplywem kwasu siarkowego w przeciggu
kilkudziesieciu sekund odwadniajg si¢ one
do amorficznego wegla.

funkcjonalnymi). Dobry atom rusztowania musi taczy¢ sie w lancuchy i klastry,
aby zbudowaé szkielet czasteczki, jednoczeénie umozliwiajac heteroatomom
aktywnosé chemiczng i w efekcie zapewnié funkcjonalno$é biologiczna
czasteczki. Pierwiastki budujace rusztowanie czasteczek powinny réwniez
zapewnia¢ mozliwos¢ tworzenia duzych czasteczek, a co za tym idzie — duzej
liczby réznorodnych biomolekul. Rusztowanie musi by¢ stosunkowo stabilne

i niereaktywne chemicznie i jednocze$nie dobrze wiazac si¢ z heteroatomami.

Na Ziemi wegiel jest gléwnym pierwiastkiem rusztowania czasteczek
wchodzacych w sktad biochemii, co ttumaczy dostowny sens terminu

zycie oparte na weglu”. Kilka innych pierwiastkéw niebedacych metalami
mogloby stanowi¢ realna alternatywe rusztowania dla wegla. Siarka, bor,

a w szczegolnosci krzem sa zdolne do tworzenia zwiazkow kowalencyjnych,

w ktérych wiele atomoéw tego samego typu wiaze sie, tworzac duze czasteczki
(rys. 1). Polimery na bazie siarki, np. amfifilowe (tzn. np. jednoczesnie wodo-

i ttuszczolubne) politioniany, sa jednak ograniczone do lancuchéw liniowych,

co powaznie ogranicza réznorodnos$é ksztaltow takich czasteczek. Bor rowniez
tworzy struktury polimerowe; sa one jednak raczej skupiskami atoméw niz
mniejszymi czasteczkami (np. dekaboran(14), B1gHy4, o strukturze podobnej do
nanoczasteczki diamentu). Posrdod tych mozliwosci krzem wydaje sie najbardziej
obiecujacym wyborem jako zamiennik wegla.

Poniewaz rusztowanie z samego wegla (i wodoru) zapewnia jedynie bardzo
ograniczone funkcje zwigzane z metabolizmem, heteroatomy sa niezbedne do
zapewnienia reaktywnosci chemicznej. Heteroatomy moga tworzyé¢ wiazania
kowalencyjne z weglem lub innymi pierwiastkami, z ktérych zbudowane jest
rusztowanie czasteczek, réznia si¢ one jednak elektroujemnoscia od atoméw
rusztowania. Réznica w elektroujemnodci zapewnia reaktywnos$é czasteczek.
Reaktywnosé chemiczna zapewniona przez heteroatomy jest odpowiedzialna
za zdecydowana wiekszo$¢ reakcji metabolicznych zachodzacych w ziemskich
organizmach. Zycie na Ziemi wykorzystuje kilka heteroatoméw (tlen O,

azot N, siarka S i fosfor P), ktore tworza wiazania kowalencyjne zaréwno

z weglowym rusztowaniem biomolekul, jak i miedzy soba, co umozliwia
chemiczng réznorodno$é i reaktywnosé niezbedna do zZycia.

Krzem tworzy stabilne wigzania kowalencyjne z tymi samymi kluczowymi
elementami budulcowymi co wegiel: z samym weglem, a takze azotem, tlenem,
siarka, fosforem i halogenami (fluorem, chlorem, bromem, jodem), moze nawet
tworzy¢ wiazania kowalencyjne z réznymi metalami. Oprécz wszechstronnego
wigzania wielu innych pierwiastkéw w najbardziej powszechnym stanie
tetrakoordynacyjnym, krzem moze rowniez tworzy¢ stabilne zwiazki penta-

i heksakoordynacyjne z kluczowymi pierwiastkami biogennymi, takimi jak

azot, wegiel lub tlen, z ogélnym tadunkiem czasteczki lub bez niego. Czesto
prowadzi to do powstania krzemowych zwiazkéw chemicznych, ktére nie maja
bezposrednich analogéw wérdd organicznych zwiazkéow wegla, z czego wynika, ze
potencjalna réznorodnosé chemiczna krzemu (chociaz osiagnieta w inny sposéb)
moze by¢ tak duza, jak wegla. Jednak teoretyczna réznorodnosé chemiczna,
ktora zapewnia Si, nie jest wystarczajaca, aby przewazy¢ na korzyéé¢ krzemu
jako dobrego pierwiastka rusztowania — wazna jest réwniez stabilno$¢ chemiczna
i reaktywnosé czasteczek zawierajacych Si. Przyjrzymy sie zatem tym cechom
zwiazkéw krzemu dokltadniej.

Stabilno$¢ chemiczna i reaktywnosé to drugi ogélny wymodg chemii zycia:
musi istnie¢ réwnowaga miedzy stabilnoscig substancji biochemicznych a ich
reaktywnoscia w rozpuszczalniku. Substancje biochemiczne powinny by¢ odporne
na reakcje zarowno z rozpuszczalnikiem, jak i ze sobg nawzajem, w zaleznosci
od skali czasowej wymaganej funkcji biologicznej. Innymi stowy, substancje
biochemiczne musza do pewnego stopnia reagowaé¢ w swoim rozpuszczalniku,
aby mogly spelnia¢ wymagane funkcje biologiczne.

Rozpuszczalniki aprotyczne (czyli takie, ktére nie moga przekazywaé
protonéw) sa zwykle mniej reaktywne niz woda, amoniak i kwas siarkowy.
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Rozpuszczalniki protonowe (protyczne)
zawieraja w swojej strukturze chemicznej
tak zwane ,kwasne protony”, ktére moga
ulec oderwaniu lub braé¢ udziat

w tworzeniu wigzan wodorowych.
Rozpuszczalniki protonowe to np. woda,
amoniak lub kwas siarkowy. Wszystkie
rozpuszczalniki protonowe sg réwniez
rozpuszczalnikami polarnymi.
Rozpuszczalniki aprotonowe (aprotyczne)
nie maja w swojej strukturze chemicznej
ykwadnych protonéw”, np. ciekly azot lub
ciekly metan. Rozpuszczalniki aprotonowe
moga by¢ polarne lub niepolarne.

SiHg

CH, Si
H,Si7 \a

_SiH,
i

Rys. 2. Tworzenie wielu biologicznie
waznych czgsteczek i grup funkcyjnych
jest znacznie mniej wydajne dla krzemu
niz dla ich weglowych odpowiednikéw.
Jednym z takich przykladéw jest
tworzenie struktur nienasyconych.
Struktury sprzezonych podwdéjnych
wiazan, takie jak w weglowodorze

o nazwie izopren (schemat po lewej), sa
tatwo tworzone przez zycie na Ziemi.
Tworzenie jakichkolwiek nienasyconych
struktur krzemu (schemat po prawej)
(np. zawierajacych podwdéjne lub potrdjne
wigzania miedzy atomami krzemu) jest
wysoce nieefektywne. Jesli w ogdle sa
stabilne, to tylko wtedy, gdy sa chronione
przez inne grupy organiczne, i tylko

w bardzo niskich temperaturach
kriogenicznych
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OH o \ _oH
| S
HO\. O/Si<—0—5l—0 o ./OH
T/Sl\c\) 0\ 0—Si—_ /s'\\OH
0 o Si—o OH
g N O\ /O/oH
' VAANR <
OH O—si. HO ¢ | OH
HO/ OH o
H H H H
N \/ \/ / /H |
NN S si M
Si N Si Si
Si "
e , /\ /S'\ Si si \H
H H H \H

Rys. 3. Polimeryzacja krzemu

w warunkach, gdzie tlenu jest pod
dostatkiem, prowadzi do powstania siatki
tancuchéw Si-O (takich jak przykladowa
struktura bezpostaciowej krzemionki,
schemat u géry), a nie polimeréw
liniowych, z wigzaniami Si-Si, takich jak
silany (np. n-dekasilan, SijoHgz2, schemat
dolny). W rezultacie chemia Si

w srodowiskach bogatych w tlen

(np. w wodzie) ostatecznie prowadzi do
powstania krzemionki (SiOs2)

Rozpuszczalno$é ciat statych

w jakimkolwiek rozpuszczalniku
generalnie roénie wraz z temperatura,
wiec powszechnie dostepne
rozpuszczalniki aprotonowe, takie jak
ciekly metan (obecny np. na Tytanie,
ksiezycu Saturna) i ciekly azot, sg
slabymi rozpuszczalnikami, poniewaz sa
ciekle tylko w bardzo niskich
temperaturach. Chemiczny charakter

i temperatura rozpuszczalnika wpltywa
zaréwno na to, jaki rodzaj chemicznych
rusztowan jest mozliwy, jak réwniez na to,
jaka chemia heteroatomoéw jest stabilna
w danym rozpuszczalniku.

Ponadto reaktywnos¢ jest znacznie zmniejszona w niskich temperaturach,

wiec prawie kazda substancja chemiczna jest stabilna w aprotycznych
rozpuszczalnikach, takich jak ciekly metan lub ciekly azot. Dlatego tez bardzo
stabilne zwiazki chemiczne nie beda sktadnikami Zycia w zimnych, aprotycznych
rozpuszczalnikach, po prostu nie beda wystarczajaco reaktywne, by wykonywac
swoje biologiczne zadania.

W jaki sposéb chemia organiczna krzemu spelnia wymagania rownowagi miedzy
wystarczajaca stabilnoscia a reaktywnoscia chemiczng? Pomimo potencjalnie
bogatej i réznorodnej chemii krzemoorganicznej bezposrednie zastapienie wegla
krzemem w czasteczkach organicznych jest czesto niemozliwe. Wynika to ze
znacznie wigkszej reaktywnosci czasteczek krzemoorganicznych, zwlaszcza

w standardowych temperaturach i w wodzie (rys. 2). Na przyklad, chociaz
krzem jest zdolny do tworzenia dlugich tancuchowych struktur chemicznych

z wiazaniami Si-Si (np. w silanach), sa one znacznie bardziej reaktywne niz

ich odpowiedniki C-C, zwlaszcza w wodzie. W wyniku wiekszej reaktywnosci
wiazania Si-Si najpowszechniejsze stabilne polimery krzemu sa zbudowane

z tancuchéw Si-O — poniewaz wiazanie Si-O jest nieproporcjonalnie silniejsze

od jakichkolwiek innych wigzan zawierajacych Si. Co wigcej, polimeryzacja
krzemu czesto prowadzi do siatki tancuchéw Si-O, a nie liniowych polimeréw,
jak w przypadku wegla; tworzenie dtugich liniowych polimeréw jest czesto
wymieniane jako podstawowa charakterystyka kazdej biochemii. W rezultacie
chemia Si w $rodowiskach bogatych w tlen, np. w wodzie, ostatecznie prowadzi
do krzemionki SiO4, ktora jest chemicznie odpornym ciatlem stalym, a nie gazem,
jak w weglowym odpowiedniku SiOs2, czyli CO4 (rys. 3).

Czy znaczy to zatem, ze ze wzgledu na ogélnie znacznie wyzsza reaktywnosé
krzemu zwiazki zawierajace krzem sa catkowicie bezuzyteczne do zycia

jako wazny element budulcowy? Niekoniecznie. Stabilnos¢ i reaktywno$é sa
wypadkows samej chemii, ale takze rozpuszczalnika.

Rozpuszczalnik jest istotny z nastepujacych powodéw: zycie chemiczne

musi dziata¢ w osrodku, ktéry pozwala czasteczkom na ruch, ale ktéry jest
jednoczesnie wystarczajaco gesty, aby powstrzymaé duze czasteczki przed
wytracaniem sie w postaci agregatéw. Oznacza to, ze chemia zycia musi dzialaé
w gestym, ale ptynnym rozpuszczalniku — w cieczy. Woda jest powszechnie
uwazana za idealny, by¢ moze jedyny, rozpuszczalnik gwarantujacy rozwéj zycia.
Woda aktywnie pomaga w samoorganizacji blon i polimeréw zycia, umozliwiajac
w ten sposéb zjawisko kompartmentalizacji, czyli rozdzielania na przedzialy
(np. komorki), co jest koniecznym warunkiem zycia. Na Ziemi woda w stanie
cieklym odgrywa dodatkowo aktywna role w procesach metabolicznych zycia.
Czy woda w stanie cieklym moze podtrzymaé zlozong chemie¢ krzemoorganiczna?
Jest to malo prawdopodobne, bo jak wspomniano powyzej, potencjalna
przestrzen mozliwosci chemii krzemu skutkuje zwigzkami najczesciej zupelnie
niestabilnymi w wodzie, co w rezultacie oznacza, ze biochemia krzemu

na Ziemi jest niezwykle ograniczona chemicznie. W organizmach zywych
wykorzystujacych Si (np. u okrzemkdéw) atom krzemu jest zwiazany wylacznie

z tlenem, tworzac wiazanie pojedyncze Si-O.

Jedli woda nie jest odpowiednim rozpuszczalnikiem dla réznorodnej, ztozonej
chemii krzemu, to moze inne, alternatywne rozpuszczalniki sa bardziej przyjazne
dla chemii krzemu jako budulca zycia? W szczegdlnosci przyjrzymy sie
przyktadom kwasu siarkowego i krio-rozpuszczalnikéw, poniewaz substancje te
sa obserwowane w naszym Uktadzie Stonecznym i moga mieé¢ znaczenie w skali
planetarnej.

Chemia krzemu, a wlaéciwie ogdlnie rzecz biorac kazda chemia, jest

znacznie bardziej stabilna w zimnych rozpuszczalnikach aprotonowych
(krio-rozpuszczalnikach) niz w rozpuszczalnikach protonowych. Jednak pomimo
sprzyjajacych warunkow dla stabilno$ci i reaktywnosci pokonanie bariery
rozpuszczalnoéci w krio-rozpuszczalnikach jest prawdopodobnie niemozliwe, co
utrudnia powstanie jakiegokolwiek rodzaju biochemii w takim $rodowisku.
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Rozwigzanie zadania F 1026.

Do oszacowania masy spoczynkowej
skorzystamy ze zwigzku calkowitej energii
czastki o masie spoczynkowej m, z jej
predkoscig v:

m,c?

E= —,

gdzie ¢ jest predkoscia $wiatla, a 8 = v/c.
Im wigksza predko$é, tym wigksza energia
czastki. Czas t potrzebny do pokonania
odlegtosci L wynosi t = L/v=L/(8 - c).
Réznica At miedzy dotarciem do
detektora czastek o najmniejszych

i najwigkszych energiach wyniesie:

L 1 1 L(B2— B
At = = )= L(B2 — 1)
c \ A B2 cfB1p

gdzie parametr 8; odpowiada czgstkom

o najmniejszych energiach (E1),

a B2 o najwiekszych energiach (E2). Obie
wartoéci S muszg by¢ bardzo bliskie 1,
jesli po 170000 lat lotu réznica

czaséw przelotu czastek najszybszych

i najwolniejszych wynosi tylko At ~ 2 s.
Wyznaczmy warto$é¢ 8 dla czastki

o energii E i skorzystajmy z faktu, ze
obie interesujace nas wartosci 8 sa bardzo
bliskie 1:

2

v

. m

4 2 4
- ct m;,c

B =

B2 262
Po podstawieniu do wzoru na At

i skorzystaniu z faktu, ze f1682 ~ 1,
otrzymujemy:

L 5, ( 1 1
moct | —= — = |,
2¢c Y E? EZ)’

mlz,(:/1 = 2ent 7EfE§ .
L (EZ - E?)

Po podstawieniu danych liczbowych
(1 rok = 31,6 - 107 s) otrzymujemy
ml,c2 =~ TeV. Wartos$é¢ ta miesci sie
w przedziale wartosci szacowanych na
podstawie innych danych
eksperymentalnych.

a stad:

Dowiedz sie wigcej: Petkowski, J. J.,
Bains, W., & Seager, S., ,,On the
Potential of Silicon as a Building Block
for Life”, Life, 10(6), 84 (2020),
www.mdpi.com/2075-1729/10/6/84

7 drugiej strony, kwas siarkowy HySO, jest rozpuszczalnikiem jeszcze
bardziej agresywnym chemicznie niz woda, co w konsekwencji oznacza, ze

nie jest on idealnym rozpuszczalnikiem dla ziemskiej biochemii, szybko
niszczonej przez stezony kwas. Znaczna cze$¢ chemii krzemoorganicznej jest
jednak stabilna w trudnych warunkach stezonego HoSOy. Jest to mozliwe,
poniewaz niestabilnos¢ zwiazkéw krzemu w wodzie wynika w duzej mierze

z nukleofilowego ,ataku” jonéow OH na atom krzemu i stabilnosci powstalej
w ten sposéb struktury pentakoordynacyjnej. W warunkach stezonego kwasu
siarkowego dominuje natomiast atak elektrofilowy, a atomy krzemu, ubogie

w elektrony w prawie wszystkich zwiazkach, nie sg skutecznymi celami chemii
elektrofilowej. Taka réznica w reaktywnoéci oznacza, ze szereg grup chemicznych
wystepujacych w zwiazkach krzemoorganicznych, stosunkowo nietrwatych

w wodzie, jest stabilny w kwasie siarkowym.

Fakt, ze wieksza liczba krzemowych grup funkcyjnych wydaje sie bardziej
stabilna w stezonym kwasie siarkowym niz w wodzie, otwiera mozliwos¢
szerszego wykorzystania chemii krzemu przez hipotetyczne zycie funkcjonujace
w kwasie siarkowym. Choé¢ wegiel nadal pelnitby dominujaca funkcje jako
glowny pierwiastek budulcowy w biochemii opartej na kwasie siarkowym, krzem
moglby byé¢ szeroko uzywany jako heteroatom. Jednym z przykladéw mozliwych
stabilnych czasteczek krzemoorganicznych, ktére moglyby zosta¢ wykorzystane
przez hipotetyczne zycie na bazie kwasu siarkowego, sa silany (czasteczki krzemu
zawierajace wiazania Si-Si). Lancuchy Si-Si, o ktérych wiadomo, ze sa stabilne
w stezonym kwasie siarkowym, majg tak uksztaltowane orbitale molekularne o,
ze umozliwiaja przewodzenie elektronéw wzdluz rusztowania czasteczki. Takie
przewodzenie elektronéw jest analogiczne do sprzezonych ukladéw alkenowych
w biochemii Zycia na Ziemi. Sprzezone alkeny, takie jak izopren (rys. 2), sa
bardzo szybko atakowane w stezonym HoSOy, wiec w zasadzie dlugotancuchowe
silany w kwasie siarkowym moga zastepowa¢ funkcje biochemiczne wykonywane
przez sprzezone dieny w biochemii ziemskiej. Taka wyjatkowa chemia krzemu
moze zapewnié¢ niezbedna funkcjonalnosé biologiczna, ktéra w innym przypadku
trudno byloby osiagnaé¢ w kwasie siarkowym wytacznie na bazie wegla.

Podawane tu przyklady potencjalnych biologicznych zastosowan chemii
krzemu to oczywiscie spekulacje, a nie przewidywania. Uzywamy ich tutaj
wylacznie w celu zilustrowania, ze krzem ma okreslone zalety jako heteroatom
dla biochemii funkcjonujacej w kwasie siarkowym jako rozpuszczalniku —
zalety, ktore albo nie maja znaczenia dla jego zastosowania, albo maja
mniejsze dla zastosowania w wodzie. Kwas siarkowy, w przeciwienstwie do
innych proponowanych alternatywnych rozpuszczalnikéw, takich jak HCN

i NH3, ma precedens w naszym Uktadzie Stonecznym — istnieje jako ciecz

w skali planetarnej, w chmurach Wenus. Warstwa chmur Wenus rozciaga si¢
w zakresie wysokosci od 48 do 60 km, z temperaturami < 100°C i ciénieniem
< 2 baréw, i sktada si¢ z kropelek cieklego kwasu siarkowego. Hipotetyczna
biosfera w chmurach Wenus jest przedmiotem spekulacji naukowych od wielu
dziesiecioleci. Nie wiadomo, czy i jaka biochemia moglaby istnie¢ w tak
silnie reaktywnym i agresywnym rozpuszczalniku protonowym, jakim jest
kwas siarkowy, ale jak wskazuje powyzsza dyskusja, istnieje — przynajmniej
teoretycznie — mozliwos¢ biochemii, ktéra w szerszym zakresie, niz to znamy
z Ziemi, wykorzystuje krzem.

Podsumowujac, krzem i wegiel to ,falszywe blizniaki”: ich chemiczne
podobienistwo jest powierzchowne. Zycie oparte na krzemie, ktére wykorzystuje
wylacznie Si jako gtéwny pierwiastek rusztowania, jak to jest czesto
przedstawiane w twérczosci science fiction, jest prawie na pewno niemozliwe.
Potencjalne mozliwosci chemii krzemu sa bardzo ograniczone dla biochemii
opartej na wodzie w roli rozpuszczalnika, natomiast jakikolwiek rodzaj biochemii
jest bardzo mocno limitowany w rozpuszczalnikach kriogenicznych z powodu
ograniczen rozpuszczalnosci. Wydaje sie jednak, ze krzem moégltby by¢ elementem
biochemii zycia jako czgsto spotykany heteroatom w biochemii opartej na kwasie
siarkowym lub, jak to ma miejsce na Ziemi, jako rzadki heteroatom w biochemii
opartej na wodzie, ale nie jako gléwny budulec zycia.
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Jak wyznaczy¢ najbardziej dowolny trojkat?

Piotr PIKUL*

Kazda liczba naturalna ma jaka$ niezwyktla wlasciwos¢.
Gdyby tak nie bylo, istniataby najmniejsza liczba naturalna
nieposiadajaca zadnej wyr6zniajacej jej wlasnosci. A to juz
czyniloby ja wyjatkowa!

To nieco zartobliwe rozumowanie jest pokrewne

z problemem, ktéremu przyjrzymy sie w niniejszym
artykule. Ze szkolnych lekcji geometrii pamigtam narzekania
na rysunki trojkatéw. Ktos rysowal ,dowolny” trojkat na
tablicy, a potem trzeba bylo poprawiaé, bo wygladal jak
prostokatny. Czasem tez bywal za bardzo réwnoramienny.
Zapewne réznie mozna ocenia¢ zasadnos¢ takich narzekan.
Mozna tez sprobowaé nadaé¢ im matematyczny sens!

Szukamy tréjkata ostrokatnego, ktory jest mozliwie
,hajbardziej odlegly” od bycia prostokatnym lub
réwnoramiennym. Jest oczywiste, ze cecha ta nie powinna
zaleze¢ ani od polozenia trdjkata na plaszczyznie, ani

od jego wielko$ci (méwiac precyzyjnie: tréjkaty podobne
uznajemy za nierozréznialne). Mozna prébowaé zdefiniowaé
odleglosé pomiedzy trojkatami w bardzo abstrakcyjny
sposéb, wybierajac najmniejsza ,odleglo$é” (np. odleglodé
Hausdorffa lub podobng) pomiedzy reprezentantami klas
abstrakcji. Takie podejscie moze okazaé si¢ niewygodne

w stosowaniu. Lepiej najpierw nieco ,zorganizowac”
przestrzen wszystkich tréjkatow.

Skoro chcemy by¢ niezalezni od podobienstwa, mozemy
ustali¢ jeden bok (AB). Mozemy si¢ ograniczy¢ do sytuacji,
gdy ten konkretny bok jest najdtuzszy. Dalej, korzystajac

z odpowiednich symetrii osiowych, mozemy umiescié¢ trzeci
wierzcholek ,,ponad” podstawa AB i po prawej stronie jej
symetralnej (czyli |AB| > |AC| > |BC|).

Zauwazmy, ze kazdy punkt wewnatrz zakreskowanego
obszaru (ograniczonego odcinkiem AB, jego symetralng
oraz tukiem okregu o srodku A) odpowiada jednoznacznie
tréjkatowi, dla ktérego jest trzecim wierzchotkiem (C').
Ponadto, jak juz wczedniej wspomnielismy, kazdy tréjkat
ma swojego reprezentanta tej postaci, i to doktadnie
jednego. Rysunek 1 przedstawia wiec, w pewnym

sensie, zbiér wszystkich tréjkatéw, z doktadnoscia do
podobienstwa.

Rys. 1 A B

To jednak nie koniec, poniewaz mozemy zamienié

go w prawdziwg mape zbioru wszystkich tréjkatow!

Na uzupelnionym rysunku 2 wyrédzniono punkty
odpowiadajace trojkatom prostokatnym (czarny tuk
okregu) oraz réwnoramiennym (kolorem). Wsréd tréjkatéw
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réwnoramiennych wyrézniaja sie dwa podzbiory: punkty
lezace na pionowym odcinku reprezentujg tréjkaty
majace podstawe nie krotsza od ramion, a te lezace

na tuku oznaczaja, ze to ramiona sa nie krétsze od
podstawy. Na ich przecieciu lezy jedyny i niepowtarzalny
tréjkat rownoboczny. Drugi charakterystyczny tréjkat,
prostokatny-rownoramienny, lezy oczywiscie na przecieciu
tuku reprezentujacego trojkaty prostokatne i odcinka
zarezerwowanego dla réwnoramiennych.

T~ R

|

|

|

|

|

|

|

|

|/

%
[

Al B

Rys. 2

Znalezienie na ,mapie” trzeciego, czesto wspominanego
w geometrii szkolnej, tréjkata ,,30-60-90” pozostawiam
jako proste ¢wiczenie pomagajace poglebi¢ zachwyt nad
geometria przestrzeni wszystkich trojkatow.

Czarna, przerywana linia oznacza tréjkaty zdegenerowane,
ktorym — tradycyjnie — nie poswiecimy juz wiecej

uwagi. Jak Czytelnicy z pewnoscig spostrzegli, obszar
zakreskowany liniami poziomymi zawiera tréjkaty
rozwartokatne, a linie pionowe ozdabiaja dziedzing
tréjkatow ostrokatnych, ktorymi szczegdlnie sie teraz
interesujemy.

Dzigki ,mapie” okreslenie, jak daleki jest dany tréjkat

od bycia réwnoramiennym (prostokatnym), stalo sie
precyzyjne. Skoro chcemy wyznaczy¢ trdjkat, ktory jest jak
najbardziej odlegly od rownoramiennych i prostokatnych,
interesuje nas Srodek najwiekszego okregu, jaki mozna
zmiesdci¢ w zakreskowanym pionowo obszarze (PBR).

W ogdlnosci, jesli boki ,tréjkata” nie sa odcinkami, taki
maksymalny okrag niekoniecznie jest styczny do kazdego

z nich. Czytelnik Zaskoczony proszony jest o samodzielne
poszukanie przykladu demonstrujacego te patologie. Akurat
w naszym przypadku okrag wpisany (czyli styczny do
wszystkich ,,bokéw”) jest maksymalny. Czytelnikowi
Ambitnemu polecam zastanowienie sig, co sprawia, ze

tak jest, dlaczego okrag wpisany w krzywoliniowy tréjkat
(wladciwie: punkt réwnoodlegly od wszystkich ,,bokéw”)

w ogdle istnieje i jest tylko jeden. W dalszej czesci po
prostu go wskazemy.

W celu wyznaczenia interesujacego nas punktu mozemy
postuzy¢ sie uktadem wspétrzednych. Ustalajac A = (—1,0),
B = (1,0) oraz szukany punkt jako C' = (d, h), nietrudno
wyrazi¢ jego odlegtodci od pionowego odcinka i obu tukdéw
(réznice dlugosci promienia i odlegtoéci punktu od $rodka
odpowiedniego okregu):



dy = d,
ngT’BRf|AC|:27 (d+1)2+h2,

d3:|CO|7TBp:\/d2+h271.

Przez O oznaczamy tu, tradycyjnie, poczatek ukladu
wspolrzednych. Zakladajac, ze di = d2 = d3, mozemy
wyliczy¢ rozwigzanie d = %, h = @. Znajac h i twierdzenie
Pitagorasa, bez trudu wyznaczymy dhugosé boku BC,
Wynoszaca, @. Jedli wiec przemnozymy dlugosci bokdw
przez 4, otrzymamy, ze

(werble)

najbardziej dowolnym tréjkatem jest ten
o proporcjach bokéw 8 : 7 : 1/33.
Przed przeprowadzeniem wspomnianych obliczen nigdy
o takim trdjkacie nie styszalem, ale to o niczym nie
Swiadczy.

By¢ moze niektérzy Czytelnicy od poczatku sie
zastanawiaja, dlaczego wcale nie poruszyliémy kwestii
miar katow. Przeciez zardwno prostokgtnosé, jak

i rownoramiennosé mozna tatwo wyrazic¢ za ich pomoca,
a do tego ,za darmo” otrzymujemy niezalezno$é¢ od
podobienstwa. Teraz wyprobujemy to podejscie.

Rozwazmy tréjkat o katach «, 51 +. Poniewaz interesuja
nas tréjkaty ostrokatne, mamy «, 3,y < 90°. Aby tréjkat
byl jak najmniej prostokgtny, réznice 90° — «, 90° — 3
oraz 90° — ~ powinny osiagaé jak najwigksze wartosci.
Aby byl jak najmniej réwnoramienny, réznice |a — f),

oo — | i |8 — 7| powinny osiagaé jak najwieksze wartosci.
Podsumowujac, chcemy wyznaczy¢ takie katy, zeby wartosé
min{90° — &, 90° — 3,90° — 7, |a — B, [ =7, |8 — 7}

byla jak najwieksza.

Ponadto wiemy, ze v = 180° — a — 3, czyli mozemy
ograniczy¢ sie do dwdch zmiennych. Po podstawieniu nasze
wyrazenie uzyskuje postac:

F(a,p) = min{90° —a, 90° -3, a+ 5 —90°,

la — B, |20+ B —180°|, |a+ 28 — 180°| }.

Wartoéci v i 3, dla ktorych osiagana jest najwicksza
warto$é F, mozna znalezé recznie, badajac uktad kilku
nierownosci liniowych i rozpatrujac rézne przypadki. Mozna
tez narysowaé wykres za pomoca odpowiednio zdolnego
oprogramowania.

Niezaleznie od preferowanej metody rozwiazanie jest,
z dokladnoscig do permutacji miar katéw, jedno: tréjkat
o miarach katow wewnetrznych 45°, 60° i 75°.

Zauwazmy, ze mozemy rozwazy¢ osobno ,odlegtoéé¢ od
prostokatnosci” réwna min{90° — «, 90° — 3, 90° — ~}
oraz ,odlegto$¢ od réwnoramiennoéci” rowna

min{|a — 8|, |a — 7|, | —~|}. W przypadku
przedstawionego rozwiazania obie wielkosci osiagaja te
samag wartos¢ 15°.

Zwrdémy jeszcze uwage, ze ,,podejécie katowe”

(po uéciSleniu v > 8 > «), generuje alternatywna ,,mape”
przestrzeni wszystkich tréjkatéw. I to mape w ksztatcie
tréjkatal

Na tej ,mapie” trojkaty o ustalonej mierze ktorego$ z katéw
sg reprezentowane przez proste odcinki. Odréznia ja to

od wersji przedstawionej poprzednio. Jesli ktos nabrat
przekonania, ze w porownaniu z druga ,,mapa” ta pierwsza
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nie ma wlasciwie nic do zaoferowania, proponuje poszukaé
sposobu konstruowania trojkata odpowiadajacego danemu
punktowi ,,mapy katowej”.

«a
90° ~~ T T T -~~~ A
N 7
N s
. o
\ R
60°|------- N |
\
|
I
I
|
|
|
Rys. 3 0 0° 60° 90° A

Zostawmy jednak na chwile ,,mapy” i wréémy do
trojkata ,45—60-75". W zadnym razie nie chce podkopaé
u Czytelnika wiary w piekno matematyki, ale to

nie jest ten sam trojkat co wyznaczony wczedniej.
Formalne zweryfikowanie tego faktu jest bardzo proste,
w przeciwienistwie do rozpoznania ,na oko”, z ktérym
wyjgtkowo niewyjgtkowym trojkatem mamy do czynienia.

R\
/ \
| N
L1 [N

Rys. 4. Tréjkaty ,,45-60-75" (kolorem) oraz ,,8 : 7: v/33” (na czarno)

Tréjkat (tj. odpowiadajacy mu punkt na pierwszej
,mapie”) uzyskany druga metoda lezy na przecigciu
dwusiecznych katéw krzywoliniowego trojkata PBR
(prostych AP i RB), wiec pierwsze podejécie réwniez

go w pewien sposéb wyroéznia. Odrywajac sie nieco od
matematycznych konkretéw, mozemy powiedzie¢, ze
trojkat ten, aspirujacy do miana najbardziej dowolnego, jest
niejako poérednim pomiedzy dwoma najmniej dowolnymi —
rownobocznym i prostokatnym-rownoramiennym.

Ktory spoérod wyznaczonych tréjkatow jest bardziej
dowolny? Zapewne mozna sie¢ spiera¢. Co wiecej, $rodek
okregu wpisanego w ,trojkaty ostrokatne” na drugiej
mapie wyznacza trzeciego kandydata do miana najbardziej
dowolnego triojkgta. Mozna wskazaé zapewne jeszcze calte
mnostwo wyrafinowanych wersji srodka dziedziny trojkatéw
ostrokatnych (por. Encyclopedia of Triangle Centers,
faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html).
Mozna tez zapytaé, czy tréjkat 8 : 7 : /33 lezy w ciekawym
punkcie drugiej mapy?

By¢ moze jakies pozamatematyczne badania dotyczace
postrzegania ksztaltéw i katéw moglyby dorzucié¢ do tych
rozwazan swoj wklad, ale na razie wszystko wskazuje na to,
ze w kwestii wyznaczenia ,najbardziej dowolnego trojkata”
panuje pewna dowolnoé¢é. Chyba trudno wyobrazié¢ sobie
lepsza pointe dla tego artykutu.


http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html

* Politechnika Lubelska

Przypomnijmy, ze ciggi dodajemy
i odejmujemy nast¢pujaco:
{antnen £{bn}pen ={an £bn},cn-

Elementarny dowdd faktu, ze ciag
{Hn}, en jest rozbiezny, Czytelnik
znajdzie w artykule T. Malolepszego
Czlapanie do nieskoriczonodci (A3,).

Informacje o tym, w jaki sposéb mozna
konstruowaé cale rodziny nietrywialnych
par ciagéw rozbieznych o zbieznych
réznicach, Czytelnik Zainteresowany
znajdzie w ciekawej pracy J. Dence,

T. Dence, Pairs of divergent sequences
whose differences converge, Pi Mu
Epsilon Journal 13 (2009), 21-32.

Czytelnik byé moze zechce zajrzeé na
strone¢ 215 monografii ,Generators of
Markov chains”, wydanej ostatnio przez
Cambridge University Press.

Rozwigzanie zadania M 1677.

Niech I bedzie érodkiem okregu
wpisanego w tréjkat ABC. Zauwazmy, ze
tréjkaty ACT oraz IPA sa przystajace
(AC = AP, xPAI = xIAC, AI — bok
wspllny). Zatem

1
xIPC = xACI = E{ACB‘
Podobnie
1
XPQI = iézACB,

wiec tréjkat QIP jest réwnoramienny,
a to oznacza, ze I lezy na symetralnej
odcinka PQ. Punkt I réwniez lezy na
dwusiecznej kata AC B, wiec I = R!
Zatem

¥PRQ = ¥xPIQ = 180° — 2%xAPI =

=180° — XACB.

Podejrzane twierdzenie o ciggach
Adam BOBROWSKI*, Adam GREGOSIEWICZ*

Nietrudno uzasadnié, ze ze zbieznosci dwéch ciggdéw liczb rzeczywistych wynika
zbiezno$¢ ich réznicy, z granicg réwna réznicy odpowiednich granic. Innymi stowy,
jezeli granice limy,_, o0 @y, 1 limy,_, 00 by, istnieja, to ciag {a’"}nEN — {bn}nEN jest zbiezny
oraz

lim b,.
n—o0

lim (an —
n—o0

Oczywiscie implikacja w drugg strong nie jest prawdziwa: jezeli wiemy tylko tyle,

ze ciag {an — bn}, oy jest zbiezny, to niewiele mozna powiedzie¢ o samych {an},

i {bn},cn — Oba moga by¢ rozbiezne. By si¢ o tym przekonaé, wystarczy wzia¢ dowolny
ciag rozbiezny {an}neN i przyja¢ b, = an dla n € N. Nieco mniej trywialny przyktad
mozna skonstruowaé, wykorzystujac sumy czesciowe szeregu harmonicznego. Niech
mianowicie

bn) = lim an —
n—o0

1 1 1
H,=14+-+_-4...— > 1.
n + 5 + 3 + n’ n
Dlan € N mamy H,+1 — H, = 1/(n+ 1), zatem przyjmujac a, = Hp41 1 by = Hp,

widzimy, ze ciag {an — bn},cy jest zbiezny do zera, a jednoczeénie ciagi {an}
i {bn}, cy sa rozbiezne do +oo.

neN

Przez chwile mozna liczy¢ na to, iz w tego typu kontrprzyktadach istotng role odgrywa
fakt, ze rozwazane ciggi w pewien sposéb od siebie zaleza. Moze dla ciagéw istotnie
réznych — jakkolwiek te istotng réznoéé zdefiniujemy — takich kontrprzykltadéw nie da
sie skonstruowac¢? Nadzieja ta jest jednak ptonna. Niech a, == H, i b, :=Inn dlan € N.
Oba ciagi daza do +oco, a mimo to ciag {an — bn}, oy ma granicg. Rzeczywiscie, jak
nietrudno uzasadnié, jest on malejacy i ograniczony z dotu, a kazdy taki ciag jest
zbiezny. Granice

lim (H, —Inn) =0,577215...

n—00

nazywamy stalqg Fulera i oznaczamy zwykle przez ~y.

Skoro zbiezno$é {an — bn}, oy nie méwi zbyt wiele o samych ciggach {an}, oy

i {bn}, cy> by¢ moze warto rozwaza¢ pewne szczegblne podklasy ciggéw. Zalézmy na
przyklad, Zze jeden z nich jest przesunieciem drugiego, powiedzmy a, := bp41 dlan € N
i danego {b,}, oy Jak zauwazyli$émy wczeéniej (rozwazajac ciag o wyrazach b, = H,),
ze zbiezno$ci {bp4+1 — b"}neN nie mozna wywnioskowaé zbieznosci {b"}nGN’ Co ciekawe,
mozna natomiast wykazaé¢ implikacje nieco inna: limp— oo (bn+1 — bn) = g pociaga za
soba limy,— 00 br /1 = g.

Wyposazeni juz w pewna intuicje, przejdzmy do tytutowego twierdzenia, ktére by¢
moze nie ujrzaloby Swiatta dziennego, gdyby nie to, ze — z powoddéw, nad ktérymi nie
bedziemy si¢ tu rozwodzi¢ — jeden z autoréw tego artykulu rozwazat niedawno klase
ciggéw {bn}, cy O tej wlasnosci, ze

lim 3n(8bn+1 — gbn -+ bn—l) =0.

n—r oo
Rzut oka na te klase z nieco innej perspektywy pozwolil zauwazy¢, ze kazdy jej
element spetnia tez warunek

lim 3"(bpt1 —bn) =0.
n—oo
To juz wydalo si¢ podejrzane — przez chwile autor mial wrecz watpliwoéci, czy na
pewno wspomniana wyzej perspektywa nie wykrzywia rzeczywistosci, czy jej nie
zaklamuje — poniewaz przyjmujac
an = 3n(bn+1 — bn),
otrzymywal w ten sposéb implikacje
lim (8an —3an—1) =0

n—oo
ktéra w kontekscie przyktadéw rozwazanych wczesniej wyglada zaskakujaco. Jednak
fakt, iz w jej poprzedniku liniowa kombinacja ciagdéw nie jest po prostu réznica, ma
kluczowe znaczenie: ta implikacja rzeczywiscie jest prawdziwa. Stanowi to szczegdlny
przypadek nastepujacego twierdzenia, ktére — gdy sie nad nim chwile zastanowi¢ —
okazuje si¢ wcale nie tak podejrzane.

n €N,

— lim a, =0,

n—00

Twierdzenie. Jesli cigg {an}, cy ma te wlasnosé, ze dla pewnego o z przedziatu (—1,1)
granica

(1) lim (an+1 — aan)
n—o0
istnieje i jest rowna zero, to rowniez
lim a, = 0.
n—r o0

Dla |a] = 1 opisana wyzej implikacja nie jest prawdziwa.
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Rozwigzanie zadania M 1676.
Zalézmy, ze kazdemu z czlonkéw kota
znanych jest nie wigcej niz pigé osdb.
Wtedy pojawi si¢ cztonek kota, ktéry ma
nie wigcej niz czterech znajomych (nie ma
grupy 49 oséb, z ktérych kazda zna
dokladnie pigé oséb, poniewaz liczba par
znajomych w takiej grupie to (49 - 5)/2, co
jest liczba niecatkowita).

Wezmy teraz osobe (nazwijmy ja Ahmed),
ktéra ma nie wigcej niz 4 znajomych, jego
znajomych (nie wiecej niz czterech) i ich
znajomych (nie wiecej niz 16, poniewaz
kazdy ze znajomych Ahmeda ma co
najwyzej 4 innych znajomych). Usuiimy
te grupe z kotla (czyli nie wiecej niz

21 o0s6b) i rozwazmy jeszcze jedna osobe
(powiedzmy Hamzg) z powstalej grupy.
Hamza moze mie¢ co najwyzej pigciu
znajomych i nie wigcej niz 20 znajomych
swoich znajomych. Usurimy réwniez te
grupe z naszego kola (czyli nie wigcej niz
26 0s6b). Poniewaz jest tylko 49 oséb,

a usuneliSmy nie wigcej niz 47, pozostat
kto$ inny (niech to bedzie Thanna).
Wtedy jednak Ahmed, Hamza i Thanna
nie znaja sie i nie maja wspdlnych
znajomych — sprzeczno$cé.

Za podsuniecie pomystu uzycia
twierdzenia Stolza autorzy dzigkuja
Michatowi Miskiewiczowi, cztonkowi
komitetu redakcyjnego Delty.

Skoro juz wiemy, ze nasze twierdzenie
da si¢ wywnioskowaé z twierdzenia Stolza,
warto si¢ zastanowié, czy tego drugiego
nie da si¢ jakim$ sprytnym sposobem
wywnioskowaé z pierwszego. Analiza
dowodu twierdzenia Stolza podanego

w podreczniku Fichtenholza (tom 1,

str. 55) potwierdza przypuszczenie, ze te
wyniki sg pokrewne. Czy kto$ to potrafi
udowodni¢?

Dowdéd. By udowodnié¢ druga, tatwiejsza, czeéé tezy, zalézmy, ze mamy dane takie a,
ze |a| > 1. Ciag zdefiniowany wzorem a, := " dla n € N jest wtedy albo rozbiezny, albo
staly i niezerowy, a jednak an4+1 — aa, = 0. Ot, i caly kontrprzyktad.

W przypadku |a| < 1 sytuacja zmienia si¢ dramatycznie, a kluczem do istoty rzeczy
jest zbiezno$é szeregu ZZO:O a™ (ponizej zakladamy, ze o # 0, bo przypadek a = 0 jest
oczywisty). Jesli bowiem przyjmiemy ao = 0 i zdefiniujemy

(2) Cn = Qn — QAn—1, n €N,
to otrzymamy rekurencje
(3)

spetniong dla dowolnego n € N, ktora prowadzi do réwnosci
n

(4) an = Z a" e, n € N.
i=1

Specjalisci zauwaza, ze mamy tu do czynienia z czym$ w rodzaju splotu ciagu {a"}
ze zbieznym do zera ciagiem {c,}

Un = QApn—1 + Cn,

neN
neN*

7 zaleznoscia, w reku dowdd prowadzimy juz przebojem: majac dane € > 0,
znajdujemy k tak duze, by dla i > k zachodzita nieréwnos¢ |c;| < (1 — |a|)5. Nastepnie
tak dobieramy ng > k, ze

k—1 k—1
’Zan_zci = |a|™ Za_icl < %,
i=1 i=
o ile n > ng. Dla takich n mamy
n k—1 n n—k
i i i € € i€ €
S| < | Yol + Y lal el < S+ A= lah5 Y lal < S+ 5,
i=1 i=1 i=k j=0
co oczywiscie konczy dowdd. O

Powyzszy wynik (a dokladniej jego przypadek || < 1) mozna réwniez uzyskad,
wykorzystujac troche bardziej zaawansowane narzedzia — unikajac przy okazji
rachunkéw z epsilonami.

Mozna uzy¢ na przyklad twierdzenia Stolza, ktére — przypomnijmy — jest ciagowym
odpowiednikiem szerzej znanego twierdzenia de I’Hospitala traktujacego o funkcjach
i pozwala liczy¢ granice typu lim,— . 72, ale — jak wida¢ z naszego przyktadu — nie
tylko. Méwi ono, ze jedli ciag {vn}, cy ma granice nieskonczong, a przy tym rosnie, to

. . . . u —Uu . . . . . 7’ ’ 7
z istnienia lim, oo 21" wynika istnienie lim, .o %% oraz réwnoéé

Un+1—Un Un
. Un . Un+1 — Un
lim — = lim ————.

n—oo0 Un n—o00 Un4+1 — Un

Nawiasem méwigc, przyjmujac v, = n, otrzymujemy z twierdzenia Stolza wspomniang,
wyzej implikacje limp o0 (bny1 — bn) = g = limp 00 22 = g.

Wracajac jednak do naszego gléwnego twierdzenia w przypadku |a| < 1, zauwazmy, ze
przy jego zatozeniach ciag {vn}, oy dany wzorem v, = |a|™" roénie do nieskoniczonosci.
Réwnoczesnie przyjmujac un, = o~ "a,, mamy

n+1
An+4+1 — QQn

laf -1

Un+1 — Un _ M

Un+4+1 — Un - (6%
Gdy n — oo, prawa strona tej réwnoéci dazy z zalozenia do 0, bo % to albo 1, albo —1
(patrz tez nizej — mamy tu do czynienia z ciagiem ograniczonym). Twierdzenie Stolza
pozwala zatem stwierdzié, ze lim,— oo (%)nan = 0, co implikuje tez teze naszego
twierdzenia.

Trzeci dowéd, ktéry chcemy tu przedstawié, wykorzystuje twierdzenie Banacha

o punkcie stalym. Jest on réwnie krétki jak poprzedni, a jego podstawowa zalety jest
to, ze pozwala Czytelnikowi oderwaé sie od strony rachunkowej, a zajrzeé na chwile
do skarbca wspétczesnej matematyki — choéby nieformalnie poznaé pojecie przestrzeni
Banacha.

By dowdd ten, a przede wszystkim to pojecie, zrozumieé, trzeba zmienié perspektywe:
zamiast mysle¢ o tym, jak umiejetnie Zonglowaé wzorami opisujacymi interesujacy nas
ciag, wyobrazamy sobie raczej zbiér, oznaczany standardowo co, ztozony ze wszystkich
ciagdw {n}, oy, ktére daza do zera:

co = {{xn}neN : nl;rr;oxn = O}.

A nie jest to zbiér pospolity.
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Za tym stwierdzeniem ukryte jest pewne
elementarne twierdzenie o granicach.
Jakie?

Czytelnik moze pamigta, ze wektory na
plaszczyznie, to jest w przestrzeni
wymiaru dwa, mozna utozsamiacé

z parami (z1, x2) liczb, a te z przestrzeni
z tréjkami (z1, 2, x3). Przestrzen ciggéw
ma nieskonczenie wiele wymiaréw, bo jej
elementy, ktére wyobrazamy sobie tak:
(z1,®2, x3,...), maja nieskonczenie wiele
wspélrzednych.

Na szaro zaznaczono poczatkowe wyrazy
ciagu {zn }, cy, @ kolorem czerwonym
wyrazy ciagu {yn}, cy. Odlegloéé migdzy
tymi ciggami jest réwna dlugosci
najdluzszego odcinka laczacego punkty

o jednakowych odcigtych. W tym
przypadku bedzie to zaznaczony pionowy
odcinek.

O twierdzeniu Banacha mozna réwniez
przeczyta¢ w artykulach J. Goérnickiego
w A2 i AS,.

Zbioér cg jest przykladem przestrzeni
Banacha, to znaczy przestrzeni
wektorowej z ,,dobrze dobrang” norma.
Twierdzenie Banacha jest prawdziwe

w kazdej takiej przestrzeni i w jeszcze
szersze] klasie przestrzeni metrycznych
zupelnych. Formalna definicja zupelnosci
nie jest zbyt skomplikowana, cho¢ raczej
techniczna, ale droga od niej do
opisanych tu intuicji (i z powrotem)
wymaga pewnego obycia.

Po pierwsze, jego elementy mozemy w naturalny sposéb dodawaé i odejmowaé, tak jak
to opisaliSmy wyzej. Mozemy je tez mnozy¢ przez liczby (zwane w takim kontekscie
skalarami), o tak: t {zn}, oy = {tZn},cy dla t € R. Co wazne, okazuje sig, ze opisane tu
dzialania niczym istotnym nie réznia si¢ od operacji, ktére wykonujemy na wektorach
na plaszczyznie czy w przestrzeni trojwymiarowej. Z tego wzgledu o cp méwi sie, ze
jest przestrzenia wektorowg (lub liniowa).

Po drugie, podobnie jak w przypadku wektoré6w na ptaszczyznie i w przestrzeni,
elementom ¢y mozna przyporzadkowad tez dlugosé, nazywang fachowo norma:
(5) I e} | = dhugo$é (), ey = suplaal,

nz1
i znéw okazuje sie, ze postugiwaé sie nig mozna tak samo jak w skonczonej liczbie
wymiaréw. (Swoja droga, wyrazenie po prawej stronie to w istocie najwieksza
z wartosci |z1], |z2], . .., a to, ze taka najwieksza warto$¢ istnieje i jest skoficzona, mozna
sprawdzi¢ elementarnie, czyli samemu.) W szczegdlnosci dla wszystkich wektoréw
{Zn},en 1 {¥n},en zachodzi nieréwnosé

(6) H{zn}nen + {undnen | < Hzndnen |+ 1 {yndnen Il
ktéra pozwala mysle¢ o |[{zn}, ey — {¥n},en |l jako o odlegtoéci migdzy ciagami {zx}
i {y”}nGN'

neN

Czytelnik, ktéry oczekuje na obiecany widok skarbca, jest moze na razie (i stusznie)
zawiedziony. Bardziej niz istnienie normy w co zapewne zdziwi go informacja, ze

w niektorych przestrzeniach wektorowych takiej normy sensownie zdefiniowaé si¢ nie da.
Ale clou czeka tuz za rogiem, oczywiste bynajmniej nie jest, i brzmi:

‘ dlugosé ze wzoru pasuje do ¢o jak ulal! ‘

Jak rekawiczka do reki, jak do nogi dobrze dopasowany mokasyn.

Znaczy to tyle, ze zupelnie sensownych norm w ¢ zdefiniowa¢ mozna wiele, ale zadna
z nich (chyba ze jest norma w jakim$ przebraniu) nie opisuje tej przestrzeni dobrze.
Na przyktad moglibySmy chcieé przyjac

H{zn}nen | = |2l + |z2| + ..,

ale wtedy wiele ciagéow, w tym ciag harmoniczny { % }n N © ktérym wspomnieliSmy
wyzej, miatby dlugos$¢ nieskonczona. Ta norma, jak Zle dobrany but, bytaby za ciasna.
Podobne problemy wystapia, gdybysmy, idac za przyktadem przestrzeni znanych ze
szkoty éredniej, zdefiniowali

[H{zn}tpen |l = VIza? 4 fa2f? + ...

Ten pantofelek pasuje na stope innej dziewczyny, ktéra nazywa sie £2 i kréluje w fizyce.
7 drugiej strony, mozna by na przyktad chcieé¢ uzywacé

1 1 1
o bnen | = o1l + gplaal .+ ool + ..

Wtedy wszystkie wektory miatyby skoriczone dtugosci, ale okazuje sie, ze wedrujac

po ¢o z pomocy tej normy, napotykalibySmy tu i éwdzie obiekty jej obce, takie jak ciag
zlozony z samych jedynek, ktérego granica nie jest przeciez zero, albo ten skladajacy
sie z jedynek i minus jedynek na przemian, ktoéry granicy, o zgrozo, nie ma zadnej: but
bytby zbyt luzny.

Powtorzmy to raz jeszcze. Tylko norma ze wzoru jest ztotym $rodkiem, strzatem
w dziesiatke. Nie ma zadnej innej, ktéra pasowataby do cg tak jak ta, nie ma zadnej
innej, ktora by tak dobrze co opisywata. To stwierdzenie gtebokie i wazne: na pewno
glebsze niz nasze gléwne twierdzenie. I — trzeba to podkresli¢ — nie chodzi o to tylko,
by norma spetniata nieréwnosci takie jak @ W szczegdlnosci, ponizsze twierdzenie
Banacha przestaje by¢ prawdziwe, jesli zamiast normy z uzyjemy normy innej,
niewladciwej — omawiany w nim punkt staly méglby bowiem ,,wyj$¢” z przestrzeni.

Twierdzenie (Banach). Jezeli T': co — co jest odwzorowaniem zwezajacym, to znaczy
jesli

IT(@) =TI <dlle—yll, =={zn},cn ¥ ={Un},en € o
dla pewnego g € [0, 1), to istnieje doktadnie jeden element T € cp, zwany punktem
statym, speliajacy réwnosé T'(x) = 7.
Trzeci dowdd gléwnego twierdzenia. Niech odwzorowanie S: cp — co przesuwa
wyrazy ciagu o jeden w prawo. Innymi stowy:

S(m):S((x1,x2,x3,...)):(O,:cl,xg,...), T € cp.
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Rozwigzanie zadania M 1675.

Na tablicy pozostaja tylko liczby ztozone,
a ich czynniki pierwsze mieszcza si¢

w zakresie od 101 do 999 lub od 10001
do 1000000. Jednakze zadna

z pozostalych liczb nie moze by¢ réwna
iloczynowi trzech lub wiecej liczb
pierwszych w tych zakresach, poniewaz
w tym przypadku iloczyn wynositby
wiecej niz 100 - 100 - 100 = 1 000 000.
Oznacza to, ze wszystkie pozostate liczby
sg podzielne przez dokladnie dwa
czynniki pierwsze w rozwazanych
zakresach. Ale wtedy liczby pierwsze
muszg nalezeé¢ do przedziatu [101,999),

w przeciwnym razie iloczyn jest wiekszy
niz 100 - 10 000 = 1 000 000.

Ostatecznie iloczyn dowolnych dwéch
liczb pierwszych z przedzialu [101,999)
(wlaczajac kwadraty liczb pierwszych) nie
przekracza 999 - 999 < 1000000 i dlatego
pozostaje na tablicy. Wiec jesli p1, pa2,
..., Pk jest lista wszystkich liczb
pierwszych od 101 do 999, to na tablicy
zostaja:

PipP1, PiP2;, P1P3; P1Pk
P2p2, P2pP3; B P2Pk

Pp3p3; P3Pk

ktérych iloczyn wynosi (pips ... p;c)k+l4

Przypomnijmy, ze ciag {an}, cy
nazywamy ograniczonym, jesli istnieje
taka liczba M, ze dla wszystkich
naturalnych n zachodzi nieréwnosé
lan| < M.

W dowodzie wniosku skorzystaliSmy ze
znanego twierdzenia méwiacego, ze
granicg iloczynu ciggu ograniczonego

i ciggu dazacego do zera jest zero.

Zauwazmy, ze ||S(z) — S(y)|| = ||* — y|| (méwimy w tej sytuacji, ze S zachowuje
odleglosé lub ze jest izometria). Nastepnie, majac dany ciag {a.} spelniajacy
warunek , zdefiniujmy odwzorowanie T': co — ¢ wzorem
T(z) = aS(z) + ¢ = (c1,az1 + c2, w2 + c3, . . .),
w ktérym ciag ¢ = {c"}nEN € co zadany jest przez . Dla dowolnych z,y € co
otrzymamy ||T'(x) — T'(y)|| = |al[[S(x) = Sy)| = |allz — yl|, co dowodzi, ze
odwzorowanie T jest zwezajace (z ¢ = |a| < 1). Z twierdzenia Banacha wynika zatem,
e istnieje dokladnie jeden element x = {A:in}neN przestrzeni co, dla ktérego = = T'(T).

Ostatnia réownos¢ jest réwnowazna temu, ze 1 = 0+ a1 — aap = a1 oraz

n > 2.

Wobec pokazuje to, ze ciagi {Tn},cn 1 {an},en spslniajac te samg zaleznosé
rekurencyjna, a to z kolei, w polaczeniu z faktem, ze x1 = a1, implikuje ich réwnosc.
Skoro jednak z nalezy do co, to do tej samej przestrzeni nalezy réwniez nasz wyjéciowy
cigg, co oznacza, ze jego granica istnieje i jest réwna zero. To konczy nasze trzecie
rozumowanie.

neN

x € Co,

Tn = QTn—1 + Cn,

Na koniec zanotujmy, ze tytutowe twierdzenie mozna uogdlniaé: na przyktad o moze
zaleze¢ od n, granica w nie musi tez by¢ zerem. W ponizszym wniosku zajmujemy
sie pierwszym z tych dwoch przypadkéw, zostawiajac przyjemnosé lamania sobie gtowy
nad drugim wygimnastykowanemu Czytelnikowi.

Wniosek. Jezeli {an}, oy jest ciagiem zbieinym do liczby z przedzialu (—1,1), a cigg
{an}, ey ma te wlasnodé, ze granica

lim (ap+1 — anan)
n—oo

istnieje i jest réwna zero, to sam {an} tez zbiega do zera.

neN
Dowdd. Jesli sie wie, ze z przyjetego wyzej zalozenia wynika ograniczonosé¢ ciggu
{an}, ey, to dowdd jest bardzo prosty. Latwa do sprawdzenia tozsamo$é

(7) n €N,

w ktérej ap jest granicg ciagu {an}, o, prowadzi bowiem natychmiast do wniosku,

ze limyp 00 (@nt1 — anayn) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy lim,— e (@nt1 — aoan) = 0,
co pozwala otrzymac teze z wersji twierdzenia udowodnionej wczeéniej.

Ont1 — OnGn = (Ant1 — @0an) + (@0 — Qn)Gn,

Pozostato nam wykazaé, ze {an}, oy jest ograniczony. Przedstawimy na to dwa dowody.
Pierwszy z nich zaczyna sie od spostrzezenia, ze gdyby ciag ten ograniczony nie byt, to
istniatby jego podciag {an, }, oy O tej wiasnosci, ze

keN.

Poniewaz |ap, | < 1 — 0 dla pewnego d € (0,1) i wszystkich odpowiednio duzych k € N,
wiec dla takich k£ mieliby$my

|a’”k+1‘ > max{l, |ank|}7

|a’”k+1 - a"ka’"k| > maX{17 ‘a’"k |} - |a"k||a"k| >
Z max{l, |an, [}(1 = [an,[) = 1= |on, | > 6.
Przeczy to jednak temu, ze ciagg {an,+1 — on,, ank}keN, bedacy podciagiem ciagu
{an+1 — anan}, oy, zbiega do zera. Sprzecznosé ta dowodzi, ze nasz ciag jest
ograniczony.

Dowdd drugi jest bardziej bezposredni. Niech 8 bedzie liczbg z przedzialu otwartego
o konicach |apl| i 1. Z zalozenia wiemy, ze istnieje taka liczba naturalna k, ze
nieréwnosci

B i |ant1 — anan| <1 -0

k. Dla takich n zatem

||

\RWN

zachodza dla wszystkich n
|an+1‘ = |05nan + An4+1 — ananl < 6‘an| + 1-— /3
7 tej zalezno$ci mozna juz, poprzez rozumowanie indukcyjne, tatwo wywnioskowaé, ze

|an| nie przekracza najwigkszej z liczb 1,|a1],. .., |axl|, o ile tylko n > k. To za$ dowodzi

ponownie, ze ciag {an}, oy jest ograniczony. O

Teraz, gdy nasze — udowodnione na trzy sposoby — twierdzenie przestato by¢
podejrzane, chyba warto je zapamietaé, choéby jako kryterium zbieznosci ciggdéw.

Z jego pomoca mozna na przyktad, stosujac indukcje wzgledem k, bezbolesnie dowiesé,
ze limy, 00 nfa™ = 0 dla kazdego naturalnego k i kazdego o z przedziatu (-=1,1). Na
pewno jednak znacznie wazniejsze jest, by zapamietaé, przynajmniej intuicyjnie, co to
jest przestrzen Banacha.
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Rozwigzania zadan, a w zasadzie
szkice rozwigzan z artykulu
»3 < w47

Rozwigzanie zadania 1. Dla (z,y) # (0,0)
zachodzi nieréwnosé ||A]|%2 > 0, skad
mozna wywnioskowaé¢ ac > b”. Postaé
kanoniczna az? + 2bxy + cy2 =

— b,\2 | ac—b2 2 _ . .
= a(m + Ey) + =4—y~ sugeruje postac
przeksztalcenia liniowego (z,y) — (z,w),
dla ktérego (x,y) € S jest réwnowazne

22 + w? = 1. Pozostaje sprawdzié, ze
dlugosé dowolnej tamanej (liczona
zgodnie z norma || - ||) jest réwna dlugosci
jej obrazu (liczonej zgodnie

z twierdzeniem Pitagorasa).

Rozwigzantie zadania 2. W obu
przypadkach dlugosé okregu
jednostkowego to po prostu 2n razy
dlugosé boku, ale obliczona zgodnie

z normg. Aby wyznaczyé¢ dlugosé
pojedynczego boku (czerwony odcinek),
poréwnujemy go z réwnoleglym
odcinkiem dlugosci 1 (szary odcinek). Dla
nieparzystego n ta proporcja wynosi

2sin 22| wigc jako obwéd otrzymujemy
4n sin(27/4n). Poniewaz sinz < z, jest to
mniejsze od 27. Dla parzystego n
sytuacja jest jakosciowo inna. Niemniej
tatwo wyznaczyé obwdéd réwny
4ntg(27/4n), a skoro tgx > x, to wynik
jest wigkszy od 2m.

John Horton Conway (1937-2020)
Jozef H. PRZYTYCKI*, Witold ROSICKI**

11 kwietnia 2020 roku zmart w New Brunswick, w stanie New Jersey w USA,
znakomity i wszechstronny angielski matematyk John Horton Conway.

Urodzil sie 26 grudnia 1937 roku w Liverpoolu. Studiowal matematyke

w Gonville and Caius College na Uniwersytecie Cambridge. W 1959 roku
uzyskal z wyréznieniem licencjat, w 1964 roku obronit prace doktorska
zatytutowana Homogeneous ordered sets. W 1981 roku Conway zostal wybrany
na cztonka The Royal Society of London, w 1983 roku otrzymal stanowisko
profesora matematyki Uniwersytetu Cambridge, a od roku 1986 pracowal jako
profesor matematyki w Uniwersytecie Princeton, gdzie objal katedre imienia
Johna von Neumana.

John H. Conway mial bardzo rozlegle zainteresowania matematyczne: uzyskal
wiele wynikow w teorii grup skonczonych, teorii weztéw, teorii liczb, teorii
gier kombinatorycznych i teorii kodowania. Wniést takze znaczacy wktad do
matematyki rekreacyjne;j.

W roku 1970 stworzyl ,,Gre w zycie” (Game of Life), jeden z najbardziej
znanych automatéow komorkowych. W tej grze nie ma przeciwnikdéw; na
nieskonczonej planszy podzielonej na kwadraty jak szachownica znajduja
sig ,zywe” i ,martwe” komorki. Czlowiek ustala tylko stan poczatkowy,
a nastepujace reguly wyznaczaja jej wyglad w przyszlosci:

e Martwa komérka, ktéra ma doktadnie trzech zywych sasiadow, sposréd osmiu,
staje sie zywa w nastepnej jednostce czasu (rodzi sie).

e Zywa komoérka z dwoma albo trzema zywymi sasiadami pozostaje nadal zywa;
przy innej liczbie sasiadéw umiera (z ,samotnosci” albo ,zatloczenia”).

Zar6éwno ta gra, jak i jej modyfikacje doskonale obrazuja pewne procesy
biologiczne i fizyczne.

Historia powstania ,,Game of life” siega poczatku lat 60. XX wieku; Conway
zainspirowany pracami Stanistawa Ulama i Roberta Schrandta eksperymentowal
z ukladami sasiadow i regutami zmian. Zasady obowiazujace w ,,Grze w zycie”
wybral dlatego, ze pozwalaly utrzymac¢ rownowage pomiedzy rozrastaniem sie
struktur z jednej strony a znikaniem komoérek z drugiej.

Jeszcze jako uczen szkoly sredniej Conway zafascynowal sie weztami. Jego
jedyna opublikowana praca na ten temat [2] ma swoje Zzrédla juz w tym okresie.
W swoim artykule Conway wprowadza notacje nazwana dzis$ jego nazwiskiem.
Zacytujmy z [2]: Opisujemy notacje, ktéra pozwala na reczne wyliczenie
wszystkich wezlow, ktére majg nie wiecej niz 11 skrzyzowarn, i wszystkich splotow,
ktore majg ich nie wiecej niz 10. Rozwazamy tez pewne wiasnosci algebraicznych
niezmiennikow wezlow, ktorych odkrycie bylo konsekwencjq jej wprowadzenia.

Co istotniejsze, praca zawiera wielomianowy niezmiennik, réwniez nazywany dzis
nazwiskiem Conwaya, a takze pojecie supla (tangle).

Wprowadzony przez Conwaya wielomian jest niezmiennikiem weztow i splotow,
czyli polozenia krzywej (rozwazamy tylko krzywe gladkie lub wielo$cienne)
zwyklej zamknietej lub kilku takich roztacznych krzywych w przestrzeni R3,

a wylicza sie go z diagramu. (Diagramem nazywamy tu taki rzut splotu na
plaszczyzne, ze wszystkie przeciecia tukow sg transwersalne i nie ma punktéw
o wiekszej krotnosci niz dwa; tuk dolny w kazdym skrzyzowaniu zaznaczamy
przerwa). Wielomian Ay (¢) splotu L definiuje sie mianowicie nastepujaco:

o Jedli L jest niezawezlona krzywa zwykla zamknieta, to Ap(t) = 1.
o Jedli sploty Ly, L_ i Ly réznig si¢ tylko na jednym skrzyzowaniu, tak jak na
rysunku,
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to zachodzi tak zwana relacja motkowa:

(%) A, (t) = Ap_(t) = (VI = 1/VHAL (D).

e Warunki te jednoznacznie wyznaczaja niezmiennik splotu.
e
e Wielomian Conwaya jest wariantem wielomianu Alexandera umiejetnie
ole znormalizowanym poprzez dobér Ay ,Ar_ i Ay, co sprawia, ze mozna go

wyliczy¢ bezposrednio z diagramu; Conway podkresla w [2], ze jego metoda
jest dobra do obliczen komputerowych. Zaznaczmy, ze James W. Alexander

w swej pracy wzmiankuje relacje motkowa, ktora jednak z wyluszczonych wyzej
powodéw zalezy u niego od wyboru wielomianéw Az, Ay i Arg, a to powoduje,
ze jej uzyteczno$é nie jest widoczna. Dopiero Conway zauwazyl, ze — dzieki

oméwionej wyzej normalizacji — rozszerzajac pierscien o v/t, zaleznosé¢ motkowa

mozna zapisa¢ uniwersalnie, w postaci z warunkiem poczatkowym Ay, = 1.

W roku 1984 Vaughan Jones skonstruowal wielomianowy
niezmiennik splotéw, ktéry spelnia relacje motkowa
podobna do [(x)| ale ktéry nie ma widocznych zwiazkéw
z grupa podstawowa dopelnienia splotu. Za swdj
wielomian i jego ramifikacje otrzymal w 1990 roku medal
Fieldsa. Wkrétce potem ukazalo sie pie¢ prac, ktérych
autorami byli Hoste, Ocneanu, Lickorish i Millett, Freyed
i Yetter oraz Przytycki i Traczyk; wprowadzono w nich
ogolniejsza relacje w przestrzeni wielomianéw dwoch
zmiennych, z warunkiem poczatkowym Pr, (v,z) =1
dla T} bedacego trywialnym wezlem. Otrzymano w ten
sposéb tak zwany wielomian HOMFLYPT (akronim
stworzony z pierwszych liter ww. nazwisk) i oznaczany
Pp(v, z), ktory takze jest niezmiennikiem. Zazwyczaj
pozwiazana z nim relacja motkowa zapisywana jest jako
v P, (v,2) —vPp_(v,2) = 2P, (v, 2).
Innym waznym odkryciem Conwaya z zakresu teorii
weztow jest algebraiczny obiekt nazywany przez
niego wrakiem; wrak to magma, to znaczy zbior
z dwuargumentowa operacja *, ktora jest odwracalna
i spelnia warunek prawej samorozdzielno$ci:

(axb)xc=(axc)*(bxc).
Aksjomaty wraka sa algebraicznym odbiciem drugiego
i trzeciego ruchu Reidemeistera:

) (=X K%

Mineto wiele lat, nim pojecie to doczekato sie rozkwitu

badan mu poéwieconych. W szczegdlnosci wiaze sie ono

$cile z réwnaniem Yanga-Baxtera, znanym w mechanice
statystycznej [6].

Ostatnie znane twierdzenie J. H. Conwaya to , Free

Will Theorem”, wynik z pogranicza fizyki. Siobhan
Roberts [9] wyjasnia je nastepujaco. Twierdzenie,

ktore Conway i Simon B. Kochen udowodnili

w 2004 roku, obrazuje zasade (tak podejrzang dla
Einsteina), zZe nie ma ukrytych parametréw rzqdzgcych
mechanikq kwantowq: jesli eksperymentator moze
dowolnie decydowad, ktore wartosci mierzyé w danym
eksperymencie, to czqstki elementarne mogq ,wybierac”
swoje spiny tak, aby pomiar byl zgodny z zasadami fizyki
kwantowej. W skrocie
wole, to majg jg takze czqstki elementarne”.

- ,Jesli eksperymentator ma wolng
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Wkrotce po publikacji tego twierdzenia J. H. Conway
przeszed! udar mézgu, po ktorym tylko czesciowo wrécit
do zdrowia.

Nagrody i wyréznienia

Dokonania Conwaya zyskaty olbrzymie uznanie

w $wiecie nauki. Byt on wielokrotnie wyrézniany

i nagradzany: otrzymal Berwick Prize (1971), zostal
Fellow of the Royal Society (1981) i czlonkiem American
Academy of Arts and Sciences (1992), otrzymal Pélya
Prize (LMS) (1987), Nemmers Prize in Mathematics
(1998) i przyznawana przez American Mathematical
Society nagrode Leroy P. Steele Prize for Mathematical
Exposition (2000). W 2001 przyznano mu doktorat
honorowy University of Liverpool, a w roku 2014
doktorat honorowy Alexandru Ioan Cuza University.
W 2017 otrzymal tez honorowe cztonkostwo British
Mathematical Association.
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Zadania z fizyki nr 720, 721
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

720. Satelita Ziemi o masie m = 10 kg porusza sie po orbicie kolowej

w wysokich warstwach atmosfery i dziala na niego sita oporu F =5-107* N

ze strony rozrzedzonego powietrza. O ile zmieni si¢ predkosé satelity po
wykonaniu jednego obrotu wokol Ziemi? Odleglos$é satelity od Ziemi jest mala
w poréwnaniu z promieniem Ziemi. Przyjmij, ze promiefi Ziemi R = 6,4 - 10 m,
przyspieszenie na powierzchni Ziemi g = 9,8 m/s?.

721. Metalowa kula o promieniu R, natladowana tadunkiem @) oraz

tadunek punktowy ¢ umieszczony w odlegtosci a od $rodka kuli otoczone

sg wspoélsrodkowa z kula metalowa warstwa sferyczng o promieniach
wewnetrznym 2a i zewnetrznym 3a (rys. 1), naladowana tadunkiem 2Q). Znalezé
potencjaly kuli oraz otaczajacej ja metalowej powtoki.

Rozwigzania zada z numeru 2/2021
Przypominamy tresé¢ zadan:

712. Dtugi, cienki i wiotki dywan o dlugosci | i masie m lezy na podlodze. Jeden z koricéw dywanu
jest odgiety i ciggniety do tylu ze stala predkosciag v po czesci dywanu, ktéra nadal lezy na podlodze
(rys. 2). Jaka sila dziala na dywan w kierunku poziomym? Tarcia miedzy cze$ciami dywanu nie
uwzgledniamy, dolna cze$¢ dywanu pozostaje nieruchoma.

713. Ze szczytu gory na szerokodci geograficznej péinocnej ¢o = 30° wystrzelono pocisk wzdiuz
potudnika, w kierunku péinocnego bieguna Ziemi i wprowadzono go na orbit¢ kotowa wokél Ziemi.
Oblicz maksymalng szeroko$é geograficzna, jaka osiggnie wystrzelony pocisk. Dane sa: okres obrotu
Ziemi wokél wlasnej osi T', promien Ziemi R, przyspieszenie grawitacyjne g. Zakladamy, ze Ziemia
jest jednorodng kulg i zaniedbujemy opory powietrza.

712. Niech x oznacza wspolrzedna ruchomego konica dywanu (rys. 3). Jego

predkosé jest réwna v = Ax/At.

Szukana sila F' powoduje zmiane pedu tej czesci dywanu o masie Am, ktéra
w czasie At podnosi si¢ z podlogi

F = Ap/At = Amv/At.
Z rysunku 3 widaé, ze Am = A\Ax/2, gdzie A = m/l. Stad F = mv?/2l. Mozemy
tez znalez¢ polozenie $rodka masy catego dywanu w funkcji wspdlrzednej = jego
ruchomego konica g = (212 + x2)/4l, jego predkosé vg = xv /2l oraz przyspieszenie
as = v?/2l. Szukana sita F' = mas.

713. Pocisk porusza si¢ po orbicie kotowej pod wplywem sity grawitacji, ktora
pehi role sity dosrodkowej. Jego predkosé v = /gR. W chwili startu skladowa tej
predkosci w kierunku réwnoleznika o promieniu r (rys. 4) wynosi

vy =271 /T = (2rRcos o) /T,
skladowa wzdluz potudnika

vy = V2 — 012 = \/gR — (2rRcos ¢y )2 /T2.

Narysujmy $érednice okregu, po ktérym porusza sie pocisk, przechodzaca przez
punkt toru P na najwigkszej szerokosci geograficznej @max 0siaganej przez
pocisk (rys. 5). Niech o$ 2z’ przechodzi przez te $rednice. Rzut ruchu pocisku na
te $rednice jest ruchem harmonicznym o czestodci w = v/R i opisuja go réwnania

2/ (t) = Rsin(wt + ), v, (t) = Rwcos(wt + o).
Rzutujac go nastepnie na 0§ z przechodzaca przez biegun pdéinocny,
otrzymujemy

2(t) = 2'(t) sin Omaz, v2(t) = v (t) Sin Pmax-
Przyjmujac chwile wystrzatu za chwile zerowa i korzystajac z rysunku 4, mozemy
napisa¢ warunki poczatkowe
2(0) = Rsinpg = Rsin ppax sina,  v,(0) = vy cos g = Rw sin ¢max COS .
Podnoszac te rownania do kwadratu i dodajac stronami, pozbywamy sie
wyrazow zawierajacych fazy poczatkowe a. Szukana maksymalna szerokosé
geograficzna spelnia rownanie

{— 472 R cos* g
g1*

sin Pmax =
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Zadania z matematyki nr 823, 824

Redaguje Marcin E. KUCZMA

823. Znalez¢ wszystkie trojki liczb rzeczywistych x,y, z spelniajace uktad réwnan

sin x

siny sinz

1-44

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 VIII 2021

824. Niech (p1, p2, ps, - -
(p1 = 2). Dla n > 1 niech g, oznacza liczbe wyrazéw tego ciagu, ktére sa

=— = = —sin(z +y + 2).

.) bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych

muiejsze od n (w zwykle uzywanej notacji: ¢, = m(n—1)) i niech a, = n + py,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
809 (WT = 1,83) i 810 (WT = 2,03)
z numeru 11/2020

b, = n + q,. Udowodnié, ze kazda liczba catkowita dodatnia jest wyrazem
dokladnie jednego z ciagéw (ay,), (by).

Zadanie 824 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

815. Wyznaczy¢ wszystkie trojki funkeji f, g, h: R — R, spelniajace réwnanie

Jakub Wegrecki Krakéw 41,76 . . )

Marcin Malogrosz ~ Warszawa 41,65 Rozwigzania zadan z numeru 2/2021
Jerzy Cisto Wroctaw 39,07

Tomasz Czajka Santa Clara 33,74 Przypominamy tresé¢ zadan:

Marcin Kasperski Warszawa 32,68

Mikotaj Pater Opole 32,35

Kacper Morawski Warszawa 30,53

fle+9°) + 9 +y) = h(zy)

dla z,y € R.

816. Liczba naturalna n ma taki dzielnik dodatni d, ze d® — 2 dzieli si¢ przez n — 1. Wykazad, ze n
jest podwojonym kwadratem liczby catkowitej.

815. Niech f, g, h bedzie tréjka funkcji spetniajacych
podane réwnanie. Biorac x = 0, dostajemy

g(y) = h(0) — f(y?); a po wstawieniu do wyjsciowego
réwnania:

1) flez+y) +h(0) = f((@° +9)°) = hlzy).
Podstawienie y = —22 daje zalezno$é

(2) flx =) = h(—a") = h(0) + £(0).

Réznica x — x° przyjmuje wszystkie wartoéci rzeczywiste
oraz zmienia znak przy zamianie x na —z. Stad wniosek,
ze f jest funkcja parzysta.

Ustalmy liczbe w < 0. Wykazemy, ze h(w) = h(0).
Wystarczy w tym celu znalezé liczby z, y takie, ze
3) (@ +9)° = —(z +y°)
bowiem wéwczas (wobec parzystosci f) lewa strona (1)
przyjmuje warto$é¢ h(0). Dla zy = w pierwsze
réwnanie (3) pomnozone stronami przez x® ( # 0)
przybiera postaé

(4) (z* +w)® +2* +w? = 0.

Wielomian (zmiennej z) po lewej stronie (4) ma

dla = 0 warto$é¢ ujemna, a dla duzych |z| wartosé
dodatnia, wigc dla pewnego zy ma warto$c¢ 0. Biorac
Yo = w/xo, uzyskujemy spelnienie obu zwiazkéw (3),
wystarczajacych do uzasadnienia réwnosci h(w) = h(0).

oraz Ty = w,

Wobec dowolnosci wyboru liczby w < 0 znaczy to,
ze funkcja h jest stata na przedziale (—oo, 0]. Teraz
réwnanie (2) pokazuje, ze f(z — 2%) = £(0) dla

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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wszystkich x; czyli f jest funkcja stala na zbiorze liczb
rzeczywistych. Zatem takze funkcja g(y) = h(0) — f(y?)
jest stala oraz (dzigki réwnaniu wyjsciowemu) funkcja h
jest stata. Jasne, ze kazda tréjka funkeji statych f = A,
g = B, h = A+ B spelnia zadane réwnanie.

816. Gdy d = 1, wiec d> — 2 = —1, wéwczas n = 2, co
spelnia warunek tezy zadania. Dalej przyjmujemy d > 2.
W my$l zalozenia, istnieja liczby catkowite k, m takie, ze

(5)  n=kd, d?>—2=m(n—1)=m(kd - 1).

Oczywiscie k > 1; a skoro d > 2, wida¢, ze takze
m > 1. Drugi warunek w wierszu (5) méwi,

ze d jest pierwiastkiem trojmianu kwadratowego
22 — mkx + (m — 2). Niech ¢ bedzie drugim
pierwiastkiem tego tréjmianu. Tak wiec

c+d=mk, cd=m — 2.

Liczba ¢ = mk — d tez jest catkowita.

Jeslim > 2,toc=(m—2)/d >0, czyli ¢ > 1, i mamy
ciag zaleznosci

0<(c—1)(d-1)=cd—(c+d)+1=
=(m—-2)—(mk)+1=m(l—k)—1< -1,

sprzecznos¢. Jesli m = 1, wychodzi ¢d = —1, znéw
sprzecznoéé (bo d > 2).

Pozostaje przypadek, gdy m = 2. Wtedy (wobec (5))
d? — 2kd = 0, skad d = 2k; zatem liczba n = kd = 2k?
jest podwojonym kwadratem — a o to chodzito.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S5/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbeg

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



Artystyczna wizja 1D2299. ESO/M.
Kornmesser

Galaktyka ID2299 jest na tyle odlegta
(jej przesuniecie ku czerwieni wynosi 1,4),
ze jej $wiatlo potrzebuje okotlo

9 miliardéw lat, aby dotrzeé do Ziemi
jednak juz kilka minut pracy
interferometru ALMA pozwolilo na jej
dokladna obserwacje.

Ogony plywowe to wydluzone strumienie
gwiazd i gazu rozciggajace sie

w przestrzeni miedzygwiazdowej.
Powstaja w wyniku zderzenia i polgczenia
si¢ dwoch galaktyk.

Poniewaz aktywnosé¢ gwiazdotwércza

w wielu olbrzymich galaktykach
eliptycznych w zasadzie wygasta, dlatego
galaktyki te zawierajg gléwnie stare
gwiazdy o niskiej masie i czerwonych
barwach optycznych. Z tego wlasnie
powodu astronomowie okreslaja te
galaktyki jako czerwone i martwe (red
and dead).

Niebo w czerwcu

Prosto z nieba: Nagla smieré¢ we Wszechs§wiecie

Galaktyki umieraja, gdy przestaja tworzy¢ nowe gwiazdy. Do tej pory sadzilidmy,
ze dominujacym procesem odpowiedzialnym za wymieranie galaktyk byla
aktywnos¢ masywnych czarnych dziur, a w zasadzie akrecja materii na czarng
dziure: takiej akrecji towarzyszy emisja olbrzymiej ilodci energii oraz pojawienie
sie poteznych wiatréw, zdolnych do catkowitego wymiecenia gazu z galaktyki.
Gazu niezbednego do produkcji nowych gwiazd. Jednak po niedawnym odkryciu,
ktorego dokonal zespél doktor Annagrazii Puglisi z Uniwersytetu w Durham,
wszystkie galaktyczne autopsje musza zosta¢ ponownie przeanalizowane. Praca
opublikowana przez ten zespdt na poczatku tego roku w ,,Nature Astronomy”
sugeruje, ze nie tylko czarne dziury, ale takze zderzenia galaktyk moga by¢
odpowiedzialne za wyrzucanie w przestrzen kosmiczna paliwa gwiazdotwérczego
i w efekcie — dmieré¢ galaktyki.

Korzystajac z interferometru ALMA, o ktérym napiszemy w nastepnym numerze
Delty, astronomowie wykonali zdjecie galaktyki o wdziecznej nazwie 1D2299

w do$¢ niefotogenicznym momencie, bo podczas jej agonii. Dane zebrane

przez ALMA wskazuja na to, ze ID2299 traci 10 000 mas Storica gazu rocznie,
a tracac gaz, jednoczesnie gwaltownie traci paliwo potrzebne do tworzenia
nowych gwiazd i umiera. Co ciekawe, galaktyka ta wciaz jest bardzo aktywna
gwiazdotworczo — tworzy gwiazdy 500 razy szybciej niz nasza Droga Mleczna

— wiec pozostaly gaz zostanie szybko zuzyty, w ciagu kolejnych kilkudziesieciu
milionéw lat, powodujac niechybna szybka $mieré naszej bohaterki.

Analizujac dane pochodzace z ALMA, naukowcy zauwazyli slad ogona
plywowego w poblizu 1D2299. Zwykle ogony plywowe obserwuje sie w Lokalnym
Wszechswiecie, czyli na naszym podwoérku, gdyz sa zbyt stabe, aby obserwowaé
je na wyzszych przesunieciach ku czerwieni. Niespodziewanie jednak ALMA
zaobserwowala ten obiekt najprawdopodobniej tuz po jego uformowaniu,

gdy byl jeszcze wystarczajaco jasny. Tak intensywny ogon plywowy mogt
powstaé¢ w wyniku zderzenia dwdch masywnych galaktyk, ktére uformowaty
1D2299. Réwnoczesénie fuzja dwoch galaktyk mogla spowodowaé, iz potowa
zimnego gazu niezbednego do tworzenia gwiazd zostala Scisnieta w $rodku nowej
galaktyki — co ttumaczy jej wysoka aktywnos¢ gwiazdotwoércza. Hipoteze te
potwierdzaja szczegbdlowe symulacje numeryczne zgodne z obserwacjami wyrzutu
gazu. Laczac obecnosé ogona pltywowego, aktywnosé gwiazdotworcza i kilka
pomniejszych faktow dotyczacych 1D2299, zespél badawczy rzucit §wiatlo na
prawdopodobnych przodkéw czerwonych i martwych galaktyk.

Na podstawie: Puglisi, A., et al. A titanic interstellar medium ejection from
a massive starburst galaxy at redshift 1.4, ,Nature Astronomy” (2021) oraz
WWW.€50.0Tg

Katarzyna MALEK

Przez caly czerwiec Slorice przebywa na pélnoc od
réwnoleznika +22° deklinacji, stad w tym miesiacu

dni sg najdtuzsze, a noce najkrétsze. Astronomiczne
lato rozpocznie sie¢ 21 czerwca rano naszego czasu

i wlasnie wtedy Slonice osiagnie najbardziej na péinoc
wysuniety punkt ekliptyki. W czerwcu Storice chowa

sie najplycej pod horyzont i nawet w najciemniejszej
czesdci nocy polnocna czesé widnokregu jest rozjasniona.
Oczywiscie im blizej Baltyku, tym efekt jest bardziej
zauwazalny, w gérach jest on prawie niewidoczny.
Roéwnoczesnie pojawia sie mozliwosé obserwacji obtokéw
srebrzystych — najlepiej widocznych na péinocy kraju,
na poludniu wystepujacych sporadycznie. W zwiazku

z wysokim potozeniem Stoica w tym miesiacu szansa
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na dostrzezenie tuku okolohoryzontalnego (wiecej o nim
na angielskiej stronie: www.atoptics.co.uk/cha2.htm),
czyli matej, lecz intensywnej teczy kilkanascie stopni nad
horyzontem w okolicach potudnia, jest bardzo duza.

W czerwcu ma miejsce najwczesniejszy wschod

i najpdzniejszy zachdod Stonca. Jednak w przeciwienstwie
do grudnia, gdy najwczesniejszy zachdd i najpdzniejszy
wschéd Stonica dzielg ponad 2 tygodnie, tutaj odstep
czasu miedzy tymi zdarzeniami jest znacznie krotszy.
Najwczesniejszy wschod Stonca przypada 17 czerwca,
najpozniejszy zachdd zas — 25 czerwca. Wynika to z tego,
ze w czerwcu Ziemia jest blisko aphelium swojej orbity,
przez ktoére przechodzi na poczatku lipca, stad tez
porusza sig¢ po orbicie najwolniej w ciagu roku. Réwniez


http://www.eso.org
www.atoptics.co.uk/cha2.htm

w tym miesiagcu wystepuje najwieksza réznica dlugodci
dnia i nocy miedzy poszczegdlnymi szerokosciami
geograficznymi. W Polsce, rozciagajacej sie od potudnia
do pélnocy na prawie 6°, w gorach dzien trwa o godzine
krécej niz nad morzem.

Ze Storicem zwiazane jest réwniez jedno z ciekawszych
zdarzen astronomicznych miesiaca: podczas nowiu
Ksiezyc zakryje na jaki$ czas tarcze stoneczna. Tym
razem Ksiezyc nie zdola przystonié calej tarczy
Stonca i dojdzie do za¢mienia obraczkowego. Pas
za¢mienia przejdzie od Zatoki Hudsona w Kanadzie
przez polnocno-zachodnig Grenlandie i Biegun
Pétnocy do Czukotki w Rosji. Faza obraczkowa potrwa
prawie 4 minuty. W Polsce dojdzie do za¢mienia
czesciowego o malej fazie. Zjawisko zacznie sie

o godzinie 11:38 w Szczecinie i na terenie catej Polski
potudniowo-wschodniej bedzie trwato do 13:40.
Natomiast w Kroénie zacznie sie o godzinie 13:40

i bedzie trwalo do 14:02. Faza maksymalna nastapi
okotlo 12:50. Ksiezyc zakryje od 12% S$rednicy tarczy
slonecznej w Bieszczadach do 26% nad morzem.

Przed za¢mieniem Ksiezyc pokaze sie na niebie
porannym. Pierwszego dnia czerwca Srebrny Glob
znajdzie sie 8° pod Jowiszem, kolejnej doby zas
przesunie sie na pozycje 9° na wschod od niego,
zmniejszajac jednoczeénie faze do ostatniej kwadry.
Potem Ksiezyc podazy ku Stoncu. Niestety w czerwcu
nachylenie ekliptyki rano jest nadal stabe, a dodatkowo
Ksiezyc wedruje wtedy kilka stopni pod nia i o Swicie
wznosi sie na wysokos¢ ponizej 10°.

Na niebie porannym towarzystwa Jowiszowi dotrzymuje
planeta Saturn, kreslaca swoja petle okolo 18° na
poludniowy zachéd od niego. W czerwcu Saturn porusza
sie ruchem wstecznym niedaleko gwiazdy 4. wielkosci

0 Cap. Jowisz zmieni kierunek swojego ruchu 21 czerweca,
stad porusza si¢ bardzo powoli. W tym czasie jego
pozycja zmieni sie o mniej niz 0,5°. Jasno$¢ Jowisza
zmieni sie od —2,4™ na poczatku miesigca do —2,6™ pod
jego koniec, przy Srednicy tarczy od 41” do 45”. Blask
Saturna zwiekszy sie w tym czasie od 40,6 do 40,4™,
a jego tarcza utrzyma Srednice 18”.

O zmierzchu mozna obserwowaé dwie sgsiadki Ziemi:
planety Wenus i Mars. Niestety nachylenie ekliptyki do
widnokregu o tej porze doby wyraznie sie pogarsza, stad
pierwsza z wymienionych planet godzine po zachodzie
Stonica zajmuje pozycje na wysokosci zaledwie 3° nad
horyzontem i zachodzi p6l godziny p6zniej. W czerwcu
Wenus przemierzy caly gwiazdozbiér Blizniat, by pod
koniec miesigca wejs¢ do gwiazdozbioru Raka i skonczyé
go 3° od znanej gromady otwartej gwiazd M44.
Oczywiscie M44 ze wzgledu na jasne tlo nieba jest

u nas niewidoczna. Blizej rownika jest o wiele lepiej.
Warto zatem pamieta¢ o Wenus podczas wakacyjnych
wyjazdéw. Juz w basenie Morza Srédziemnego ekliptyka
tworzy znacznie wiekszy kat z widnokregiem i tam
warunki obserwacyjne Wenus sa lepsze. Na poczatku
lipca Wenus przejdzie mniej niz 0,5° od M44. Przez caly
czerwiec planeta swieci blaskiem —3,9™ przy Srednicy
tarczy 10” i fazie ponad 90%.
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Blask Marsa jest znacznie stabszy, ponizej +1,7™,

a $rednica jego tarczy zmniejszyta si¢ do 4. Czerwona
Planeta zacznie miesigc 5° na potudnie od Polluksa,
najjasniejszej gwiazdy BliZniat, i jednoczesnie 25°

na wschéd od Wenus. Jeszcze w pierwszej dekadzie
miesiaca Mars przejdzie do gwiazdozbioru Raka,

a 23 czerwca przetnie srodek gromady gwiazd M44.
Ostatniego dnia czerwca Wenus zblizy sie do Marsa

na niecale 8°. Mars réwniez wedruje bardzo nisko nad
widnokregiem. Ze wzgledu na mniejsza od Wenus jasno$é
na dostrzezenie Marsa trzeba poczekaé dtuzej — dwie
godziny po zachodzie Stonca planeta zajmuje pozycje na
wysokosci 8° na poczatku miesiaca, a pod koniec czerwca
jest juz wtedy pod horyzontem.

Obie planety odwiedzi Ksiezyc niedlugo po nowiu.
Srebrny Glob minie Wenus w dniach 11 i 12 czerwca.
Podczas pierwszego z tych dni tarcza Ksiezyca

w fazie 2% dotrze na odlegloéé 5° od Wenus, na
godzinie 4 wzgledem niej. Dobe pdzniej Ksiezyc zwigkszy
faze do 5% i pokaze sie¢ w takiej samej odleglosci po
drugiej stronie planety. Kolejng dobe pdzniej sierp
Ksigzyca pogrubi sie do 10% i przejdzie 2° na péinoc

od Marsa.

Naturalny satelita Ziemi powedruje dalej i 15 czerwca
zblizy sig¢ na 5° do Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa.
Zaprezentuje wtedy sierp w fazie 26%. Dwa dni pdzniej
Ksiezyc przejdzie przez I kwadre, a za nastepne dwa dni,
w fazie 69%, minie Spike, najjasniejsza gwiazde Panny,
przechodzac 6° na pdéinoc od niej. Ksiezyc odwiedzi
gwiazdozbiér Skorpiona 22 dnia miesiaca, Swiecac

okoto 2° od gwiazd Graffias i Dschubba. Jednocze$nie
Srebrny Glob zblizy sie na 6° do Antaresa, najjasniejszej
gwiazdy Skorpiona. Dwa dni péZniej osiagnie pelnie

w zachodniej czesci Strzelca.

Nastepnie Ksiezyc podazy ku ostatniej kwadrze

1 lipca. Lecz zanim to nastapi, Srebrny Glob w dniach
27-29 czerwca spotka si¢ ponownie z planetami Saturn

i Jowisz: 27 czerwca naturalny satelita Ziemi w fazie 93%
zblizy sie na 8° do Saturna, kolejnej nocy Ksiezyc
przejdzie mniej wiecej w potowie drogi miedzy Saturnem
a Jowiszem, 29 czerwca zas$ wieczorem zobaczymy
oddalajacy sie juz od Jowisza Ksiezyc w odleglosci 5°
od niego.

Jak co roku, pod koniec miesigca promieniujg meteory
z roju Bootydow. Radiant roju znajduje sie zaledwie
kilka stopni od radiantu styczniowych Kwadrantydéw,
czyli mniej wiecej 10° na wschdod od dyszla Wielkiego
Wozu i na pélnoc od gtéwnej figury Wolarza. Bootydy
beda widoczne od 22 czerwca do 2 lipca, z maksimum
aktywnosci 27 czerwca. O pélnocy radiant roju wznosi
sie na wysokosci ponad 60°. Niestety w tym roku

w obserwacjach Bootydéw przeszkodzi Ksiezyc w fazie
tuz po petni. Bootydy sg najwolniejszymi meteorami. Ich
predkos¢ zderzenia z atmosferg Ziemi wynosi zaledwie
18 km/s. W okolicach maksimum aktywnosci mozna
spodziewadé si¢ nawet 100 zjawisk na godzine.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Mtyny nauki

Moéj kot byt na diecie. Zmusito mnie to do stalego przypominania — ponad
cigglym ttem muzycznym glodnego pomiaukiwania — moim domownikom

0 pojeciu niepewnosci pomiarowej. Konkretnie za$ o tym, ze jesli poprzedniego
dnia zmierzona waga kota wynosita 5,3 kg, a obecne wskazania to 5,2kg, nie
oznacza to, ze kocia dieta-cud dziata, gdyz niepewno$¢ wskazan przyrzadu
wynosi 0,1 kg, totez oba wyniki powinny by¢ interpretowane jako nierézniace

sie od siebie.

Pojecie niepewnosci jest dla fizyka szczegdlnie wazne, gdy probuje poréwnaé
Lteorie” z ,doswiadczeniem”. Za pomoca ,teorii” mozna uzyskaé przewidywania,
ktére nastepnie sa weryfikowane w ,,do$wiadczeniu”. Jezeli wyniki teoretyczne

i do$wiadczalne sie zgadzaja — Swietnie, przechodzimy do dalszych zadan

lub idziemy na kawe. Jesli nie — Swietnie, trzeba zaproponowaé¢ nowa, lepsza
teorie lub udoskonali¢ sposéb przeprowadzenia eksperymentu badz metody

opracowywania danych.

Od dwdéch dekad pouczajacego przykladu na ten temat dostarcza badanie
momentu magnetycznego miondw.

Miony sg czastkami o spinie % Jedna z wielu wlasnoéci odrézniajacych te
czastki od cial makroskopowych jest ich oddzialywanie z polem magnetycznym,
dwukrotnie wigksze od oddzialywania, ktére wynikatoby z interpretacji spinu
jako obrotu. No, prawie doktadnie dwukrotnie. W 1947 roku Polykarp Kusch

i Henry Foley zmierzyli te proporcje bardziej dokladnie i otrzymali 2,00232,

co Swietnie zgadzalo si¢ z przewidywaniami elektrodynamiki kwantowej
wyznaczonymi przez Juliana Schwingera. Obliczenia Schwingera opieraly sie

na tym, ze poruszajaca sie w prozni czastka elementarna nie jest ,naga”, lecz
otacza ja ,,r6j” fluktuacji prozni, ktéry nieznacznie, ale zauwazalnie zmienia jej

wlasnodci.

W miare postepujacego zrozumienia struktury Modelu
Standardowego czastek elementarnych interesujaca

nas liczbe¢ mozna bylo wyznacza¢ coraz dokladniej,
jednak obliczenia stawaly sie takze coraz bardziej
skomplikowane. Obecnie przeprowadza sie je w duzych,
miedzynarodowych zespolach. Dzigki temu mozna

bylo stwierdzié, ze przewidywanie teoretyczne

to 2,00233183620, przy czym ze wzgledu na to,

ze obliczenia odwoluja sie do wynikéw pomiaréw innych
wielkodci fizycznych i wykorzystuja pewne przyblizenia,
wynik ten obarczony jest niepewnoscia, ktéra moze mieé
wplyw na wartosci ostatnich dwéch cyfr znaczacych.

Podstawowy pomyst na do$wiadczenie pozwalajace
zmierzy¢, jak mion oddzialuje z polem magnetycznym,
nie zmienil sie od kilkudziesieciu lat. Szybkie miony

sa podawane do pierscienia, w ktérym znajduje sie
silne pole magnetyczne. Gdy mion obiega pierscieri, 0$
obrotu czastki (ktéra mozna wyobrazaé sobie jako mala
strzalke) stopniowo sie obraca wskutek oddzialywania
z polem magnetycznym. Kilka milionowych czesci
sekundy péZniej, co odpowiada kilkuset obiegom wokot
pierscienia, mion rozpada sie, tworzac elektron, ktéry
wlatuje do jednego z otaczajacych go detektoréow.
Zmieniajace sie energie elektronéw wylatujacych

z pierscienia pozwalaja ustali¢, jak szybko obracaja sie
miony.

Powyzszy opis nie oddaje zupelnie niesamowitego
postepu technicznego, ktéry pozwala mierzy¢ wlasnosci
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mionéw z coraz wiekszg dokladnoscia. Ogloszone

w kwietniu wyniki doswiadczen przeprowadzonych

w Fermilabie w USA podaja interesujaca nas wielko$é
jako 2,00233184122, z niepewnoscia analogiczna

do tej dla wyniku teoretycznego. Wyniki te zgadzaja
sig ze starszymi o 20 lat rezultatami uzyskanymi

w Brookhaven National Laboratory w USA.

Wyglada zatem na to, ze przez ostatnie dwie dekady
mamy niezgodno$¢ miedzy ,teoria” a ,,do$wiadczeniem”.
Poniewaz eksperymenty zostaly przeprowadzone

w réznych laboratoriach, przez rézne zespoty badaczy,
nalezaloby sie spodziewaé, ze przyczyna niezgodnosci
lezy po stronie teoretycznej. Czy jest nia jakas

,howa fizyka” modyfikujaca obraz fluktuacji prézni

i w ten sposéb wplywajaca na wynik dla mionu?

A moze zaprzegniecie do pracy jeszcze wydajniejszych
superkomputeréw, pozwalajacych coraz dokladniej
modelowaé fluktuacje prozni, wskaze na btad

w obecnych obliczeniach?

Kiedy$ sie dowiemy. Jednak w miare rosnacej ztozonosci
obliczen naukowych i postepujacej komplikacji
eksperymentow coraz bardziej aktualna staje sie
parafraza znanego powiedzenia. Mlyny nauki mielg

powoli. .
Krzysztof TURZYNSKI

[1] T. Aoyama et al., The anomalous magnetic moment of the muon
in the Standard Model, Physics Reports 887 (2020) 1

[2] B. Abi et al., Measurement of the Positive Muon Anomalous
Magnetic Moment to 0.46 ppm, Phys. Rev. Lett. 126 (2021)
141801



Bledem jest dowodzenie implikacji

z uzyciem twierdzenia o jednoznacznosci
rozkladu, poniewaz to jej potrzebujemy,
aby udowodnié¢ to twierdzenie. Kluczowe
sa tu wnioski z algorytmu Euklidesa,

o ktérych pisalem w kaciku nr 29.
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Jednoznacznos$é rozkladu w N — czes¢ 1
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury zalecam zapoznanie sie z kacikiem nr 23
(Wyktadniki p-adyczne, A}) oraz nr 29 (Algorytm Euklidesa, A3,).

Rozktadem liczby naturalnej n > 1 na czynniki pierwsze bedziemy nazywali zapis
(1) n=prtepyt Pyt

w ktérym py,pe, ..., pk sa ré6znymi liczbami pierwszymi oraz liczby aq, as, ...
sg, catkowite dodatnie.

y

Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu méwi, ze kazda liczba naturalna
n > 1 ma dokladnie jeden taki rozklad z doktadno$cia do kolejnosci czynnikow.

Dowdd istnienia rozkladu. Najpierw zauwazmy, ze kazda liczba naturalna

n > 1 ma dzielnik pierwszy — wystarczy wzia¢ najmniejszy dzielnik n rézny

od 1 (gdyby nie byl on liczba pierwsza, to pewien jego dzielnik bylby jeszcze
muniejszym dzielnikiem 7 réznym od 1).

Niech g1 bedzie dzielnikiem pierwszym liczby n. Sa dwie mozliwosci: albo

n/q = 1, albo n/q; > 1 ma dzielnik pierwszy ¢gz. W drugim przypadku znéw albo
n/(q1q2) =1, albo n/(g1¢g2) > 1 ma dzielnik pierwszy g¢s i tak dalej. W koricu
dojdziemy do réwnosci n/(q1qz...q) = 1, wiec n = q1g2 . .. ¢ 1 wystarczy
ewentualnie pogrupowaé czynniki i zamienié¢ iloczyny na potegi, by otrzymac
rozktad taki jak w .

Do wykazania jedynosci rozkladu bedziemy potrzebowaé nastepujacego lematu.

Lemat Euklidesa. Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Dla liczb naturalnych
a 1 b zachodzi implikacja

(2) = plaVvp]lb.

Dowdéd lematu. Sa dwie mozliwosci: NWD(a, p) = p lub NWD(a,p) = 1. W pierwszym
przypadku p | a, w drugim p | b na mocy wlasnosci (1) z kacika nr 29.

(Mozna, a nawet nalezy uogdlnié: jesli p jest liczba pierwsza dzielaca iloczyn

t liczb naturalnych, to p dzieli co najmniej jeden czynnik. Dowod przez indukcje
wzgledem t pozostawiam Czytelnikowi.)

plab

Dowdd jedynosci rozkladu. Niech n bedzie liczba spelniajaca réwnosé (1)

i P=A{p1,...,px}. Jedli p € P, to oczywiscie p | n. W druga strone, jesli liczba
pierwsza p | n = p{'ps* ... pL*, to p dzieli co najmniej jeden z czynnikéw,

co prowadzi do wniosku, ze p € P. Wobec tego zbiér P jest jednoznacznie
wyznaczony — jest to zbiér wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby p.

Jest oczywiste, ze p{* | n. Ponadto p§ t n dla a > a1, gdyz w przeciwnym razie
musialaby zaj$¢ podzielnosé py | p3?...pp", co jest niemozliwe, bo p; nie dzieli
zadnego z czynnikéw. Z tego wynika, ze oy = v, (n), analogicznie a; = v, (n) dla
1=1,2,..., k. To dowodzi jednoznacznosci wyktadnikéw.

Jednym z najprostszych zastosowan twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu w N
jest rozwiazywanie réwnan diofantycznych — czyli takich, ktérych niewiadome sa
liczbami catkowitymi. Réwnanie sprowadzamy do postaci AB = n, w ktorej znamy
rozktad liczby n na czynniki pierwsze i na jego podstawie potrafimy powiedzie¢
co$ na temat A i B.

Zadania

1. Rozwiazaé réwnanie /6zy + 2z — 3y = 19 w liczbach calkowitych x i y.

2. Rozwiazaé réwnanie m? = 2" + 1 w liczbach catkowitych dodatnich m, n.

3. Rozstrzygnaé, czy suma kilku (wiecej niz jednej) kolejnych liczb catkowitych
dodatnich moze by¢ potega dwdjki o wykladniku naturalnym.

4. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb pierwszych (p, ¢), dla ktérych p < ¢ oraz
p% 4+ pg + ¢2 jest kwadratem liczby naturalnej.

5. Udowodnié, ze réwnanie (3z + 4y)(4x + 5y) = 7% nie ma rozwiazai w liczbach
catkowitych dodatnich z, y, z.

6. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (x,y,n) liczb catkowitych dodatnich, spelniajacych
réwnoéé 222 4 5xy + 2y% = 3",
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