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Rozwigzanie zadania F 965.
Przyjmijmy, ze dla plamy wspdtczynnik
transmisji wynosi 7', a odbicia R. Niech
dla reszty kartki odpowiednie
wspdélezynniki wynosza r i t. Plama
wznika”, gdy zrodto A jest w odleglosci

L 4, a zréodto B, w odlegltosci Lp od
kartki (patrzymy od strony A). Mamy
wéwcezas (o$wietlenia obu czesci kartki sg
réwne):
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Zamienmy teraz miejscami zrédla sSwiatta
(obserwujemy kartke z tej samej strony)

i wyznaczmy nowe odleglosci, dla ktérych
plama ,znika”: l4 i lg . Otrzymujemy
analogiczne réwnania (B jest teraz od
strony obserwatora):

r—R
B
B A
Po podzieleniu stronami (z obserwacji
wiemy, ze odpowiednie réznice
wspolezynnikéw sa rézne od zera)
otrzymujemy:
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ITa Lala

Iz Lplp’
Ze wzgledu na sposéb produkceji papieru
obie strony kartki réznig sie i drugi,
niezalezny pomiar mozemy uzyskaé po
odwréceniu kartki i powtoérzeniu
procedury.
Przedstawiony tu fotometr zostat
zaproponowany przez Roberta Wilhelma
Bunsena w roku 1843, a ulepszony sposéb
jego uzycia podat D.W. Lewis w Nature
40, 174 (1889).

Ciemna energia — czym jest i czy jest?
Maciej BILICKI*

Konieczno$é istnienia ciemnej materii (patrz np. All) to nie koniec
niespodzianek, jakie przyszykowaly nam obserwacje Wszech$wiata. Od 20 lat
wiemy, ze dla pelnego wyjasnienia sktadu kosmosu musimy dodaé réwniez
ciemng energie. To ona miataby by¢ odpowiedzialna za odkryte w 1998 roku
przyspieszanie ekspansji Wszech$wiata. Oznaczana w rownaniach litera A

i zwana w swej najprostszej formie stala kosmologiczna, ta forma energii
miataby zaiste niespotykane wlaéciwosci: ujemne ciénienie i stala gesto$¢ mimo
zwiekszania sie objetosci przestrzeni. To ona tworzy przeciwwage dla wylacznie
przyciagajacej grawitacji (ktéra spowalnia ekspansje), a poniewaz ciemnej
energii jest odpowiednio duzo (w przeliczeniu na gesto$é masy-energii), od kilku
miliardéw lat zaczeta ona dominowaé¢ w globalnym bilansie i tempo rozszerzania
si¢ Wszechswiata wzrasta zamiast maleé.

Odkrycie przyspieszajacej ekspansji bylo zaskoczeniem, natomiast sama
obecno$é A w réwnaniach opisujacych Wszechs§wiat juz nie. Pojawia sie ona
juz w pierwszych pracach Einsteina na temat ogdélnej teorii wzglednosci
jako stata réwnan. Z matematycznego punktu widzenia A moze mieé
dowolna warto$¢, w tym 0; faktyczna warto$é A ma jednak duzy wplyw

na jej fizyczng interpretacje. Opracowujac pierwszy relatywistyczny model
kosmologiczny, Einstein uwazal, ze réwnania powinny zapewnié statycznosé
kosmosu w najwiekszych skalach (odkrycie, ze galaktyki od nas ,uciekaja”,
przyszio dopiero kilka lat p6zniej). Zauwazyl, ze odpowiednio dobierajac
(dodatnia) warto$é¢ A, kompensujac tym samym obecno$¢ materii, uzyska
Wszechéwiat statyczny. Wkrotce potem Eddington wykazat jednak, ze taki
model kosmologiczny jest niestabilny na najmniejsze zaburzenia, a odkrycie
ucieczki galaktyk przez Sliphera i innych (ujete przez Hubble’a w zwiazek
d X Vree), wykluczylo poprawno$é modelu Wszechéwiata statycznego.

Einstein poczatkowo nie zdawal sobie sprawy, ze dla A = 0, czyli w modelu
kosmologicznym zawierajacym tylko materie, wystepuje albo kontrakcja, albo
ekspansja Wszech$wiata — co pokazali dopiero Friedman oraz niezaleznie
Lemaitre kilka lat p6zniej. Gdy prace Friedmana i Lemaitre’a zdobyly juz
uznanie wsrod dwcezesnych kosmologéw, sam Einstein wraz z de Sitterem
zaproponowali model kosmologiczny z zerowag A i odpowiednio dobrang gestoscia
materii (gestoscia ,krytyczna”), ktéry rozszerzal sie od ,,punktu zerowego”

ze stopniowo malejacym tempem ekspansji, zbiegajacym do zerowego po
nieskoniczonym czasie. Ten model byl ,modny”, czy wrecz uwazany za poprawny,
az do konica lat 1990 z braku rozstrzygajacych dowodéw obserwacyjnych.

Po odkryciu ekspansji Wszechswiata i zrozumieniu, ze jest ona mozliwa réwniez
we Wszech$wiecie wypelnionym wylacznie materia, Einstein ponoé uznat
wprowadzenie A za ,najwieksza pomylke swojego zycia” (biggest blunder).
Historycy nauki i biografowie Einsteina spieraja sie, czy rzeczywiscie tak
uwazal; stwierdzenie to pochodzi z ksiazki George’a Gamowa, znanego

z rozpowszechniania podkoloryzowanych anegdot — Gamow mial by¢ jedynym
$wiadkiem tego wyznania Einsteina. Na ironie zakrawa fakt, ze A ,,powrdcita”
kilka dekad pézniej, i to raczej poczatkowe nieuwzglednienie mozliwosci
ekspansji (,narzucajacej” sie przy modelowaniu Wszech§wiata rozwiazaniami
réwnan Einsteina) nalezy uznaé za, by¢é moze, najwicksza pomylke tego
genialnego uczonego.

Jednak niestuszne byloby sadzié, ze od momentu zakwestionowania statycznego
modelu Einsteina az do konca XX wieku nikt nie rozwazal niezerowej wartoéci A.
Pojawia sie ona zaréwno w rozwazaniach Friedmana, jak i Lemaitre’a

(a takze Edingtona, de Sittera i innych) juz w latach 1920. W szczegdlnosci
Lemaitre badal modele o réznych wartosciach A i gestosci materii (jako ze

te dwa skladniki wystarcza do opisu zawartosci obecnego Wszechswiata

w najwiekszych skalach). To w jego rozwazaniach pojawia sie uznawany dzi$ za
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Profesor Roman Juszkiewicz wraz

z wieloma wspélpracownikami badal pod
koniec XX w. wielkoskalowe pola
predkosct swoistych — odstepstwa od
jednorodnej ekspansji wynikajace

z lokalnych zageszczen materii. Roman
Juszkiewicz mial znaczgcy udziat

w opracowaniu aparatu teoretycznego
zastosowanego nastepnie do (skapych
wtedy) danych obserwacyjnych. Te
analizy daly niezalezne przestanki, iz
gestosé materii wynosi znacznie ponizej
krytycznej. Pola predkosci sa jednak
,hieczule” na stala kosmologiczng, tak
wiec potrzebne byly obserwacje
supernowych i mikrofalowego
promieniowania tta, by potaczyé wszystko
w jedng catos¢ — ACDM.

standardowy model zapoczatkowany ,punktem zerowym”, zwanym dzis Wielkim
Wybuchem, po ktérym nastepuje spowalniajaca ekspansja (era dominacji
promieniowania, a nastepnie materii), ktéra potem przyspiesza (era dominacji
stalej kosmologicznej).

Jednak oprécz teoretycznych rozwazan Lemaitre’a i innych prekursoréw
kosmologii, A przez wiele dekad nie byla potrzebna do wyjasnienia (skapych)
obserwacji — skoro wiadomo bylo, ze Wszechswiat sie rozszerza, i mozna to

ujaé¢ modelem tylko z materia, to brzytwa Ockhama kaze nam przyjaé¢ A = 0.
Sytuacja jednak zaczela sie zmieniaé w latach 1980. Najpierw Alan H. Guth,
Andrej Linde i inni zaproponowali, ze w pierwszych mikrosekundach swojego
istnienia (tj. zaraz po ,punkcie zero” w modelu Wielkiego Wybuchu)
Wszechéwiat doswiadczyt eksponencjalnej ekspansji — ,inflacji”. Byla to

préba wyjasnienia kilku problemoéw kosmologicznych, takich jak jednorodnosé
Wszechéwiata w najwigkszych skalach — wigkszych niz obszary powiazane
przyczynowo-skutkowo, gdyby inflacji nie bylo. Co ciekawe, taka eksponencjalna
ekspansja jest $wietnie opisywana modelem de Sittera zawierajacym dodatnig A
i zaniedbywalng gesto$¢ materii. Zwiazek tej ,inflacyjnej A” z dzisiejsza

ciemng energia jest niejasny, ale raczej nie sa one tym samym, bo inflacja sie
zakoniczyla jakies 10732 s po Wielkim Wybuchu, po czym przez kilka miliardéw
lat w kosmosie dominowata materia.

W kontekscie dyskusji o ciemnej energii wazne jest, ze jednym z gtéwnych
przewidywan teorii inflacyjnej jest globalna plaskosé¢ przestrzenna Wszech$wiata.
Innymi stowy, kosmos w najwigkszych skalach powinien wedlug teorii

inflacji mieé¢ geometrie euklidesowa. To tlumaczy popularno$é modelu
Einsteina—de Sittera: ptaskiego, zawierajacego tylko materie, przez ostatnie dwie
dekady XX wieku. Jednak nie wszystkie obserwacje potwierdzaly prawdziwosé
modelu o gestosci rownej krytycznej. Badania choéby wielkoskalowych
przeplywow galaktyk — ze znaczacym udzialem Romana Juszkiewicza —
wskazywaly, ze materii jest za mato, by Wszechswiat ,,domknac¢” do gestosci
krytycznej. Pogodzenie tego z przewidywaniami inflacji jest mozliwe, gdy gestosé
materii-energii domknie sie¢ do wartosci krytycznej dodatnia A.

Stad tez i obserwacje odleglych supernowych Ia — ,$wiec standardowych” —
prowadzone przez Perlmuttera, Riessa i Schmidta, pokazujace, ze ekspansja
przyspiesza zamiast zwalnia¢ — padly na podatny grunt i doprowadzity do
powstania modelu zwanego dzi§ ACDM (gdzie CDM to zimna ciemna materia).
Zgodno$¢ tego modelu z obserwacjami zostata od tej pory potwierdzona
wieloma réznymi testami. Jednym z najwazniejszych jest analiza wladciwosci
mikrofalowego promieniowania tta, ktéra pozwala zaréwno z duza doktadnoscia
ustalié¢ globalng krzywizne przestrzeni (wynoszaca zero — plaskos$é), jak i $rednia
gesto$é materii (wynoszaca okolo 30% gestosci krytycznej). Juz te dwa fakty
pokazuja, ze konieczny jest model z A > 0, dopelniajaca gesto$¢ masy-energii do
wartosci krytycznej. Obrazu dopelniajg inne dane, cho¢by bardziej dzi§ dokladne
niz pod koniec XX wieku pomiary tempa ekspansji Wszechswiata w funkcji
czasu kosmicznego, juz nie tylko z supernowych, ale i tzw. barionowych oscylacji
akustycznych. Wszystkie one pokazuja jednoznacznie, ze ekspansja kosmosu
przyspiesza.

,Jednoznacznie” to jednak nawet we wspoélczesnej , kosmologii precyzyjnej”
duze stowo. Gléwnym problemem z ciemna energia pozostaje fakt, ze nie
mamy zupelnie pojecia, czym moglaby byé¢ w fizycznym sensie. O ile ciemna
materie prébuje sie wyjasni¢ w oparciu o dobrze ugruntowane hipotezy (takie
jak czastki elementarne wykraczajace poza model standardowy), to ciemna
energia modelowana jest gléwnie fenomenologicznie. Uznaje si¢ ja za jakis
rodzaj ,energii prézni” i w oparciu o obserwacje astronomiczne prébujemy
nalozy¢ ograniczenia na jej rownanie stanu. Jak dotad, ograniczenia te sa bardzo
slabe 1 wiemy jedynie, ze jest to zgodne w granicach (duzych) bledéw z p = —p,
czyli stala kosmologiczna — najprostsza teoretycznie forma ciemnej energii, dla
ktorej ten zwiazek nie zmienia si¢ z czasem. Rozwija si¢ jednak wiele innych
modeli, poczawszy od ,kwintesencji” i jej podobnych (réwnanie stanu zmienne
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Wiekszos¢é modeli kosmologicznych,

w tym ACDM, zaklada, ze Wszechswiat
w odpowiednio duzych skalach jest
jednorodny i izotropowy, dzieki czemu
mozemy przyjaé wiele symetrii i opisywac
go prosta metryka Friedmana—Lemaitre’a—
—Robertsona—Walkera. Niektérzy
kosmologowie twierdza jednak, ze jest to
nadmierne uproszczenie i wlasnie to
zatozenie prowadzi do ,artefaktu”, jakim
jest przyspieszajaca ekspansja, pisaliSmy
o tym w A%G. W niektérych z modeli
»hiejednorodnych” nie mozna globalnie
zdefiniowaé $redniej krzywizny czy
gestosci, przez co inaczej interpretuje sie
w nich obserwacje np. supernowych (takie
jak zwigzek odleglosci z przesunieciami
ku czerwieni).

Jak wyciagnaé v/2 modulo n?

* Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

w czasie), po zmodyfikowang grawitacje, w ktérej w skrajnych przypadkach A
nie ma w rownaniach w ogole, jest za to ,piata sita” — dodatkowe oddziatlywanie,
w wyniku ktorego grawitacja jest stabsza na bardzo duzych kosmicznych skalach,
co skutkuje przyspieszajaca ekspansja. Niektérzy natomiast twierdza, ze zadna
modyfikacja grawitacji nie jest konieczna, nalezy natomiast zrewidowaé nasz opis
Wszechéwiata jako jednorodnego i izotropowego. Wedlug tego rodzaju modeli
przyspieszanie ekspansji jest pozorne, a to, ze je ,widzimy”, wynika ze zbyt
uproszczonego modelu, w ktérym obserwacje sa interpretowane.

Zar6éwno modele zmodyfikowanej grawitacji, jak i te zakladajace znaczace
niejednorodnosci, maja swoje wady, na pewno nie mniejsze niz standardowy
model kosmologiczny, jakim jest ACDM. A poniewaz zadne obserwacje
kosmologiczne nie wskazuja obecnie na znaczne odstepstwa od modelu
standardowego (a w kazdym razie nie widaé, aby jakis§ inny model lepiej je
wyjasnial), brzytwa Ockhama odcina wszystko, co nie jest ACDM. Czy to sie
zmieni w najblizszych latach, gdy nowe, wigksze i glebsze przeglady kosmosu
stana sie rzeczywistoscia? Czy ambitne programy, takie jak Euclid, LSST, JWST
czy SKA, przybliza nas do wyjaénienia zagadki A, czy wrecz przeciwnie?

Mariusz SKALBA*

Niech n bedzie liczba nieparzysta. Pytamy, czy istnieje taka liczba calkowita x,
ze

(1) 2? =2 (mod n)?

Jedli ta kongruencja ma rozwiazanie catkowite x, to na pewno istnieje
rozwiazanie z1 € {0,1,...,n — 1}. Wtedy liczba 25 = n — x;1 tez jest rozwiazaniem.
Jak jednak rozstrzygnaé, czy kongruencja (1) w ogdle ma rozwiagzania?

W przypadku, gdy n = p jest liczba pierwsza, dysponujemy praktycznym
algorytmem, ktéry rozstrzyga, czy kongruencja (1) ma rozwiazanie — oparty
jest on na tzw. kryterium Eulera. Jest ono Scisle zwiazane z malym
twierdzeniem Fermata. To stynne twierdzenie moéwi, ze jedli x nie dzieli sie
przez liczbe pierwsza p, to woéwczas

2P~ =1 (mod p).

Jedli kongruencja (1) ma rozwiazanie z, to mozemy napisaé

ob = (332)1%1 =27"' =1 (mod p),
a zatem ostatecznie
(2) 2" =1 (mod p).
Kryterium Eulera stanowi, ze powyzsze rozumowanie mozna odwrdécic: jesli
zachodzi kongruencja (2), to kongruencja (1) ma rozwiazanie. Warto w tym
miejscu dodaé, ze potegowanie a* modulo n latwo wykonaé efektywnie nawet

wtedy, gdy liczby n oraz k sa ogromne! Oto zarys metody. Najpierw zapisujemy
wyktadnik k£ w uktadzie dwédjkowym:

k=2m 42m2 4 4 m

Poniewaz

gdzie m; < mg < --- <my = |logy k| .

miq mo my
a* =a®" a?? L dP

wiec wystarczy wykona¢ m; kolejnych podnoszen do kwadratu, a na koniec
[ — 1 mnozen — wszystkie operacje wykonujemy modulo n, a wiec na liczbach
mniejszych od n.

Zalézmy teraz, ze liczba 2 przeszia test Eulera. Nasuwa si¢ teraz pytanie: jak
znalez¢ x spelniajace kongruencje (1)7
Jedli p =3 (mod 4), to wystarczy przyjaé
=2 (mod p).
Pokazuje to ponizszy rachunek
9 _ obtl  p—1 1
=272 =272 -2 =2 (mod p)
(na mocy (2)).
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