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Rys. 2

*Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki

Kamerton i struna
Jacek CIBOROWSKI*, Krzysztof TURZYNSKI

Do strojenia instrumentéw czesto wykorzystuje sie kamerton widetkowy,
wynaleziony w 1711 r. przez Johna Shore’a, lutniste angielskiego dworu
krolewskiego. Zaleta tego przyrzadu jest to, ze wprawiony w ruch emituje
dzwiek bardzo ,czysty”, tj. zawierajacy niemal wylacznie sktadowa
wzorcowg przyrzadu. Zrozumienie, dlaczego tak sie dzieje, nie wymaga
nadmiernie skomplikowanych rachunkéw i dtugich wyjasnien.

Roéwnania ruchu. Wyprowadzenie réwnania ruchu dla struny, czyli
rownania falowego, mozna znalez¢ w wielu podrecznikach. Dla porzadku
przypomnimy tutaj zarys tego rachunku. Strune, na ktérg dziata sita
naciggu 7, mozemy podzieli¢ w mysli na szereg malenkich kawaltkow

(rys. 1). Kazdy taki kawalek bedzie mial mase dm, bedzie znajdowal

sie w polozeniu x wzdluz struny, a jego wychylenie wzgledem pozycji,
jaka by mial, gdyby struna spoczywala, mozemy oznaczy¢ przez i(zx,t).
Woéwczas 11 prawo dynamiki Newtona dla odcinka struny znajdujacego sie
w polozeniu z ma postac:
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gdzie 71 sa sktadowymi sil oddziatywania 7y z sasiednimi fragmentami
struny prostopadlymi do kierunku spoczywajacej struny; wielkosé %i“f to
nic innego jak przyspieszenie w tym kierunku. Bedziemy odtad zaktadac,
ze wychylenie z potozenia réwnowagi jest bardzo male. Poniewaz naciag
struny jest staly, to, przyblizajac tg« przez « (co jest uzasadnione wlasnie
dla matych wychylenl), mamy:
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d =7y +77,
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P(x +dw,t) — 2¢(z,t) + Y(z — dz, t) 0
~dr-T-—5.
da? Ox?
Dla struny o stalej gestosci liniowej pr, = dm/dz mozemy zatem przepisaé
réwnanie ruchu jako

(1) e

W przypadku kamertonu zZrédto sity powodujacej jego ruch jest inne. Jezeli
ramie kamertonu zostanie wygiete, to pojawi sie sita sprezystosci, ktora
dla cial sprezystych spelniajacych prawo Hooke’a jest proporcjonalna do
odksztalcenia ciala. W sytuacji przedstawionej na rysunku 2 wkiad d7_

do sily 7_, wywieranej na fragment ciala znajdujacy sie¢ w potozeniu x, jest
proporcjonalny do modulu Younga substancji, z ktorej wykonane jest cialo,
oraz kata odksztalcenia da. Kat ten jest réwny katowi pomiedzy prostymi
o nachyleniach g—i’(a@, t) oraz g—f(:r —dx,t), a zatem jest w przyblizeniu
rowny ?;;f dx. Oznacza to, ze mozemy powtorzy¢ rozumowanie prowadzace

do wyznaczenia rownania ruchu dla struny, ale z ta réznica, ze teraz sity 74
)

T_i—f—T_L’R:da?'T'

nie maja stalej wartosci, ale sa proporcjonalne do — 5. Otrzymujemy wigc:
Py oM

2 C—s+— =0,

2) ot * Ozt

gdzie stata C' > 0 jest odwrotnie proporcjonalna do modulu Younga.
Poréwnujac réwnania ruchu (1) i (2), stwierdzamy, ze w tym drugim wystepuje
az czwarta pochodna wychylenia po polozeniu. Jak si¢ zaraz przekonamy,

ta drobna z pozoru réznica decyduje o brzmieniu dzwieku kamertonu.

Rozwigzanie réwnan ruchu. Rozwiagzania kazdego z réwnan ruchu (1) i (2)
mozna zlozyé z fal stojacych, tj. funkcji postaci ¥ (z,t) = x(¢) f(z).
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e Y(cosycoshy +1)
(=]

Yy
Rys. 3. Wykres funkcji
g(y) = e Y(cosycoshy + 1).
Poniewaz czynnik e~ ¥ jest dodatni,
funkcja ma te same miejsca zerowe

co funkcja we wzorze (3), jest jednak
ograniczona na przedziale (0, c0).

czestosé [Hz]
struna kamerton

440 440
880 2763
1320 7722

Najnizsze trzy czestosci drgan struny
i kamertonu o podstawowej czestosci
440 Hz.

Przyjmiemy, ze funkcja opisujaca zaleznosé wychylenia od czasu ma postaé

X(t) = cos(wt + ¢). Po podstawieniu do réwnania (1) otrzymujemy réwnanie:
d2

—~ +Ek*f =0,

dz? /

gdzie tzw. zwiazek dyspersyjny ma postaé k? = 7w?/pp; rozwiazaniami
tego réwnania s funkcje cos kx i sin kx. Zakladajac, ze struna jest sztywno
zamocowana w ¢ = 0 1 w ¢ = L, musimy odrzuci¢ pierwsza klase¢ rozwiazan,
a wérdd drugiej klasy dopudcié tylko te, dla ktérych f(L) = 0, czyli k = n,
gdzie n jest liczbg naturalna. Oznacza to, ze widmo czestosci takiej struny
jest dyskretne — wystepuje w nim najnizsza czesto$é wy = \/7/pr, oraz jej
wielokrotnosci.

Podstawiajac opisana wyzej postaé¢ rozwiazania do réwnania (2), otrzymujemy
d4
—ﬁ —k'f =0,
dx
gdzie zwigzek dyspersyjny ma teraz postaé k? oc w. Rozwigzaniem tego
réwnania jest dowolna kombinacja liniowa funkcji sin kz, cos kz, sinh kx

oraz cosh kz, a wiec funkcja postaci
f(z) = Ay sinkz + Ag cos kx + By sinh kx + B cosh kz,

gdzie stale A1, Ay, By oraz By wyznaczymy z warunkéw brzegowych.
Warunki te dla drgajacego preta o dlugosci L mozemy opisaé nastepujaco:
1. wychylenie preta w punkcie x = 0 jest zerowe, f(0) =0,
2. w punkcie = 0 pret jest pionowy, %(O) =0,
3. w punkcie x = L sila sprezystosci jest réwna zeru, %(0) =0,
4. w punkcie x = L skladowa sity sprezystosci prostopadta do osi x jest
réwna zeru, %(O) =0.
Uwzglednienie tych warunkéw prowadzi do nastepujacego zwiazku:
(sin kL + sinh kL) (sin kL — sinh kL) = —(cos kL 4 cosh kL)?,
a stad
(3) coskLcoshkL +1=0.

Rozwigzania tego rownania mozemy wyznaczy¢ w sposob nastepujacy. Funkcja
cosh y jest bardzo szybko rosnaca funkcja swego argumentu, a wiec dla
dostatecznie duzych y miejsca zerowe funkcji cosy cosh y + 1 beda znajdowaty
sie blisko miejsc zerowych funkcji cosy coshy, czyli y = (n — %)77, gdzie n jest
liczba naturalna (por. rys. 3). Lepsza dokladnosé mozemy uzyskaé, zakladajac,
ze 9 jest pewnym przyblizeniem szukanego miejsca zerowego i piszac
cos(y + oy)cosh(y + dy) +1 = 0.

Rozwijajac to w dy do rzedu kwadratowego, otrzymujemy réwnanie

Sy*sin §sinh § — dy(cos g sinh § — sin § cosh ) — (cos§cosh§ + 1) = 0,
co pozwala znalezé dokladniejsze rozwiazanie § + dy. Opisang procedure
mozna powtorzy¢, uzyskujac rozwiazanie z coraz lepsza dokladnoscia.
W ten sposéb stwierdzamy, ze najmniejszymi rozwiazaniami réwnania (3)
sa kL ~ 1,87510,4,69409, 7,85476. Pamietajac, ze w rozwazanym przypadku
czestosé drgan jest proporcjonalna do kwadratu liczby falowej k, stwierdzamy,
ze czestosci drgan struny i kamertonu o czestosci podstawowej 440 Hz, czyli
tonu A4, uzywanego do strojenia instrumentéw, sa takie jak w tabeli. Widzimy
stad, ze dla kamertonu druga czestosé dozwolonych drgan lezy niemal dwie i p6t
oktawy powyzej tonu podstawowego, miedzy dzwiekami E® i F6. Jest ona na ogét
stabiej styszalna i latwa do odrdznienia od czestosci podstawowej, co sprawia,
ze drgajacy pret jest lepszym wzorcem czestosci niz drgajaca struna.

W praktyce stosuje si¢ kamertony zbudowane z dwéch drgajacych pretéw.
Takie rozwigzanie pozwala na to, by prety te drgaly w przeciwfazie,

a wtedy zamocowanie kamertonu sztywno za uchwyt nie powoduje silnego
ttumienia dzwieku.
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