Superkomputery

Superkomputery pomagaje w badaniach przyrody,
projektowaniu urzqdzen i lekéw. Czym sq, jok

dzialajq, jakich uzywajq procesoréw, jak szybko liczq?
Odpowiedzi na te pytania zilustrujemy przyktadami kilku
superkomputeréw, w tym czterech najszybszych na Swiecie
oraz najwiekszego w Polsce.

Zdefiniujmy superkomputer

W latach 60. (to starozytna epoka technik obliczeniowych;
geometryczny postep technologii komputerowej opisali$émy
w Delcie 5/2017) uznawano za superkomputery maszyny
firm Cray i CDC. Byly 3 do 10 razy szybsze niz inne
komputery. PéZniej nazywano tak wszelkie systemy
zdolne do obliczen o rzad wielkosci szybszych niz
pojedynczy, sredni komputer. Pod koniec XX wieku
miedzynarodowa grupa informatykow podjeta sie
uaktualniania dwa razy na rok szczegétowej listy

500 najszybszych systeméw obliczeniowych swiata. Jesli
przyjac tresé listy za ich definicje, to wiadomo $cisle, ile
jest superkomputeréw (500). Liste TOP500 latwo jest
odszuka¢ w sieci.

Od chaosu do Linuxa

Do pierwszych lat obecnego wieku panowala trudna dzi$
do wyobrazenia réznorodno$¢ i konkurencja kilkunastu
rodzajéw procesoréw. Mikroprocesory o architekturze x86
korporacji Intel zdobyly w ostatniej dekadzie catkowita
przewage w dziedzinie wysokowydajnych obliczen

HPC (High Performance Computing), pozostawiajac
konkurencyjnej (takze amerykariskiej) architekturze Power
firmy IBM mniej niz 10% rynku. To samo nastapito
wsrod maszyn domowych. Np. komputery Apple mialy
kiedy$ procesory Motoroli, potem PowerPC, ale od 2005 r.
przeszly na procesory z rodziny x86. Tylko w telefonach
przewage zyskaly procesory ARM (o zredukowanym
stowniku komend procesora). Azja i Europa (mimo ze

ta druga nie produkuje wiodacych procesoréw) mysla

o zawojowaniu w nastepnej dekadzie z pomoca oszczednej
architektury ARM rynku superkomputeréw.

Podobna unifikacja zaszla w oprogramowaniu podstawowym
superkomputeréw. Z chaosu dawnych zmagan wylonit sie
jako zwyciezca system operacyjny Linux (potomek Unixa).
System Windows nie jest spotykany w $wiecie HPC. Linux
jest nie tylko bardziej logiczny i niezawodny, ale jest tez
systemem otwartym i darmowym. Mikroprocesory Intela
sg natomiast niezawodne, szybkie i popularne, ale pilnie
strzezone patentami i drogie. Produkcja odbywa sie w 75%
w USA, a reszta w Irlandii, Izraelu i Chinach, po czym
wysylane sa zwykle do koncowej integracji i testowania

w Malezji. Zamiana piasku (krzemu) na procesory to
dziatalno$¢ oplacalna, lecz kapitatochtonna. Skoro mowa

o pieniadzach, to Intel oferuje zwykle studentom wszystkich
uczelni $swiata za darmo swoje drogie oprogramowanie.
Warto skorzystad!

Anatomia superkomputera: rdzenie, pamieci
i lacza

W dawnych czasach superkomputer miat 4 do 8
niezaleznych procesoréw (rdzeni) i unikatowy system
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tacz danych. Miescit sie¢ w jednym duzym monolicie.
Obecne superkomputery sa zupelnie inne: to klastry, czyli
bardzo liczne (~ 10*) wezly obliczeniowe umieszczone

w standardowego wymiaru szafach komputerowych,
potaczone szybkimi taczami. Wezel ma kilka procesoréw
obliczeniowych (1-8), a z fizycznej koniecznosci
uzasadnionej w wyzej cytowanym artykule Delty kazdy
procesor ma wiele rdzeni liczacych réwnoczesnie (od

4 do 240). Duzy superkomputer ma dzi$ zatem wiele
milionéw rdzeni obliczeniowych, z ktoérych kazdy moze
wykonywaé kilka réwnoleglych watkow obliczen. Zadanie
musi zostaé podzielone na mnéstwo wspotbieznych
czesci, dopasowanych jak najlepiej do wielopoziomowej
hierarchii zaréwno kalkulatoréw, jak i pamieci: od
pamieci podrecznej (cache, do kilkudziesieciu MB)

i pamieci operacyjnej (10 do 100 GB, tj. gigabajtéw),

az po najwolniejsze i najbardziej pojemne pamieci

state lub dyskowe (czasami w sumie kilka petabajtow,
PB = 10'°B). Szybkosé¢ dostepu do pamieci z dowolnego
procesora jest zasadnicza, dlatego tacza komunikacyjne sa
niestychanie wazne, bedac potencjalnie waskim gardtem
obliczenn. W najpopularniejszych laczach Infiniband
wiazka drutéw lub $wiattowodem plynie strumien danych
50-100 GB/s. Komputer ma wigcej laczy niz wezidéw, np.
w topologii wielowymiarowego torusa. Dane rozpoczynaja
plynaé szerokim strumieniem juz po mikrosekundzie od
wystania komendy. W najwiekszych instalacjach w czasie
sekundy transmitowany jest siecia lacz petabajt, tj.
zawarto$¢ trzeciej co do wielkosci na $wiecie biblioteki

na Uniwersytecie Toronto (54 miliony dokumentéw).

Gdy poréwnamy ten strumien liczb (~ 104 liczb/s)

z sumarycznym tempem dziatan arytmetycznych

w superkomputerze (prawie 100 PFLOP/s = 1017/s),

to zrozumiemy, ze rdzenie obliczeniowe duzo szybciej
produkuja wyniki dzialan, niz pozyskuja dane. Sztuka
HPC sprowadza si¢ do tego, by liczy¢ jak najbardziej
lokalnie, nie dajac sie rdzeniom nudzi¢ w oczekiwaniu

na dane z odleglej pamieci. Pomagaja w tym nieco
kompilatory, ttumaczace program w jednym z jezykéw
komputerowych (C++, Fortran i in.) na binarne instrukcje
w kodzie x86. Optymalizacja nie odbywa si¢ jeszcze

w pelni automatycznie. Nadal wazna role odgrywaja
umiejetnosci programisty decydujacego o strukturach
danych i programu.

Platformy obliczeniowe i systemy

Superkomputer umieszczony jest w odpowiednio
zaprojektowanym budynku, w sali o powierzchni
100-600 m?. Zuzywa do kilkunastu MW mocy, a jego
potezny uktad chtodzenia wodnego lub powietrznego
znajduje sie w innej czeéci budynku. Pracuje

w komputerze tyle wentylatorow i pomp, ze na uszach
trzeba mie¢ ochraniacze, jesli przebywa sie w poblizu
ponad 15 minut dziennie.

W czoldéwee najpotezniejszych maszyn (pierwsze 3 wiersze
tabeli na nastepnej stronie) wigkszos$é obliczen robia nie
procesory gtéwne (CPU), lecz dodatkowe koprocesory, kazdy



o duzej liczbie rdzeni, cho¢ o wolniejszych od CPU zegarach
taktowych, ze wzgledu na limit energii. Omawiajac tabele,
poznamy dwa gléwne rodzaje platform obliczeniowych
nazywanych MIC i GPU. W tabeli figuruja: rok budowy
systemu i éwcezesne miejsce w rankingu, liczba rdzeni
obliczeniowych, moc zasilania, rodzaj gtownej platformy
obliczeniowej i dwie miary predkosci: P, najwigksza

Niektoére superkomputery (styczefi 2017 roku).

predko$é¢ w testach, i Pyax, predkosé osiggalna teoretycznie
(w jednostkach petaflop/s, PF = 10'® operacji podwdjnej
precyzji na sekunde). Podajemy tez koszt systemu i koszt
wzgledny (stosunek koszt/predkosé w tysiacach dolaréw za
1 teraflop/s). Najwigksze systemy nie sa, jak widaé, tanie,
ale dla poréwnania — nie sa drozsze niz samolot pasazerski

Airbus A380.

Pierwsze cztery to najszybsze obecnie systemy.

. ranking, . P | (Pnax) | zasil rodzaj koszt
kraj nazwa w roku rdzeni PF] PF] W] proc. fmln §] koszt/ P
Chiny Sunway TaihuLight 1, 2016 | 0,6 mln 93 (125) 15 MIC 237 2,5
Chiny Tianhe-2 1, 2013 | 3,1 mln 34 (55) 18 MIC 390 11
USA Tytan 1, 2012 | 0,6 mln 18 (27) 8 GPU 97 5
USA Sekwoja 1, 2012 | 1,6 mln 17 (20) 7 CPU 250 13
Polska | Prometeusz 38,2015 | 41 tys. 1,7 (2,3) 0,9 CPU 12 7
Kanada | SciPhi >500, 2016 | 3,4 tys. | 0,07 | (0,08) | 0,02 | MIC+GPU | 0,06 0,9

Systemy tradycyjne oparte na CPU: Prometeusz ¢ Sekwoja

Najszybszym komputerem w historii Polski, przez pewien
czas 38. na $wiecie (dzi$ 59.), jest Prometeusz, zainstalowany
w 2015 r. w krakowskiej Akademii Goérniczo-Hutniczej przez
firme Hewlett-Packard. Jest oparty na CPU serii Haswell
Intela i osiagga 1,7 PF. Na powierzchni zaledwie 13 m?
miesci 15 szaf sprzetowych z 30 t sprzetu zuzywajacego
prawie megawat mocy elektrycznej. Podobnie jak poprzedni
superkomputer AGH, Zeus (ciagle na liscie TOP500),
pomaga polskim naukowcom w badaniach podstawowych

i stosowanych, zwlaszcza w zakresie chemii fizycznej,
medycyny i bioinformatyki, a takze fizyki i inzynierii. Tym
zajmuja sie tez wszystkie inne superkomputery na $wiecie.
Wigkszym odpowiednikiem Prometeusza jest amerykanska
Sekwoja, przez pél 2012 roku najszybszy superkomputer
Swiata, ktéry zawiera 16-rdzeniowe procesory centralne IBM
PowerPC i miesci si¢ w 98 szafach w laboratorium Lawrence
Livermore koto San Francisco. To byl zapewne ostatni
najszybszy system zbudowany wytacznie z CPU o niewielkiej
liczbie rdzeni. Jego najbardziej znanymi osiggnieciami byty
symulacja kosmologiczna z 3,6-10'2 czastkami oraz symulacja
elektrofizjologii serca. Sekwoja ma intrygujaco podwéjna
osobowosé: projektuje bron jadrowa, a jednoczeénie stara sie
uchroni¢ ludzko$¢ od skutkéw ocieplenia klimatu.

Obliczenia nietradycyjne: Tianhe-1A i Tytan

Pierwszy najszybszy komputer oparty nie na CPU,

lecz gtéwnie na GPU (Graphics Processing Unit, czyli
procesor graficzny) powstal w 2010 roku w ChRL; byl to
niewymieniony w naszej tabeli Tianhe-1A (Droga Mleczna
1A) w miescie Tiancin. Dwa lata pézniej podobna maszyne
numer 1 zbudowata firma Cray w o$rodku jadrowym w Oak
Ridge, Tennessee. Tianhe-1A mial 7 tys. kart graficznych
Nvidia Tesla generacji Fermi, zas Tytan 19 tys. kart Nvidia
Tesla generacji Kepler. Nieprzypadkowo te wtasnie procesory
znajduja sie w uzytkowych kartach graficznych do gier
komputerowych. GPU rozwinety sie, kiedy CPU przestal
by¢ wystarczajaco wydajny, aby tworzy¢ kadry animacji
kilkadziesiat razy na sekunde. GPU staly sie wielordzeniowe
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i bardzo wielowatkowe. Paradoksalnie na poczatku

obecnego wieku CPU w komputerze naukowca nie nadazat
w arytmetyce za GPU stuzacym do zabawy. Brakowato
jednak mozliwosci tatwego programowania GPU. Problem
ten rozwiazali inzynierowie Nvidii 10 lat temu. Do obliczen
naukowo-technicznych na swych kartach graficznych firma
udostepnita darmowo rozszerzenie jezyka C o nazwie CUDA,
dodajac stopniowo calg game pomocy dla programistéw,
takich jak biblioteki wspotbieznego oprogramowania
matematycznego. Pézniej powstal OpenCL (Open Compute
Language), w zamierzeniu jezyk programowania wszystkich
urzadzen obliczeniowych. Naukowcy przy uzyciu masowej
paralelizacji swych symulacji, gdzie liczba réwnoleglych
watkow siega wielu tysiecy, dokonywali niemal cudéw. GPU
nie sg co prawda tak inteligentne, jak CPU, lecz masowo
powtarzajac proste, identyczne sekwencje instrukcji na
zmieniajacych si¢ danych, sa najefektywniejsze. Jednak
programowanie GPU jest bardziej ztozone niz programowanie
CPU, a pewne zadania wrecz nie znosza rozdrobnienia. Obiad
dla jednej rodziny kilku kucharzy zrobi szybciej niz jeden,
ale dwustu powolnych i niezbyt inteligentnych kucharzy
tylko spowolni te prace. Tytan ma setki tysiecy ,kucharzy”,
dlatego receptury (programy) dla niego sa wybierane bardzo
uwaznie. Liczy naraz tylko okoto 5 zoptymalizowanych zadan;
w sumie tylko okoto 30 rocznie. Symulowano m.in. fizyke
spalania w projektowanych silnikach diesla, elektrownie
jadrowe, nowe polimery, przewidywano zmiany klimatu.
Symulowano wybuchy supernowych oraz dynamike naszej
Galaktyki tak dokladnie, ze kazda z 200 mld gwiazd miala
odpowiedniczke w komputerze!

Droga Mleczna-2 i procesory MIC

Tianhe-2, obecnie numer 2 w rankingu, oparto w 2013 roku
na nowej platformie obliczeniowej MIC (Many Integrated
Cores, liczne zintegrowane rdzenie). To klasa procesoréw
firmy Intel, znana tez jako Xeon Phi (koprocesor KNC, czyli
Knights Corner z 2013 r., oraz procesor KNL, czyli Knights
Landing z 2016 r., ktéry ma wszystkie zasadnicze funkcje
CPU i moze zastepowaé CPU). MIC to doprowadzony




do granic efektywnosci schemat CPU, o standardowej
architekturze 64-bitowej x86, z liczba rdzeni pomiedzy

57 a 72. Rdzenie sg bardziej ztozone niz w GPU, ale prostsze
niz w CPU. Nie maja, na przyklad, zdolnosci przestawiania
kolejnosci instrukcji w programie dla jego przyspieszenia ani
przewidywania, jak potoczy si¢ dalsze wykonanie programu,
aby zawczasu zazadaé¢ danych i instrukeji z pamieci. Dlatego
MIC ,lubi” pracochlonne, ale nieskomplikowane rodzaje
obliczen, np. niektére macierzowe, i jest w nich okoto
dwukrotnie szybszy niz CPU zblizonej generacji. Warto
poréwnaé tu procesory MIC i GPU. W biologii zachodzi
zjawisko ewolucji konwergentnej, kiedy zupelnie rézne
gatunki przybieraja zblizony wyglad i zachowanie zgodne

z wymaganiami srodowiska. Podobna ewolucja MIC i GPU
spowodowata, ze mimo niekompatybilnych schematow
budowy wewnetrznej ich karty obliczeniowe trudno odréznié,
zawieraja réwnie wielka liczbe tranzystoréw (5-10 mld),
zblizone liczby fizycznych rdzeni (nazywanych w GPU

SMP, multiprocesorami symetrycznymi), maja to samo
ograniczenie na zuzywang moc i wymuszong przez to
czestotliwosé zegara f = 1-1,5 GHz, i w konicu — rézniaca
sie zazwyczaj nie wiecej niz dwukrotnie moc obliczeniowa. To
$wiadczy dobrze o inzynierach, ktérzy i w MIC, i w GPU
optymalnie wykorzystuja tranzystory dostepne w danej
technologii procesorowej. Sg jednak istotne dla uzytkownika
réznice. CPU i MIC liczg zaréwno w pojedynczej, jak

i podwdjnej precyzji (7 1 15 dziesietnych miejsc znaczacych).
Projektanci GPU poswiecali natomiast podwdjnej precyzji
niewiele obwodéw (sa niepotrzebne do gier ani do sztucznej
inteligencji) i to spowalnia karty graficzne w zastosowaniach
naukowych. W odréznieniu od kart graficznych karty Xeon
Phi uruchamiaja odchudzony system operacyjny Linux,
stajac sie komputerami wewnatrz komputera, z wltasnym
adresem sieciowym. Z czasem réznice miedzy CPU i MIC
znikna, nie zajdzie to za$ w przypadku GPU (innych niz
firmy Intel).

Wracajac do Tianhe-2, warto zauwazy¢, ze uzyto w nim
koprocesoréw MIC z 57 rdzeniami w tak zmasowanej liczbie
(3 mln rdzeni), ze detronizacja tego systemu z pierwszego

miejsca rankingu zajeta nietypowo dtugo, bo az 3 lata.
Historia Tianhe-2 jest frapujaca. Intel planowal rozszerzyé
swe wplywy w Azji, oferujac procesory KNC instytutowi
Ludowej Armii Chin. Tianhe-2 powstal tam na bazie
chinskich taczy i ptyt gtéwnych oraz najnowszych produktéw
Doliny Krzemowej. Na rok 2015 zaplanowano podwojenie
mocy obliczeniowej. Intel zaczal produkcje dodatkowych
procesoréw. Wtedy wtadze USA, nie tlumaczac, czy

chodzi o ekonomig, czy bezpieczenstwo, zakazaty eksportu
technologii MIC Intela do ,czarnej listy” odbiorcéw w ChRL.
Kiedy$ taka reakcja miala szanse powodzenia. Obecnie, jak
zobaczymy, spalita na panewce. Intel pozbywajac si¢ po
niskiej cenie nadmiarowych procesoréow do Tianhe-2, pozwolit
autorowi niniejszego tekstu zbudowac¢ eksperymentalny
klaster wyszczegolniony w ostatniej linii tabeli jako SciPhi,
oparty na MIC, GPU i CPU. Ma moc obliczeniowa réwna
1/25 Prometeusza i nie potrafitby realizowaé¢ wszystkich
zadan przez niego wykonywanych, za to jest az 200 razy
tanszy.

Sunway TathuLight, obecny lider rankingu

Chiny rozwinety produkcje wtasnych procesoréw

o parametrach konkurencyjnych w stosunku do objetych
embargiem mikroprocesoréw Xeon Phi. Jesienia 2016 roku
dwie godziny drogi na zachéd od Szanghaju, w mieécie
Wuxi, powstal najwiekszy superkomputer $wiata Sunway
TaihuLight, oparty na 41 tys. chinskich procesoréw SW26010.
Jest szybszy od Tianhe-2 az o czynnik 3. Po po6t roku
dzialania umozliwil zespotowi fizykéw, meteorologdéw

i programistéw obliczenie na 10 mln rdzeni dynamiki
atmosfery, przy uzyciu nowego algorytmu wyrédznionego
nagroda Gordona Bella, przyznawang za najlepsze obliczenia
réwnolegte. Komputer pomoze inzynierom w projektowaniu
budowli i symulacji nowych technologii, chemikom w badaniu
trojwymiarowej struktury wielkich molekut waznych dla
zycia, a ekonomistom w prognozowaniu zmian gospodarki.
TaihuLight jest znakiem nowych czaséw: po raz pierwszy
ChRL posiadata w 2016 r. nie tylko dwie najwieksze maszyny,
ale tez wiecej komputeréw na lidcie TOP500, o wiekszej
sumarycznej mocy obliczeniowej niz USA.

W niedalekiej przyszlosci

Przewaga Chin chwilowo moze sie dodatkowo zwiekszy¢, gdy obecny rzad USA
zrealizuje zapowiedz glebokich cie¢ budzetowych. Jednak zmiany sa bardziej
dlugofalowe i nieuniknione: udzial USA w obliczeniach superkomputerowych
zmniejszyl sie w ciaggu ostatniej dekady o polowe, do 31%, podczas gdy Chin

— wzrést z 3% do 37%. Ameryka bedzie walczyla o odzyskanie pierszenstwa,

ale jak to powiedzial kiedy$ bejsbolista amerykanski L. Berra, ,,przysztosé

nie jest juz taka, jak kiedy$”. A Polska? Poréwnanie polskich zasobéw
superkomputerowych do swiatowych nie wypadlo w 2016 roku najgorzej. Udzial
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Polski w mocy obliczeniowej 500 superkomputeréw wyniést okoto 1%. To 3 razy
mniej niz wklad Wielkiej Brytanii albo Francji, i 5 razy mniej niz Niemiec.
Jednak Polska wyprzedzita m.in. Kanade, Hiszpanie, Szwecje, Indie i Rosje,
zajmujac 11. miejsce w rankingu krajéw. To powdd do zadowolenia, cho¢ to

na pewno nie nasz kraj zbuduje pierwszy system o wydajnoéci eksaflopowej
(eksa = 10'®, chodzi wiec o miliard miliardéw dzialan na sekunde — dla
poréwnania, eksa to wiecej niz liczba sekund, ktére uptynety od Wielkiego
Wybuchu). Kilka krajéw: Chiny, Japonia i USA, sa na drodze do realizacji tego
symbolicznego celu w roku 2020. W nastepnym odcinku z tej serii przedstawimy
superkomputer w zupelnie innej skali, do zrealizowania u siebie w domu

i zastosujemy go do stynnego problemu grawitacyjnego N ciat.



Migawka informatyczna

Algorytmy strumieniowe

W dzisiejszym $wiecie cyfrowym mamy do czynienia

z olbrzymia iloécia danych, wielu Czytelnikéw styszato
zapewne modne ostatnio hasto ,,Big Data”. I trzeba

sobie z tym radzi¢, a problemy moga pojawiaé si¢

w nieoczekiwanych miejscach. Przyzwyczajeni jestedmy

do mysélenia, ze programy maja pewne dane na wejsciu

i te dane sa tam na stale, program moze je w dowolnym
momencie przeczyta¢. Czasami jednak nie do konca przystaje
to do rzeczywistosci. Wyobrazmy sobie, ze analizujemy
kamere online, ktéra transmituje obraz 24 godziny na dobe
i chcemy po miesiacu wydoby¢ pewne statystyki z tego,

co nagrata. Mozemy, oczywiscie, zapisa¢ cato$¢ na dysk

i potem obliczy¢ to, co trzeba. Latwo sobie jednak wyobrazié,
ze potrzeba na to wiele pamieci, ktéra niekoniecznie
zamierzamy wtlasnie na to przeznacza¢. Dobrze byloby

na biezaco obliczaé to, co chcemy, i nie zapisywaé catego
filmu — pamietaé tylko statystyki z przesztosci i uaktualniaé
je w czasie rzeczywistym. Podobne problemy spotykamy

w wielu miejscach, gdy rozwazamy duzy strumien danych,
przyktadowo film lub dzwiek, ale rowniez inne, jak ruch
pakietéw TCP/IP w sieci. Taka jest geneza powstania
dziedziny algorytméw strumieniowych, czyli dziatajacych
na strumieniu danych i obliczajacych na biezaco pewne jego
wtasnosci. Jej matematyczne podstawy sa, moim zdaniem,
wyjatkowo piekne.

Zaltozymy, ze nasz strumien danych to ciag ai,...,am

dla pewnego duzego m € N, oraz ze a; € {1,...,n} dla
kazdego i. Niech m; bedzie liczba wystapien liczby ¢ w catym
strumieniu. Naszym celem bedzie obliczenie pewnych
wlasnodci strumienia w pamieci istotnie mniejszej niz O(m).

Na poczatek przyjrzyjmy sie nastepujacej zagadce. Rozwazmy
strumien, w ktérym pewna wartos¢ wystepuje wiecej niz

na polowie miejsc. Czyli istnieje ¢ takie, ze m; > m/2.

Jak wtedy znalez¢ ¢?7 Nie jest jasne, jak to zrobié¢ bez
trzymania aktualnych wartosci m; dla wszystkich ¢ podczas
przegladania strumienia. Okazuje sig, ze dziala algorytm
naprawde banalny. W kazdej chwili pamigtamy pare liczb.
Pierwsza liczba to kandydat na odpowiedz, a druga liczba
to co$ jakby jego przewaga nad reszta. Inicjalizujemy

pare jako (0,0). Powiedzmy, ze po przeczytaniu a1, ...,a;
pamietamy pare (i,c¢). Sa dwie mozliwosci. Jesli ¢ = 0, to

po przeczytaniu a;41 ustawiamy pare na (a;41,1). Jesli
natomiast ¢ > 0, to rozwazamy dwa przypadki. Jezeli a;+1 = 1,
to zwiekszamy przewage, czyli ustawiamy (i,c + 1). Jesli
natomiast a;11 # i, to ustawiamy (i,c¢ — 1). Na konicu
zwracamy pierwszy element z pary. Zauwazmy jednak, ze
algorytm wcale nie trzyma prawdziwego dotychczasowego
rekordzisty wraz z jego przewaga. Po przeczytaniu pierwszych
szeSciu elementow ciggu 1,1,1,2,2,2, 3 bedzie trzymat

pare (2,0), a wiec po przeczytaniu ostatniego wyrazu pare
(3,1). Dlaczego wiec dziata poprawnie? Przypomnijmy, ze
pewien element i wystepuje na wiecej niz potowie miejsc.
Niech wartosé pary (j, c) bedzie réwna ¢, o ile i = j oraz

—c, o ile i # j. Zauwazmy, ze napotkanie elementu i zawsze
zwigksza o jeden wartos¢ pary, a innego niz i — zmniejsza ja
lub zwieksza o jeden. Na poczatku warto$é¢ pary to 0. Zatem
po przeczytaniu catego ciggu wartos¢ pary bedzie dodatnia,
czyli pierwszy jej element to faktycznie 4.

Waznej informacji o wlasnoéciach strumienia dostarczaja
liczby Fy, zdefiniowane jako Y./~ my. Dla k = 0 to liczba
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réznych elementéw, dla & =1 to po prostu m, a dla k =2
jest to wazna miara réwnomiernosci wystepowania wartosci
w ciagu. Bardzo tadny i elegancki jest przyblizony algorytm
liczenia wartosci F» w pamieci jedynie O(logn + logm). My
najpierw pokazemy, jak to zrobi¢ w pamieci O(n + logm),
co nie jest takie zte, bo to zwykle m jest olbrzymie,

a n moze by¢ niewielkie. Algorytm uzywa losowosci. Dla
kazdego i € {1,...,n} losujemy wartosé¢ z; € {—1,1} tak, ze
P(x; = 1) = P(z; = —1) = 1/2 oraz losowania sg niezalezne.
Na poczatek ustalamy licznik ¢ na 0 i zaczynamy przegladac
strumien. Gdy czytamy element i, to zwigkszamy licznik

o x;. Na konicu zwracamy c?, twierdzac, ze jest to dobre
przyblizenie F>. Algorytm prosty, ale dlaczego to w ogdle ma
dziata¢? Najpierw zauwazmy, ze kazde i zwiekszyto wartosé ¢
o zi, czyli w sumie wszystkie ¢ zwigkszyly go o z;m;. A wiec
na koncu ¢ = Z:L:l xim;. Obliczmy warto$é¢ oczekiwanag, 2.
Mamy E(c®) =E((}, zimi)z) = E(szzl Tiymem;) =
= szzl mim;j - E(xix;). Zauwazmy, ze E(z;2;) = 0, o ile
tylko i # j, bo x; oraz x; sa niezalezne. A zatem E(c?) =

=37 mi-E(@)=Y" m; 1= F, I ten fakt wydaje

si¢ najciekawszy. Wypadatoby jeszcze wykazac, ze blad

tego obliczenia (czyli wariancja) jest nie za duzy. My tutaj
jedynie podamy na wiare, ze Var(c?) < Fi. Ambitnych
Czytelnikéw zachecamy do przerachowania. Blad mozemy
tatwo zmniejszy¢, uruchamiajac 1000 takich samych
algorytméw rownoczesnie, a na koncu uéredniajac ich wyniki
rezultat oznaczmy c2. Wéwczas wartosé oczekiwana sie

nie zmieni, a wariancja zmaleje 1000 razy. Przypomnijmy
nieréwnoéé Czebyszewa: P(|X —EX| > t) < Var(X)/t? dla
dowolnego X. Dostajemy wiec P(|c2 — Fa| > F»/10) < 1/10,
czyli wynik wychodzi catkiem niezty.

Przypomnijmy, ze nasz algorytm dziata w pamieci

O(n +logm), a jednak n czasem moze by¢ duze. Liczba n
bierze sie stad, ze przez caty czas przegladania strumienia
pamietamy n zmiennych x;. Wydaje si¢ to nieuniknione
przy tej technice. Okazuje sie jednak, ze stosunkowo tatwo
mozna zamieni¢ n na logn, uzywajac bardzo pomystowej
metody. Przypomnijmy, jaka wlasno$é zmiennych x; byta
nam potrzebna. Mianowicie chcieliSmy, by E(x;2;) = 0 dla
i # j, czyli by byly one parami niezalezne. Przy szacowaniu
wariancji przydaje si¢ ponadto niezalezno$é czworkami,
dzigki ktorej wiele ze sktadnikéw postaci E(z;xjxrxe) znika.
Mozna skonstruowaé obiekt wielkosci O(logn), z ktérego
mozna wydobyé n zmiennych czwérkami niezaleznych.

My pokazemy jedynie, ze da sie tak zrobi¢ dla zmiennych
parami niezaleznych. Zachgecamy Ambitnego Czytelnika

do uogdlnienia tego faktu. Dla uproszczenia zatézmy, ze

n =2" — 1, w tym przypadku mamy k = O(logn). Woéwczas
pamietamy k niezaleznych zmiennych losowych yi, ..., Yk,
takich, ze P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2. Dla dowolnego
niepustego podzbioru S C {1,...,k} definiujemy zmienna
rg = ll;es yi. Latwo sprawdzi¢, ze xs i xr istotnie sg
niezalezne dla dwéch réznych zbioréw S i 7.

Algorytm obliczajacy przyblizona wartos¢ Fs zostat
opublikowany w 1999 roku przez Alona (patrz tez str. 8),
Matiasa i Szegedego jako chyba najbardziej zaskakujacy
wynik ich przelomowej pracy. Praca ta poltozyta fundamenty
pod bardzo szybko rosnaca dziedzine algorytméw
strumieniowych, a autorzy otrzymali prestizowa nagrode
Godla.

Wojciech CZERWINSKI



