Programy liniowe, gry i algorytmy
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1. Blizniacze programy liniowe. Program liniowy jest
to minimalizacja (maksymalizacja) liniowej funkcji celu
o n argumentach x1,x2, ..., T, pray zachowaniu pewnej
liczby réwnosci lub nieréwnosci liniowych zawierajacych
zmienne z;. Oto przyktad:

(1) zmaksymalizuj z1 + 2x2
z zachowaniem warunkéw x1 + 3z2 < 9,
21 + x2 < 8,
T1,T2 2 0.

Poniewaz w powyzszym przyktadzie mamy tylko dwie
zmienne, mozemy tatwo wyobrazié¢ sobie zbidr rozwigzan
dopuszczalnych, tzn. zbidr punktéw w przestrzeni
dwuwymiarowej spelniajacych podane nieréwnosci. Jest
to czworokat o wierzchotkach (0,0), (4,0), (0,3) i (3,2).
Interesuja nas rozwigzania optymalne, czyli rozwigzania
dopuszczalne, ktére minimalizuja (maksymalizuja)
funkcje celu. W szczegodlnosci, jesli zbior rozwiazan
dopuszczalnych jest nieograniczony, rozwigzanie
optymalne moze nie istnie¢. Dla programoéw o wszystkich
zmiennych nieujemnych mozna dos¢ tatwo wykazad
(zachgcam Czytelnika, aby sprobowal swoich sit dla
dwéch wymiaréw), ze jesli jakies rozwiazanie optymalne
istnieje, to istnieje tez takie, ktére jest wierzcholtkiem
zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Po sprawdzeniu
wszystkich wierzchotkéw okazuje sig, ze rozwigzanie
optymalne dla powyzszego przyktadu to (3,2).

Czy programy liniowe maja co$ wspolnego z informatyka?
Okazuje sie, ze bardzo wiele. Po pierwsze, istnieja (bardzo
ciekawe!) efektywne algorytmy rozwiazujace programy
liniowe. Ponadto, programy liniowe sg kluczowym
narzedziem w optymalizacji kombinatorycznej,
algorytmach aproksymacyjnych czy algorytmach online.
Dla przyktadu, problem maksymalnego przeptywu jest
szczegblnym przypadkiem programu liniowego (dla sieci

o n wierzchotkach i m krawedziach taki program ma

m zmiennych i O(n + m) ograniczen).

PrzejdZzmy teraz do gtéwnego tematu tego artykutu: kazdy
program liniowy ma swojego brata blizniaka. Aby sie
o tym przekonaé, sprobujmy znalezé jaki$ prosty (istotnie
prostszy niz dowodzenie twierdzenia o wierzchotkach)
sposéb, zeby przekonaé kolege, ze rozwiazanie (3, 2),

o wartosci funkcji celu 7, jest faktycznie rozwigzaniem
optymalnym, albo chociaz ze jest bliskie optymalnemu.
Innymi stowy, szukamy oszacowania gornego na wartosé
funkcji celu rozwiazan dopuszczalnych. Zauwazmy, ze
tak sie szczesliwie ztozylo, iz rozwigzania dopuszczalne
naszego programu sa nieujemne. Dlatego proste
oszacowanie mozemy dosta¢ juz na podstawie pierwszej
nieréwnoéci: x1 + 2z2 < 1 + 3z2 < 9. Dodajac pierwsze
dwie nieréwnosci pomnozone przez %, otrzymujemy
jeszcze lepsze oszacowanie: x1 + 2x2 < %xl + 2z2 < 8%.
Sprobujmy p6jsé ta droga jeszcze dalej. Mianowicie,
chcemy znalezé takie liczby y1,y2 > 0, ze mnozac i-ta
nieréwno$¢ przez y; i dodajac otrzymane nieréwnosci,
dostaniemy jak najlepsze oszacowanie na wartosé funkcji
celu. Zeby warto$é funkeji celu faktycznie szacowala sie
z gory przez takg sume, musi zachodzi¢ 1 < 1-y1 +2- y2
oraz 2 < 3-y1 +1-y2. A wiec otrzymaliSmy pewne
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zadanie do rozwigzania. Spostrzegawczy Czytelnik
zapewne zauwazyl juz, ze jest to zadanie programowania
liniowego! Mozemy je zapisaé¢ nastepujaco:

(2) zminimalizuj 9y1 + 8yo
z zachowaniem warunkéw yq + 2y2 > 1,
3y1 + Y2 2 27
y1,y2 = 0.

Ponownie stosujac trik z wyznaczeniem wierzchotkéw
wielokata, otrzymujemy, ze (y1,y2) = (%, %) jest
rozwiazaniem optymalnym naszego nowego programu.

A jaka otrzymaliémy warto$¢ funkcji celu? Mamy

9y1 + 8y2 = 7, czyli idealnie! Mozemy wiec tatwo przekonaé
kolege, ze rozwiazanie (3,2) oryginalnego problemu jest
nie tylko bliskie optymalnemu, ale nawet ze jest optymalne.

Program (2) nazywamy programem dualnym do
programu (1), ktéry z kolei nazywamy programem
prymalnym. Rozumowanie, ktore zastosowalismy
powyzej, mozna tatwo przenies¢ na dowolny program
maksymalizacyjny, w ktérym wszystkie zmienne sg
nieujemne. Jesli dodatkowo zapiszemy wszystkie
m nieréwnosci (oprocz ,nieujemnosciowych”) w postaci
Zj ai,;T; < bj, mamy do czynienia z programem
w postaci standardowej. Dla takich programéw
»brzepis” na program dualny jest wyjatkowo prosty:
transponujemy macierz wspo6tczynnikéw (tzn. zamieniamy
wiersze z kolumnami), zamieniamy maksymalizacje
na minimalizacje i odwracamy kierunek nieréwnosci.

max 11 + ...+ CnTn,

a11z1 + ... + ainen < by,

Am1T1 + ... + GmnTn < bm,
Ti1,...,Zn =0
min b1y + ... + bmYm,
a11y1 + ... + ami1ym = ci1,

a1nY1 + ...+ GmnYm = Cn,
Yty ooy Ym = 0.

Widzimy, ze dla programéw w postaci standardowej
zmienne nieujemne w programie prymalnym odpowiadaja,
nieréwnos$ciom w programie dualnym i nieréwnosci

w programie prymalnym odpowiadaja zmiennym
nieujemnym w programie dualnym. Za pomoca nieco
bardziej skomplikowanych regut mozemy dla dowolnego
programu napisa¢ program dualny. Mianowicie, zmienne
bez warunku nieujemnosci generujg réwnosé, a rownosci
generuja zmienne bez warunku nieujemnosei (w dalszej
czesci artykutu pojawi sie przyktad).

Zapraszam w tym miejscu Czytelnika, aby stosujac
podobne rozumowanie jak powyzej, poszukal ograniczenia
dolnego na rozwigzania programu (2). Jak mozna si¢
domyslié, to ograniczenie otrzymujemy jako kombinacje
liniowg nieréwnosci o wspotczynnikach bedacych
rozwigzaniem optymalnym programu (1). Tak wiec dla
programu minimalizacyjnego rowniez mozemy okresli¢
program dualny. Ponadto, program dualny do programu
dualnego to program prymalny.



Niech vp bedzie wartoscig funkcji celu dla rozwigzania
optymalnego programu maksymalizacyjnego P oraz
niech vp bedzie wartoscia funkcji celu dla rozwiazania
optymalnego programu dualnego do P. Z konstrukcji
wiemy, ze vp < vp. Te wlasno$é nazywamy slabg
dualno$cig. W naszym przyktadzie okazato sie jednak,
ze vp = vp. Czy to byt przypadek? Okazuje sig, ze
nie, réwnos¢ zachodzi zawsze! Te mocniejsza wlasnosé
nazywamy twierdzeniem o (silnej) dualnosci. Jego
dowod wykracza poza ramy tego artykutu. Silna
dualno$é ma wiele pasjonujacych konsekwencji.

W szczegblnosci, liczne tzw. twierdzenia minimaksowe
w kombinatoryce (np. twierdzenie o maksymalnym
przeptywie i minimalnym przekroju czy twierdzenie
Koniga—Egervary’ego) sa szczegblnymi przypadkami
twierdzenia o dualno$ci.

2. Blizniacze strategie. Za odkrywce dualnosci
programéw liniowych uwaza sie Johna von Neumanna.
Odkrycia tego dokonat niejako ,przy okazji”, badajac
zagadnienia teorii gier. Przyjrzymy sie teraz zwiazkom
tych dwdch teorii.

Wojtek i Kasia graja w nastepujaca gre. Wojtek ma
dwie monety: 1 zt i 2 zt. Kasia r6wniez ma dwie monety:
5zt 1 10 zt. Kazde z nich niezaleznie wybiera jedna

ze swoich monet i ktadzie ja na stét. Jesli suma wartosci
monet na stole jest parzysta, to zabiera je Wojtek,

w przeciwnym przypadku zabiera je Kasia.

Mozemy uogélnié¢ te gre w nastepujacy sposob. Dana jest
dowolna (niekoniecznie kwadratowa) macierz A = [a;j]
liczb rzeczywistych oraz dwbch graczy: W (gracz
wierszowy) i K (gracz kolumnowy). Gracz W wybiera
wiersz w macierzy A, natomiast gracz K niezaleznie
wybiera kolumne k macierzy A. Nastepnie réwnoczesnie
ujawniaja sobie swoje wybory i gracz W dostaje
awr ztotych od gracza K. Jest to tzw. gra o sumie zerowej
(tzn. suma zyskéw graczy wynosi 0). Dla przyktadu,
nastepujaca macierz odpowiada opisanej wczesniej grze:
5 -1

A= {—2 10 ] ’
Jak moga wygladaé strategie w grze tego typu?
Strategiq mieszang gracza W nazywamy dowolny
rozklad prawdopodobiefistwa na wierszach macierzy A.
Np. gracz W mogtby z prawdopodobienstwem p; = i
wybieraé wiersz 1 i z prawdopodobienstwem po = %
wybieraé¢ wiersz 2. (Analogicznie definiujemy strategie
mieszang dla gracza K). Jak wyglada optymalna
strategia mieszana dla W? Gracz W maksymalizuje
wartosé oczekiwang swojej wygranej. Gracz K ma
do wyboru 2 ruchy. Gdy wybierze kolumne 1, wartos¢
oczekiwana kwoty, ktora zaptaci graczowi W, wynosi
5-p1 — 2 - p2. Gdy wybierze kolumng 2, ta wartosé
wynosi (—1) - p1 + 10 - p2. Gracz K chce zaplacié
jak najmniej, a wiec wybierze bardziej korzystna opcje
i zaptaci min{5p1 — 2p2, —p1 + 10p2}. Teoretycznie
K moéglby graé przeciwko W, réwniez uzywajac
strategii mieszanej. Zauwazmy jednak, ze jesli, tak jak
w powyzszej analizie, K zna p; i p2, to optaca mu sie gracé
jedna z dwoch strategii czystych, tzn. zaptaci¢

mqin=1 (q1(5p1 — 2p2) + q2(—p1 + 10p2)) =

q1+q2 .
91,9220 = min{bp1 — 2p2, —p1 + 10p2}.
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Stad, chcac mieé optymalna strategie dla W, musimy
rozwigzaé nastepujace zadanie:

zmaksymalizuj min{5p1 — 2p2, —p1 + 10p2}

z zachowaniem warunkéw p; + p2 = 1,

p1,p2 2 0.

Fatwo zauwazy¢, ze rozwiazanie spelnia réwnanie
5p1 — 2p2 = —p1 + 10p2, a wiec p1 = %, p2 = % Taka
strategia mieszana gwarantuje graczowi W srednig,
wygrang o wartosci 5 zl.

A jaka jest optymalna strategia (qi,q2) dla gracza K?
7 analogicznego rozumowania jak dla W dostajemy
zminimalizuj max{5q1 — g2, —2q1 + 10¢2}
z zachowaniem warunkéw g1 + g2 = 1,
q1,q2 = 0.

Otrzymujemy ¢q; = %, q2 = 1—78. Wéwcezas K ma
gwarancje, ze nie straci érednio wiecej niz % zl (no céz,

to nie jest sprawiedliwa gra). Zauwazmy, ze w obu
przypadkach dostaliémy te samg liczbe. To oznacza, ze
jesli W i K obiorg znalezione przez nas strategie, to nawet
jesli je wyjawia sobie nawzajem, i tak zadnemu z nich

nie bedzie sie optacalo zmieni¢ obranej strategii. Jak

to sie stato? OdpowiedZ bedzie jasna, jesli zauwazymy,

ze powyzsze dwa zadania optymalizacyjne mozemy
przedstawi¢ za pomocg programéw liniowych:

zmaksymalizuj ¢

z zachowaniem warunkow ¢ < 5p1 — 2pa,
t < —p1 + 10p2»
p1+p2 =1,
p1,p2 20,

zminimalizuj r

z zachowaniem warunkéw r > 5q1 — g2,
r > —2q1 + 10q2,
a+g=1,
q1,q2 = 0.

Te programy sa do siebie dualne! A wiec fakt, ze
maja takie same optymalne wartosci funkcji celu,
wynika z twierdzenia o silnej dualnosci. W ten sposéb
szudowodnilismy” (na konkretnym przyktadzie) stynne
twierdzenie minimaksowe von Neumanna.

Twierdzenie 1. W kaZdej dwuosobowej grze o sumie
zerowej istniejq strategie dla graczy W i K oraz taka
liczba V' € R, Ze strategia gracza W gwarantuje mu
Sredniq wygrang V niezaleznie od strategii K oraz
strategia K gwarantuje mu Sredniqg wygrang —V
niezaleznie od strategii W. Innymi stowy, dla dowolnej
macierzy A o wymiarach n X m mamy

max min > pigia =

p; =0 ¢; =0 lSism

1<j<sn .
T e D e
;20 p; >0 11?327:

3. Dolne granice dla algorytméw randomizowanych.
Do czego moze przydac sie nam twierdzenie von Neumanna?
Okazuje sie, ze pojecie gry pojawia si¢ czesciej, niz
mogloby si¢ wydawaé. Na przyktad ztozonosé algorytmu
mozemy interpretowaé¢ jako wynik gry miedzy algorytmem
a przeciwnikiem, ktéry generuje ,ztosliwe” instancje
(tj. dane wejsciowe) problemu. Algorytm deterministyczny
nie moze wykona¢ w takiej grze zadnego ruchu, czeka



jedynie na posuniecie przeciwnika. Czesto wigksze szanse
ma algorytm randomizowany, czyli taki, ktéry pewne
decyzje podejmuje na podstawie wyniku rzutu monetg.
Zajmiemy sie tu algorytmami typu Las Vegas, tzn.
takimi, ktore zawsze zwracaja poprawna odpowiedz, ale
wykorzystujg losowosé i czas ich dzialania jest zmienng
losowa. W 1977 r. Andrew Yao odkryl, jak zastosowaé
twierdzenie von Neumanna, aby wykazywac¢ ograniczenia
algorytmoéw Las Vegas. Zobaczmy, na czym polega
odkrycie Yao.

Rozwazmy abstrakcyjny problem algorytmiczny.

Niech A oznacza zbiér wszystkich algorytmoéow
deterministycznych dla danych rozmiaru n oraz

niech 7 oznacza zbiér wszystkich instancji problemu
rozmiaru n. Wowczas zbiér Z jest skoniczony. Zbiér A
nie jest skonczony, ale mozemy rozwazac¢ jedynie
algorytmy, ktérych pesymistyczny czas nie przekracza
jakiej$ okredlonej (dostatecznie duzej) wartosci,

i tak ograniczony zbidr jest juz skonczony. Niech

T bedzie macierza o kolumnach indeksowanych
elementami zbioru A i wierszach indeksowanych
elementami zbioru Z, w ktoérej element ta,; = T(A, I)
ma wartos¢ rowng liczbie krokéw, ktére wykonuje
algorytm A na instancji I. Ponadto, dla rozktadu
prawdopodobiefistwa « na algorytmach ze zbioru A
niech zmienna losowa A, oznacza algorytm wylosowany
zgodnie z rozktadem «. Podobnie, dla rozktadu
prawdopodobienistwa (3 na instancjach ze zbioru Z niech
zmienna losowa Iz oznacza instancje wylosowang zgodnie
z rozkladem (.

Zastosujmy do tej macierzy twierdzenie von Neumanna.
Poniewaz

min{a, b} = OI<I1qu<11{qa + (1 —q)b},

wiec rownosé w tym twierdzeniu mozemy zapisaé
w réwnowaznej, prostszej postaci:

n m
max min E p;a;i = min  max E QiQj;.
Spy=1 i=1,...,m £ T Sqi=1 j=1,.".n £ J
j= i=

p; =20 q; 20
Stad
min max PlAq = Alta,r =
vy
= max min Plig = I]ta,r.
B AcA
IeT

Réwnowaznie

i E[T(Aa,1)] = in E[T(A, I))].
(3)  minmaxE[T(Aq, [)] = max min B[T(4, I5)]

Teraz zastanéwmy sig, co tak naprawde dostaliSmy.

Jak mozemy interpretowaé zmienng losowa A, dla
danego rozkladu a? Kazdy randomizowany algorytm
Las Vegas dla naszego problemu mozemy traktowaé jako
pewien rozklad prawdopodobienstwa na algorytmach

ze zbioru A. Istotnie, kazdy taki algorytm korzysta

z pewnej liczby bitéw losowych. Mozemy wartosci

tych bitéw wylosowaé na samym poczatku algorytmu,

a wowczas jego dalsze dziatanie jest juz zdeterminowane
przez te bity (a wiec jest zgodne z pewnym algorytmem
ze zbioru A).

Skoro A, oznacza pewien algorytm randomizowany, to
lewa strona naszej réwnosci oznacza czas najlepszego
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(w sensie oczekiwanej zloZonosci na najgorszych danych)
algorytmu randomizowanego Las Vegas dla naszego
problemu.

Natomiast z prawej strony wybieramy taki rozklad na
instancjach, ktory zmaksymalizuje oczekiwany czas
najlepszego algorytmu deterministycznego.

Wynika stad, ze réwnanie (3) daje nam sposéb na
dowodzenie dolnych granic na ztozono$¢ algorytméw
randomizowanych. Wystarczy mianowicie znalezé

jakis zestaw ,trudnych” instancji i podaé¢ taki rozktad
prawdopodobienstwa na tym zestawie, ze zaden algorytm
deterministyczny nie poradzi sobie z nim zbyt dobrze.
Ten wniosek znany jest jako twierdzenie Yao.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Yao). Niech A, bedzie
pewnym algorytmem Las Vegas. Niech ( bedzie pewnym
rozkladem prawdopodobienstwa na instancjach problemu.
Wowczas

max E[T(Aq, I)] > min E[T(4, Ip)].
Przyktad: sortowanie. Chyba najbardziej znanym
algorytmem randomizowanym typu Las Vegas
jest algorytm sortowania Quicksort, ktéry dziata
w oczekiwanym czasie O(nlogn). Pokazemy, ze zaden
inny algorytm Las Vegas nie moze dzialaé szybciej,
w sensie ztozonosci asymptotycznej.

Przypomnijmy znany dowdd, ze kazdy deterministyczny
algorytm sortujacy n réznych liczb przez poréwnania
wymaga (nlogn) poréwnan. Kazdy taki algorytm
mozemy modelowaé jako drzewo binarne. Wezty
wewnetrzne drzewa odpowiadaja wykonywanym
poréwnaniom, kazde wykonanie algorytmu odpowiada
$ciezce od korzenia do liscia (bedac w lisciu, algorytm
na podstawie wynikéw wczedniejszych poréwnan moze
jednoznacznie wyznaczy¢ szukana permutacje liczb). Jesli
h jest dtugoscia najdtuzszej sciezki w drzewie, to ma ono
nie wiecej niz 2" lidci. Ale ligci musi byé co najmniej n!
(bo tyle jest mozliwych permutacji), czyli

h > logy(n!) > log, ((n/2)"/?) = Q(nlogn),

co konczy dowdd.

Zauwazmy teraz, ze liSci na gltebokodci co najwyzej
log,(n!) — 1 jest nie wiecej niz 21082("HI=1 < pl /9,

A wiec dla kazdego algorytmu deterministycznego

jest co najmniej n!/2 permutacji, dla ktérych ten
algorytm wykona co najmniej log,(n!) — 1 krokéw. Stad,
jesli wylosujemy permutacje na wejsciu z rozktadem
jednostajnym (tzn. kazda permutacja moze si¢ pojawié
z prawdopodobienstwem 1/n!), to dla dowolnego
algorytmu deterministycznego warto$é¢ oczekiwana
liczby wykonanych poréwnan wynosi co najmniej
(log(n!) — 1)/2. Na podstawie twierdzenia Yao
wnioskujemy wiec, ze dla dowolnego algorytmu Las Vegas
sortujacego n liczb, dla pewnej instancji oczekiwana
liczba wykonanych poréwnan wynosi co najmniej

(logy(n!) —1)/2 = Q(nlogn).

Pokazalismy wiec, ze Quicksort jest optymalny w klasie
algorytméw Las Vegas sortujacych przez poréwnania. Kto
by pomyslal, ze do tego wniosku doprowadzi nas pewna
teoria dotyczaca nieréwnosci liniowych?



