Warto na koniec dodad, ze charakter kwazi-czastek mozna kontrolowaé przez
zmiang wymiaru przestrzeni, w ktérej je badamy. Jesli zmusimy elektrony

i dziury do ruchu tylko w jednej ptaszczyznie, np. wytwarzajac bardzo

cienka, kilkunanometrowa warstwe krysztatu, wtedy mamy do czynienia

7z kwazi-wszechs§wiatem dwuwymiarowym (tzw. studnia kwantowa), jesli te
warstwe pokroimy jak makaron, dostaniemy obiekty jednowymiarowe (druty
kwantowe), a jak dalej posiekamy ten makaron na drobne kawateczki, dostaniemy
kropki kwantowe — obiekty zerowymiarowe (kwazi-zerowymiarowe), ktére mozna
traktowac jak sztuczne atomy. Zastosowania? Np. lasery polprzewodnikowe to
studnie kwantowe, w ktérych dokonujemy skuteczniej anihilacji elektronéw i dziur;
kropki kwantowe byly niedawno hitem nowoczesnych luminoforéw w telewizorach.

i}“ Nasze mozliwosci sa w zasadzie nieograniczone. Badaniami tego typu zjawisk

. zajmuje sie fizyka ciala stalego i nanotechnologia, zastosowania siegaja urzadzen
polprzewodnikowych, optycznych, przetwarzania informacji — takze kwantowej, bo
komputery kwantowe tez mozna zaprojektowac z kwazi-czastek. Badania trwaja,
przeciez jest tyle kwazi-wszech$wiatéw do odkrycia!

Jak proste problemy staty sie trudne Michat WEODARCZYK*

* doktorant, Instytut Informatyki, Dawno, dawno temu, wierzono, ze fundamentalne zasady rzadzace Swiatem sa
Yvﬂ‘izia;nﬁit‘i}i?&iy igfo\r)éﬁ:;’;%kl proste. Kiedy dziedzina nauki, zwana obecnie informatyka, dopiero raczkowata,
naukowcy byli przekonani, ze dla kazdego problemu obliczeniowego mozna znalezé
efektywny algorytm, o ile podwieci si¢ na to wystarczajaco duzo czasu, kredy oraz
kawy. Pojecie ,efektywnego algorytmu” oznaczalo poczatkowo algorytm o czasie
dzialania proporcjonalnym do rozmiaru danych wejsciowych, ale i algorytmy
o ztozonoéci obliczeniowej O(n?) czy O(n?) byly do zaakceptowania.

Pojawily sie jednak problemy, ktérych pomimo wielu lat badan i hektolitrow
wypitej kawy nikt nie umial rozwiazaé¢ lepiej, niz generujac wszystkie potencjalne
rozwiazania i wybierajac najlepsze z nich. Czas dzialania takich algorytmoéw jest
zazwyczaj wykladniczy, zatem dla duzych danych dzialaja one zdecydowanie
wolniej niz te o ztozonosci wielomianowej. Do trudnych probleméw nalezaly:

e Pokrycie Wierzchotkowe: majac dany graf, znajdz najmniejszy podzbior
wierzcholkéw, stykajacy sie z kazda krawedzia.

e Cykl Hamiltona: majac dany graf, rozstrzygnij, czy istnieje cykl odwiedzajacy
kazdy wierzcholek dokladnie raz.

e Spelnialnosé Formul (SAT): majac dana formule logiczna, zlozona ze zmiennych
przyjmujacych wartosci prawda/falsz oraz operatoréw AND, OR, NOT,
rozstrzygnij, czy mozna przypisaé¢ zmiennym takie wartosci, aby formula byla
prawdziwa.

Naukowcy zaczeli rozumieé to zjawisko lepiej na poczatku lat 70. Choé nie udato
sie efektywnie rozwiaza¢ ani jednego z ,trudnych” probleméw, ani tez wykluczy¢
istnienia algorytméw wielomianowych, udowodniono, ze prawie wszystkie znane
trudne problemy sa réwnowazne na mocy wielomianowych redukcji pomiedzy
nimi. Powstala teoria NP-trudnoéci wyjasniala, ze efektywne rozwigzanie
dowolnego z nich pociaga istnienie szybkich algorytméw dla pozostalych. Zamiast
zastanawiaé sie nad setkami réznych probleméw niezaleznie, naukowcy zrozumieli,
ze ,,jadro” trudnosci jest takie samo. Cho¢ dalej nie wiemy, czy da sie je rozwigzaé
wielomianowo, cate zagadnienie sprowadza si¢ do jednego kluczowego pytania:

Co prawda, istnieje kilka probleméw, ,czy P # NP?”. Swiat znéw stal si¢ prosty.
o ktérych do dzis nie wiemy, ani ze sa
rozwigzywalne wielomianowo, ani ze s Teoria NP-trudnosci okazuje si¢ jednak czasem zbyt ,,grubo ciosana”, chociazby

NP-trudne, ale sa to ,niedobitki”. o L . . . .
ruane, ale sg o yniedobitd dla uczestnikéw Olimpiady Informatycznej. Powiedzmy, Ze na zawodach pojawia

sie zadanie ,rozstrzygnij, czy w danym zbiorze liczb naturalnych istnieja takie
a, b, ¢, ze a4+ b = ¢”. Najprostszy algorytm przeglada wszystkie tréjki liczb
‘ i dziala w czasie O(n?). Znajomosé podstawowych struktur danych pozwala na
'. poprawe czasu dzialania do O(n?log(n)). Ale czy da si¢ poprawiaé¢ dalej, np. do
O(nlog(n))? Inny problem: ,majac dane dwa ciagi liczb, znajdz ich najdiuzszy
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W przypadku cyklu Hamiltona odpowiedz
jest pozytywna i najlepszy znany
algorytm dziala w czasie O(1,66™).

Piszac o ,krétkich” wektorach, mamy na
mysli dlugos¢ ich zapisu lub, innymi
stowy, wymiar przestrzeni, w ktérej sa
zanurzone.

Rozwigzanie zadania M 1584.
Cigg dany rekurencyjnie przez

ap =2, ap = (Liil —n, dlan > 1.
spelnia dla naturalnego n warunek

an > mn, co mozna sprawdzi¢ indukcyjnie:
dla 1, 2 i 3 sprawdzamy bezposrednio,
ponadto jesli k > 3, to mamy

apy1 =ar —(k+1)=k*—k—1>k+1.
Kolejno otrzymujemy zatem

ap > 0,

a; = a,g -1>0,

az = (ag —1)*> =2 >0,

az = ((ag — 1) —=2)> =3 >0,

as = (((a2 = 1) —2)? =3)2 —4 >0,

Rozwigzujac te nieréwnosci wzgledem ag,
otrzymujemy kolejno

ag > 1,

wsp6lny podciag (niekoniecznie spdjny)”. Programowanie dynamiczne pozwala
rozwiagzaé go w czasie O(n?), ale skad wiadomo, ze nie da si¢ lepiej?

Pierwszy zdefiniowany wyzej problem nazywa si¢ 3SUM i, jako Ze ma rozwiazanie
wielomianowe, teoria NP-trudnosci nie méwi nam nic o ograniczeniach dolnych
na ztozonosé algorytmu. 3SUM okazuje si¢ istotny w geometrii obliczeniowej

i w latach 90. zastanawiano si¢, czy da sie go rozwigzaé w czasie np. O(nt%?).
Jako ze zapasy kawy przeznaczonej na badania zaczynaly sie kurczy¢, postawiono
nowa hipoteze, ze nie istnieje algorytm podkwadratowy dla 3SUM. Z hipotezy
wynikalo, ze nie istnieja podkwadratowe algorytmy dla wielu innych zagadnien,
np. obliczania sumarycznej powierzchni n figur na plaszczyznie. Jednak

w przeciwienstwie do hipotezy P # NP nieznane byly zadne szokujace implikacje
odrzucenia hipotezy 3SUM, totez nie zyskala ona podobnego zainteresowania.

W miedzyczasie rozwijala sie teoria algorytmow wykladniczych. Postawiono

wiele pytan typu ,dla Cyklu Hamiltona znamy algorytm o ztozonosci O(2"n¢),
ale czy mozna to poprawi¢ do O(1,99"n)?” Aby wykluczy¢ istnienie szybszych
algorytméw wykladniczych, potrzebowano jeszcze silniejszych hipotez niz P # NP,
ale takich, ktorych obalenie byloby wielkim szokiem dla nauki — inaczej trudno
przekona¢ innych do wiary w nowa hipoteze. Jedna z nich jest Strong Exponential
Time Hypothesis (SETH), ktéra w uproszczeniu glosi, ze problemu SAT nie

tylko nie da si¢ rozwiazaé¢ wielomianowo, ale nawet zlozono$¢ O(1,99"n¢) jest
nieosiagalna. W oparciu o t¢ hipoteze (lub jej stabsza wersje) uzasadniono, ze
rozne znane algorytmy wykladnicze sa optymalne i dopoki nie zrozumiemy lepiej
problemu SAT, nie warto juz nad nimi pracowaé. Zaczeliémy widzieé¢ wiecej,

a Swiat sie znowu troche uproscit.

Wréémy do Swiata wielomianowego i spojrzmy na nastepujacy problem Orthogonal
Vectors: ,majac dane n (krétkich) wektoréw, rozstrzygnij, czy istnieje wsrdd nich
para wektoréw prostopadlych (czyli o iloczynie skalarnym 0)”. Oczywiscie, tatwo go
rozwiazac, sprawdzajac wszystkie pary wektorow i — jak zapewne Czytelnik juz sie
domysla — nie wiemy, czy da si¢ to zrobi¢ sprytniej. W roku 2005 opublikowano
zaskakujaca redukcje, z ktérej wynika, ze algorytm dla Orthogonal Vectors

o zlozonosci O(nt%?) pociagalby algorytm dla SAT o zlozonoéci O(1,995™n¢).
Teorie zlozonosci wielomianowej i wykladniczej zaczely sie przenikaé. Nastepnie
pokazano redukcje z problemu Orthogonal Vectors do wspomnianego wczedniej
problemu najdtuzszego podciagu. Oznacza to, ze kwadratowy algorytm obliczania
najdtuzszego podciggu (znany od lat 60. i wykorzystywany intensywnie w biologii
obliczeniowej) jest optymalny przy zalozeniu SETH.

Badacze zacheceni tymi odkryciami doszli do wniosku, ze pot wieku po
narodzinach teorii NP-trudnosci informatyka jest juz ,, gotowa”, by stworzy¢ teorig
doktadnej zlozonosci wielomianowej. Pojawily sie kolejne redukcje z problemdw
Orthogonal Vectors i 3SUM. W poréwnaniu do klasycznej teorii zlozonosci
ykrajobraz” redukcji okazal sie bardziej skomplikowany: zamiast jednej hipotezy
mamy ich kilka (cho¢ niektére sa powiazane), a zamiast réwnowaznosci pomiedzy
problemami czesto znamy jedynie implikacje w jedng strone. Pewne miejsca w tym
krajobrazie udalo si¢ juz zrozumiec¢ lepiej. Na przyklad, dla kazdego z ponizszych
probleméw znany jest algorytm o zlozonoéci O(n?), a znalezienie algorytmu

o ztozonosci O(n?%?) pociagatoby postep dla wszystkich pozostatych:

e Obliczanie najkrétszych $ciezek pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw

w grafie.

Szukanie w grafie tréjkata o ujemnej sumie wag krawedzi.

Rozstrzyganie, czy dana funkcja zadaje metryke.

Obliczanie promienia grafu (takiego najmniejszego k, ze istnieje wierzchotek v,
z ktorego odleglto$é do wszystkich innych jest nie wieksza niz k).

Czy faktycznie teoria doktadnej ztozonosci jest bardziej skomplikowana niz

teoria NP-trudnosci, czy tez najblizsze lata przyniosa kolejny przetom i kolejne
uproszczenie Swiata? To pytanie jest obecnie obiektem intensywnych badan, m.in.
na Uniwersytecie Warszawskim. Czytelnikéw zainteresowanych naszym stanem
wiedzy w tej dziedzinie odsytam do artykulu Virginii V. Williams Hardness of
Easy Problems: Basing Hardness on Popular Conjectures such as the Strong
FEzponential Time Hypothesis.
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