Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2011

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

603 (WT = 1,88)
Z nume:

Franciszek S. S

Janusz Olszewski
Tomasz Warszawski
Barttomiej Dyda

Piotr Kumor
Michal Kieza

Lukasz Garncarek

Jerzy Cislo

Zbigniew Skalik

Jan Czardybon

Andrzej Daniluk
Andrzej Dorobisz

Pawel Najman
Pawel Kubit
Jacek Jendrej

Joachim Jelisiejew
Joanna Bogdanowicz

Piotr Sobczak

Zbigniew Sewartowski

Tomasz Tkocz

Wojciech Swieboda
Pawel Labedzki
Roksana Stowik

Adam Dzedzej
Krzysztof Doro

Tomasz Choczewski

Piotr Zmijewsk
Michal Miodek
Michal Kozlik

Krzysztof Kaminski

i 604 (WT = 1,81)
ru 6/2010

ikorski 45,98
11-45,63
2-42,26
4-41,03
10-40,19
3-36,46
1-33,48
7-32,86
1-32,27
30,48
229,74
29,11
4-28,96
4-28,93
27,67
27,50
26,02
25,18
1-24,03
2-23,77
23,15
23,04
22,99
1-22,72
3-22,64
22,41

i 1-21,51
21,18
21,00
1-20,83

bisz

Legenda (przykladowo): stan konta

7-32,86 oznacza, ze
siedmiokrotnie zdob;
a w kolejnej (6smej)
punktéw.

List¢ otwiera Franc

uczestnik juz
vl 44 punkty,
rundzie ma 32,86

iszek Salezy

Sikorski — nowa twarz w naszym
Klubie. Za nim Janusz Olszewski —
rekomendacja zbedna! to juz ,44” po raz

dwunasty.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w

aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi

co najmniej 20 pu

nktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z
lub 2010.
Nie drukujemy wiec
uczestnikéw, ktérzy

rocznika 2008, 2009

nazwisk tych
rozstali sie z liga trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréoci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 615, 616
Redaguje Marcin E. KUCZMA

615. Kazdemu podzbiorowi B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera zadnej
pary liczb kolejnych, przyporzadkowujemy liczbe p(B), bedaca iloczynem
liczb w zbiorze B (dla zbioru pustego przyjmujemy p()) = 1). Obliczy¢ sume
kwadratéw wszystkich uzyskanych liczb p(B).

616. Udowodni¢ nieréwnosé¢ dla liczb dodatnich z, vy, z:
(v+27 , G+ @y’
2 4yz P4z 2Haxy

Zadanie 616 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

607. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Wyznaczy¢ najwickszg liczbe m, dla ktérej
w zbiorze X istnieje m podzbioréw, z ktérych zaden nie zawiera si¢ w innym oraz zaden nie jest
réwnoliczny z innym.

608. Znalezé wszystkie funkcje okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, o wartosciach
w tym samym zbiorze, spetniajace nieréwnosé

f@) = f@) > fay)y —2) dazy>0.

607. Niech F bedzie rodzing m podzbioréw zbioru X, spelniajaca zadane
warunki. Jezeli do F nalezy zbiér pusty lub zbiér pelny (caly zbiér X), to juz
zaden inny zbiér nie moze do F naleze¢. W tym przypadku m = 1.

Jezeli do F nalezy pewien zbiér jednoelementowy J oraz pewien zbiér

(n — 1)-elementowy M, to musza sie one dopelniaé¢ (bo inaczej J C M) oraz
zaden inny zbidér nie moze do F naleze¢ (bo albo zawiera J, albo jest zawarty
w M). W tym przypadku m = 2.

Przyjmijmy dalej, ze zadna z tych sytuacji nie ma miejsca. Wszystkie zbiory

w F maja z zalozenia rézne licznosci. Wykluczone zostaly licznosci 0, n oraz
albo 1, albo n — 1. Pozostaje n — 2 mozliwych licznosci. Zatem m < n — 2.

Pokazemy teraz, ze dla kazdego n > 4 istnieje w zbiorze X = {1,...,n} rodzina
n — 2 podzbioréw F = {A;,..., A,_2} o wymaganych wlasnosciach. Najpierw
przyklady dlan =4, n =5:
n=4: X =/{1,2,3,4}; Ay = {4},
n=5: X=1{1,2,3,4,5}; A;={5}, Ay={3,4}, A;={1,2,3}
Dalej indukeja ze skokiem o 2. Niech {41,..., 4,2} bedzie ,dobra”
rodzing podzbioréw zbioru {1,...,n}, ponumerowanych tak, ze |A;| = k dla
k=1,...,n— 2. Bierzemy zbiér X = {1,...,n + 2} i okreslamy:
By =A,1U{n+1} dlak=2,....n—1;, By={n+2}, B,={1,...,n}
Widaé, ze |Bi| =k dla k =1,...,n i ze zaden ze zbioréw By, nie jest podzbiorem
innego. Tak wiec {Bj, ..., By} jest rodzinag podzbioréw X, o jaka chodzi.

A2 = {17 2}5

Dostajemy odpowiedz: dla kazdej liczby n > 4 maksymalna liczno$¢ rodziny F
wynosi n — 2.

608. Zamieniajac miejscami x i y, a nastepnie mnozac uzyskang nieréwnosé
przez —1, otrzymujemy nierownos$é¢ taka sama, jak wyjsciowa, lecz przeciwnie
skierowana. Trescig zadania jest wiec rédwnanie funkcyjne

f(@) = fly) = fley)(y —x)
Podstawiajac y = 1 1 oznaczajac a = f(1), dostajemy réwnanie
fl@)—a= f(x)(1 —x), czyli a = zf(x). Zatem

f@)=2

Proste sprawdzenie pokazuje, ze kazda taka funkcja spelnia rozwazane rownanie.

dla z,y > 0.

dla pewnej statej a > 0.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
J. Ciach (5), M. Prauza (4), P. Kumor (10),
P. Gadziiiski (7), K. Jedziniak,

J. Olszewski (12), L. Skrzypek (4),

H. Kornacki, T. Wietecha (8), T. Jézefczyk,
J. Witkowski (5), W. Bednorz, B. Dyda (4),
M. Peczarski, M. Adamaszek, P. Kubit (4),
J. Cisto (7), W. Bednarek (5), D. Kurpiel,
P. Najman (4), M. Kieza, M. Kasperski,
K. Dorobisz, A. Woryna

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Matopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, S. Solecki, T. Tkocz,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

A. Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, A. Idzik,

K. Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,

K. Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz, T. Kulpa,
A. Langer, R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,
M. Lupiezowiec, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, M. Spychata,

Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 590 [n € N, parzysta; € R = (
(WT = 2,66; LPR = 5). Niech P, (x) oznacza wielomian

po prawej stronie zadanej nieréwnosei (dla z # 1:

). Teza brzmi zatem: P, (z) > Pi(x)™ dla

_ _1—a"
Pu(@) = mitia—o
n =2k, x € R.

P. Kumor udowodnit lemat: P,41(z) > Pi(z)P,(z) dla

* % %

Kolejny rok ligowy za nami. Czotowe postaci zeszlorocznego omoéwienia nie zamierzaja,
oddaé pola nastepcom. Janusz Olszewski idzie jak burza, co rok pelna runda 44 — wtasnie
zakonczyl dwunasta. Tomasz Wietecha w dwuboju mat-fiz nie ma sobie réwnych.

Wiréd zadan minionego sezonu byto kilka bardzo ciekawych. Rzetelnie trudnych,

a przy tym dajacych pole do wykazania sie pomystowoscia. Dokladniejsze omoéwienie

— nizej. Zwréémy uwage, ze sa to prawie wylacznie zadania o numerach parzystych,
czyli proponowane przez Czytelnikow; a wlasciwie grupke kilku osob, ktérych nazwiska
powtarzaja sie cyklicznie, z duza regularnoscia. Autorom tych zadan dzigkujemy za

to, co juz, i prosimy o jeszcze. Innych uczestnikéw tez zachecamy do probowania sit

w tworczosci autorskiej. Dzigki Wam liga zyje!

Zadanie 586 [X C {1,...,99}, |X|=9=3ABCX: A#B, (>_A)= (3 B)]
(wspdélczynnik trudnosci WT' = 2,76; liczba poprawnych rozwigzan LPR = 3).
Rozmiary danych miescity sie jeszcze w zasiegu domowego komputera; mozna byto
sprawdzi¢ wszystkie mozliwosci — tak to zrobil Zbigniew Galias.

Janusz Olszewski przedstawil dowéd dosé podobny do firmowego (ktéry dat
Krzysztof Dorobisz, autor zadania), jednak r6zniacy sie na tyle, ze warto go tu pokazacé.

Niech 1 <1 < ... < x9 <99 i— nie wprost — przypuéémy, ze wszystkie podzbiory
zbioru X = {z1,...,T9} maja rézne sumy. Patrzymy na niepuste podzbiory A zbioru
Y = X \ {wo} o licznosci |A| < 5; jest ich 218. Odrzucamy te, w ktérych (D A) < za;
jest ich < 7 (tworzy sie je jedynie z z1, x2, x3). Niech S bedzie zbiorem sum (3 A)
wszystkich zbioréw, ktére pozostaly; te sumy sa rézne, wiec |S| > 211 > 2x9. Zatem
Jds,s',s" €S s<s <s', s=5 =5" (mod zg). Poniewaz (max S) < x4 + 4zg,

(min S) > x4, wige s” — s < 4wg. Stad s’ = s+ z9 lub s = s’ + x9, co oznacza, ze

JA,CCY: (D A) = (>, C)+ wzy. Biorac B:= C U {xg}, dostajemy (> A) = (> B).

Autor nadmienit jeszcze, ze podobna metoda dziata dla 9-elementowych podzbioréw
zbioru {1,...,126}.

Obaj wymienieni autorzy sprawdzili numerycznie, ze teza nie zachodzi dla zbioru
{1,...,161}, posiadajacego podzbiér {77,117,137,148, 154,157,159, 160, 161}, ktérego
wszystkie podzbiory majag rézne sumy. Zadali tez pytanie, jak to jest ogélnie: dla

m € N — jaka jest najmniejsza liczba w = w(m) € N, dla ktérej w zbiorze {1,...,w}
istnieje m-elementowy podzbidr Z, ktérego wszystkie podzbiory maja rézne sumy.
(Teza naszego zadania: w(9) > 99.) Jest to problem Erdésa—Mosera; ma sporg
literature. Piotr Kumor wskazat prace: P. Borwein, M. J. Mossinghoff, Newman
polynomials. . ., opublikowana w Mathematics of Computation (72 (2003), 787-800),
dostepna takze pod http://www.cecm.sfu.ca/ pborwein/ (w dziale MY PAPERS),
opisujaca algorytm, ktéry pozwolil sprawdzié, ze istotnie w(9) = 161 — oraz zawierajaca
dalsze odsytacze bibliograficzne.

n n
1-;2) < 1+T:L—+1+T }

zachodzacej dla funkcji f > 0, wypuklej w przedziale (a; b)
(prawa strona to pole trapezu pod styczna do wykresu

w punkcie “TH’); wystarczy przyjaé f(t) = t™ w przedziale
o koncach 1, x (to samo uzasadnienie mial na mysli autor

zadania T. Tkocz).

Nieco inne, juz nie tak proste rozumowanie z uzyciem catek

|z| < 1, n € N (badajac pochodna réznicy miedzy lewa
i prawa strona). Umozliwia on analiz¢ danej w zadaniu
nieréwnosci dla wszystkich n € N, niekoniecznie parzystych.
Wiyniki dla |z| < 1 uzyskuje sie z lematu indukcyjnie; z nich
za$, zastepujac = przez 1/x, wyniki dla |z| > 1:

Py(z) < Pi(z)" gdyz<-1,n=2k+1,k>1;

P,(z)=Pi(z)" gdyz=1lubn=1

lub (z = -1, n =2k 4+ 1);

P,(z) > Pi(z)" w pozostalych przypadkach.
Z. Sewartowski doszedl do tych samych ustalen, badajac
pochodng funkeji P, (z)/Pi(x)".
Tylko J. Olszewski i P. Najman zauwazyli, ze teza
zadania jest banalnym wnioskiem z (réwnie banalnej)
nierowno$ct Hadamarda

/bf(t)dt>(b—a>f(

a—l—b)
2 b
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(doktadniej: $rednich potegowych) przedstawit W. Bednarek.

Zadanie 592 [Punkt P wewnatrz czworoscianu ABC D; proste
AP, BP, CP, DP przecinajg sfery PBCD, PCDA, PDAB,

|AK|-|BL|-|CM|-|DN|
PABC w punktach K, L, M, N = [AP[|BP[CP||DP| > 256]

(WT = 3,40; LPR = 3). Uczestnikéw ligi wyraznie odstraszyla
tresé — tyle sfer!. .. Tymczasem — zacytujmy fragment jednej
z prac: Po rozwigzaniu analogicznego zadania plaskiego,
przerobienie go na 3D jest juz tatwe; spora liczba sfer,
przecinajacych sie w jednym punkcie, jest wskazaniem

do zastosowania inwersji. Tak wtasnie — przez inwersje
przestrzenng — biegnie rozwiazanie firmowe (autor zadania:
Michal Kieza); i tak tez je rozwiazali Adam Dzedzej

(z jego pracy byl cytat) i Janusz Olszewski. Jeszcze
Adam Woryna — wprawdzie nie uzywa stowa inwersja, ale
konstruuje czworoscian jednoktadny do tego uzyskanego
sinwersyjnie” w rozwigzaniu firmowym i dowodzi
analogicznych proporcji.




Zadanie 593 [a1 = a2 =1, ag = 2, an+3 = (Gnt1ant2 +5)/an
= wszystkie a,, calkowite] (WT = 1,71; LPR = 21). Zadanie
nietrudne, duzo dobrych rozwigzan. Tomasz Wietecha
rozwiazal zadanie nieco ogdélniejsze, gdzie sktadnik 5

w formule rekurencyjnej jest zastapiony dowolna liczba
naturalng p. Po wyprowadzeniu wzoréw jawnych

BN a—2) a1 (B -2)
azk—1 = ’
a—p
g a—2-p) - (B-2-p)
azr = )
a-p

gdzie a, B to pierwiastki tréjmianu z* — gz + 1 (a > 3), za$
q = (3p+5)/2, otrzymal zaleznosci
a2k+3 = qa2k+1 — G2k—1,
(as =p+2).
Jedli p jest liczbg nieparzysta, to q jest liczbg catkowita
i wszystkie a,, sa catkowite.

Zadanie 598 [M = {1,2,...,m?}; ile podzbioréw bez pary
liczb o réznicy podzielnej przez m? o réznicy réwnej m?]
(WT = 2,85; LPR = 7). Poprawne rozwiazania nie réznity
sie istotnie od firmowego: R. M. Ayoush, J. Cisto,

A. Dorobisz, A. Dzedzej, J. Garnek, P. Sobczak oraz
P. Najman.

A2k+4 = qQG2k+2 — G2k

Zadanie 600 [AABC wpisany w okrag; D, E, F' — §rodki
tukéw BC, CA, AB; D',E’, F' — ich odbicia symetryczne
wzgledem prostych BC, CA, AB; H — ortocentrum =

D' E',F', H leza na okregu| (WT = 2,83; LPR = 4). Autor
zadania, Michal Kieza, jest tez autorem rozwigzania
firmowego. Na uwage zastuguja dwa prostsze rozwiazania.

A

Jerzy Cisto: A’, B',C’ — punkty symetryczne do O ($rodka
okregu opisanego §2) wzgledem prostych BC, CA, AB.
Punkt A’ jest érodkiem okregu symetrycznego do 2,
przechodzacego przez punkty B, C, D’ oraz H; lezy on

na symetralnych cieciw BH i C'H. Analogicznie, te same
symetralne przechodza (odpowiednio) przez punkty C’ i B;
zatem poétproste A'C’ i A’B’ potowia katy HA'Bi HA'C.
Stad tatwo wynika, ze dwusieczna kata C'A'B’ jest tez
dwusieczng kata D' A’H, czyli symetralng odcinka D’ H.
Punkt I’, w ktérym przecinaja si¢ dwusieczne tréjkata
A'B'C’, jest wiec $rodkiem okregu, przechodzacego przez
punkty D', E', F', H.

Marek Spychata: A, B',C’, O, 2 - jak wyzej;
H, = AHN 2; DL — érednica 2; OLAK — réwnolegtobok.
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Skoro AD 1 AL, za$ O jest srodkiem DL, to AD jest
symetralng odcinka OK. Odcinek HD' jest symetryczny
wzgledem prostej BC' do cigciwy H, D okregu 2; jest

wiec réwnolegty do cigciwy AL i czworokat OK HD' jest
réwnolegtobokiem. Odcinek HA' jest symetryczny wzgledem
BC do H,O; jest wiec réwnolegly do AO i czworokat
OAHA' jest réwnoleglobokiem. Symetria wzgledem érodka
odcinka OH zamienia punkty: O < H, K < D', A+ A’,

i analogicznie B < B’, C' « C’. Dwusieczna kata A

w tréjkacie ABC, bedaca symetralng OK, przechodzi

na dwusieczng kata A’ w trojkacie A’B’C’, bedaca
symetralng D' H. Konkluzja jak w poprzednim rozwigzaniu.

L

Rozwiazanie rachunkowe (trygonometryczne) przedstawit
Tomasz Tkocz. Rozwigzanie firmowe (choé zapisane

w jezyku rachunku na wektorach) znalazt Janusz
Olszewski, ktory ponadto zauwazyl proste uogdlnienie:
Jesli X jest dowolnym punktem wewngtrz tréjkata ABC,

a proste AX, BX, CX przecinajqg okrgg opisany w punktach
D, E, F, to punkty symetryczne do D, E, F wzgledem $rodkéw
bokéw BC, CA, AB lezq na jednym okregu z ortocentrum
ABC. (W zadaniu X jest srodkiem okregu wpisanego.)
Rzeczywiscie, aby uzyskaé to uogblnienie, wystarczy

w rozwigzaniu firmowym w jednym miejscu wykresli¢ stowo
,brostopadlych” i wszedzie zastapié¢ I przez X.

Zadanie 602 [a,b,c > 0; bc+ca+ab=1; A= ﬁ;

B, C okreslone analogicznie = A+ B+ C < ﬁ]
(WT =2,18; LPR = 11). Rozwiazania byly w wigkszosci
zgrabniejsze od firmowego. Wybierzmy to, ktére podat
R. M. Ayoush (choé bardzo podobnie rozumowali

W. Bednarek, J. Cisto, J. Olszewski). Z nieréwnosci
Cauchy’ego—Schwarza:

/1_|_9. /1+221.1+\/§,\/§2
b c b c

stad
av'be
T Vit v

—a(1+\/1+— J1+ >_1
(2+b—|—c) = (Zlfszc)

Ta nieréwnoéé i jej dwa cykliczne odpowiedniki daja po
zsumowaniu teze zadanial




