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Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyta¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch lub
jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami.
Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac

_— na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladnosciag do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoltczynnik trudnosci danego zadania:
. WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) —
i tyle punktow otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Termin nadsylania rozwiazan: 30 VI 2011

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 619, 620
Redaguje Marcin E. KUCZMA

619. Szachownica o rozmiarach n x n zostala pokryta ptytkami 2 x 2. Kazda
plytka pokrywa doktadnie cztery pola. Plytki zachodza na siebie, ale nie wystaja
poza brzeg szachownicy. Liczba pltytek przekracza 2(n? — n)/3. Dowiesé, ze
mozna usunaé jedna plytke tak, by pozostate ptytki nadal pokrywaly cala

szachownice.

620. Niech P(x) bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspotczynnikach
catkowitych. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje taka liczba
catkowita n, ze liczba P(n) ma co najmniej k réznych dzielnikow pierwszych.

Zadanie 620 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2010

Przypominamy tresé zadan:

611. Diagram przedstawia poczatkowe wiersze nieskonczonej tabeli
trojkatnej. Skrajnymi elementami kolejnych wierszy sa kolejne liczby
naturalne. Ponadto obowiazuje reguta: jesli liczby b, ¢ sa sasiednimi
elementami dowolnego wiersza, nad nimi znajduje sie liczba a, za$ pod

611. Przekrecamy diagram o 45° tak, by otrzymac tabele —
nieskoriczona macierz A = [am,n]m,n>0; jest to lewa z dwoch
tabelek ponizej:

012 3 ... 135 7 ...
14 710... 39 1521 ...
A 271217 ... B: 5152535 ...
3101724 ... 7213549 ...

Zgodnie z trescia zadania, jej wyrazy sa zwiazane
zaleznosciami: a,,0 = ao,n =N,

Am,n + Am+1,n+1 = Am4+1,n + Am,n+1 + 2.

W kolejnych wierszach widzimy ciagi arytmetyczne;
odgadujemy wzér jawny Gm,n, = 2mn + m + n. Sprawdzamy,
ze te liczby spelniaja napisane przed chwila réownania (ktore
wyznaczaja zawartosé calej tabeli jednoznacznie).

Tworzymy nowa macierz nieskoniczona B = [bm,n]m,n>0
o wyrazach by, .n = 2am,n + 1 (prawy diagram powyzej).
Zachodza réwnosci by,0 = bo,n = 2n + 1,

b =22mn+m+n)+1=2m+1)(2n+1).

Tak wiec B jest po prostu tabliczksa mnozenia liczb

nieparzystych. Kazda liczba nieparzysta wystepuje w niej tyle

razy, ile ma roznych dzielnikow dodatnich.
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nimi liczba d, to a +d = b + ¢ 4+ 2. Udowodnié, ze dla kazdej liczby
catkowitej k > 2 istnieje nieskoriczenie wiele liczb, z ktérych kazda
wystepuje w tej tabeli dokladnie k razy.

612. Funkcja f: R — R jest dana wzorem
f(z) =sin? z + cos® ax

(dla pewnej stalej rzeczywistej a). Dowies¢, ze jezeli f jest funkcja
okresowa, to a jest liczba wymierna.

Niech teraz k > 2 bedzie zadang liczba catkowita. Bierzemy
dowolna liczbe pierwsza p > 2; wowczas liczba p*~! wystapi
w tabeli B doktadnie k razy. Wracajac do tabeli A, widzimy,
7e doktadnie k razy pojawi sie w niej liczba (p" =1 —1)/2. Jest
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych — mamy wiec teze
zadania.

612. Niech T bedzie okresem funkcji f. Z réwnosci
f(T) = f(0)7 czyli

cosal =1 —sin?T = cos® T
(czyli jeszcze prosciej: cos2al’ = cos 21") wnosimy, ze

2aT = £ 2T + 2kw  (k — liczba catkowita).

Pochodna f’(x) = sin 2x — a sin 2ax tez jest funkcja
T-okresowa: ['(T) = f'(0), czyli

sin 27 = a sin2aT = a sin(£ 27T + 2kw) = £ a sin27.

Zatem albo a = £1 (liczba wymierna), albo sin 27" = 0, skad
2T = Ir (I # 0),

g E2T42%kn 2

5T i (liczba wymierna).



