Klub 44 Zadania z matematyki nr 681, 682

681. Mamy dwa stosy bierek. Dwaj gracze wykonujg ruchy na przemian.

® W jednym ruchu wolno: usunaé jedna bierke (z dowolnie wybranego stosu);
usunaé¢ po jednej bierce z obu stoséw; przetozy¢ jedng bierke z jednego
' (dowolnego) stosu na drugi. Gra konczy sie, gdy wszystkie bierki znikna.
-_— Wygrywa gracz, ktéry zdjat ostatnig bierke. W zaleznosci od liczno$ci stoséw
o w stanie poczatkowym, ustalié, czy i ktéry z graczy (rozpoczynajacy czy jego

przeciwnik) ma strategie wygrywajaca.

682. Liczby dodatnie z1,...,z, spelniaja warunek
Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2014
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M UdOWOdIlié, ze
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
667 (WT = 2,35) i 668 (WT = 1,60) VI t+...+VIn 1 I 1

z numeru 10/2013 n—1 - \/E % '
n

Rami Marcin Ayoush Szelkéw 45,50  Zadanie 682 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.
Adam Dzedzej Gdansk 44,28

Marcin Malogrosz  Warszawa 44,25 R 7w iazania zadan z numeru 1/2014

Janusz Fiett Warszawa 44,02

Jedrzej Garnek Poznan 40,03 P . tregé daf:

Marek Spychata Warszawa 39,37 rzypominamy tresc zadal:

\AA]%?ZizsghI?\Z;l(ciak \]?\;)alf:iszv;ec gg’gg 673. Czy istniejg cztery kolejne liczby calkowite dodatnie, ktorych iloczyn, powiekszony o 210 jest
)

kwadratem liczby calkowitej? Podaé¢ wszystkie rozwigzania (jesli istnieja).
Pan Adam Dzedzej konczy swoja druga
runde ,44”. Panowie Rami Ayoush, 5 .
Marcin Malogrosz, Janusz Fiett to fla+1)=f(z)+1, f(z7)=f(x)” dlazecR.
nowe twarze — witamy w Klubie 44.
Dawno nie mieliSmy tak gromadnego
jednoczesnego przekroczenia magicznej

bariery! z(z+1)(z +2)(z +3) = y* — 1024

Przepisujemy lewa, strone jako z? — 1, gdzie z = 2% + 3z + 1 (skoro = > 1, to z > 5)
i rozwigzujemy roéwnanie

674. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniajg uktad réwnan funkeyjnych

673. Szukamy rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych z, y réwnania

y? — 22 =1023=3-11-31.
Jego lewa strona to iloczyn (y + z)(y — z), w ktérym pierwszy czynnik jest dodatni,
wiec drugi tez. Musi to by¢ iloczyn jednej z czterech postaci: 1023 - 1, 341 -3, 93 - 11,
33 - 31; daja one odpowiednio wartoéci z = 511, 169, 41, 1. Jedynie z = 41 jest
wartodcig tréjmianu z? 4+ 3z 4+ 1 dla naturalnego x, mianowicie x = 5. Otrzymujemy
jedyne rozwiazanie zadania: 5-6 -7 - 8 + 210 = 522,

674. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca podane réwnania. Wykazemy, ze jest to
funkcja nieparzysta. Z drugiego réwnania widaé, ze f(—x)? = f(x)?. Tak wicc
f(—z) = £f(x). Przypusémy, ze dla pewnej liczby xo zachodzi réwnosé
f(=zo) = f(zo) =: yo. Wystarczy pokazal, ze yo = 0. Ot6z

Yo+ 1= f(—z0) +1=f(1—w0)=%f(xo—1)==%(yo—1)
(ostatnia réwno$é wynika ze spostrzezenia, ze f(xz — 1) = f(x) — 1 dla wszystkich x).
Stad |yo + 1| = |yo — 1], co jest prawda jedynie dla yo = 0. Zatem f jest funkcja
nieparzysta.
Dla 2 > 0 mamy f(x) = f(v/z)? > 0. Wobec nieparzystosci, f(z) < 0 dla 2 < 0. Dla
z < 1 dostajemy oszacowanie f(z) = f(zr — 1) + 1 < 1. To znaczy, ze funkcja f
odwzorowuje przedzial (0;1) w siebie. Z réwnania f(xz + 1) = f(z) + 1 wynika teraz, ze
funkcja f odwzorowuje kazdy przedzial postaci (k; k+1) w siebie (k € Z). Zachodzi
wiec nieréwnosé

[f(z) —z| <1 dlazeR.

Wezmy dowolng, liczbg u > 1 i oznaczmy f(u) = v. Z réwnania f(2?) = f(z)?
dostajemy f(u®") =% dlan=1,2,3,.... Stad [v* —u? | <1, czyli

on on
1
u u
co w granicy (przy n — oo) daje réwnosé v = u. WykazaliSmy w ten sposéb, ze

fly=adlax > 1.
Dzieki réwnosci f(z — 1) = f(x) — 1 wnosimy stad, ze

f(x) =2 dla wszystkich € R.

Funkcja identycznosciowa spelnia oba réwnania uktadu i jest jego jedynym
rozwigzaniem.
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