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Z, armaty do muchy
Joanna JASZUNSKA

Ponizsze zadania taczy to, ze do rozwiazania kazdego z nich mozna uzy¢ pewnego
Bardzo Znanego Twierdzenia, udowodnionego caltkiem niedawno. Oczywiscie to,
ze mozna strzela¢ z armaty do muchy nie oznacza, ze zawsze trzeba. . .

n i k wszedzie oznaczaja dodatnie liczby catkowite.

1. Udowodnij, ze dla n > 2 liczba {/2 jest niewymierna.
2. Wykaz, ze 56 nie jest trzecia potega liczby naturalnej.

3. W dwoch urnach jest po k kul, kazda z kul jest biala
lub czarna. Z kazdej z urn n-krotnie losujemy kule

ze zwracaniem. Dla jakich wartosci n, k i dla jakiego
uktadu koloréw kul prawdopodobienstwo wylosowania
samych biatych kul z pierwszej urny jest réwne
prawdopodobienstwu wylosowania z drugiej urny
wszystkich kul jednego koloru?

4. Znajdz wszystkie trojki dodatnich liczb catkowitych
x,y, z, dla ktérych xy(x? + y?) = 224,

5. Znajdz wszystkie pary liczb calkowitych x,y, dla
ktérych 3 — 6% = 2.

6. Czy istnieje wielomian o wspélczynnikach catkowitych,
ktory nie jest roznowartosciowy na zbiorze liczb
rzeczywistych, ale jest roznowartosciowy na zbiorze liczb
wymiernych?

7. Niech
o) = 3987 4365 4472
T 3987+ 1 4365z +1  —4472x +1°

a ) oznacza k-ta pochodna f. Czy f(1(0) = 0?

Rozwigzania

Dowéd powstal dopiero pod koniec
XX w. Jest zbyt dlugi i skomplikowany,
by zmiesci¢ si¢ na tym marginesie.

Stynne Wielkie Twierdzenie Fermata (WTwF') z XVII w. glosi, ze dla n > 2
réownanie " + y" = 2" nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych

x,y, z. batwo je uogélnié¢ dla liczb wymiernych z,y, z # 0; prosze sprébowad!

Wiecej o WTwF znalez¢ mozna w tym numerze Delty na stronach 4-7.

R1. Zalézmy, 7e /2 = p/q, gdzie 0 < p,q € N. Wtedy
2=p"/q", zatem 2¢" = p", czyli ¢" +¢" = p",
sprzecznie z WTwF. [J

R2. Gdyby 56 = n3, to n® = 56 = 64 — 8 = 43 — 23, czyli
n3 4 23 = 43, sprzecznie z WIwF. O

R3. Niech b; i bs oznaczaja liczby biatych kul
odpowiednio w pierwszej i drugiej urnie.
Prawdopodobienstwo, ze z pierwszej urny n-krotnie
wylosowano bialy kule réwne jest (b1/k)™. Podobnie
wyznaczamy odpowiednie prawdopodobienstwa dla
drugiej urny i réwnosé z treéci zadania przybiera postaé
(b1/k)" = (b2/k)" + ((k — b2) /)", cazyli

1 =05+ (k—b)".

Jedlin > 2, to z WI'wF musi by¢ by =by ik —by =0
lub by = k — by 1 by = 0. To prowadzi do rozwiazan
b1:b2:klubb1:kib2:0.

Jesli n = 2, réwnanie spelniajg wszystkie tréjki
pitagorejskie i dla kazdej z nich sg dwa rozwigzania.

Jesli n = 1, to prawdopodobiefistwo, ze wszystkie kule

R7. Niech

ga) = —>

Stad

FA (z) = —11!- <(

Zadanie 6 pochodzi z LXIV Olimpiady
Matematycznej, a opisane tu rozwigzanie
przedstawil jej uczestnik.

25

ar + 1

wylosowane z drugiej urny sa jednego koloru jest
rowne 1, wigc rozwigzaniem jest by = k. O

RA4. Dany warunek rownowazny jest réwnosci

(z +y)* = (x — y)* + (22)*. Na mocy WTwF, skoro
x,y,2z > 0, oznacza to, ze t —y = 0, czyli x = y.
Wéwezas (2z2)* = (22)* i w rezultacie v = y = 2. O

R5. Przeksztalcajac dane réwnanie, uzyskujemy
23 =6y +2=(1+9)3+ (1 —y)3. Na mocy WIwF
musi by¢ =0, 1+y=01lub 1 —y = 0. To daje
rozwigzania (z,y) = (2,—1) lub (z,y) = (2,1). O

R6. Tak. Niech W (z) = 2'® — 829. Wéwezas

W(0) = W(3/2). Przypusémy, ze W (r) = W(s) dla
pewnych liczb wymiernych r # s. Rownanie

218 — 82 — W(r) = 0 ma wtedy dwa rézne pierwiastki
wymierne 7, s. Stad takze réwnanie y% — 8y — W(r) =0
ma dwa rézne pierwiastki wymierne %, s%. Wobec tego

z wzoréw Viete'a 19 + s% = 8, ezyli (r3)% + (s%)2 = 23.

Z WTwF dla liczb wymiernych 73, s® znaczy to, ze
r*=0is®=21Ilub s? =017 =2, conamocy zadania 1
prowadzi do sprzecznosci, bo r i s sa wymierne. [J

a k41
. wowezas ¢ (z) = (=1)F k! (ax n 1) .

3987\ 4365 \'° 4472 \ "
3987z + 1) + (43653@ + 1) a <—4472:1c + 1) >
czyli warunek f (11)(0) = 0 réwnowazny jest warunkowi
398712 + 4365'2 — 447212 = (. To za$ jest niemozliwe na mocy WTwF. [



