Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kornca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2018

na stronie deltami.edu.pl

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
749 (WT = 3,05) i 750 (WT = 1,49)
z numeru 11/2017

Roksana Stowik Knuréw 44,30
Marcin Kasperski Warszawa 43,83
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin  34.83

Michatl Kozlik Gliwice 32,23 rekurencyjny

Niewiele Pan bierze udzial w naszej Lidze

co zauwazamy z nieukrywanym zalem.
Od startu Ligi tylko pieé¢ uczestniczek
przekroczylo prég 44 p. Pani Roksana
Stowik jest jedyna, ktora te bariere
pokonata dwukrotnie!

Rozwigzania zadain z numeru 2/2018

Przypominamy tre$¢ zadan:
755. Niech P(z) bedzie takim wielomianem o wspé6lczynnikach
rzeczywistych, ze

P(x) + P (z) > 2P ()
Dowies$é, ze P(x) > 0 dla = € R.

dla x € R.

756. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wykazaé, ze dla kazdego

ukltadu dodatnich liczb catkowitych a1, ..., a, zachodzi nieréwnosé
NWD(a1,...,an) - NWW(ay,...,a,) < aj ...  apn.
Scharakteryzowaé (dla ustalonego n) te uktady a1, ..., a, (dodatnich

liczb catkowitych), dla ktérych napisana nieréwnosé staje sie
réwnoscig.

755. Gdy P(z) jest funkcja stala, implikacja jest oczywista.

Dalej przyjmijmy, ze P jest wielomianem stopnia dodatniego.

Wielomian P — 2P’ + P ma taki sam stopien, a przy tym
przyjmuje — zgodnie z zalozeniem — wytacznie wartosci
nieujemne. Jest to wigc wielomian stopnia parzystego. Ten
sam stopien ma zaréwno wielomian P, jak i wielomian

Q(z) = P(x) — P'(z). Kazdy z tych wielomianéw, jako
funkcja ciagla zmiennej rzeczywistej, majaca granice oo przy
|x| — oo, przyjmuje w pewnym punkcie osi liczbowej swoja
warto$¢ minimalna. Niech wiec

min P(z) = P(a), minQ(x) = Q(b);
zeR zeR

W punkcie, realizujacym minimum, pochodna jest réwna

zerw: P’'(a) =0, Q'(b) =0. Zauwazmy, ze, w mysl zaloZenia

zadania,

Q(x)—Q' (z)= (P(a:)—P/(x)) — (P/(x)—P”(a:)) >0dlaxzeR.

Podstawiajac = b dostajemy Q(b) > 0. Jest to wartosé

minimalna wielomianu @, zatem

Q(z) = P(z) — P'(z) >0 dla wszystkich = € R.
Podstawiamy = = a i mamy P(a) > 0. To warto$¢ minimalna
wielomianu P. Zatem P(x) > 0 dla z € R.

a,beR.

7anL
Wystarczy

756. Przyjmijmy oznaczenia: m = NWD(ay,...
M =NWW(a1,...,an), P=a1 ... ay.

20

generuje ciag ri, T2, T3, ..

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
os6éb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

Zadania z matematyki nr 763, 764
Redaguje Marcin E. KUCZMA

763. Dany jest wielomian P(z) stopnia 2, o wspélczynnikach rzeczywistych,
oraz liczba naturalna n > 1. Udowodni¢, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden
wielomian Q(z) stopnia n, spelniajacy réwnanie P(Q(z)) = Q(P(x)) dla z € R.

764. Czy istnieja liczby naturalne a,b > 1, wzglednie pierwsze i takie, ze wzér

n
T = a, Tppr =b+ [ 2
k=1

., ktérego wszystkie wyrazy sa liczbami ztozonymi?

Zadanie 764 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

wykazaé, ze kazda liczba pierwsza, ktora dzieli iloczyn mM,
wchodzi do iloczynu P w co najmniej takiej samej potedze.
Niech wiec p bedzie liczba pierwsza i niech (dlai=1,...,n)
ki bedzie takim wyktadnikiem, ze p"¢||a; (ten napis oznacza,
e a; dzieli sie przez p"i, ale nie przez p*iT!). Wowczas p®||m,
p?|M, gdzie @ = min{k, ..., kn}, B = max{ki,... , kn},

i wobec tego p*t?||mM. Oczywiscie p™ 5 || P.
Poréwnanie wyktadnikow nie pozostawia watpliwosci:

(1) kn} +max{ki, ... kn} <ki4...+kn.

Wobec dowolnosci wyboru p, uzasadnia to zadang nieréwnosé
mM < P.

Kiedy zachodzi rownos¢ mM = P 7 Wtedy, gdy kazda
liczba pierwsza dzieli mM w dokladnie tej samej potedze,
w jakiej dzieli P. Czyli gdy dla kazdej liczby pierwszej p
nieréwnosé¢ (1) (z wykladnikami k;, wyznaczonymi przez p)
staje sie réownoscia.

min{ky, ..

Dla n = 2 jest tak zawsze; dostajemy znanag tozsamo$c:
NWD(a,b) - NWW(a, b) = ab.

Dla n > 3 réwnoéé¢ w relacji (1) oznacza, ze gdy po jej prawej
stronie usuniemy jeden najwiekszy i jeden najmniejszy
sktadnik, pozostana jakie$ nieskreslone sktadniki, o zerowej
sumie — czyli wszystkie réwne zeru. Sktadnik najmniejszy
automatycznie takze jest zerem. Tylko jeden sktadnik po
prawej stronie (1) moze byé¢ dodatni. To znaczy, ze tylko
jedna z liczb a1, ..., an moze dzieli¢ si¢ przez p. Wobec
dowolnosci p, znaczy to, ze liczby a1, ...,a, sa parami
wzglednie pierwsze.

I na odwrét, gdy tak jest, wéwczas dla kazdej liczby
pierwszej p mamy w ciagu (k1,...,kn) co najwyzej jeden
wyraz niezerowy; nieréwnséé (1) przechodzi w réwnosé,

i w konsekwencji mM = P.

Podsumowujac: dla n > 3, réwnos¢ mM = P zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy liczby a1, ..., a, sa parami wzglednie
pierwsze; dla n = 2, ta réwno$¢ jest tozsamoscia.



